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Оптимальное проектирование слоистых 
композитных оболочек типа «сэндвич», 

содержащих вязкоупругие слои 
Введение. Тонкие слоистые композитные оболочки широко используются в 

различных областях современной техники. Образованные из слоистых оболо-
чек конструкции сочетают в себе легкость с высокой прочностью, что объясняет 
широкое применение оболочек в судостроении, авиа- и ракетостроении, в про-
мышленном строительстве и других областях. Существуют большие перспекти-
вы практического использования оболочек. Реализация этих возможностей про-
исходит в результате расширения области применения оболочек, совершенст-
вования методов их расчетов и более основательного рассмотрения их свойств. 
Применение полимерных материалов в современном производстве вызывает 
необходимость учитывать вязкоупругие свойства при изучении низкочастотных 
колебаний оболочек. Стремление получить наименьшую материалоемкость 
изделий при требуемой прочности и жесткости, а также возможность варьиро-
вания свойств материала, привело к необходимости использования композит-
ных балок, пластин и оболочек слоистой структуры в качестве составляющих 
элементов тонкостенных инженерных сооружений в различных отраслях народ-
ного хозяйства (в машино-, тракторо- и судостроении, в авиационной и ракет-
но-космической технике и т.п.). Вместе с тем, тонкостенные элементы, состав-
ляющие реальную инженерную конструкцию, имеют сложную конфигурацию. 
При их расчете следует принимать во внимание наличие косых краев, непосто-
янство кривизн, толщины оболочки. Перечисленные и другие факторы приводят 
к сильной неоднородности напряженно-деформированного состояния тонко-
стенной конструкции, которая может быть причиной появления на поверхности 
оболочки «наиболее слабых» областей, которые приводят к сильной локализа-
ции собственных форм колебаний. 

В ряде случаев при проектировании тонкостенных конструкций, испыты-
вающих заданные периодические низкочастотные силовые воздействия, с 
целью предотвращения явления резонанса ставится задача об изменении 
спектра собственных частот в сторону его увеличения. При проектировании 
композитных слоистых оболочек данная задача может быть решена путем 
подбора материала и толщины слоев, составляющих весь пакет оболочки, 
при выполнении некоторых условий. Таким условием может быть постоянство 
массы оболочки. 

Представляются актуальными исследования колебаний вязкоупругих слои-
стых композитных оболочек сложной конфигурации, а также разработка мето-
дов оптимального проектирования слоистых тонкостенных конструкций путем 
оптимального распределения (с учетом наличия слабых мест) толщин меж-
слойных заполнителей. 
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1. Постановка задачи. Рассмотрим слоистую оболочку. Будем считать, что 
оболочка пологая и составлена из N изотропных вязкоупругих слоев, харак-
теризующихся толщиной hk, модулем Юнга Ек, плотностью рк, коэффициен-
том Пуассона vx, модулем поперечного сдвига Gk. В общем случае оболочка 
может быть некруговой с радиусом кривизны R2(a2). 

В работе [1], используя гипотезы теории слоистых оболочек, сформулиро-
ванные Э.И. Григолюком и Г.М. Куликовым [2], выведены уравнения колеба-
ний слоистых композитных оболочек, которые учитывают поперечные сдвиги 
слоев, а также интегральные характеристики вязких межслойных заполните-
лей. В предположении об образовании большого количества волн малой дли-
ны в окружном или осевом направлении данные уравнения в безразмерной 
форме принимают вид: 

И (l - г Л д к 2 * + к ( < р - д(зг - е2кАХ)= О, 

2 * (1) 

И д 2 F - К<Р)~{% - О, 
ds ^ 

где 
£-8 = A2773/|l2/?2(l-v2| - малый параметр, характеризующий тонкостенность обо-
лочки, А - оператор Лапласа в криволинейной системе координат <p = a2/R и 

s = al/R, F = F*/[e4EhR2), z = Z*/R~ безразмерные функции напряжений и 

перемещений соответственно, A = (pR2)/(e£:4]q2- искомый частотный пара-
метр, р, v, Е - осредненные плотность, коэффициент Пуассона и модуль Юн-
га, k(q>)- переменная кривизна, h - толщина оболочки, R - радиус цилиндра 

исходной поверхности, Q = co + ia, i = -J-l, со - фундаментальная частота сво-
бодных колебаний, а-декремент колебаний. 

Параметры г , к характеризуют поперечные сдвиги и вводятся следующим 
образом: 

К/Л2 = £2К, кв/тг2=£2т, к,г~1 п р и е л о . 

Здесь К = 7t2A2/(w?2), а коэффициенты Ь, 0, RJ3 введены в монографии [2]. 
Заметим, что параметры К и 0 являются функциями неизвестных и и а . 

В качестве граничных условий на краях рассмотрим условия шарнирного 
опирания: 

F = AF = z = bz = b2
z = 0, при s=0,l, I = L/R. (2) 

Задача состоит в определении параметра Я, для которого краевая задача 
(1), (2) имеет ненулевое решение. 

2. Асимптотическое решение. Считаем, что локализация собственных ко-
лебаний происходит в окрестности некоторой «слабой» образующей <р = <р0-
Введем растяжение масштаба в окрестности этой образующей: 
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1/2 с 

Согласно [3] решение будем искать в виде: 

Х = Хт(<р)вЦ/ияз//), F = <S>m(<p)sm{mzsll), т = 1,2,..., (3) 

где 

J = 2 / ^ ( d e x p j i ^ - ' / ^ f + ̂ ^ 2 ] } , Ima > 0 , (4) 

Л = А$+ЕЛ1 + Е2Л2+-~ (5) 

В выражении (4) параметр q характеризует изменяемость решения в ок-
ружном направлении и должно быть вещественным, а мнимая часть числа а, 
характеризующего скорость затухания амплитуды волн при удалении от линии 
<Р = <Ро, должна быть положительной. Функции xmj . FMJ являются полинома-
ми по переменной Е,. 

Разложим функцию к((р) в ряд в окрестности этой образующей: 

Ш = ф 0 ) + £l/2k'(<Pok + + - (6) 

Подставляя (3)-(6) в (1), (2), получим последовательность алгебраических 
уравнений 

І А * Х у _ * = 0 , ; = 0,1,2, ... (7) 
к=0 

относительно вектор-функции Ху = {jcmj, fmj ) т . 

Элементы матрицы А 0 задаются соотношениями: 

4 1 1 W - л o ( i + щ 2 ) , 4 I 2 ) = - Ф о Х ® » / / ) 2 . 

^ M p o X w ^ w ) , 4 2 2 ) = < л 

а элементы матрицы А у при j > 1 выражаются через производные по q и <р0 

j-го порядка элементов матрицы А 0 [3]. 
Из условия существования нетривиального решения системы (7) при j = 0, 

находим формулу для частотного параметра нулевого приближения: 

. ( \ д4 £2((2>oXW)4 /оч 
І + КІ5Г 

Минимизируя по q и ф0, из условий 

ЭЛо 
дд 

ало_ _ 
= 0, 

117 

(9) 



находим число q° и «наиболее слабую» образующую . 
Однородная задача в нулевом приближении имеет решение в виде: 

Х 0 ( £ ) = / ь № ° . 

где Р0{%) - неизвестный полином, a Y° = (l, - - двумерный вектор. 
При у = 1 система уравнений (7) является неоднородной. Принимая во 

внимание условия (8), (9) она обращается в систему тождеств. 
Условие совместности системы (7) при j = 2 приводит к соотношению для 

вычисления параметра а: 

а ~ '(^W /^qq J > 

а также к уравнению относительно 

d2P(\ 

<Ц7 
- + ia 24 dPo 

d4 
+pn 

2Лі „ 

Лдд 

2rq 

U^) Po=0> (10) 

где Л~ф и - вторые производные частотного параметра нулевого прибли-

жения по соответствующим параметрам при <р = $ и д = д° . 
При 

щ 

+ кд 
(11) 

уравнение (10) имеет решение в виде полинома Эрмита степени п: 

Отделяя в (8), (11) вещественную и мнимую части, находим собственную 
частоту колебаний w=Refl и соответствующий ей декремент ог=ІтЛ. 

3. Пример. В качестве примера рассмотрим тонкую некруговую трехслой-
ную цилиндрическую оболочку эллиптического сечения с полуосями Ь=0,03 м, 
а = 0,015 м (а < Ь), постоянной длины L = 0,45 м. В данном случае «наиболее 
слабыми» будут две образующие, проходящие через точки А и В (рис. 1). 

Рис. 1. Сечение эллиптического цилиндра. 

Слои оболочки расположены симметрично относительно средней линии. 
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Первый и третий слои изготовлены из керамики с модулем Юнга 
Еі=Ез= 1,52-1012 Па, плотностью ^ = / ¾ =2510 кг/м3 и числом Пуассона 
vx= v3 = 0,3. Межслойный заполнитель изготовлен из фторопласта с 

^2=2,34-108 Па, р2 =2150 кг/м3, v2 = 0,3 . 
Кроме этого, пусть выполняется условие: 

(12) 
2 рх 

где h^ =0,0005 м, 0 5 / 7 ^ 2 ^ - ^ - = ¾. Тогда для любых hi=h3, удовлетворяющих 
Р2 

(12), масса оболочки будет постоянной. Будем считать здесь, что первый и 
третий слои подчиняются закону упругих деформаций, а межслойный запол-
нитель - закону вязкоупругих деформаций. Тогда ядро скорости релаксации 
напряжений для керамических слоев/г, = R3 = о , а для фторопласта [4] 

Л2 =0,02366е-3>33'10^Г°'95 . 

Поставим минимаксную задачу: 

Ф Ф Ф Ф Ф I I 
со =co(hx,h2,h3,m )- max_ j inin co(h2, т)>. (13) 

0<h2<h^ L m J 

На рис. 2 показан график функции w F =min co{h2,m), позволяющий ОПреде-
rn 

лить оптимальную толщину h2 заполнителя, при которой решается постав-

ленная задача (13). Кривая на рис. 3 показывает зависимость соответствую-

щего логарифмического декремента D, - , а. =• от параметра h2. 

Рис. 2. Собственная частота колебаний. 
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Видно, что для рассматриваемых параметров задачи /¾ »4-10 4 м , для ко-

торой со* « 3,4-104 с'1. 

Рис. 3. Логарифмический декремент колебаний. 

4. Выводы. Как и ожидалось, увеличение толщины заполнителя приводит 
к росту логарифмического декремента колебаний. 

Полученные результаты позволяют решать задачу оптимального проекти-
рования многослойной оболочки с вязкоупругим заполнителем по наилучше-
му гашению низкочастотных колебаний путем варьирования толщины меж-
слойных заполнителей. 
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S и М М A R Y 
Using the asymptotic complex WKB-method free vibrations of the laminated 

composite non-circular cylindrical shell is investigated. The problem of optimal de-
sign of the fixed mass laminated shell with viscoelastic filler aiming to increase the 
lowest frequencies and the vibration decrement has been set and solved. 
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