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О £ -композиционных формациях, 
имеющих заданные подрешетки 

с дополнениями 
1. ВВЕДЕНИЕ. Изучение формаций с дополняемыми подформациями 

было начато А.Н. Скибой в работе [1]. В совместной статье А.Н. Скибы и 
Л.А. Шеметкова [2] исследовались формации универсальных алгебр с 
системами дополняемых подформаций. Изучению формаций различных 
типов, имеющих заданные подрешетки с дополнениями, а также булевы 
подрешетки, посвящены работы А.Н. Скибы [3, 4], В.А. Ведерникова [5], 
В.Г. Сафонова [6, 7], Го Вэньбиня [8], Го Вэньбиня и К.П. Ш а м а [9], 
В.В. Аниськова [10], Н.Г. Ж е в н о в о й [11-13] , И.П. Шабалиной [14], 
Ю.А. Скачковой [15] и др. В 2000 году А.Н. Скибой и Л.А. Ш е м е т к о в ы м 
поставлена задача описания таких и - кратно £ - к о м п о з и ц и о н н ы х формаций 
5 , для которых решетка является решеткой с дополнениями 
(проблема 5). В настоящей статье мы даем ответ на данный вопрос при п = 1. 
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2. О П Р Е Д Е Л Е Н И Я И О Б О З Н А Ч Е Н И Я . Все рассматриваемые группы 
конечны. Необходимую терминологию можно найти в [16]. Напомним лишь 
некоторые определения и обозначения. Пусть £ - произвольный непустой 
класс простых групп. Тогда л ю б у ю функцию вида 

/ : £ и { £ ' } {формации групп}, 
принимающую одинаковые значения на изоморфных группах, называют 
£ - к о м п о з и ц и о н н ы м спутником. Для произвольного £ - к о м п о з и ц и о н н о г о 
спутника / полагают: 

CFz(f) = {G I G/GEZ е / ( £ ' ) и G/CA(G) е ДА) для всех А е K(G) п £ } . 
Если формация J такова, что $ = CFz{f) для некоторого 

£ -композиционного спутника / , то говорят, что она £ -композиционна, а / -
£ - композиционный спутник этой формации. 

Для произвольного набора | / е / } £ - композиционных спутников f{ 

через Г Ц обозначается такой спутник, что ( П / ; ) ( Л ) = П / ) ( Л ) для всех 
is/ iel iel 

Л е £ и { £ ' } . Пусть {_/]. | / е / } набор всех £ - к о м п о з и ц и о н н ы х спутников 

формации Тогда спутник f ) / ( называется минимальным 
' iel 

£ - к о м п о з и ц и о н н ы м спутником формации J . Д л я произвольной совокупности 
£ - композиционных формаций | / е / } полагают: 

v . (¾ | / e / ) = c £ f o n n ( U 5 , ) . 
с IS/ 

В частности, 9Л v c £ іэ = ccform(£Cl \ j ft). Вместо символа v c £ обычно 

пишут v £ . Пусть {_/] I / е / } - некоторая система £ - композиционных 
спутников. Тогда через v(_/j. | j e / ) обозначают такой спутник / , что 
/ ( Л ) = f o r m ( U / ; ( ^ ) ) - В частности, ( / , v / 2 ) ( Л ) = f o r m ( / , ( A ) v f2(А)), если, по 

iel 
крайней мере, одна из формаций f t ( A ) * 0 . Если ж е /,(А) = 0 для всех 
i е / , то полагают f(A) = 0 . 

Пусть £ - произвольный класс групп. Тогда £ называется 
-критической [17] или иначе минимальной £ - к о м п о з и ц и о н н о й не 

S j -формацией [18], если 5 но 5, с f j для каждой собственной 
£ - к о м п о з и ц и о н н о й подформации J j из J . В частности, если 
£ - композиционная формация 5 ненильпотентна, но нильпотентна каждая ее 
собственная £ - композиционная подформация, то $ называют минимальной 
£ - композиционной ненильпотентной формацией. 

Символом c £ f o r m X обозначается пересечение всех тех 
£ - композиционных формаций, которые содержат класс групп X . 
Пересечение всех £ - композиционных формаций, содержащих данную группу 
G , снова является £ - композиционной формацией. Такую формацию 
называют однопорожденной с £ -формацией или однопорожденной 
£ - композиционной формацией , и обозначают c^ fo rmG . 
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Напомним, что решетка называется модулярной, если для любых 
элементов х, у, г решетки из х < г * v (у л г ) = (jc v у) л г . 

Пусть L - решетка с нулем 0 и единицей 1, и пусть ае. L. Элемент b 
называется дополнением элемента а в I , если а л Ь = 0, a v b = 1. Решетка 
L с нулем 0 и единицей 1 называется: 

- решеткой с дополнениями, если каждый ее элемент имеет дополнение; 
- решеткой с относительными дополнениями, если каждый ее интервал 

[л, Ъ] является решеткой с дополнениями. 
Атом решетки - это ее наименьший ненулевой элемент, т.е. если 0 < а , то 

в I не существует г- такого, что 0 < х < а. Булевой решеткой называется 
любая дистрибутивная решетка с дополнениями. 

Напомним, что для любой формации J символом Зо обозначают 
пересечение Пусть # - непустая С - к о м п о з и ц и о н н а я 
ненильпотентная формация. Тогда символом обозначается такая 
подрешетка решетки с £ , которая состоит из всех £ - композиционных 
формаций, заключенных между 5 0 и 

3. И С П О Л Ь З У Е М Ы Е РЕЗУЛЬТАТЫ 
Л е м м а 1 [19, 20]. В том и только том случав &-композиционная 

ненильпотентная формация $ имеет нильпотентную максимальную 
£-композиционную подформацию, когда J = 931 v£ Sj, где Ш -
£ -композиционная нильпотентная формация, 9) - минимальная 
£ -композиционная ненильпотентная формация, при этом: 

1) всякая £ -композиционная нильпотентная подформация из £ входит 

в Ж 
2) всякая £ -композиционная ненильпотентная подформация из 5 

имеет вид: Sjv1" (¾ ntft). 

Л е м м а 2 [20]. Пусть Q = { f j . \ i е 1} - некоторый набор минимальных 
£ -композиционных ненильпотентных формаций. Ш - £ -композиционная 
нильпотентная формация. Тогда, если Sj - некоторая минимальная £ -компо-
зиционная ненильпотентная подформация из Ш v £ ( v ^ й , i el), то S) е Q . 

Л е м м а 3 [16]. Для любого непустого множества простых групп £ и 
любого целого неотрицательного п решетка с,f алгебраична и 
модулярна. 

Л е м м а 4 [21, с. 27]. Подрешетка модулярной решетки модулярна. 
Л е м м а 5 [21, с. 101]. Пусть L - модулярная решетка и a, beL. Тогда 

отображение (р:[a,avb\->[олЪ,Ъ], где х—>хлЬ является изоморфизмом. 
Л е м м а 6 [21, с. 31]. Любая модулярная решетка М с дополнениями 

является решеткой с относительными дополнениями. 
Л е м м а 7 [22]. Пусть 3 - однопорожденная £ -композиционная формация 

и 5"'£ Jo ~ решетка с дополнениями. Тогда каждый элемент решетки £/^¾ 
представим в виде Ш = v£(#0 v£ Sj,• | is I), где | i e l } - набор всех 
минимальных £ -композиционных ненильпотентных формаций, 
содержащихся в Ш. 
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Л е м м а 8 [23]. Пусть $ и Sj - а> -композиционные формации и одна из 
формаций 5 или Sj разрешима. Тогда если 5 то в $ имеется по 
крайней мере одна минимальная со -композиционная не Sj -подформация. 

Л е м м а 9 [22]. Пусть g" - произвольная £ -композиционная формация. 
Тогда и только тогда ЯЛ - атом решетки 3V f i 5 0 , когда 9Я = $0 v £ Sj, где 
Sj - некоторая минимальная £ -композиционная ненильпотентная 
подформация формации $ • 

Лемма 10 [24, с. 50]. Следующие равенства истинны на произвольной 
решетке: 

1) (х л у) v (х л z) < х л {у v z ) ; 
2) х v {у л z) < (х V у) л (х v z ) ; 
3) (х л у) v (у л z) v (z л х) < (jc v у) л (у v z) л (z v л:) ; 
4) (х л у ) v (л: л z) < л л (у v (л: л z)) . 
1) -3) называются неравенствами дистрибутивности, 4) - неравенством 

модулярности. 
4. О С Н О В Н О Й РЕЗУЛЬТАТ 
Лемма 11. Пусть $ - некоторая £ -композиционная формация и пусть 

^ = {5,1 So с с i e l } - некоторый набор £ -композиционных 
ненильпотентных подформаций 5, из $, у которых 50 - максимальная 
£-композиционная подформация. Пусть 9t = c £ f o r m ( U & ) > г д е J, e Q 

iel 

Тогда, если ЯЛ - произвольная £ -композиционная ненильпотентная 
подформация из с максимальной подформацией 3 0 , то ЯЛ е Q . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 1 для каждого і е I ф о р м а ц и я 5, е Q 
имеет вид v £ . г Д е Я,- ~ минимальная £ - к о м п о з и ц и о н н а я 
ненильпотентная формация. Следовательно, формация Я* имеет вид 

W = c £ f o r m ( U 5 / ) = c £ f o r m ( U ( ? 0 ^ ^ ) ) = iel Ш 
= с£fonn(5o I K ^ - S , I І 6 / ) ) = So V £ ( v £ f j , I i € / ) . 

iel 

Ввиду л е м м ы 1 формация ЯЛ имеет вид ЯЛ = v £ Sj, где i j -
минимальная £ - композиционная ненильпотентная формация. 
Следовательно, по л е м м е 2 имеет место Sje{Sj,\ieI}, т.е. £ = для 

некоторого i e l . Значит, ЯЛ = V е f j € ( ¾ v £ іэ, | і е / } = Q. Л е м м а доказана. 
Лемма 12. Пусть с ЯЛ, e l D T c J , г д е ОТ,, ЯЛ и 5 - £ -композицион-

ные формации. Если Sj - дополнение к ЯЛ, в решетке 5 " / £ 5 0 , то DJlnSj 
дополнение к ЯЛ, в решетке Ш/£Ш0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию ЯЛ, nSj = и ЯЛ, v £ Sj = # . Значит, 
ввиду л е м м 3 и 4 имеем ЯЛ = 9 Л п ( Я Л , v £ £ ) = ЯЛ, v £ (ЯЛ п і э ) . Покажем, что 
(ЯЛ n Sj) п ЯЛ, = ЯЛ0. Действительно, 

( Я Л п ^ п Я Л , = Я Л п ( £ п Я Л , ) = Я Л п $ 0 = 9 Л п 5 0 = ЯЛпЯ? = ЯЛ0. 
Итак, получили, что ЯЛ, v £ (ЯЛ r\Sj) = ЯЛ и ЯЛ, п ( Я Л nSj) = ЯЛ0. Это 

означает, что ЯJ lnSj дополнение к ЯЛ, в решетке ЯЛ/£ЯЛ0 • Лемма доказана. 
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Л е м м а 13, Пусть $ и Ш - £ -композиционные формации и ЯЯ с 3 . 
Тогда, если £/£$0 - решетка с дополнениями, то Ш/£Ш0 также является 
решеткой с дополнениями. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду лемм 3 и 4 решетка модулярна. По 
лемме 5 имеет место решеточный изоморфизм 

( ¾ v £ m t ) / £ 3 0 ~ ® t / £ ( O T 0 ¾ ) = ОТ/£<Ш?п91) = m t / £ s m 0 . 

Ho ( ¾ v £ £01)/^¾ - подрешетка решетки 3 / £ Зо Значит , из л е м м ы 12 
получаем, что ( ¾ v £ ®Т)/£#о - решетка с дополнениями. Следовательно , 
Wl / £ fM 0 также является решеткой с дополнениями. Л е м м а доказана. 

Т е о р е м а 1. Пусть £ - ненильпотентная £ -композиционная формация. 
Тогда следующие условия равносильны: 

V - решетка с дополнениями; 
2) 3 = v £ ( v £ Д i г е / ) , где { f j , | г е / } - множество всех минимальных 

£ -композиционных ненильпотентных подформаций из 
3) 5/£50 - булева решетка. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем доказательство т е о р е м ы по следующей 

схеме: 2 ) о 1 ) о З ) . Предположим, что выполняется условие 1). Покажем, что 
выполняется условие 2). Пусть ШТ - некоторая однопорожденная £ -
композиционная подформация формации 3". Ввиду л е м м 3 и 4 решетка 

3 / £ 3 0 является модулярной решеткой с дополнениями. По л е м м е 6 3 / £ % -
решетка с относительными дополнениями. Используя лемму 5, имеем: 

® 1 / £ Э Т 0 = 9 Л / £ Ш Г n v £ c j v £ W £ 9 t ~ 3 / £ 3 n = 3 / £ 3 0 . 
Значит, а л / £ 9 л 0 - решетка с дополнениями как подрешетка модулярной 

решетки с относительными дополнениями. Из л е м м ы 7 получаем. 
® ! = 9 K 0 v £ ( v £ 3 , | y e У), 

где { i j , 1 .; е J с / } - набор всех минимальных £ - к о м п о з и ц и о н н ы х 
ненильпотентных формаций , содержащихся в Ш . Очевидно, что любая 
£ - к о м п о з и ц и о н н а я формация есть объединение (в решетке с £ ) своих 
однопорожденных £ - композиционных подформаций. Значит, 

3 = v £ ( O T , 11 е / ) = v £ ( ( O T , ) 0 v £ ( v % I j e J ) | ; e / ) = 

= v £ ( ( 3 J t / ) 0 \i e I ) v £ ( v £ i 3 , j i e / ) . 

Покажем, что v £ ( (OT;)01 i s I) -= £ 0 . Так как ( 9 Я , | / е / ) с З , то 
((ШТ,)0 /• e I) с So. Значит, v £ ((971,)011 e I) с 3 0 . Пусть теперь 

3 o £ v £ ( ( ® 1 , . ) 0 ] / 6 / ) и G v £ ( ( 9 J t ; ) 0 I i e I). 

Ввиду того, что G e £ 0 , получаем ( c £ fo rmG) 0 с v £ ( ( O T , ) 0 1 ; g I ) . Но 
( c £ fo rmG) 0 = c £ f o r m G . Значит, Gs v £ ( ( O T / ) 0 1 is I). Противоречие. 
Следовательно, 3 0 c v c ( ( l , ) 0 | / e I), т.е. J 0 = v £ ( ( m t , ) 0 1 i s I). Таким 
образом, # = 3C v £ ( v £ f ) , I i e 1), т.е. выполняется условие 2). 

Предположим теперь, что выполняется условие 2). Покажем, что 
выполняется условие 1). Пусть ц/ = { f j , | / е / } - множество всех минимальных 
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£ -композиционных ненильпотентных подформаций из S • Покажем, что каждый 
элемент решетки S / £ S 0 представим в виде объединения атомов, содержащихся 
в нем. Пусть ОТ - произвольная £ -композиционная формация из решетки 
3 / £ 3 o • Пусть - £ -композиционная формация, порожденная множеством ц/х 

всех минимальных £ -композиционных ненильпотентных подформаций, 
содержащихся в Ш , а 5Н2 - £ -композиционная формация, порожденная 
множеством i / /2 , где ц/2 - дополнение к ц/х в у . Ввиду модулярности решетки 
с £ имеют место равенства: 

ОТ = ОТ n S = ОТ n ( S 0 v £ ( v £ i 3 1 / e I ) ) = So V £ (ОТ I i e I ) ) = 
= S0 v £ (OTn( fH ] v £ <R2)) = So v £ v £ ( O T n « 2 ) . 

Допустим, что OTn9t2£S0- Тогда по л е м м е 8 в OTn9t2 имеется 
минимальная £ - композиционная ненильпотентная ф о р м а ц и я Sjt для 
некоторого iel. Следовательно, по л е м м е 2 Д е ^ п ^ = 0 . Противоречие. 
Значит, ОТ п1Я2 с S 0 . Таким образом, ОТ = S0 • Значит, ввиду л е м м ы 9 и 
произвольности выбора формации ОТ каждый элемент решетки S/£So 
представим в виде объединения атомов, содержащихся в нем. 

Покажем теперь, что в решетке S/£So дополняема каждая 
£ - композиционная формация. Пусть ОТ - произвольная £ - композиционная 
формация из S / £ S 0 • Если ОТ = S , то дополнение к ОТ в решетке S/£So 
является формация So • Итак, можно считать, что ОТ ф S • Обозначим через X 
множество всех атомов решетки S/£So > а через - множество всех атомов 
решетки S / £ So . содержащихся в ОТ . Тогда Е * Q , , иначе ввиду доказанного 
выше, ОТ = S o v £ ! / e / ) = S . Пусть £}2 - дополнение к в I и 
.£j = c £ f o r m ( Q 2 ) . Докажем, что Sj - дополнение к ОТ в решетке S/£So • Так как 
по условию S = So v £ ( v £ f j ; I / е / ) , то ввиду л е м м ы 9 имеет место равенство 
Я Л = So v £ іэ , где Sj - некоторая минимальная £ - композиционная 
ненильпотентная подформация формации S- Рассмотрим формацию 
9t = ОТ nSj. Так как ОТ и Sj являются элементами решетки S / £ S 0 . т о So £ ^ • 

Допустим, что 2 S o - Тогда по л е м м е 8 в 9¾ имеется минимальная 
£ - к о м п о з и ц и о н н а я ненильпотентная формация Sjt д л я некоторого i e l . 
Следовательно, 9¾ содержит формацию S o v £ Л , • По л е м м е 1 формация 
So v£ Sjj содержит нильпотентную максимальную £ - композиционную 
подформацию. Применяя лемму 9 и результат, полученный в предыдущем 
абзаце, имеем So v £ e f ^ n Q 2 = 0 . Противоречие. Следовательно, 
OTn£ = So- Таким образом, формация Sj - дополнение к ОТ в решетке 
S/ £ S 0 • Значит, решетка S / £ S 0 - решетка с дополнениями. 

Импликация 3) => 1) очевидна по определению булевой решетки. 
Предположим теперь, что выполняется условие 1). Покажем, что 

выполняется условие 3). Д л я этого достаточно показать, что выполняется 
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равенство: 
ОТ, п ( Я Л 2 v £ ОТ3) = ( l , n 2 } ! 2 ) v £ (ОТ! n O T 3 ) . ( * ) 

По лемме 10 на любой решетке выполняется неравенство 
дистрибутивности: 

(ОТ, n O T 2 ) v £ (OTj n O T 3 ) c O T , n ( O T 2 v £ ОТ3). 

Покажем, что выполняется и обратное включение. Поскольку $ / £ 3 0 -
решетка с дополнениями, то ввиду леммы 13 у каждой формации ОТ из 
решетки 3 / £ 3 0 , решетка ОТУ£ОТ0 является решеткой с дополнениями. Это 
означает, что 

ОТ = ОТ0 v £ ( v £ J } ; \ i e / ) , 
где {S),\IEL} - множество всех минимальных £ - к о м п о з и ц и о н н ы х 
ненильпотентных подформаций из ОТ. Пусть ў> с ОТ, гл(ЭЯ2 v £ ОТ3). 
Покажем, что 

fic(OT, n O T 2 ) v £ (ОТ, п О Т 3 ) . 

Понятно, что й с Ш ! , . Пусть ц/у - набор всех минимальных 

£ - композиционных ненильпотентных подформаций из OTj, j = 1,2,3. Тогда 

i j c = ( ( O T 2 ) 0 v £ ( c £ f o r m ( U S , ) ) ) v £ ( ( O T 3 ) 0 v £ ( c £ f o r m ( U ¢ , ) ) ) = 

= (ОТ2 V е OT3)o v £ ( c £ f o r m ( U f ) , ))• 

Применяя лемму 11, находим, что б е у/2 . Значит, либо й с О Т , п О Т 2 , 
либо ОТ, п О Т 3 . Следовательно, 

й с (ОТ, n O T 2 ) v £ (ОТ, п О Т 3 ) , 
т.е. верно равенство ( * ) . Теорема доказана. 

В случае, когда £ = 3 - множество всех простых групп, получаем 
следствие для композиционных формаций. 

Следствие 1. Пусть 3 - ненильпотентная композиционная формация. 
Тогда следующие условия равносильны: 

V 5^ ¾ - решетка с дополнениями; 
2) 3 = v c ( v c # ; | z е / ) , где { Д | iе 1} - множество всех минимальных 

композиционных ненильпотентных подформаций из 3. 
3) 3"/с30 - булева решетка. 
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5 U М М A R Y 
Let $ be some £ -composition formation, ОТ be the formation of all nilpotent 

groups. Then 3 V n denotes the lattice of all £ -composition formations X 
such that 5 n 'Л с ЭЕ с 5. In this paper we obtained description of £ -composition 
formations 5 such that the lattice is Boolean. 
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