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1. ВВЕДЕНИЕ 
Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Мы используем 

определения и обозначения, принятые в работах [1]. 
Идея изучения структурного строения насыщенной формации, базируясь 

на свойствах достаточно хорошо изученной ее части (подформации), принад-
лежит А.Н. Скибе и Е.А. Таргонскому [2]. Такой подход основывается на вве-
денном ими понятии ў) -дефекта насыщенной формации. Авторами работы 
[3] были изучены основные свойства насыщенных формаций, имеющих ко-
нечный S) -дефект, а также дана классификация насыщенных формаций 
нильпотентного дефекта <2 . В дальнейшем этот подход широко использо-
вался при исследовании структурного строения как насыщенных, так и 
и-кратно и тотально насыщенных формаций. При этом, в качестве ў) рас-
сматривалась не только формация всех нильпотентных групп, но и другие 
достаточно хорошо известные классы (я-разложимых, я--нильпотентных, 
разрешимых, сверхразрешимых групп и др.), а также исследовались анало-
гичные решетки формаций большей длины (А.Н. Скиба, 1991 г.; В.В. Анись-
ков, 1995-2003 гг.; В.Г. Сафонов, 1996-2007 гг.). 

В теории си -насыщенных формаций данный подход был использован 
Дж. Джехадом (1996 г.) и Н.Г. Жевновой (1997 г.) при изучении ^-насы-
щенных и со -насыщенных формаций с нильпотентным Г -дефектом 1, а ав-
торами при классификации неразрешимых со -насыщенных формаций, 
имеющих разрешимую максимальную со -насыщенную подформацию [4]. 
В работах [5] изучено решеточное строение не я--нильпотентных (не 
я--специальных, не я--разложимых) со -насыщенных формаций с я--нильпо-
тентным (я-специальным, я-разложимым) /"-дефектом 1. 

В данной работе, развивая наблюдения [6], нами получено описание 
г-замкнутых со -насыщенных формаций с разрешимой максимальной 
г -замкнутой со -насыщенной подформацией. 

2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 
Пусть со - непустое множество простых чисел. Символом Gad обознача-

ется наибольшая нормальная в G подгруппа, у которой каждый композици-
онный фактор является cod -группой (если таких подгрупп в G нет, то пола-
гают Gad = 1). Всякую функцию вида f:co^{co'}-> формации называют 
со -локальным спутником. Через LFa(f) обозначают класс всех таких групп 
G, что G!G№d е/(©') и G/Fp(G)z f(p) для любого pe<ona(G). Если форма-
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ция £ такова, что $ = LFa(f), то говорят, что # является а -локальной фор-
мацией, а / - с)-локальным спутником формации Формация g называ-
ется со -насыщенной, если ей принадлежит всякая группа G с GIL е $, где 
i cO o (G )n® (G ) . Как было показано в [3, 9], формация £ является 
а -насыщенной тогда и только тогда, когда она со -локальна. 

Пусть всякой группе G сопоставлена такая система ее подгрупп r(G), что 
G g r(G). Тогда т называют подгрупповым функтором [7], если для любого 
эпиморфизма <р : А В и для любых групп Н&т(А), Тет(В) имеет место: 

Н* ет(В) и г ' er(J). Класс групп £ называется г-замкнутым, если 
для любой группы 

Пусть X - некоторый класс групп. Тогда через /^formS обозначают 
г-замкнутую со -насыщенную формацию, порожденную классом групп X , т.е. 
пересечение всех г-замкнутых #-насыщенных формаций, содержащих X . 
При этом, если X = {G}, то формацию /^formG называют однопорожденной 
г -замкнутой со -насыщенной формацией. Множество /" всех г -замкнутых 
со -насыщенных формаций относительно включения с образует полную мо-
дулярную решетку [10]. Понятно, что в этой решетке 
< (Д. \ie !)-- /г

шРогт(Ъ£/ 5 ) и п:с13, являются, соответственно, точной верх-
ней и точной нижней гранями для подмножества | / е /} из . 

Пусть 5 - некоторая г -замкнутая а -насыщенная формация, Sj - произ-
вольный класс групп. Формацию $ называют минимальной г -замкнутой 
0-насыщенной не Sj -формацией (^-критической формацией), если $ g Sj, 
но все ее собственные г -замкнутые со -насыщенные подформации из # со-
держатся в классе групп Sj. 

Если Sj - т-замкнутая «-насыщенная формация, то Sj*-дефектом 
г-замкнутой со -насыщенной формации $ называют длину решетки ^/"ffnjj 
г-замкнутых m -насыщенных формаций, заключенных между $nS j и и 
обозначают через | #: J n i j . Если Sj = <3 - формация всех разрешимых 
групп, то ©"-дефект г-замкнутой -насыщенной формации называют ее 
разрешимым /"-дефектом. 

г-Замкнутую со -насыщенную формацию £ называют Г-неприводимой, 
если £ ф /fformfv,.^,) = | / е /), где | i е /} - набор всех собственных 
г -замкнутых со -насыщенных подформаций из $. В противном случае фор-
мацию 5 называют -приводимой. 

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
Для доказательства основного результата нам понадобятся некоторые из-

вестные факты теории формаций, которые мы сформулируем в виде сле-
дующих лемм. 

3.1. Лемма [11]. Пусть Ъ , 3 - г -замкнутая а-насыщенная 
формация, Sj - насыщенная формация классического типа. Тогда в 3 име-
ется минимальная т -замкнутая со -насыщенная не Sj -подформация. 
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Следующие леммы являются частными случаями лемм 5.2.7 и 5.2.8 [8]. 
3.2. Лемма. Пусть Ш, 3 и 9у - t -замкнутые со -насыщенные формации, 

причем Ис5. Тогда, если тип- 9fz -дефекты формаций Ш и 3 соот-
ветственно, то т<п . 

3.3. Лемма. Пусть Ш, X и f) - г -замкнутые со -насыщенные фор-
мации, причем 5 = Тогда, если т, г и t - 9fz -дефекты формаций 
Ш, X и 3 соответственно, то t <т + г . 

3.4. Лемма [10]. Решетка всех г -замкнутых о -насыщенных формаций 
является модулярной. 

Частным случаем теоремы 1 работы [9] является 
3.5. Лемма. В том и только в том случае 3 является минимальной 

т -замкнутой со -насыщенной неразрешимой формацией, когда У = С formG , 
где G - монолитическая г -минимальная неразрешимая группа с таким 
неабелевым монолитом Р, что группа G/P разрешима. 

4. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ 
4.1. Лемма. Пусть А - монолитическая группа с неабелевым моноли-

том, Ш и X - некоторые т -замкнутые со -насыщенные формации. Тогда, 
если AeDRv? X , то АеШи£. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А - группа из условия леммы. Поскольку 
всякая насыщенная формация является со -насыщенной при любом непустом 
множестве простых чисел со , то имеет место включение 

Ш V* X = /;form(OT u X) с /rform(9Jt u X). 

Поэтому А е /rform(®t u X ) . Применяя теперь лемму 2.1.6 [10], получим 
А е Ш и X. Лемма доказана. 

4.2. Теорема. Пусть 3 - неразрешимая т -замкнутая о> -насыщенная 
формация. Тогда и только тогда разрешимый /" -дефект формации 3 ра-
вен 1, когда 3 = Ж v" Sj, где Ш - разрешимая г -замкнутая со -насыщенная 
формация, ў) - минимальная г -замкнутая со -насыщенная неразрешимая 
формация, при этом: 

1) всякая разрешимая г -замкнутая со -насыщенная подформация из 3 
входит в OJtv; (£пб); 

2) всякая неразрешимая г -замкнутая со -насыщенная подформация 5, из 

3 имеет вид fiv* (3, пб). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть 3 - г -замкнутая 

со -насыщенная формация с разрешимым /"-дефектом 1. Так как 3 нераз-
решимая формация, то по лемме 3.1 в 3 содержится некоторая минималь-
ная г -замкнутая со -насыщенная неразрешимая формация ft . По условию 
теоремы £ = 3 п 6 - максимальная г -замкнутая о-насыщенная подформа-
ция формации 3. Поэтому 3r = Sj v " X . 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть 3 = £v "3£, где Sj - минимальная 
т -замкнутая со -насыщенная неразрешимая формация, а X - разрешимая 
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г-замкнутая со -насыщенная формация. Тогда ввиду леммы 3.3 6 " -дефект 

формации 5 не превосходит 1. Так как f i e j n = то по лем-

ме 3.2 имеем15 1™>1. Поэтому $ - г-замкнутая со -насыщенная фор-

мация разрешимого -дефекта 1. 

Установим теперь справедливость второй части теоремы. Так как і ^ п б -
максимальная г -замкнутая а -насыщенная подформация формации Sj, то в 
силу леммы 3.4 имеет место решеточный изоморфизм 

5/*(f in6)v° х = ((sj n 6 ) v ; i ) v t ^ / : № n 6 ) v ; j -

- X) = Sj/?Sjr>s. 

Так как f jn© - максимальная г-замкнутая со -насыщенная подформация 
в Sj, то является максимальной г-замкнутой су-насыщенной 

подформацией в Поскольку то любая разрешимая т -замкнутая 

а»-насыщенная подформация из 3 содержится в (.fjn<3)v* X . Следователь-
но, справедливо условие 1) теоремы. 

Допустим теперь, что в 3 имеется такая минимальная т -замкнутая 
со -насыщенная неразрешимая подформация что Sj,*Sj. Ввиду лем-
мы 3.5 имеем Sj1 = 1°formG , где G - монолитическая т -минимальная нераз-
решимая группа с таким неабелевым монолитом Р, что группа G/P разре-
шима. 

Поскольку Ge$ = Sjv" X, то в силу леммы 4.1 GeSjuX. Так как G не-
разрешимая группа, то G&Sj и, следовательно, Sj^Sj. Поскольку Sjt и 
Sj - минимальная т -замкнутая «-насыщенная формация, то Sj1 = Sj . Проти-
воречие. Таким образом, в формации £ нет минимальных т -замкнутых 
со -насыщенных неразрешимых подформаций, отличных от Sj. 

Пусть теперь ОТ - произвольная неразрешимая г -замкнутая 
со -насыщенная подформация формации £. Тогда, согласно доказанному 
выше и лемме 3.1, имеем Sj с ОТ. Поэтому, применяя лемму 3.4, получим 

ОТ-ОТп£ = l n ( f i v , ' Х) = Sjv"T (ЮТn3:) = 

-Sjv? (ОТп(£n0)) = SjV? (ОТn6). 

Таким образом, имеет место условие 2) теоремы. Теорема доказана. 
Приведем некоторые следствия доказанной теоремы. 
В случае, когда со = {р} из теоремы 4.2, получаем 
4.3. Следствие. Пусть 3 - неразрешимая т -замкнутая р -насыщенная 

формация. Тогда и только тогда разрешимый Ц -дефект формации $ ра-
вен 1, когда # = ОТ v? Sj, где ОТ - разрешимая г -замкнутая р -насыщенная 
формация, Sj - минимальная г -замкнутая р -насыщенная неразрешимая 
формация, при этом: 

1) всякая разрешимая г -замкнутая р -насыщенная подформация из £ 

входит в ОТ vf (Я n S ) ; 
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2) всякая неразрешимая г -замкнутая р -насыщенная подформация 3, из 

3 имеет вид Sj vr
p (¾ n (3). 

Если ф - множество всех простых чисел, из теоремы 4.2 вытекает 
4.4. Следствие. Пусть 3 - неразрешимая т -замкнутая насыщенная 

формация. Тогда и только тогда разрешимый Г -дефект формации 3 ра-
вен 1, когда 3 = М v't Sj, где 9Я - разрешимая т -замкнутая насыщенная 
формация, Sj - минимальная т -замкнутая насыщенная неразрешимая 
формация, при этом: 

1) всякая разрешимая т -замкнутая насыщенная подформация из 3 вхо-
дит в mtv;(fine); 

2) всякая неразрешимая т -замкнутая насыщенная подформация из 3 

имеет вид Sj v] (3, n 6). 
Пусть т - тривиальный подгрупповой функтор, т.е. r(G) = {G} для любой 

группы G. Тогда из теоремы 4.2 вытекает 
4.5. Следствие [5]. Пусть 3 - неразрешимая со -насыщенная формация. 

Тогда и только тогда разрешимый Г -дефект формации 3 равен 1, когда 
3 = Ш Vе Sj, где Ш - разрешимая со -насыщенная формация, Sj - мини-
мальная со -насыщенная неразрешимая формация, при этом: 

1) всякая разрешимая со -насыщенная подформация из 3 входит в 
mv" (ion©); 

2) всякая неразрешимая со -насыщенная подформация 3, из 3 имеет вид 

bv* (3, п б ) . 
Если, кроме того, со - множество всех простых чисел, то из теоремы 4.2 

получаем 
4.6. Следствие. Пусть 3 - неразрешимая насыщенная формация. Тогда 

и только тогда разрешимый дефект формации 3 равен 1, когда 
3 = 2Я v, Sj, где 2Л - разрешимая насыщенная формация, Sj - минимальная 
насыщенная неразрешимая формация, при этом: 

1) всякая разрешимая насыщенная подформация из 3 входит в 
mtv, (Sj n 6); 

2) всякая неразрешимая насыщенная подформация 3, из 3 имеет вид 
15 v, (3jnS). 

ЛИТЕРА ТУРА 
1. Шеметков, J1.A. Формации алгебраических систем / Л.А. Шеметков, А.Н. Ски-

ба. -М . : Наука, 1989. -253 с. 
2. Скиба, А.Н. Алгебра формаций /А.Н. Скиба. - Минск: Бел. наука, 1997. -240 с. 
3. Скиба, А.Н. Кратно со -локальные формации и классы Фиттинга конечных групп / 

А.Н. Скиба, Л.А. Шеметков // Матем. труды. - 1999. - Т. 2, № 2. - С. 114-147. 
4. Скиба, А.Н. Классификация локальных формаций конечных групп с нильпо-

тентным дефектом 2 / А.Н. Скиба, Е.А. Таргонский // Матем. заметки. - 1987. -
Т. 41, вып. 4. - С. 490-499. 

5. Сафонов, В.Г. О приводимых со -насыщенных формациях с разрешимым де-
фектом < 2 / В.Г. Сафонов, И.Н. Сафонова // Известия Гомельского госунивер-
ситета им. Ф. Скорины. - 2005, № 5. - С. 162-165. 

124 



6. Сафонов, В.Г. Частично насыщенные формации с л -нильпотентным дефек-
том 1 / В.Г. Сафонов, А.И. Рябченко // Вестник Мозырского государственного 
педагогического университета. - 2005. - № 2(13). - С. 16-20. 

7. Рябченко, А.И. Частично насыщенные формации с тг -специальным дефектом 1 // 
Известия Гомельского государственного университета им. Ф. Скорины. - 2006. -
N9 5. - С. 59-68. 

8. Сафонов, В.Г. О со -насыщенных формациях с л -разложимым дефектом 1 І 
В.Г. Сафонов, А.И. Рябченко // Веснік Магілёўскага дзяржаўнага універсітэта імя 
A.А. Куляшова. - 2006. - № 4(25). - С. 205-211. 

9. Скиба, А.Н. О частично локальных формациях / А.И. Скиба, Л.А. Шеметков II 
Доклады АН Беларуси. - 1995. - Т. 39, № 3. - С. 9-11. 

10. Шебалина, И.П. О решетке г-замкнутых n-кратно со -локальных формаций ко-
нечных групп / И.П. Шебалина // Весці HAH Беларусі. Сер. фіз.-мат. наук. -
2003. - № 1. - С. 28-30. 

11. Селькин, В.М. Об одной проблеме теории «-локальных формаций / 
B.М. Селькин // Докл. НАН Беларуси. - 2001. - Т. 45, № 5. - С. 9-11. 

S и М М A R Y 
Let 3 be some т -closed со -saturated formation, 6 be the formation of all 

soluble groups. Then ^/''^riS denotes the lattice of all т-closed a-saturated 
formations X such that J n 6 c I c J J length of the lattice 3 / ^ 3 ^ 6 is called a 
soluble I" -defect of the r -closed a -saturated formation 5 . In this paper we ob-
tained the exact description of т -closed m -saturated formations with soluble 
I?-defect 1. 
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