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Об одном признаке сходимости 
числовых рядов 

Введение. В 1837 г. Куммером была предложена общая схема исследо-
вания сходимости рядов с положительными членами. Эта схема была сфор-
мулирована им в виде общего признака сходимости, из которого как частные 
случаи выводятся признаки Даламбера, Раабе и некоторые другие. 

Признак сходимости Куммера заключается в следующем: 

00 J 
Пусть дан расходящийся ряд £ — с положительными членами. Если 

к « 

И т ( с * • —!— - c»+i) > о , ТО ряд сходится, а если 
W n + j л=1 

l i m ( c « • — — cn+ i ) < 0 . то расходится. 

Описанный признак сходимости Куммера является общим признаком: вы-
m J 

бирая различным образом расходящийся р я д £ — , мы будем получать раз-
и=1 С „ 

личные конкретные признаки сходимости. 
В книге Н.Н, Воробьева [1] говорится о том, что можно продолжить после-

довательность признаков сходимости, начинающуюся с признаков Даламбе-
ра, Раабе и Бертрана, беря в качестве стандартных рядов ряды с общими 
членами 

1 1 
, и так далее. 

« І П / 7 І П І П Л Я І П Я І П І П Я І П І П І П Я 
Однако, общий признак сходимости числовых рядов в [1] не формулируется. 

Целью настоящей работы является вывод нового признака сходимости 
числовых рядов, непосредственно не вытекающего из схемы Куммера. Част-
ный случай этого признака сходимости формулируется в похожей на признак 
Бертрана форме. 

Для п е N введем следующее обозначение: 
п 

/ * 

ln „ k = l n l n l n . . . l n£ . 
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Например, ln2 к = In In к. Положим 1{(к) = 1 Рк+\ 

Рк ) 
1 

Для п е N, п > 2 определим 

in(k) = Kk[in_l(k)~ 1]. 
Основным результатом работы является следующее утверждение. 
Теорема. ПустьneN. Если существует предел 
l i rn 1П ( к ) = а , 
к-*"о 

то ряд ^ рк сходится при а > 1 и расходится при a < 1. 
fc=i 

Доказательство признака сходимости числовых рядов. 
Разберем отдельно случаи a< 1 и #>1. 
1) Пусть а<\. 

В силу соотношения (1) для q е найдется такое значение 

N-, > О, что У к > N, выполняется неравенство 1П (к) < q. 

Отсюда следует, что 1пп &[/„_, ( k ) - \ \ < q , или 

ln„ к 

Здесь и далее предполагаем, что 1пи к > О 
Очевидно, что (2) равносильно соотношению 

/ \ 

\ К к 
+ 1 1 

+1. 

(1) 

(2) 

(3) 
4 - 1 к 

Проведя далее аналогичную цепочку преобразований, приходим к сле-
дующему неравенству 

( f ( f \ 1 > 1 ^ Л 
q Л 1 . 1 

1х(к)< 
v v v l n „ к 

1 
In пЛк 

+ 1 
K-2k 

+ 1 ... + 1 
1 

In ІП А: 
+ 1. 

Отсюда следует, что 

1 - Рм < 
(ff 

ч1пл к 
+ 1 

V Рк J { w 
Преобразовав (4), получим 

_ J 1 

к k\nk &lnln& 

К-гк 
+ 1 

1 - 1 . 
1 

+ 1 ... + 1 
In к 

Рк Л: In vt In In А:... 1пЛ_! к 

(4) 

(5) 

к In к In In к... lnn к 
Первая часть теоремы будет доказана, если 

Р м ( J t - l ) b ( J t - l ) l n l n ( J f c - l ) . . . b „ ( J t - l ) 

Рк к In к In In к.. . ln„ к 
(11) 
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для достаточно больших значений к . Действительно, (6) можно переписать 
в следующем виде 

1 

рк+1 к In к In In к... 1п„ к 

рк L 
(it - 1 ) l n ( * - 1 ) In ln(Jt - 1 ) ln „ ( к - 1 ) 

1 
Так как по интегральному признаку Коши ряд Y расходится, то по 

аг.1 к\ппк 
СО 

признаку сравнения [2, стр. 418] ряд ^ рк также расходится. 
fc=i 

Следовательно, учитывая (5) и (6), достаточно установить, что для доста-
точно больших значений к верно неравенство 

(к-\)1п(к-\)Ып(к-\)...]пп(к-\) <{_]__ 1 

к1пкЪл\пк..Ап„ к к к\пк 
(7) 

1 1 q 

к\п\пк Hn£ ln l nA : . . . l n „ , к k\nklnlnk..An„ к n—L п 
Несложно заметить, что (7) равносильно следующему неравенству 
к - 1 l n ( £ - l ) ln lnOfc- l ) 1пи(Аг-1) < 1 1 

к In к In In A; In пк к к\пк 

1 1 Q 
(8) 

£ In & In In & к\пк\п\пк...\ап_хк к In к In In к... 1пл к 
Преобразуем левую часть (8). Очевидно, 

^ = (9. 
к к 

Кроме этого, воспользовавшись разложением функции 1п(1 + jc) в ряд Тейлора 

1 1 ( - 1 ) " 1 

1п(1 + х) = 1 — X х + — х 3 - . . . н которое справедливо для 
2 3 п 

х е (-1,1], имеем 

л к-1 , к 
ш In 

1п(А: — 1) _ 1п£-1пА: + 1п(А:-1) _ £ 

In A: In A: In к In А: 
f О 

Г j Л 1 1 = / 1 \ 

(10) 

In 1+ 
1 V : + 0 J_ 

In it (k—Y)lnk / Л 2 

И в общем случае, получим 

1 ^ = 1 -

1
 + о 

In к к\пк 

1 
к 2 уК у 

1ппА: к In к In In к... l n „ к {к2 „ 
Докажем формулу (11), используя метод математической индукции. 

(11) 
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\k2 j 

Она верна для п = 1, так как тогда выполняется (10). Предположим, что фор-
мула верна для п=т, то есть 

In (к — l ) , 1 =( П 
— ^ -̂ = 1 + 0 

In „к A; In A; In In A:... In к ТП IП 
Тогда 

1п 4(^-1) 
Ь т + | ( к - 1 ) = К + 1 к - Ъ т ^ к + \п т + 1 ( к - 1 ) = 1 | In т к 

1пт+1А: 

In 

= 1 + 

к 

1 nf 1 ^ + 0 - Т 
к\пк\п\пк..Лпт к \к ) 

1п
и+1 к 

= 1 
&ln&ln ln£. . . lnm + 1 к 

+о -V 
<к2; 

Следовательно, формула (11) верна для всех натуральных п. 
Учитывая приведенные преобразования, неравенство (8) можно записать 

в следующем виде 

1 - 1 
v к у 
/ 

1 
v 

\ / 
1 

1 =( 1 > 
+ 0 

A; In А; 

1 

)) 
1 

1 

A In A; In In А: 
+ 0 

\к2 j j 

к In к In In A... ln „ к 

1 

+ 0 
кк1 JJ 

1 

< i - i - 1 

к AlnA: 
(12) 

A:lnA:lnlnA: A In к In In к.. . In n_x A A:lnA :1п1пА...1пл к 
Преобразуя (12), получим 

1 1 1 1 =( \ Л 
1 - -

< 1 

A AlnA A lnA ln lnA : 

1 1 1 

+ 0 

к £ In А к In к In In к 

Q 

A:lnA:lnlnA... lnn к 

1 

к In A In In к...In„_! к 

к2 \К у 

(13) 

к In к In In к... In п к 

Справедливость (13) для достаточно больших значений А очевидна. 
Первая часть теоремы доказана. 

2) Пусть а > 1. 

В силу соотношения (1) для qx е (1,а) найдется такое значение 
/С, > 0, что V к > К, выполняется неравенство 

К ( к ) > (14) 
Аналогично пункту 1 теоремы доказываем, что для достаточно больших значений к 

Рк+L _ ! ! 1 
рк к AlnA: A:lnA:lnlnA: к\пк\п\пк...\пп_хк 

Qi 
к In к In In к... In к 

123 



Теорема будет доказана, если для достаточно больших значений к 

Рш JA-Oln^-Olnln^-l)-..,!!!^^-!)^^^-!)^ ^ (ig) 

рк к\пк\п\пк-...Лпп_1к{[ппк)Чг 

где 1 < q2 < q,. 
Действительно, (15) эквивалентно неравенству 

1 

рш к In к In In к •... • ln„_j к{ 1п„ к) Яг 

1 

ок -1) In (к -1) In 1п(* - 1 ) •... • 1п„ч (к - 1)(1пи (к - l))9 j 

® 1 
Так как по интегральному признаку Коши ряд V (q2 >1) 

ь.1 А:(1пА;)...(1пй k)q' 
оо 

сходится, то по признаку сравнения [2, стр. 418] ряд ^ р к также сходится. 

Следовательно, достаточно установить, что для достаточно больших зна-
чений к 

к-1 1п( * -1 ) In \п(к — 1) l n n _ , ( * - l ) f l n „ ( A ; - l ) V j 

к In к In In А: ln„_! к v К к 
> 

, 1 1 1 1 
> 1 — ... (16) 

к kink k\nkln\nk &ln&lnln&...lnw_, к 

A: In A: In In А\..1пп к 
Введем следующее обозначение 

In пк 
Преобразуем левую часть неравенства (16): 

\ П h l ( * - l ) l n l n ( * - l ) l n ^ - l ) ^ = 

к ) In A: In In A: lnw_j А: 

ln(A: — 1) in ln(A: — 1) 

In к In In A: 

lnn4 к 

lnln(A: - 1 ) l n ^ - l ) 

l n ( * - l ) 

ІП A: 

(17) 

In In A: lnn_j к 

Применяя теорему Лагранжа к функции f(x)= хЧг - 1 , приходим к соотно-
шению 

1 - k = Яг' СЧг~Х [1 - А (к)] < Я 2 [ \ - Л ( * ) ] , 
где О < С <1. Тогда правая часть (17) оценивается следующим образом 
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l n ( A - l ) l n l n ( A - l ) 

Ink In In A: 

K-1&-1) 
ln„_, к 

Учитывая (17) и (18), получаем 
1 ̂  ln(A: - 1 ) In In (к -1) h V l (к -1) ^ 

(18) 

1-
In А In In А К-1 к 

> 

\ к J ink In In А: 1пЛ_, А 
Аналогично пункту 1 теоремы преобразуем правую часть (19): 

< 1Л 

(19) 

1 
V 

V I 
к 

In А: In In А: 

fi I ( 1 
I + 0 

^ к\пк U 

ln„_! к 

п 1 — 1 
AlnAln lnA: +сГЛ 

\\ 

JJ 

1 — =f л "Л 
А:1пА1п1пА\.ЛплЧ к 

+ 0 ( 1 І2 

V к In к In In к.. . ln„ к 

=( 1 V) 
+ 0 v̂  )j 

Учитывая приведенные преобразования, неравенство (16) можно записать 
в следующем виде 

с л \ ( j = f л \ \ ( 1 V i - i 
v к, j 

( 

1 
AlnA: 

1 
+ 0 J_ 

. і-2 . . \ K J J 
1~ 1 

>1 
А1пА'1п1пА:..Лпп_1 к 

1 1 1 
+ 0 к1 

\K
 j ) 

A: In A: In In А: 

1-

+ 0 1 
к1 

\К / 

Ч2 

AlnAlnlnA:. . . ln„ А 

1 
+ 0 

\k2 j j 

4x 

> 

k k\nk A: In АЛп In £ k In k In In k.. Л n n 4 k k In k In In k.. Лпп k 
После несложных преобразований получим 

1 1 1 Q, -:•( 1 л 
1-

>1 

k k\nk АЛпА:1п1пА-

1 1 1 
А1пИп1пА:..Лп„ k 

1 
+ 0 > 

у 

Ч\ 
к к\пк АЛпАЛпІпА: АЛпАЛп1п£..ЛплЧ А: к In к In In к.. Л пп к 

Следовательно, справедливость (16) для достаточно больших значений 
А установлена. Теорема доказана. 

Замечание. При п ~ 1 из (1) получаем следующее соотношение 

l im In к 
/ 

\ Рк 
-1 = а. 
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Отметим, что в признаке Бертрана аналогичное равенство выглядит сле-
дующим образом: 

/ \ 
l i m In к Рк 

Рш 
1 - 1 = а. 

Заключение. В данной работе приведены и доказаны признаки сходимо-
сти числовых рядов без использования конструкции, предложенной Кумме-
ром. 

Установленные признаки могут быть использованы при исследовании во-
проса сходимости числовых рядов. 
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We prove a criterion of convergence series of numbers without using Kum-
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