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УДК 512.542 
 

В.В. Шпаков 
 

Классы Фиттинга, определяемые  

произведениями холловых подгрупп  

и радикалов 
 
1. Постановка задачи. В теории конечных разрешимых групп многие за-

дачи исследования структуры классов групп и канонических подгрупп связаны 

с применением операторов “  ” и “  ”, которые были определены Локеттом [1]. 

Напомним, что для любого класса Фиттинга F  класс F  определяется как 

наименьший из классов Фиттинга, содержащий F , такой, что для всех групп 

G  и H  справедливо равенство    
FFF HGHG  и F  – пересечение 

всех таких классов Фиттинга X , для которых   FX . Класс Фиттинга F  

называют классом Локетта, если  FF . 

Исследуя общую структуру классов Фиттинга, Брайс и Косси [2] предложи-

ли понятие Локетта пары классов Фиттинга. Если F  и H  классы Фиттинга, то 

пару  HF, , следуя 5.2 [2], назовем Локетта парой или L -парой, если 

 
  HFHF  . Заметим, что если HF   и  HF,  является L -парой, то 

класс Фиттинга F  удовлетворяет обобщенной гипотезе Локетта (гипотезе 

Локетта в H ), которая была сформулирована Дерком и Хоуксом в X.1.19 [3]. 

В частности, в универсуме S  пара  SF,  является Локетта парой в точности 

тогда, когда для класса Фиттинга F  справедлива гипотеза Локетта, то есть 

определяется как пересечение 
 SF  , где S  – минимальный нормальный 

класс Фиттинга. 
Поиск общих закономерностей в этом направлении исследований приво-

дит к следующей проблеме. 

Проблема. Каковы классы Фиттинга F  и H , для которых пара  HF,  

является L -парой? 

До настоящего времени указанная проблема решена лишь для некоторых 

значений классов Фиттинга F  и H : Брайсом, Косси [2] для случая, когда F  и 

H  локальные наследственные классы, Н.Т. Воробьевым [4] для случая, когда 

F  – разрешимый локальный класс Фиттинга и H  – F -инъекторно замкнутый 

класс Фиттинга; Галледжи [5] для случая, когда F  локален и H  – класс Фит-

тинга, замкнутый относительно произведений вида PN , где P  – силовская 

подгруппа группы G  и N  – нормальная подгруппа группы G , Бризоном [6] 

для SF   и SH  ( S  – класс всех конечных разрешимых  -групп). 

В настоящей работе выявлены новые общие закономерности построения 

Локетта пар. В частности, установлено, что пара  HF,  является L -парой в 

случае, когда F  –  -локальный класс Фиттинга, а H  – класс Фиттинга, замкну-
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тый относительно произведений холловых подгрупп группы на их радикалы.  
С учетом известной теоремы С.А. Чунихина [7] о том, что холловы  

 -подгруппы существуют и сопряжены в любой конечной  -разрешимой 

группе, основной результат верен в классе S  – всех конечных разрешимых 

групп, хотя результаты являются новыми и в классе S  всех конечных разре-
шимых групп. 

В терминологии и обозначениях мы следуем [3]. 

2. Предварительные сведения. Класс групп F  называется классом Фит-

тинга [3], если F  замкнут относительно взятия нормальных подгрупп и произ-

ведения нормальных F -подгрупп. Если F  – непустой класс Фиттинга, под-

группа FG  группы G  называется F -радикалом группы G  [3], если она явля-

ется наибольшей из нормальных подгрупп G , принадлежащих F . Произве-

дением классов Фиттинга [3] F  и H  называют класс всех тех групп G , фак-

торгруппы по F -радикалу которых являются H -подгруппами. Хорошо извест-

но, что произведение двух классов Фиттинга снова является классом Фиттин-
га и операция умножения классов Фиттинга ассоциативна (см, например 
IX.1.12, [3]).  

Приведем в качестве следующей леммы известные свойства операторов 

Локетта “  ” и “  ”, которые мы будем использовать  

Лемма 2.1 [1]. Для любого непустого класса Фиттинга F  справедливы 

следующие соотношения:         FAFFFFFFF 








 , где 

A  – класс всех абелевых групп. 

Напомним, что если G  и H  – некоторые группы, то через  GSSnemb   

обозначают множество всех субнормальных вложений G  в H  (мономорфизм 

HG :  такой, что G  субнормальна в G , называют субнормальным вло-

жением G  в H ). 

Мы будем использовать также подгруппу )(GN , которая была определена 

в работе [7]. Напомним, что если G  – некоторая группа, то подгруппа )(GN  

определяется следующим образом:  

 GSSnembGSxxxGN    ,:)( 1  . 

Приведем теперь в качестве лемм необходимые в дальнейшем свойства 

подгруппы )(GN . 

Лемма 2.2 (3.1 [5]). Для любой группы G  справедливы следующие 

утверждения: 

1)   )(, GNAutGGG  ; 

2) если X  – непустой класс Фиттинга и XG , то  XGGN )( . 

Лемма 2.3 (4.1 [5]). Пусть F , H  и Y  – классы Фиттинга, тогда следу-

ющие утверждения эквивалентны: 

1) YHF   ; 

2) YH GGGN )(  для всех FG . 

Лемма 2.4 (3.5 [5]). Пусть X  – класс Фиттинга. Группа XG  тогда и 

только тогда, когда существует группа XH  и  HGSnemb   такое, 

что )(HNG  . 
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Пусть   – некоторое множество простых чисел. Напомним, что подгруппа 

H  группы G  называется холловой  -подгруппой, если порядок H  является 

 -числом, а индекс H  в G  –   -число. 

Обозначим, через  GHall  – множество всех холловых  -подгрупп груп-

пы G . Мы будем использовать следующие известные свойства холловых  

 -подгрупп.  

Лемма 2.5 (I.3.2 [3]). Пусть  GHallG   , M  и N  – нормальная под-

группа группы G . Тогда справедливы следующие утверждения:  

1) )(NHallNG   ; 

2)    )(MNHallNGMGMNG    ; 

3) )/(/ NGHallNNG   . 

Напомним хорошо известное тождество Дедекинда, которое представляет 
Лемма 2.6 (A.1.3 [3]). Пусть U , V  и W  – подгруппы группы G , причем 

UV  , тогда  WUVVWU  . 

Если M  – подгруппа группы G , то фокальной подгруппой M  в G  называ-

ется подгруппа, которая обозначается как )(MFG  и определяется следующим 

образом:     MgmиGgMmgmMFG  ,  ,:,)( . Мы также будем использо-

вать известную теорему о фокальной подгруппе, которую представляет сле-
дующая  

Лемма 2.7 (A.17.5 [3], см. также 21.3 [8]). Пусть H  – холлова подгруппа 

группы G , тогда )(HFHG G . 

Напомним, что отображение  :  f P классы Фиттинга  называют 

функцией Хартли или H-функцией [9]. Пусть 













 


pp

p

pffLR SNS 


 )()( . 

Тогда класс Фиттинга F  называют локальным [9], если )( fLRF  для некото-

рой H-функции f . При этом )( fSupp  – носитель H-функции f  и 

  )(: pfPp  

H-Функцию класса Фиттинга F  называют [4]: 

1) приведенной, если F)(pf  для всех Pp ; 

2) полной, если )()( pfpf p N  для каждого Pp ; 

3) полной приведенной, если f  является одновременно приведенной и 

полной. 
Все рассматриваемые нами группы конечны и разрешимы. В терминоло-

гии и обозначениях мы следуем монографии Дерка, Хоукса [3]. 
3.  -HR-замкнутые классы Фиттинга. Приведем необходимые нам в 

дальнейшем свойства подгруппы )(GN , определяемые посредством холло-

вых  -подгрупп, доказательство которых осуществляется аналогично доказа-

тельству Галледжи [5] с учетом лемм 2.5–2.7. 

Лемма 3.1. Если )(GHallG    и P  , то 

  


  GxxGSSnembGSxxxGNG   , и ,:)( 1  . 

Лемма 3.2. Пусть )(GHallG   , где P   и X  – класс Фиттинга. 

Тогда )()( XGGNGNG   . 
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Определение 3.3. Пусть   – некоторое непустое множество простых 

чисел. Подгруппу T  группы G  назовем  -HR-подгруппой, если T  является 

произведением холловой  -подгруппы G  и X -радикала группы G , для 

некоторого непустого класса Фиттинга X . 

Определение 3.4. Класс Фиттинга F  назовем  -HR-наследственным, 

если он замкнут относительно  -HR-подгрупп. Если F  является  -HR-

наследственным для любого непустого множества  , то F  назовем HR-

наследственным. 
Приведем примеры HR-наследственных классов: 
Пример 3.5. 

1) Пусть F  – наследственный класс Фиттинга. Тогда F  – HR-

наследственный класс Фиттинга для любого непустого класса Фиттинга X . 

2) Пусть класс Фиттинга F  замкнут относительно холловых подгрупп. То-

гда F  –  -HR-наследственный класс Фиттинга, для класса Фиттинга  1X  . 

3) Пусть S  – минимальный нормальный класс Фиттинга. Ввиду результа-

та Брайса и Косси [2] S  – замкнут относительно холловых подгрупп. Значит, 

S  – HR-наследственный класс Фиттинга, для класса Фиттинга  1X  . 

4) Пусть F  – класс Фиттинга такой, что если FG , то FNG , где 

GN  , а G  – холлова  -подгруппа группы G , тогда F  –  -HR-

наследственный класс Фиттинга для любого непустого класса Фиттинга X . 

Заметим, что если F  –HR-наследственный класс Фиттинга, то и F  – HR-

наследственный класс Фиттинга, это подтверждает следующая 

Теорема 3.6. Пусть F  –  -HR-наследственный класс Фиттинга для не-

которого непустого класса Фиттинга X . Тогда F  –  -HR-

наследственный класс Фиттинга.  

Д о к а з а т е л ь с т  в о. Пусть F1G  и пусть  1G  – холловская  

 -подгруппа группы 1G . По лемме 2.4 существует группа F2G  и отображение 

 21 GGSnemb   такое, что )( 21 GNG  . Пусть  2G  – холловская  -под-

группа группы 2G  такая, что    

 21 GG  . Из леммы 2.2 следует, что 

     X)()()( 22221 GGNGNGG 




 . По условию     FX 22 GG   и то-

гда по лемме 2.2          



FXX 2222 GGGGN


. Значит, 

      



FX221 GGG






. С другой стороны,         





 XX 1122 GGGG   и 

       
XX 21111 GGGGG








 . Заметим, что    

X111 GGG




   субнормальна в 

   
X22 GG


. Следовательно,                 









 1221111 GGGGGGG 
 FXXFX

. 

Так как F1G , то       







FXX 111 GGG . Получаем           F

XX



 1111 GGGG . 

Теорема доказана. 

Следствие 3.7. Класс Фиттинга S  является HR-наследственным для 

любого класса Фиттинга X . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть   – некоторое непустое множество про-

стых чисел и SF  . Так как S  – наследственный класс Фиттинга, значит  
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F  –  -HR-наследственный класс Фиттинга для любого непустого множества 

P  и любого класса Фиттинга X . По теореме 3.6   SF  также  -HR-

наследственный класс Фиттинга для любого непустого класса Фиттинга X . 

Следствие 3.8 [2]. Класс Фиттинга S  замкнут относительно хол-

ловых  -подгрупп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть  SF . Тогда F  – класс Фиттинга замкну-

тый относительно холловых подгрупп, то есть F  –  -HR-наследственный 

класс Фиттинга для  1X  . Следовательно, по теореме 3.6   SF  – замкнут 

относительно холловых подгрупп.  

4. HR-классы и гипотеза Локетта. Напомним, что класс Фиттинга F  удо-

влетворяет гипотезе Локетта, в классе S  всех конечных разрешимых групп, 

если 




  SFF  . Дерком и Хоуксом (см. X.1.19 [3]) была предложена зада-

ча описания классов Фиттинга, удовлетворяющих гипотезе Локетта в произ-

вольном классе Фиттинга H , которую представляет  

L -гипотеза. Пусть F  и H  – классы Фиттинга, причем HF  . Каковы 

классы Фиттинга F  и H , для которых 


  HFF  . 

Следуя Брайсу и Косси [2], мы будем рассматривать общий вариант этой 
гипотезы. 

Определение 4.1. Пусть F , H  – классы Фиттинга. Пару  HF,  назовем 

парой Локетта или L -парой, если   


  HFHF  . 

Заметим, что если HF   и  HF,  – L -пара, то F  удовлетворяет  

HL -гипотезе. 

В частности, если  HF,  является L -парой, то класс Фиттинга F  удовле-

творяет гипотезе, предложенной Локеттом [1].  

Следуя Галледжи [5], определим класс Фиттинга F  со следующими свой-

ствами. 

Определение 4.2. Пусть   – непустое множество простых чисел и F  – 

класс Фиттинга. Тогда: 

(а) F  обладает свойством  g , если существует класс Фиттинга X  

такой, что   SXSFXS ; 

(б) F  обладает свойством  g , если F  обладает свойством  g  для 

любого F)(Char . 

Напомним, понятие  -локального класса Фиттинга, которое было предло-

жено Л.А. Шеметковым и А.Н. Скибой [10]. 

Всякую функцию вида    Фиттинга классы:  f , где P , называ-

ют  -локальной функцией Хартли или  -локальной H-функцией. Для всякой 

 -локальной H-функции f  полагаем   )(|)( afafSupp  . 

Пусть f  – произвольная  -локальная H-функция,   )(1 fSupp  и 

12 \  . Тогда класс Фиттинга F  называют  -локальным, если 

d
p

pp
p

p fpf 


 SSNSF )()(

12





































   . 

Обширность семейства классов со свойствами  g  и  g  подтверждает 
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Пример 4.3. Пусть F  –  -локальный класс Фиттинга с   FChar . Тогда 

ввиду результата [12] F  обладает наибольшей приведенной H-функцией F  

такой, что ppp pFpFpF  SNFN )()()(  для всех  FCharp . Следова-

тельно, F  является классом Фиттинга со свойством  g . В частности, лю-

бой локальный класс Фиттинга F  обладает свойством  g . 

Докажем основной результат работы – теорему, определяющую условия, 

при которых пары классов Фиттинга являются L -парами. 

Теорема 4.4. Пусть F  – класс Фиттинга и H  – HR-наследственный 

класс Фиттинга. Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) если F  обладает свойством  g , то  
   SHFHF  ; 

2) если F  обладает свойством  g , то пара  HF,  является L -парой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть   – некоторое множество простых чисел. По-

кажем вначале, что    SHFF GGN )(  для всех групп FG . Пусть FG  и 

 GHallG   . По условию F  обладает свойством  g  и поэтому 

  SXSFXS  для некоторого класса Фиттинга X . Так как 

  XXXX GGGGG   , то   XXXXXXXX GGGGGGGGGGGG ///   . По 

утверждению 3 леммы 2.5  SXX GGG / . Значит,    SXXX GGGG /  и по 

определению произведения классов Фиттинга  XSXGG . Заметим, что 

FXGG  и   SXSFG , отсюда  

          


 XSFXFSFXFFFX GGGGGGGG  . 

Так как H  – HR-наследственный класс Фиттинга, то HX GG  и тогда 

HFX GG . По лемме 3.2   FXF GGGNGGNG   )( . Следователь-

но, по утверждению 2 леммы 2.2    
 


HFFXFX 

GGGGGGN  . Получим 

    HFF GGGNG . Следовательно,    
 


HFFF 

GGNGGNG )( . 

Это означает, что   FGGNG   содержится в  HF -радикале группы 

  FGGN  . Отсюда вытекает, что    SHFF GGN )( . Тогда по лемме 

2.3 справедливо включение  
   SHFHF  . 

Докажем второе утверждение. Ввиду утверждения 1) покажем, что если 

 
   SHFHF   для любого  FChar , то    HFHF  . Ввиду 

леммы 2.1, справедливо включение     HFHF  . Пусть  HFG  и G  – 

группа минимального порядка из класса     HFHF  \ . Тогда G  имеет 

единственную максимальную нормальную подгруппу   HFGM . Так как 

 HFG  и по лемме 2.1 HFHF   , то HFG . Ввиду того, что 

HFG , по лемме 2.1 AMG . Так как M  – максимальная нормальная 

подгруппа группы G , то MG  – композиционный фактор группы G  порядка 

p . Следовательно, pMG N  и pZMG  . Таким образом, Gp |  и 

 HFG . Но по лемме 2.1 HFHF   . Следовательно, HFpZ  и 

поэтому  HFCharp . Отсюда следует, что существует   такое, что 

 HFCharp  . Значит, SMG .  
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С другой стороны, по условию для  HFChar  справедливо включение 

 
   SHFHF  . Значит, SMG . Следовательно, 

 1   SS MG  и  HFMG . Полученное противоречие доказывает 

равенство    HFHF  . 

Для завершения доказательства второго утверждения теоремы достаточ-

но показать, что F  – класс Локетта. По условию F  обладает свойством  g  

и поэтому   SXSFXS  для некоторого класса Фиттинга X  и любого 

 FChar . По лемме 2.1  
  SXSF . Ввиду следствия 3 [4] 

   


  SXSSXS  и поэтому  
  SXSF . Тогда 

  FSF  для любого 

    FF CharChar  (см. X.1.20 [3]). Теперь, следуя доказательству равен-

ства    HFHF   по индукции заключаем, что  FF  и поэтому F  явля-

ется классом Локетта. Итак, пара классов Фиттинга  HF,  является L -парой. 

Теорема доказана. 
Следующий пример показывает, что существуют классы Фиттинга, обла-

дающие свойством  g , которые нелокальны. 

Пример 4.5. Пусть 5FitAX  – класс Фиттинга, порожденный знакопе-

ременной группой из пяти символов, pXNF   и  p , где p  – простое 

число. Покажем, что F  обладает свойством  g  и не является локаль-

ным. 

Пусть      
 












F

FF
F

SN





pесли

pеслиGGFit
F

pp

p

 ,

 ,:
. Так как   XF pF , и, следо-

вательно,   XNF p
pF , то по теореме 9 [10] F  –  -локальный класс Фиттин-

га для  p  и F  обладает свойством  g . 

Покажем, что    pChar F , где p  – некоторое простое число. Так как 

pp XNN  , то    pp CharChar XNN  . Но    pChar p N . Следовательно, 

 pCharp XN . Предположим, что  FCharq  и pq  . Тогда pqZ XN . Сле-

довательно,   pqq ZZ N/
X
 . 

Тогда возможны два случая:  
Xqq ZZ   и    1

XqZ . 

Если  
Xqq ZZ  , то XqZ  и  XCharq . Но   XChar , так как согласно 

примеру II.2.13 [3]  5055 ADFormAFitA X . Значит, в данном случае 

   pChar F . 

Пусть теперь    1
XqZ . Тогда pqZ N  и  pCharq N . Следовательно, 

pq   и    pChar F . 

Докажем теперь, что F  нелокален. Предположим, что  fLRF , где f  – 

полная приведенная H-функция. Тогда по утверждению 4.9 (b) [5] 

   FF Char . Так как в данном случае    pChar F , а   1F , то получаем 

противоречие с тем, что    FF Char . Следовательно, F  не является ло-

кальным классом Фиттинга. 
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S U M M A R Y 

It is proved, that if F  is a  -local Fitting class and H  is a HR-closed Fitting class, then pair 

 HF,  is a L -pair. 
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