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ГЛАВА I.

»

§ 1. Инверсии. Типы перестановок. Для теории детерми
нантов необходимо прежде всего дополнить те сведения о пе
рестановках, которые даются в. элементарном курсе алгебры.

Из п различных между собой элементов можно соста
вить Рп — 1 • 2 ... п = п \различных перестановок. Порядок 
элементов в одной из них, выбранной произвольно, при
нимается за н о р м а л ь н ы й ,  а самая перестановка назы
вается г л а в н о й .  Если элементы обозначаются одной 
буквой с индексами, то нормальным порядком элементов 
считается тот, в котором индексы идут в порядке нату
ральных чисел. Во всех перестановках, кроме главной,
нормальный порядок элементов нарушен.

Сохранение нормального порядка д в у х  элементов, не
зависимо от того, стоят ли эти два элемента рядом, или 
отделены друг от друга другими элементами, называется 
п о р я д к о м ,  а нарушение — и н в е р с и е й .  Например, в 
перестановке а2аха5агах элементы и а3, ах и а4 образуют 
инверсии, если за главную взята перестановка агагага^аь.

Перестановка без инверсий (т. е. главная) или с чет
ным числом инверсий называется перестановкой че т н ого
т ап а или просто че т ной ,  а перестановка с нечетным 

числом инверсий — перестановкой н е ч е т н о г о  т и п а  или 
н е ч е т н о й .  Для того чтобы сосчитать число инверсий 
в данной перестановке,, можно поступать следующим обра
зом: найти число элементов, стоящих в данной переста
новке перед тем элементом, который в главной занимает 
Первое место; затем, выбросив этот элемент, найти число 
элементов, стоящих в полученной перестановке перед тем, 
который в главной занимает второе место, и т. д. до тех 
пор, пока не будут исчерпаны все элементы; сумма найден
ных таким образом чисел представляет число инверсий в 
данной перстеановке,
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flример 1.Н а й т и  ч и с л о  и н в е р с и й  в п е р е с т а н о в к е
436152 ( г л а в н а я  п е р е с т а н о в к а  123456).

Перед 1 стоят 3 элемента, составляющие 3 инверсии с элемен
том 1, в перестановке 43652 перед 2 стоят 4 элемента, составляющие 
4 инверсии с элементом 2; в перестановке 4365 перед 3 стоит 1 эле
мент, составляющий 1 инверсию с элементом 3; в перестановке -465 
перед 4 нет элементов, т. е. нет инверсий с элементом 4; в пере- 
тановке 65 перед 5 стоит один элемент, составляющий! инверсию с 5.

Число всех инверсий в данной перестановке равно 3 +  4 +  1 +  
+  1 =  9.

Данная перестановка н е ч е т н о г о  типа.
Пример 2. Н а й т и  ч и с л о  и н в е р с и й  в п е р е с т а н о в к е  

eacbd ( г л а в н а я  п е р е с т а н о в к а  abode).
eacbd . . . . . .  . . . . . 1  инверсия относительно а; 
ecbd . . . . . . . . . . .  2 инверсии относительно Ь;
ecd . . . , . . . .  . . . 1 инверсия относительно с;

ed . . . . . . . . . .  . 1 инверсия относительно d;

искомое число равно 1 +  2 +  1 +  1 — 5; данная перестановка н е ч е т 
н о г о  типа.

Пример 3. Н а й т и  ч и с л о  и н в е р с и й  в п е р е с т а н о в к е  
п[п — 1) ... 2 1, г де  пес т ь  н а т у р а л ь н о е  ч и с л о  [ г л а в н а я  
п е р е с т а н о в к а  1 2 . . .  (п — 1)

а (п — 1) . . .  2 1 [п — 1) инверсий относительно 1; 
п (п — 1) . . .  2 (п — 2) инверсий относительно 2;

п (п — 1) 1 инверсия относительно п — 1;

число инверсий равно: (п — 1) +  (п — 2) +  . . .  +  1 =  — п (п. — 1).+* *
Нетрудно видеть, что найденное число представляет наибольшее 

число инверсий в перестановках из п элементов.
Пример 4, П е р е с т а н о в к и  из  э л е м е н т о в  1, 2, 3 р а с 

п р е д е л и т ь  на т и п ы.  —
Перестановки из данных элементов таковы: 123, 231, 312, 321, 

213, 132, В первой из них инверсий нет; во второй и третьей по 
2 инверсии, в четвертой 3 инверсии, в пятой и шестой по одной 
инверсии.. Перестановки четного типа суть 123, 231 и 312; переста
новки нечетного типа суть 321, 213 и 132.

Взаимное перемещение двух эле
ментов, входящих в данную перестановку, называется 
т р а н с п о з и ц и е й .  Транспозиция есть частный случай 
операции, которая называется п о д е  та н о в к ой и заклю
чается в замене элементов а, с, . . . соответственно через 
а ', с ' , . . .  Такая подстановка обозначается символом

(а  Ьс . А
Ка'Ь'с'



I i. Фр а н с й о зи ц и й

Подстановка
abc , . ., . .  k l\  

.. .la )

в которой каждый элемент заменяется следующим 8а ним, 
а последний первым, называется к р у г о в о й  или ц и к л и 
ч е с к о й ;  совокупность элементов ее, взятых в указанном 
порядке, называется ц и к л о м .  Если п данных элементов 
поместить в вершинах правильного «-угольника, вписан
ного в некоторый круг, то указанную круговую подста
новку можно осуществить вращением этого многоугольника

2гв определенном направлении на угол —' 4F YI
Круговая подстановка обозначается символом ( ).
Транспозиция элементов а и Ь есть не что иное, как 

круговая подстановка ( аЪ) с циклом из двух элементов.
В с я к у ю  п е р е с т а н о в к у  из  п р о и з в о л ь н о г о  

ч и с л а  э л е м е н т о в  м о ж н о  п о л у ч и т ь  из  д а н н о й  
п е р е с т а н о в к и ,  с о в е р ш и в  р я д  к р у г о в ы х  п од
ет а н о в о к.

Чтобы убедиться в справедливости этого предложения, 
рассмотрим пример, посредством которого можно перейти 
от перестановки abode из 5 элементов к перестановке cabed.

Этот переход осуществляется при помощи подстановки:
abode
cabed

которую можно заменить двумя подстановками: первая из 
них заключается в замене а через с, с через и через а, 
т. е. представляет круговую подстановку вторая за
ключается в замене dчерез еи через т. е. представ
ляет круговую подстановку (de). Равносильность рассмат
риваемой подстановки и двух круговых изображается сим
волическим равенством:

abode
\

cabed

Приведем еще два примера подобных преобразований:

1)
315642
426153 1



X

=  (adb) (с); подстановка (с) указывает, что

элемент с сохраняет свое место при выполнении данной 
подстановки.

В описанном примере выделения цикла из элементов 
данной подстановки играет существенную роль возвраще
ние к тому элементу, с которого начинается это выделение. 
Но это возвращение является н е о б х о д и м о с т ь ю ,  так 
как число элементов, входящих в подстановку, предпола
гается к о н е ч н ы м .  Поэтому высказанную теорему нужно 
считать доказанной для произвольной подстановки с произ
вольным конечным числом элементов.

В с я к у ю  к р у г о в у ю  п о д с т а н о в к у  м о ж н о  за
м е н и т ь  р я д о м  т р а н с п о з и ц и й .

Действительно,

(abc . . .  Ы) — (ab) (ас) . .  . (ак) (al).

Из двух указанных предложений следует, что п е р е 
ход  от д а н н о й  п е р е с т а н о в к и  к н о в о й  мо жн о  
с о в е р ш и т ь  п у т е м  н е с к о л ь к и х  т р а н с п о з и ц и й .

Например, чтобы от перестановки 12345 перейти к пе
рестановке 52134, можно сделать ряд следующих транспо
зиций: (15), (31) и (43). Тот же самый переход можно сде
лать также рядом других транспозиций, например (14),
(45), (31) или (13), (35) и (43).

Од н а  т р а н с п о з и ц и я ,  п р о и з в е д е н н а я  в д а н 
ной  п е р е с т а н о в к е ,  и з м е н я е т  ( у в е л и ч и в а е т  или 
у м е н ь ш а е т )  ч и с л о  и н в е р с и й  в не й  на н е ч е т н о е

и з м е н я е т  т ип  п е р е 
с т а н о в к и  (§ 1).

Пусть к и I — транспонируемые элементы перестановки. 
Если они стоят рядом, то перестановку можно представить 
символом АМВ, разумея под А группу элементов, предше
ствующих Ы, а под В  группу элементов, следующих за ними.

После транспозиции элементов к и получится пере
становка AlkB. Рассматривая инверсии, образуемые эле
ментом к с элементами группы А или группы В, легко 
видеть, что число их одинаково как в перестановке ,
так и в перестановке А 1кВ,так как относительное поло
жение элемента к с каждым из элементов груйп и не

ч и с л и  и, с л е д о в а т е л ь н о ,

MitskevichOA
Прямоугольник
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изменилось. 1о же самое справедливо и относительно 
элемента /. Изменение в относительном расположении эле
ментов к и / вызывает либо появление инверсии (если 
не содержит инверсии), либо потерю инверсии (если Ы со
держит инверсию). Следовательно, в этом случае происхо-Одит изменение числа инверсий на п-1, т. е. на нечетное 
число. Например, в перестановке , при нормальном 
порядке abed, имеются 4 инверсии; в перестановке cdba, 
получившейся из данной через транспозицию элементов b 
и е/, 5 инверсий; в перестановке , полученной из пер
вой через транспозицию элементов d и а, 3 инверсии; г 
первом случае число инверсий увеличилось на 1, а во вто
ром уменьшилось на 1.

Рассмотрим теперь тот случай, когда транспонируемые 
элементы к и I отделены группой элементов. Перестановку 
в этом случае можно представить символом , где А ,
В  и С обозначают соответственно группы элементов, пред
шествующих к и /, стоящих между ними и следующих за 
ними. После транспозиции получим перестановку AIBkC. 
Относительное положение элементов и / и групп А и С 
одинаково в той и другой перестановке. Поэтому измене- 
нений в числе инверсий относительно этих групп при 
транспозиции к и / не произойдет. Относительное положе
ние элементов группы В  с каждым из транспонируемых 
элементов различно в первой и второй перестановках. 
Пусть р' и д 'суть числа соответственно порядков и ин
версий элемента к с элементами групп В, а р" и 
числа соответственно порядков и инверсий элемента / с 
элементами той же группы В в перестановке AkBIC. Легко 
видеть, что р'-{-• д’ — р" +  д

Для перестановки AIBkC буквы р' и будут обозна
чать соответственно числа инверсий и порядков элемента к 
е элементами групп В,а р"и д" — числа инверсий и по
рядков элемента / с элементами группы В. Поэтому число

п

инверсии транспонируемых элементов относительно груп
пы В изменится на р' -j- р" — (д' +  д").

Кроме того, одна инверсия прибавится или убавится от 
перемены взаимного положения элементов / с и / .  Таким 
образом число инверсий изменится на (р' +  р") — (q' -f-
+  Ч”) ±

Но из соотношения р' -f д' — р" +  </ следует, что»
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Поэтому
(?' + p ')  — {q' +  q " ) ± i  =  p' + p '' — q' — p' — q'+

+  р " ± 1  =  2 ( р * — g ' ) ± l .

Так как р"и q' суть натуральные числа или нули, 
то число 2 (р"— q') ^  1 есть нечетное положительное или
отрицательное число. Теорема таким образом доказана.

Пример. Сделав в перестановке 315642, содержащей 7 инверсий, 
транспозицию элементов 1 и 4, получим перестановку 345612, содер
жащую 8 инверсий; число инверсий увеличилось на 1. Сделав 
в перестановке 315642 транспозицию элементов 5 и 2, получим 
перестановку 312645, содержащую 4 инверсии; число инверсий умень
шилось на 3.

Из доказанной теоремы следует, что ч и с л о  п е р е 
с т а н о в о к  ч е т н о г о  и н е ч е т н о г о  т и п о в  из  дан- 
ног о  ч и с л а  э л е м е н т о в  о д и н а к о в о .  Действительно, 
составив все перестановки из данных элеглентов и сделав 
в каждой из них одну и ту же транспозицию, мы получим 
снова все перестановки, но перестановки четного типа пе
рейдут в перестановки нечетного типа, и наоборот.

Например, перестановки из трех элементов 1, 2, 3 суть
123, 231, 312, 321, 213, 132;

v

первые три — четного типа, последние три — нечетного. Сде
лав в каждой из них транспозицию элементов 1 и 2, по
лучим перестановки: 213, 132, 321, 312, 123, 231, из кото
рых первые три нечетного типа, а последние три — четного.

г л а в а  и .

ДЕТЕРМИНАНТЫ 2-го И 3-го ПОРЯДКОВ.
3. Детерминант 2-го порядка. При решении системы 

линейных уравнений с п неизвестными выражениями неиз
вестных представляются в форме дробей, числители и зна
менатели которых являются некоторыми целыми и рацио
нальными функциями коэфициентов данной системы урав
нений. Эти функции получили название д е т е р м и н а н 
т о в  или о п р е д е л и т е л е й .

сначала систему двух линейных 
С двумя неизвестными % и х».



3. ДЕТЕРМИНАНТ 2-го ПОРЯДКА

1̂1̂ 1 ~Ь 1̂2̂ 2 — 1̂?
2̂1*4 +  ®22̂ 2 =  2̂*

Коэфициенты написанных уравнений обозначены бук
вой а с двумя индексами, из которых первый указывает 
номер уравнения, в которое входит коэфициент, а второй— 
номер неизвестного, при котором он стоит. Члены, не со
держащие неизвестных, обозначаются буквой Ъ с индексами, 
указывающими номер уравнения системы. Решение системы 
(1) представляется формулами:

хг =_ 1̂̂ 22 “ 1̂2̂ 2
а11а22 ~

/у» — с1цЬ2 - -  Ьгап%ЛУ у
■W а12а .•£

Знаменатель этих двух дробей один и тот же. Он со
ставлен из коэфициентов при неизвестных. Способ состав
ления можно представить в следующем виде: расположим 
коэфициенты ап , а12, а21, а22 в таблицу

а11а12 
2̂1̂ 22

имеющую форму квадрата; составим произведения 
циентов, расположенных по одной и той же диагонали, 
т. е. ап а22 и а12а21, и возьмем алгебраическую сумму этих 
произведений, приписав первому из них знак а вто
рому —. Полученное выражение ап а22 — а12а21 называется 
д е т е р м и н а н т о м  или о п р е д е л и т е л е м  из четырех 
э л е м е н т о в  аПу а12, а21, а

Элементы
22

а11 а12, я21 и а22представляют с т р о к
или г о риз  о н т а л ь н ы е  р я д ы  детерминанта, а элементы
аи
р яды

и а21} й12 и а22
детерминанта.

с т о л б ц ы  или 
Диагональ

в е р т и к а л ь н ы е
на которой

элементы ап и а22, называется г л а в н о й ,  
а диагональ, на которой лежат элементы а12 и а21, назы
вается п о б о ч н о й .  Число строк и столбцов детерминанта 
одинаково, равно 2 и называется п о р я д к о м  де
терминанта . Рассматриваемый детерминант 2-го 
обозначается знаком:

ап аи  
а21
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Легко видеть, что числители вторых частей формул (2) 
получаются из этого детерминанта через замену в первой 
формуле элементов первого столбца, а во второй элементов 
второго столбца соответственно через и так что фор
мулы (2) могут быть представлены в следующем виде:

Пример 7. 

Пример 2. 

Пример 3.

2-3  =  1.

1 * а — Ь — а. 

2 -2  =  0.

Пример 4. Для системы З +  4#2 =  10, б
находим следующие значения х

х

10 4
б
О 4

104
'52 2: х,

7 8

И X2*

СО 10
7 6со 4
7 -

00I

§ 4. Детерминант 3-го порядка. Определение детерми
нанта 3-го порядка'можно получить из рассмотрения ре
шения системы трех линейных уравнений с тремя неиз
вестными. Пусть дана система трех линейных уравнений

1̂1Х1 +  1̂2̂ 2 +  ~  1̂> I
&2\Х\ “Ь <̂ 22% "Ь ~  2̂5 T (3)

аПХ1 +  а32Х2 Й33Ж3 ~  I
с тремя неизвестными хг, %, х3. Для обозначения постоян
ных, входящих в уравнения, удержан способ § 3.

Нетрудно убедиться, что, умножив первое, второе и
третье уравнения соответственно на

%2tt33 23^3 2 Г ^12^33 ~Г ^13^325 ^12^23 % 3Й22



t  T

§ 4. Д Е Т Е РМ И Н А Н Т  3-го П О РЯ Д К А 1

и сложив результаты, мы получим уравнение, в которое 
входит только одно неизвестное, а именно

Точно так же сложение первого, второго и третьего 
уравнений, умноженных соответственно на

2̂1̂ 33 2̂3̂ 31? 1̂1̂ 33 1̂3̂ 31? а Ц # 2 3  “Г  ^ 1 3 ^ 2 1 ?

приводит к уравнению, содержащему только , а сложе
ние первого, второго и третьего уравнений, умноженных
соответственно на

й21%2 Й22̂ 3Ы Й Ц «3- +  «19«31> ^11^22 ^ 1 2 ^ 2 1 1

приводит к уравнению, содержащему только х3.
Решая каждое из этих уравнений с одним неизвестным, 

получим решение системы (3) в следующем виде:
*\

Хл  = ^ 1 ^ 2 2 ^ 3 3 “  ^ i ^ 2 3 % 2  “f" ^ 1 2 ^ 2 3  ^ 3 . ~  ^ 3 2 ^ 2 ^ 3 3  +  й 1 3 ^ 2 а 32 ~ ~  # 1 3 ^ 2 2 ^ 3

^ 1 1 ^ 2 2 ^ 3 3 “ "“  ^ 1 1 ^ 2 3 ^ 3 2 ^ 1 2 ^ 2 3 ^ 3 1 “ ~  а \2,а Ъ \а ЪЪ~^  ^ 1 3 ^ 2 1 ^ 3 2

---—------ •---------— *
— а 1 г а г 2 а гл

=
^ 1 1 ^ 2 ^ 3 3 ~ ~ ~  ^ 1 1 ^ 2 3 ^ 3  +  ^ 1 ^ 2 3 ^ 3 1 ~  ^ 1 ^ 2 1 ^ 3 3  +  ^ 1 3 ^ 2 1 ^ 3 -  a 1 3 i 2^ 3 i7

L

^11  ̂ 2 2 ^ 3 3 а 11 ^ 2 3 ^ 3 2 “Ь  % 2 ^ 2 3 % 1 “  ^ 1 2 а 21а З З “ Ь  а 13а 21а 32*~
**

~  & 1 3 # 2 2 ^3 1 Г

Х% —
^ 1 1 ^ 2 2 ^ 3 -  & 1 1 & 2 ^3 2  ^ 1 2 ^ 2 ^ 3 1  *“ ~  й 12^ 2 1 ^ 3  “ Г  ^ 1 ^ 2 1 ^ 3 2 “  & 1 ^ 2 2 ^ 3 1

^ 1 1 ^ 2 2 ^ 3 3 “  % 1 ^ 2 3 ^ 3 2 ""1 “  ^ 1 2 ^ 2 3 ^ 3 1 — ^ 1 2 ^ 2 1 ^ 3 в ~ Ь  ^ 1 3 ^ 2 1 ^ 3 2 -  ^ ] ^ ^ 22^ 'зз

(4)

Знаменатель дробей, стоящих во вторых частях этих 
формул, называется д е т е р м и н а н т о м  или о п р е д е л и 
т е л е м  3-го п о р я д к а  и обозначается символом:

«И %2 а1з
a 2i й22 й2з
Й31 а32 й33

В него входят 9 элементов, распределяющихся в строки 
и столбцы. Ног строки, в которой находится элемент, ука 
зывается первым индексом буквы#, а номер столбца—вторым

, элемент #23 находится во второй строке и третьем 
столбце. Элементы аХ1, а22 и а33 расположены по г л а в н о й  
диагонали, а элементы а13, #22, азх-—по п о б о ч н о й .

Для составления детерминанта 3-го порядка Саррюс (Sar- 
rus) указал простой прие.м, известный под названием п р а 
в и л а  С а р р  юс а. Он состоит в следующем. Написав дан
ные 9 элементов в том порядке, в каком они расположены

ив детерминанте, припишем справа два первых 
отметим направления главной и побочной диагонал 
лучим следующую схему:

•со
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Составим затем произведения трех элементов главной диа
гонали и каждых трех, расположенных параллельно ей; тоже

+
\ Ч

+
ч

аи ч
\ Щг
\

+
ч х ✓
М  ,,<*11

\ ><
Олг

а21 Агз fit,
/

/Ч Ч ' V ЩгV
#

•>/ <*31 >■/ а32
ч X

ча
ч

Щг
ч

самое сделаем с элементами, расположенными по побочной 
диагонали и параллельно ей. Получим шесть произведений:

<*11<*22<*33» <*12<*23<*31i <*13<*21<*32?

<*13<*22<*31 J <*11<*23<*321 <*12<*21<*33*

Наконец, составим алгебраическую сумму этих произве
дений, приписав первым трем произведениям знак -J-, а 
последним трем знак —.

Эта сумма есть летеоминант в васквьттом тшттй ■ фяк ифп

<*11 я18
<*2 1 <*22 <*23

<*3i а3, я33

во вторых 
дующие

видеть, 
частях

«• *

<*11<*22<*33 “Т~ <*12<*23<*31 "Ь  <*13<*21<*32 

<*13<*22<*31 <*11<*23<*32 <*12<*21<*33*

что числители дробей, находящихся 
(4), суть не что иное, как сле- 

3-го порядка:

^1 ^12 % 3
1

<*n A <*i3 •  ■ a U a i2 ^1

'®22 ^23 V <*21 A  <*23 r #21 ^ 2

ft 3 ^83
/  *

<*31 ^3  <*33 #31 ' ^3

1.

iep 2.

1 2  3
4 5 6
2 3 4 
1 1 1

1 • 5*4 4~ 2*6 
— 20

► 4 • 3*—3 * 5 * 2- 
+  36 — 30 — 18

I

л
X

1
a ft
a2 b2 
«(6

1 * Я • ft2 -j- 1 * ft«1 -Jr 1 • 1 —1 1 ♦ О- * 1
— 1*1 *b2■«'aft2 — a2ft 4- a2-  

a} (aft — ft — a +  1) «  (ft — a) (

• 6 * i3-TT-2 *4*4 ®*
32:= 0.

• 4

1 -
*

\

-  1 • b • a® —
fc2-— a -j- 6 «

1) (a— i).
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Пример 3. Решение системы уравнений
* X + у +  z == 3, X — У +  Зз == 7, 2х +  Ъу-— Z == 0

дается формулами: •

3 1 1 1 3 1 1 1 3
• 7-- 1 3 * 1 7 3 1 - -1 7

0 3 — 1 1/ 91* 0 --1 ■ 2 3 0
1 1 1 f У - 1 1 1 * Z —* 1 1 1
1-- 1 -3

/
. 1 — 1 3 1 - -1 3

. 2 3 — 1 / 2 3 - -1 2 3 - -1
Вычисляя детерминанты, получим:

1 1 1 '

1--1 3 =  1 (-1 ) (—1) -(- 1 • 3 • 2 +  1 • 1 • 3—-1 (—1) 2—1-3*3—М  ( - ■1)
2 3 - -1 =  1 +  6 +  3 +  2— 9 + 1  =  4;
3 1 1
7 --  1 3 =  3 (—1) (-— 1) +  1-3-0 +  1 • 7 • 3—1 (—1) 0—3 • 3 • 3—1 ■ 7 • (—■1)
0 3 - - 1 ■ • .

=  3 +  21 — 27 +  7 =  4;
1 3 1 -  . . .

1 7 3 =  1 - 7 • (— 1) +  3-3-2 +  1-1-0 — 1*7-2 — 1-3-0— 3-1- (— 1)
2 0 - -1 =  — 7 + 1 8  — + СО

' II о .  -

1 1 3 -
•

с

1- -1 7 =  1 .( -1 ) .•0 +  1*7*2 +  3-1-3 — 3-(—-1) • 2 — 1-7-3— J -1 •0
2 3 0 =  14 +  9 +  6 — 21 =  8.

Отсюда находим: х =  1, 0, =  2.

§ 5. Закон составления детерминантов 2-го и 3-го по
рядков. Для выяснения закона, по которому составлены 
детерминанты 2-го и 3-го порядков, рассмотрим подробнее 
то выражение иа 9 элементов, которому в § 4 дано назва
ние детерминанта 3-го порядка.

По определению (§ 4) имеем:

Й11 й12 а13
®21 %2 2̂3 =  1̂1̂ 22̂ 33 +  й12®23̂ '31 %3®21̂ 3i 1̂3̂ 22̂ 31
« 31 fl32 «33 «Ц « 2 3 « 3 2  ■ % 2 <г21й 83*

Члены многочлена, стоящего во второй части этого ра
венства, называются ч л е н а м и  д е т е р м и н а н т а .

Рассматривая индексы элементов, входящих в состав 
ч ле н  а д е т е р м и н а н т а ,  мы видим, что в каждом члене 
первые индексы различны между собою и расположены в



натуральном порядке N(123); вторые индексы в каждом члене 
также различны между собою, но порядок их различен 
во всех членах детерминанта: 123, 231, 312, 321, 213, 132. 
Соединения вторых индексов представляют все возможные 
п е р е с т а н о в к и  из 3 элементов. Число их равно 1 • 2• 3 =  6.

Перестановки 123, 231, 312 — четного типа, а переста
новки 321, 213 и 132 — неч'етного типа (§ 1); те произведения 
элементов детерминанта, в\которых при приведении первых 
индексов в нормальный порядок вторые образуют переста
новку четного типа, входят в состав детерминанта со зна
ком а те произведения элементов, в которых по при
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ведении первых индексов в нормальный порядок вторые 
индексы образуют перестановку нечетного типа, входят в 
состав детерминанта со знаком —.

Из сказанного вытекают следующие заключения о за
коне составления детерминанта 3-го порядка:

1) число членов детерминанта равно числу перестановок 
из 3 различных элементов;

2) каждый член детерминанта, независимо от его знака, 
представляет произведение трех его элементов, взятых по 
одному из каждой строки и из каждого столбца;

3) знак каждого члена детерминанта определяется типом 
перестановки, образуемой вторыми индексами, причем мно
жители произведения написаны так, что их первые индексы 
распбложены в нормальном порядке; перестановкам четного 
типа соответствует знак + ,  а перестановкам нечетного типа 
соответствует знак —. Рассматривая выражение из 4 эле
ментов, названное в § 3 детерминантом 2-го порядка, легко 
убедиться, что указанный выше закон имеет место и при 
составлении детерминанта 2-го порядка.

6.
рядков,

Некоторые свойства
1) Сра вним два }

детерминантов 2-го и 3-го
2-го порядка

по-

«1.1 «12 И $11 a 2i
Civ) 1 CL о .> Ct'14) €Ь~Л о1 ы X 1 Urn £ »

отличающиеся только тем, что строки первого из них яв
ляются соответственными столбцами второго, и наоборот. 
Раскрывая каждый из них (§ 3), находим:

#11 #12
«21 #22

«11 аш «12 «21
«И  а п

С

#12 # 22
гл р. К ? » рассматриваемые детерминанты равны
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Сравним два детерминанта 3-го порядка

# п # 1 2 а ы
• ->

# 1 1 # 2 1 # 3 1

# 2 1 # 2 2 ^ 2 3

* ___

И
# 1 2 # 2 2 # 3 2

# 3 1
# g . >

^ 3 3 # 1 3 # 2 3 # 3 3

отличающиеся друг от друга только тем, что строки пер
вого являются соответственными столбцами второго и на
оборот. Раскрывая тот и другой (§ 4), находим для них 
соответственно следующие выражения:

# 11# 22#33 Н~ # 12# 23#31 Т  # 13# 21#32  # 13# 22#31

# 11# 22#33  Ч~ # 21# 32#13  # 31# 11#23  # 31# 22#13

<211й 23 % 2  #12  #21  #33  ’

# 11# 32#23  * # 21# 12# 33 '

Эти выражения тождественны; следовательно,

#11 #12
# п ^21 #31

#21 ^ 2 2 & 23 #12 ^ 2 2 #32

$5
С

О ^32 #13 ^23 #33

Обнаруженное свойство детерминантов 2-го и 3-го по
рядков заключается в р а в н о п р а в н о с т и  строк и отолб- 
цов детерминанта.

2) Рассмотрим детерминанты

а а # ]
* i * 1

# 2
* 2

# з
^ 3

СО

в которых элементы двух столбцов одинаковы, 
их, получим:

Раскрывая

? % M i
CL 2 Ь 2
^3 Ь % k3

4

«х'МзН-МгЯз +  М г^з— Ъ xb га9— axb ф9— bxa2b3=0.

Из этого мы заключаем, что детерминант 2-го или 3-го 
порядка обращается в нуль, если два его столбца одина
ковы. А так как, по-предыдущему, строки и столбцы детер
минанта равноправны, то детерминанты 2-го или 3-го по
рядка, имеющие две одинаковых строки, равны нулю.

ч ■' %
Основания теории детермицацтов
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3) Рассмотрим два детерминанта 2-го порядка

«11  «12

«21 «22
И «12 «11

N

«22 «21
из которых второй получился из первого взаимной пере 
становкой двух столбцов. Первый из них равен dn a22 
— й12«21 ? а второй равен «12«21 — ап о22, так что

«11 «12 

«21 «22

«12  а п  

«22 «21

Сравнивая детерминанты 3-го порядка

«11«22«33 “Г  «12«23«31 "Р  «13«21«32 «13«22«31
1« и «12 «13

«21 «22 «23

«31 «32 «33

и *

«12 «11 «13
■

«22 «21 «23

«32 «31 «33 j

н а х о д и м , ЧТО

«11«23«32 «12«21«33 ■)

«12«21«33 Р~ «11«23«32 "Ь  «13«22«31 «13«21«32

«12«23«31 «11«22«33-г

«11 «12 «13 а 12 « н «13

«21 «22 «23 =  ---- $22 «21 «23

«31 «32 «33 $32 «31 «33

Из этого вытекает заключение, что детерминанты 2-го и 3-го 
порядков изменяют знак при взаимной перестановке двух

а следовательно, и при взаимной перестановке
двух строк

4) м детерминанты

Ьх
kaz Ъ* и

ках Ъх сх
ка2 Ь, с.

ка3 Ь3 Сд

из них равен кахЬ2 — by#«*2 
kdxb2c3 -f bxc2ka-J- cxka2bz

k{axb2
Су Ь 2 /t-«g

a2bx); BTo-
kaxc2bs

b j k a 2 
этого

k\dxb.2c3 r\- bxc2d3 -f-
. ч т о

c . b 2«g— axc2b3— bxa2c3).

kax
ka%

h
b* к

ax by

d2

kd-y by Cy

ka2 b 
ka3 b3 c3

к
v  V.

«I, ^1 ^
^ a Cii

«3 6g Cg
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Свойство детерминантов 2-го и 3-го порядков, выра
жаемое этими равенствами, можно формулировать следую
щим образом: у м н о ж е н и е  э л е м е н т о в  с т о л б ц а  
( строки)  д е т е р м и н а н т а  на н е к о т о р о е  ч и с л о  
р а в н о с и л ь н о  у м н о ж е н и ю  д е т е р м и н а н т а  на это  
ч и с л о .

На основании этого свойства можно выносить за знак
детерминанта
строки.

Например,

общие множители элементов столбца или

1 5
2 15

1 1
2 5;

l a  b l a b
а а 2 аЬ= 1 а b
Ъ аЪ Ъ2

' 1
l a b

0.

ГЛАВА III.

ДЕТЕРМИНАНТ n-го ПОРЯДКА.

7. Детерминант н-го порядка. Детерминанты 2-го и 
3-го порядков содержат, как мы видели в предыдущей главе, 
соответственно 4 и 9 элементов. Детерминант я-го порядка 
содержит п2 элементов. Обозначим их через а^, где i n k  
принимают значения 1, 2, 3, . . .  , и, и расположим их 
в следующей квадратной таблице:

аи а\г
«21 2̂2
♦ f

# • #
# ♦ #
# #

&2п

C l j ( t y \2 • • • О7Ш

Составим из этих элементов все возможные произведения 
по пмножителей в каждом, взяв по одному элементу из
каждой строки и столбца этой таблицы. Расположив мно
жители каждого произведения так, чтобы первые индексы

а шли в нормальном порядке, мы получим произ
ведения вида: aiaaZ), . . .  , %*, где а, (И 
1 , 2 , . . . * щ расположенные в каком-

MitskevichOA
Прямоугольник
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Таких произведений можно составить столько, сколько 
можно сделать перестановок из п элементов, т. е. — 
— 1, 2, Составим, наконец, алгебраическую сумму
всех этих произведений, приписав каждому из них знак +  
или знак —, смотря по тому, представляет ли перестановка 
оф . . .  v, образованная вторыми индексами, перестановку 
четного или нечетного типа (§ 1).

Полученная сумма называется д е т е р м и н а н т о м  п-то 
п о р я д к а - .

п2 элементов, из которых образован детерминант, назы
ваются его э л е м е н т а м и ,  а члены указанной выше алгеб
раической суммы — ч л е н а м и  детерминанта.

Элементы детерминанта расположены в строках и столб
цах. В общем обозначении номера строк и столбцов указы
ваются соответственно первым и вторым индексами при 
букве, которой обозначены элементы.

«и, «22? «зз, «пп суть элементы п е р в о й  иди
г л а в н о й  д и а г о н а л и ,  а1п, а 2, п - и  «з,п - 2, • • •  , «ш —  
элементы в т о р о й  или п о б о ч н о й  д и а г о н а л и .  

Детерминант я-го порядка обозначается символом:
« И  «12 

«21 «22 

«пГ «п2

• + • #1 п
• # #

*  •

#2п
апп

этот символ заменяют иногда следующим, более коротким:
CLifi (&, к —— 1, 2, 3, ♦ • • , ТЬ}ц

Кроме этих символов, употребляется еще символ
~Г~ #11 6̂22 • • • #пгц

в котором обозначает суммирование, а под знаком 2  
стоит так называемый г л а в н ы й  член детерминанта, даю
щий через перестановки вторых индексов все остальные 
члены его; знак +  напоминает о необходимости приписать 
тот или другой знак произведению я элементов детерминанта.

§ В. Равноправность строк и столбцов детерминанта. 
Сравним два детерминанта:

л #п о, 12 •  •  •  а1п (7 ц #21 .  .  •  #nl

D = = .

#21 #22 • •  •  #2п
•  • t  «  •  •  а  а  «

.  и Z)' = (712 (722 • • •  #п2 
•  •  •  *  •  ♦  /  *  •♦ • .. 

#ш #п2 »♦ • #пп
г

1

* ^ #ln •  •  •  #яп
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отличающиеся только тем, что строки первого служат столб
цами второго, и наоборот.

Один из членов первого детерминанта есть
( 1) l̂â 2j3 • • •

где i обозначает число инверсий в перестановке aj3 . . .  v 
(§ 7, 1). Так как произведение aiaazр . . .  anv, содержит п 
множителей по одному из каждой строки и каждого столбца 
детерминанта D \  то в состав этого последнего входит член

а77V
Чтобы определить его знак, достаточно расположить его 

множители так, чтобы индексы его строк шли в нормаль
ном порядке, и определить тип перестановки из индексов, 
соответствующих столбцам (§ 7). Но в детерминанте D' 
индексами строк являются вторые индексы, которые и нужно 
расположить в нормальном порядке. Сделав это, получим рас
сматриваемый член детерминанта D 'в виде: Д- _aV'n.
Знак его определяется типом перестановки a'j3' . . .  v' или 
числом езверсий в ней. Пусть это число равно V. Тогда 
этот член представится произведением

(— 1 f  а*' 1 ау 2
Докажем, что числа i и V или оба четные, или оба не

четные и что, следовательно, (— 1)* =  (— 1)*'.
Перестановка а'(3' . . .  v' получается из перестановки 

12 . . .  ппосредством некоторого числа транспозиций (§2). 
Но при транспозиции элементов детерминанта происходит 
транспозиция не только первых индексов, но и вторых. 
Первоначальное расположение вторых индексов было а|3 . . .  v 
и содержало, по предположению, 7 инверсий, а последнее
представляет нормальный порядок, т. е. инверсии не содер
жит. Произошло уменьшение числа инверсий на Так как 
каждая транспозиция изменяет число инверсий на нечетное 
число, то при i четном число транспозиций четно, а при i 
нечетном оно нечетно. Переходя от транспозиций вторых 
индексов к транспозициям первых и обращая внимание на 
то, что число тех и других одно и то же, заключаем, что
V четно или нечетно в зависимости от того, четно ил не
четно число i. Поэтому (— 1)г =  (— 1)г.

Итак, каждый член детерминанта есть вместе с тем 
и член детерминанта /) ', а так как число членов в том и
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другом одинаково (§ 7), то D = D \  т. е. д е т е р м и н а н т  
не и з м е н я е т с я  от з а м е н ы  с т р о к  с о о т в е т с т в е н 
ными с т о л б ц а м  и, и н а о б о р о т .

9. Перестановка двух параллельных рядов детерми
нанта. Положим, что в детерминанте

^11 ^12 • • •

ап\ ап2 ♦ •»

«ix * • • $1|д • • • îr?
@2\ • • • ̂ 2|д • * • о»г*,

а-т • • . ♦ • • апл

переставлены столбцы с номерами X и р.. Сравним полу
ченный таким образом детерминант

а п • * « А 1ц • * • «V . ; .  йщ

D f = im  W- а 22 • • • а 2, • • • а 2п

йщ ^712 * • • а^щ • - • а п> • • • апп

с детерминантом D. Один из членов детерминанта D есть 
(— l)fai««2p •. • ctp.. .  Ят(А • • • апч, где i есть число инвер
сий в перестановке <х{3 . . .  Л . . .  р. . . .  v. Так как элементы 
детерминантов D и D' одинаковы, то произведение niaa23• t •
♦ • * a ♦ аm\i ♦ »

• « •

апу входит в состав одного из членов 
детерминанта D'. Знак этого члена определяется числом 
инверсий в перестановке а{3 . . .  р. . . .  Л . . .  v, потому что 
элемент а̂ х в детерминанте D' стоит в строке I и столбце р., 
а элемент ат|А детерминанта D' находится в строке т и 
столбце X. Но перестановки а,3 . . .  Л . . .  р. . . .  v и а(3 
. . .  р. . . .  Л . . .  v получаются одна из другой посредством 
транспозиции элементов Л и р, и, следовательно, принадле
жат к разным типам (§ 2). Поэтому члены детерминанта D1 
получаются из членов детерминанта D лишь переменою их 
знака; следовательно, /) =  — D ',т. е. перестановка двух 
столбцов детерминанта не изменяет его абсолютного значе
ния и изменяет его знак.

Принимая во внимание равноправность строк и столбцов 
детерминанта, можно формулировать это свойство детерми
нанта следующим образом:

П е р е с т а н о в к а  д в у х  п а р а л л е л ь н ы х  р я д о в  
д е т е р м и н а н т а  и з м е н я е т  его з н а к ,  не и з м е н я я  
а б с о л ю т н о г о  з н а ч е н и я .
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Укажем некоторые следствия этого предложения.
Следствие 1. Д е т е р м и н а н т ,  в к о т о р о м  э л е 

м е н т ы  д в у х  п а р а л л е л ь н ы х  р я д о в  о д и н а 
к о в ы ,  р а в е н  н у л ю .

Пусть D есть детерминант, содержащий два одинаковых 
параллельных ряда. Переставив их, мы получим, по дока
занному, детерминант — D. Но, с другой стороны, переста
новка двух одинаковых параллельных рядов, очевидно, не 
изменяет детерминанта. Следовательно, D =  — D, откуда 
находим, что D — 0.

Следствие 2. Е с л и  в к а к о м - н и б у д ь  д е т е р м и 
н а н т е  D п е р е с т а в и м  в з а и м н о  п а р  с т о л б ц о в  
и к п а р  с т р о к ,  то п о л у ч и м  д е т е р м и н а н т ,  р а в 
ный (— l)h+h'D.

Следствие 3. Е с л и  в д е т е р м и н а н т е  D п-т о п о р я д 
ка с д е л а е м  к р у г о в у ю  п е р е с т а н о в к у  с т о л б ц о в  
или строк ,  то п о л у ч и м  д е т е р м и н а н т  (— 1 )n~xD.

Например,

h  ci ai ai &i ci
Ь 2 (1% л Ь % 2̂
b# с3 а3 %  ̂3 3̂

Ф1

Ьг сг dx аг &x b-̂  c2 dx
Ь 2 2̂ 2̂ 2̂ b 2 di£
Ь g Cg d3 6f<g 3̂ 3̂ ^3
b ̂  c4 d b 4 c4 d̂

§ 10. Умножение детерминанта на число. Е с л и  все 
э л е м е н т ы  о д н о г о  р я д а  д е т е р м и н а н т а  у м н о 
жим на н е к о т о р о е  число ,  то п о л у ч и м  н о в ы й  
д е т е р м и н а н т ,  р а в н ы й  д а н н  ому,  угён о же нно м у 
на это , число.

Действительно, каждый член детерминанта содержит 
множителем один элемент каждого ряда; умножая каждый 
элемент некоторого ряда на какое-нибудь число, мы вводим 
это число множителем во все члены детерминанта, т. е. 
умножаем данный детерминант на это число.

Следствие 1. Мо жн о  в ы н е с т и  за  з н а к  д е т е р м и 
н а н т а  м н о ж и т е л ь ,  о б щи й  всем ч л е н а м  с т р о к а  
щди с т о л б ц а  д е т е р м и ц а н т д ,
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Следствие 2. Д е т е р м и н а и т, в к о т о р о м  с о о т в е т 
с т в е н н ы е  э л е м е н т ы  д в у х  п а р а л л е л ь н ы х  р я 
дов  п р о п о р ц и о н а л ь н ы ,  р а в е н  нулю.

Пусть имеем детерминант

а и • • • аи • » * #1ш • • • #1 п

D = #22 • * * #2/ ♦ • • #2 т * * * #2 п

#П1 #л2 • - С1щ • • • # n m  • • ♦ # п п

в котором элементы, m-го столбца пропорциональны эле* 
ментам /-го столбца, т. е.

#1т — pttih &2т — • • • ? Unm —

где р есть коэфициент пропорциональности.
, По следствию 1 теоремы настоящего параграфа и след

ствию 1 теоремы § 9 имеем:

аи #̂  2 • • #11 • • • #ii •«• #1 n
/) == р

аг 1 #22 • • • #2i #2i ♦ • • a-zn

#П1 #П.2 • • • CLfti « • • #ni # * • #nn

11. Детерминанты, в которых элементы ряда 
ставляют суммы. Рассмотрим детерминант

ред-

D

* 1 п
#11 “Г  #11 #12 • • • “ 1П' . П#21 #21 #22 • • • #2п

#П1 ~Ь # n l  #?г2 • • • # пп

в котором элементы первого столбца представляют суммы
двух слагаемых.

В каждый член детерминанта входит множителем один 
элемент первого столбца, а так как он представляет сумму 
двух слагаемых, то каждый член ^детерминанта можно раз
ложить на два слагаемых вида +  а[% #23 ♦ ♦ ♦
* * *

# n v И # 1<*, #2(3 . . .
Оцу, причем знак слагаемого определяется тицом пере-
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становки ар . . .  v. Но сумма членов вида ^  
есть не что иное, как детерминант

$12 * * • $1 п
Р

$21 &22 • « • #2п
» *  I  •  I  •  #  I

*

$ n l  $п2 > • • $ пп

а сумма членов вида ^  а*а #2з .
//

Z)"
#11 #12 

#21 #22

• #nv — детерминант
• • #1П

• » #2п

п
# п  1 #п2 « • • #п п

Следовательно, D =  Z)' -J- D " ,
-V

Указанное свойство детерминантов можно формулиро
вать следующим образом: р а з л а г а я  к а ж д ы й  э л е м е н т
о д н о г о  р я д а  д е т е р м и н а н т а  на р с л а г а е м ы х ,  
м о ж н о  с а мый  д е т е р м и н а н т  п р е д с т а в и т ь  в виде  
с у ммы р д е т е р  мин а нт о в, о т л и ч а ю щ и х с я  т о л ь к о  
э л е м е н т а м и  о д н о г о  р я д а .

Следствие. Д е т е р м и н а н т  не и з м е н я е т с я ,  е с л и  
к э л е м е н т а м  о д н о г о  р я д а  п р и б а в и м  с о о т в е т 
с т в е н н ы е  э л е м е н т ы  п а р а л л е л ь н о г о  р я д а ,  ум
н о ж е н н ы е  на одно и то же число .

Действительно, по доказанной теореме,

#11 #12 . . .  # ii  Ч* P #l k  ••• #lft . . .  #1п 

#21 #22 ... #2г Ч* P#2 ft ... #2ft ... #2п
• ♦ * • • • * W

$Ш dn% *• • $ш Н”’ рdrift • • ® $/i/t »•< $rm

$11 $12 * • * $1i * * * $1& * • • $1 n 
&21 .$22 • • * $2i • • • $2fe • • • $2n 
# « » * * « * * • • » * !

dyiZ • * • $ft£ • ♦ • $7ift • • •

+  P

d a  $12 ••• $ i/t ♦ ♦ |  ♦ м $ m

$21 $22 $2& $2ft ••• $2rt
• *  •  •  •  * *  •

dnx di[\2 * • * dnk • dyik •.. Ctpm
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Но второй детерминант второй части равенства равен 
нулю (§ 9); следовательно,

А ц  &12 • • • &ti • • • • • • d^7i ^11 #12 •••  p d  Ifa #̂ /j> • • • d\yi

&2i. #22 * • • #2г • ♦ • • • • #2 ti
— -

#21  #22  ••• d%i p a 2 k  • ** # 2& . . .  dzri

CLni #n2  • • • #пг • * • dnh  #rm dnt dn2 # щ  -j- p d n f i d^ik . dyxyi

N

12. Разложение детерминанта по элементам ряда. 
Адъюнкта. Детерминант D п-то порядка, образованный из 
элементов aik(i, к — 1, 2, . . .  , ), представляет, по опре
делению (§ 7), сумму членов вида Д- а1аа2з . . .  ат, где вто
рые индексы все между собою различны и принимают зна
чения 1, 2, . . .  , п. Собирая те члены детерминанта, кото
рые содержат первый, второй и т. д. элементы первой 
строки, можно представить D в следующем виде:

D “  а1\Ац -f- #12 1̂2 +  . . . -j- <21пА1п.
Эта форма дает р а з л о ж е н и е  д е т е р м и н а н т а  по 

э л е м е н т а м  п е р в о й  с т р о к и .
Каждый член второй части представляет произведение 

элемента первой строки на некоторый множитель, назы
ваемый а д ъ ю н к т о й  этого элемента.

С целью выяснить состав адъюнкты, рассмотрим первый 
член второй части написанной формулы, т. е. Так
как D — 2 i  ЩаЯгрЯзу . . .  anv, то для получения ап Ап 
нужно из второй части взять те члены, для которых а =  1.
Сделав это, найдем, что ап Ац =*= 2  ^  ап а2̂ а^ . . .  a„v или
А и ~ 2 а ♦ • • 1 9 • • • п).

Группы вторых индексов элементов, входящих множи
телями в члены суммы Ац, представляют не что иное, как 
все перестановки из п — 1 элементов: 2, 3, . . .  , п. Знак 
каждого члена суммы Ац  определяется типом перестановки 
1|3у . . .  v или числом инверсий в ней; но число инверсий 
в этой перестановке равно числу инверсий в перестановке 
(Зу . . .  v, так как элемент 1 не составляет инверсии ни 
с одним из последующих элементов. Поэтому знак члена 
суммы А п определяется типом перестановки из — 1 эле
ментов 2, 3, . . .  , п .Из этого следует (§ 7), что есть

анант п — 1 порядка. Элементы этого детерминанта 
суть dik, где С, к =  2, 3, . . .  , щ они располагаются в стро
ки и столбцы так же, как в детерминанте D.
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Чтобы получить детерминант Ли, достаточно вычеркнуть 
в детерминанте D первую строку и первый столбец и из 
остальных элементов составить детерминант, сохраняя распо-
ложение элементов, так что

#22 #23 • • . #2п

м II #32 #33 • • • #3 п

#п2 #пЗ • • • #7171
Для определения адъюнкты ^  преобразуем детерми

нант D так, чтобы элемент «^ занимал первое место в пер
вой строке детерминанта D, а элементы всех строк, кроме 
первой, и всех столбцов, кроме первого, сохранили свое 
относительное расположение. Для этого достаточно посте
пенно передвигать к- й столбец влево на один столбец до 
тех пор, пока он не сделается первым. Принимая во вни
мание, что перестановка двух столбцов детерминанта изме
няет его знак (§ 9), получим:

«ift «11 «12 • • • «1, ft — 1 «1, ft +1 • • • «1п 
«2 ft «21 «22 • • ' 0-2, ft—1 «2, ft +  1 • • • «271

«nft «711 «?i2 « • * «п , ft—1 «71, ft +  i • • • &nn I
Адъюнкта элемента aik детерминанта, стоящего во вто

рой части этого тождества, представляется по-предыдущему 
детерминантом:

D =  (—

А

«21 «22 • • . « 2, ft—1 «2, ft + 1 • • ♦ «271 

«31 «32 • • ♦ «3, f t-1  «3, ft +  1 • • • «Зп

\

#711 #712 • • • #тг, f t-1  #п , ft 4 1  * ♦ v  # п д

л

Но из последнего тождества видно, что адъюнкта того же 
элемента alk детерминанта D отличается от написанного 
детерминанта только множителем (— l)k_1.

Заменив этот множитель равным ему множителем (—
п о л у ч и м :

^ •
«21 «22  • • • « 2 ,f t —1

•

#2 , ft +  1 • * • #271

A i k  = = ( _ _ l ) f t + i «31 «82 * • • « 3 ,ft —1 # 3 ,ft 4  i  • • • # 8 n

f

•  •

# 7 li

• • •  ' « # •  • • 

# n 2  * ♦ • #n , f t  - 1

t • e • » # • •

#71, ft 4 1  • • • #ПП j



28 Г*-АВА III. ДЕТЕРМИНАНТ n-ro ПОРЯДКА

Детерминант, стоящий во второй части этого равенства, 
получается из детерминанта D вычеркиванием первой строки 
и к-то столбца, т. е. тех двух рядов детерминанта, на пере
сечении которых стоит элемент

Множитель (— i )h + l есть степень — 1, показатель кото
рой равен сумме индексов элемента

Если в детерминанте D собрать те члены, которые со
держат первый, второй и т. д. элементы й строки, то 
получим формулу:

D ~  йцАц -f- (tizAiZ -f- aih Aik ~Ь • • • 4* «т-4тц
представляющую разложение детерминанта D по элементам 
i-ii строки. ^/{ Называется а д ъ ю н к т о й  элемента ощ. 
Преобразовав детерминант D так, чтобы элемент дщбыл 
первым в первой строке, а остальные элементы сохранили 
свое относительное расположение, получим (§ 9):

Clik an (%i2 • ♦ ♦ k --1 # i, h 4 l  ♦ • • # in

Mlk «и ^12 • • • #1, /t--1 #1, k-\-l * * * # tn

«21 #22 • • • #2, h-1 #2, k 4 1 • • • #2n
, i

•

r

«i-i, h « t - l , 1 «i —1,2 ** — 1, k~1 « г - l ,  + 1 ••• n

«i+i, h f  1,
•

1 « i+ 1 ,2  ••
v .

k- 1 «г + 1, /г+1 ••• 4-1, n

&nk ^ n l #?i2 * • 1► # n , /г -1 # n , k 4 1 • * •
Отсюда, повторяя приведенные выше рассуждения, легко 

найти выражение адъюнкты Aik элвхмента ащ в форме детер
минанта (п — 1)-го порядка:

«11  «12 • • • « l ,f t  —1 « i , f t + l  • • • 0> т

Aik^=  (— l ) i+h
-1,1 -1,2 • • • « i - l , f e - i  « i -

«t+ l,l«t-H >2 • • • « t+ l ,fe - l  1,/t+l
•  ♦  *  ♦  •  t  ♦  •  •  •  •  •  «  ;  f  ■ 4  f t  #

* (Li - l , n

• i,n m

Ctnl ttn2 . . * #n,/t -1 a.n,A+i • * . йцп |
• ' •

Детерминант, стоящий в правой части этого равенет i а . 
получается из детерминанта D, если в последнем вычерк
нем й ю  строку и к-й столбец, т. е. те два ряда, на п е 
ресечении которых стоит элемент ащ, и из оставшихся
{п 5 не , изменяя их относительного располо-
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жения, составим детерминант. Для получения адъюнкты 
элемента ciik этот детерминант умножается на степень — 1 
с показателем, равным сумме указателей строки и столбца, 
в которых находится элемент а^ .

Так как строки и столбцы детерминанта равноправны, 
то приведенные в этом параграфе рассуждения и заключе
ния относятся и к разложению детерминанта по элементам 
столбца.

Все сказанное о разложении детерминанта по элементам 
строки или столбца можно резюмировать следующим Обра
зом: если D a,ihI (i, к =  1, 2, . . . , п), то

D — ацАи +  (ii%Ai2 +  •. • +  GihAih +  . . ,  ~р ciinAin, (I)
D — ClikAth +  tizhAzh T  • T  ttihAik T  > - . +  ^nh -̂nhi (H)

причем

A iik ( - 1)

#н #12 • • • — 1
#21 #22 * • •* @;2,k — 1 #2,й+1 • •

Mi -1,1 #г -1,2
«

• * • — 1, k -
•

-1 «• * -1,n
#i+l,2 • • • $г-г t,k - 1 #i+l,ft+l • * • #г-М,п

&п\ (ХП2 • • * @n,h— 1 » &n,k-rl
*

* * #nn

. ( I ll)

§ 13. Некоторые следствия формул (I), (II) и (III).
1) З а м е н и в  во в т о р о й  ч а с т и  ф о р м у л ы  (I) э ле 

м е н т ы  i-й с т р о к и  с о о т в е т с т в е н н ы м и  э л е м е н 
т а м и  5-й (s=f=i) с т р о к и ,  п о л у ч и м  сумму,  р а в 
ную ну л ю,  так что

$si-4n -f“ ttgzAiz -f- dshAik. . -f- d3nAin = 0  (i =ths).
Это следует из того, что указанная сумма есть не что 

иное, как разложение детерминанта, в котором i-я и 
строки одинаковы (§9).

Точно так же получаем тождество:
Т~ &2$A2k -Ь • ••-)- disAjfi -j-. . .  -f- dnsAnk =  0 (k^s).

2) Д е т е р м и н а н т ,  в к о т о р о м  все  э л е м е н т ы  
с т р о к и  и л и  с т о л б ц а ,  за и с к л ю ч е н и е м  одного,  
р а в н ы  нулю,  р а в е н  про  из в е де нию э л е м е н т а ,  
не р а в н о г о  нулю,  на его а д ъ юн к т у .
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Действительно, если aix =  ai2 — ... =  ai>h-\ — aUh.vx = ...
... = 0  и ct,ik=fc0, то по по формуле (I) имеем равенство:

D — dikAik.
Предположение, что все элементы к-то столбца, кроме 

равны нулю, приводит к этому же равенству [см. формулу (II)].
Из этого предложения следует, что адъюнкту Аш эле

мента ctik можно представить в форме детерминанта «-го 
порядка. Для этого достаточно в детерминанте D вместо 
dik поставить 1, а все остальные элементы i-й строки или 
к-го столбца заменить нулями. Таким образом получим 
следующее выражение адъюнкты А ^:

Аik

«11 «12 • • • -1 &lk « l,ft+ l • f +
«21 «22 • * • @2,k —1

ч

«2ft «2.Й +  1 • • • Ct'2r>

^г-1,1 «1-1,2 • • • d i - l , h  --1 «£— l,ft « i - l , f t + l • • ♦ a  i j
0 0 • f t 1 0 . . . 0
«г+1,1 «г+1,2 • • • ^г-f* l,fe--1 « i+ l,ft « i +  l,ft + l • • * &i-j-i

ЙЩ #П2 ••• (X'Yifh —1 ttnk • • • ttnn

Действительно, разложение детерминанта, стоящего в 
правой части этого равенства, по элементам i-й строки 
приводит к равенству (III).

3) Е с л и  все  э л е м е н т ы  д е т е р м и н а н т а ,  н а х о 
д я щ и е с я  по о д н у  с т о р о н у  г л а в н о й  д и а г о н а л и ,  
р а в н ы  н у л ю,  то д е т е р м и н а н т  р а в е н  п р о и з в е 
д е н и ю  д и а г о н а л ь н ы х  э л е м е н т о в :

аи 0 0 0 . . .  0
«21 «23 0 0 . . .  0
®31 «32 «33 о . . .  о

аи

«22 0  0  

®32 ®33 0

«п1 «п2 «пЗ
. . .  о 
. . .  о

«п4 • • « «

♦ I

^п2 $п4 • * * &пп

аПа22

ПП

&зз 0 • • •
• • • ♦

о
«  *

• • апп

t • • а ХХ а %2
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14. Свойство адъюнкт элементов детерминанта, рав
ного нулю. Если детерминант D =  | aih | (I, к — 1, 2 , . . . ,  /г) 
р а в е н  нулю,  то а д ъ ю н к т ы  с о о т в е т с т в е н н ы х  
э л е м е н т о в  д в у х  п а р а л л е л ь н ы х  р я д о в  п р о п о р 
ц и о н а л ь н ы .

Дано D &ik 0; требуется доказать, что

где i, s — 2,

/

Ай _ Ai 2 Ain
' л 82 A  sn
и

А Агь -

Ais ~  Azs ~  1

где к, s — 1, 2, . . . ,  п.
Для доказательства этого предложения возьмем адъюнкту 

Ац элемента ац в форме детерминанта я-го порядка (§ 13);
«11 «12 ♦ • • &1к • • • a in  I

«21 a%i • * * &2k • # ♦ a 2n I

« i - 1,1 d i - i ,  2 • • • • • • @i —1,7?

1 0 0
0

Яг+1,2 • » .

Ctni &п2 • • * Мпк • • • a ^  j

Умножив к-й столбец написанного детерминанта на 
адъюнкту A Sk элемента asn, мы получим выражение произ
ведения AnAsk в форме детерминанта:

ч N

Ац Agh —

« и a 12 • • • • • • a m

«21 a 22 • • .* « I*  a 2/j V
*•Л

« i - 1,1 a*—1,2 • • • «г—i , ft ̂ 4

• ♦

• • * a /—i ,/7
1 0 0 0

« i + 1,1 ai-t-1,2 • • • a i + t , k A Sh • • • tti + t rn

a m &П 2 • ♦ ♦ &nkA$k • • • a rtTl
«V

Преобразуем детерминант, стоящий во второй части этого 
равенства следующим образом: к элементам столбца
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прибавим элементы первого столбца, умноженные на Л81,- 
элементы второго столбца, умноженные на , . . . ,  и эле
менты п-то столбца, на A sn. В полученном таким образом 
детерминанте i-ii элемент к-то столбца равен Asi, а все 
остальные элементы этого столбца представляются суммами 
вида:

#rl^sl #>-2-4 S2 Н- • • • ®гпА sm
где

г 1, 2, . . . ,  i — 1, i -(- 1, . . . п.

Для r=j=s эти суммы нравны нулю (§ 13), а для r — s 
сумма равна детерминанту D, который, по условию, также 
равен нулю. Следовательно,

Аи А

ап #12 • • • ttlyk- 1 0 #i,fe+i • * $1n
#21 #22 • + * Ct' 9 Ъ —— , п. 1 0 2̂, к +1 • * &2n

«г-1,1 #г-1,2 . * * cti —13,k - 1 0 ^ i — 11 k+1 • 1• *
1 0 . . .  0 А slO • -.. 0
#1 + 1,1 #1 + 1,2 • • • #i+i.>к -1 0

&п2 • . # &njh-1 0 Q'nik+1 • • &пп

Разлагая написанный детерминант по элементам 
столбца, получим:

AiiAgk =  AstAih*
•К

Отсюда находим:
Аи._

-4sl Ask

Полагая в этой формуле к =  2, 3, . . . ,  и, получим ра
венства (а).’Для получения равенства достаточно заме
тить, что строки и столбцы детерминанта равноправны.

§ 15. Вычисление детерминантов. Число членов детер
минанта д-го порядка равно произведению 1 • 2 . . .  п (§ 7). 
При возрастании числа п это произведение возрастает весьма 
быстро. Для п — 2,.3, 4, 5 оно равно соответственно 2, 6, 
24, 120. При вычислении детерминанта 4-го порядка путем 
составления каждого его члена пришлось бы иметь дело с 
24 членами, а при вычислении детерминанта 5-го порядка —
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с 120 членами. Эта утомительная работа сокращается, если 
воспользоваться элементарными свойствами детерминантов, 
указанными в § 9—13.

Для ознакомления с приемами упрощений приведем не
сколько примеров на вычисление детерминантов.

Пример 1. Требуется вычислить детерминант

1 2 3 4 5
3 5 7 9 11
0 8 11 15 16

18 27 49 41
i 7 9 11 13

Пользуясь следствием теоремы § 11, можно заменить данный де
терминант таким, в котором все элементы первой строки, кроме пер
вого, суть нули. Для этого из элементов второго столбца вычтем 
соответственные элементы первого, умноженные на 2, а из элементов 
3*го, 4-го и 5-го столбцов вычтем, элементы первого столбца, умно
женные соответственно на 3, 4 и 5. Получим:

D

1 0 0 0 0
3 •— 1 ■- 2 — 3 •— 4
5 — 2 •- 4 — 4 ■-  9
8 2 3 17 1
t 5 6 7 8

Разлагая этот детерминант по элементам 
(§13, следствие 2):

первой строки, находим

D

или (§ 10)

— 1 - 2 -3 — 4
— 2 - 4 -4 — 9

2 3 17 1
5 6 7 8

1 2 3 4
2 4 4 9
2 3 17 1 •
э 6 7 8

Преобразуя последний 
был преобразован данный,

детерминант тем же способом, 
получим:

которым

1 0 0 0
D = 2 0 — 2 1

2 -— 1 11 — 7
5 •— 4 — 8 --12

* ;  

t -  o s .
0 — 2 1
1 1 1 — 7 
4 — 8 —12

Основания теории детерминантов 3
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то
Так как элементы последней

(§ Ю)
строки имеют общий множитель 4

D А
0
1
1

2 
11
2

1
7
3

Прибавив к элементам 
третьей, найдем, что

D

второй строки соответственные элементы

4
0
0
1

2 
13 
2

1
4
8

Разложение по элементам первого столбца приводит к равенству

D--=: -- 4 • ( - _1)3 + , - 2  
13 -

1
-4 «

из которого находил!, ЧТО D -- 4  ♦ (8 13) == 20.
Пример 2. Вычислить детерминант:
. 1 1 1 1

• ‘ • . • D =
9

1 2 3 4
1 3 6 10

•

:

• 1 4 10 20

Вычитая элементы каждой строки из элементов
ходим:

1 1 1 1
• D = 0 1 ' 2 3

“Ч.

0 1 3 6 •

0 1 4 10

следующей, на

Разлагая этот детерминант по 
пучим:

D
1
1
1

элементам первого столбца, по-

2 3
3 6
4 10

Вычитая элементы каждой строки из элементов следующей и раз
лагая полученный таким образом детерминант по элементам первого 
столбца, найдем, что

D
-И

1 2 СО

1 о
0 1 со II А О

1 40 1 4 •

1.

Пример 2. Вычислить детерминант:
, . % .

1 15 14

D 12 6 
8 10 

13 оо

4
7 9 

11 5 
2 16
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Вычитая элементы первой строки из элементов последней и эле
менты третьей из элементов второй, получим:

D

1 15 14 4 1 15 14 4
4 -— 4 -— 4 4 =  4*12 1 — 1 — 1 1
8 10 11 5 8 10 11 5

12 •— 12 -— 12 12 1 —'1 -— 1 1

Пример 4. В детерминанте:

10 18 1 14 22
4 12 25 8 16

23 6 19 2 15
17 5 13 21 9
11 24 7 20 3

сумма элементов каждой строки и сумма элементов каждого столбца 
равны 65. Прибавив к элементам первой строки соответственные эле
менты всех остальных строк, мы получим детерминант, в котором все 
элементы первой строки равны 65. Дальнейшие упрощения легко 
усмотреть из следующих преобразований:

65 65 65 65 65 1 1 1 1 1
4 12 25 8 16 4 12 25 8

*•
16

23 6 19 2 15 =  65 23 6 19 2 15
17 5 13 21 9 17 5 13 21 9
11 24 J 20 3 11 24 7 20 3

=  65

1 0 0 0 0
4 8 13 - -17 8

23 —-17 13 - -17 13
17 —•12 8 8 - -12
11 13 —•17 13 - -17

0 30 — 9 8
— 30 30 — 4 13

0 0 — 4 --1 2
30 — 30 — 4 --17

13 --1 7 8
13 --17 13
8 8 --12

17 13 --17

65 • 30 • 30 • 4

0 1 9 8
1 1 4 13
0 0 1 — 3
1 --1 4 --17

65-3600

0
0
0

1 9 
0 8 
0 1

1 — 1 4

8 
4 
3 

17

+65-3600

65 • 3600

0
0

9
8
1

8
4
3

+  65-3600
8
1

4 680 000.

4
3

3*
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Пример 5.
a b e d & ~Ь b -f* c -}- d b c d
b a d e b -j- d ~f- d -j- c a d c
c d a b c -}- d -f- a -J- b d a b
d c b a d -J- c -f- b -f- a c b a

[а + Ь +с + d)
1 Ъ с d 
1 a d с 
1 d а Ъ 
1 с Ъ а

(я -f- Ь -}- с “1~ d)
1
О а 
О d
О с

Ь
Ъ d
а а
d Ъ

с d 
-с с —
— d b~
-а а —

d
с
Ь

а-- 6 й—-С С —- d
—— [d -j- Ь ~j~с+  <*) d-— я я —-d Ъ--с• с-— d b - - я я —-Ъ\- - a — Ъ О
=  (я + Ъ + с + rf) d — я я — &—

• - с— d О
=  (<z -f” b -J- c *j- d) (a -{- b -— с —-d) я— 6 

с — d
с- 
а•

=  [d -J- b 6 -j- d) \d -{- b •— с —-d) [(я —&)а
=  (a + -Ь H- c -f- d!) (# -J- 6 —-с--d) (я-•* b -j* с:—-

Пример 6.> - ■ *• ■ ■■ ‘
1 +  a 1 1 1 а О О1

1 1 +  р 1 1 о р О 1
- 1 1 1 + 7 1 О 0 *( 1

1 1 1 1 1 ООО 1
Пример 7,>

1 1 1 1 1 О о
= Я/j v̂2 Xz х& iCj я'2 хх х3- -X

<y*2 /y2 -1 /V»2 уу»2 л*2 2̂ _̂L/у» 2 /у» -X
/у*3 л*8 л*3 лг*3 л»3 /У»3 L. - . л1 л2 /у»8 /у*8 vt/g -X

с Ъ ■ 
а- 
d 
Ъ

— {с 
d) [а

d
с
Ь

'т  -
Ь — с -f- d)*

ajjty.

О
х1

/у»£

/у*3 /у»3wj Ц/Д

>у*2iV|
ж®

3?2

а:з

(#2-------̂ l) (% l̂) (*̂4 l̂)
a;

(Ж2—#i)(#3-------#l) (Ж4 #l)

*̂ 3
/у*2 л»2U,J vOg

а
»3 /у>3

1

«8+̂ 1
• + ад + * 1.» 

1

#1 «̂4
/у>2 /у*2  ̂ . /у»2O/J 0/4 O/J
/у»3 /у»3 /У*3vC/j *Л/4 w j

J

Л-

*8+ ^ 1+®!'
о

% 1" *̂2

а;? 2
1

О
X4 Ж

х|+х̂ Хя.+ж|, x|*~x|4-Xi(X3~*2>> ^ |-х|Ч*х1(х4—х2)

[Xg—Xi) (% ‘̂ 1) (̂ 4 l̂) Х у Х у X4 X,

■(*а

**̂l) (#3 *̂l) [Х4ГтттХ%) (% ?̂2') (*̂4 ^2)
# i )  ( а ? 4  —  % )  ( # 3  — ^ 2 )  6 * 4

(^ 3 — ^ 2) (^3  +  #2  +  X l)>  {^4— ^ 2) (#4 +  ^ 2 +  x l )
1 1

X 8

а>з
ж2
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Укажем еще другой способ вычисления детерминанта 
Ия определения детерминанта (§ 7) следует, что D есть 
сумма членов вида х£Хр Хух!, где индексы а, (3, у и 8 все 
между собою различны и принимают значения 1 , 2 , 3 и 4, 
т. е. представляет целую однородную функцию переменных 
Х4, х2, Х3, х4 шестой степени, так как сумма показателей в 
каждом члене равна сумме 0 +  l - f 2 - j - 3  =  6 . Эта функция 
обращается в нуль при замене переменного переменным 
Хр, где а и |3 суть два различных числа из ряда: 1, 2, 3, 4. 
Действительно, при такой замене мы получаем детерминант 
с двумя одинаковыми строками (§ 9). Из этого следует, что 
детерминант D делится на каждую из 6 разностей:

X X,, X Xi, X2 Al l  л 3 л 1> л 4 Х1 1 л 2> л 4 л 2) л 3 л а
.

и на их произведение. А так как это произведение в рас
крытой форме представляет целую однородную функцию 
переменных х4, х 2, Х3, х4 шестой степени, то оно может от
личаться от детерминанта D только постоянным множите
лем. Обозначив этот последний буквой А, получим тож
дество:

Ха, х х X.,

1 1
х ?  х2
Xi х!
х! Хз

1’ 1
Х3 х4

да 2✓Сз Л4
Х З лаЗ3 Л4

Л(х2—Xi)(x3—Хх) (х4—х1)(х3—х2) (х4—х2) (х4—х3).

Для определения Л достаточно сравнить члены с одина
ковыми степенями в обеих частях тождества. В первой ча
сти есть член х2 х| х\ (главный член детерминанта); во вто
рой части член, содержащий те же степени переменных, 
получается от умножения А на произведение уменьшаемых 
всех разностей, входящих во вторую часть; он равен 
Ах2 Хв х \. Сравнивая коэфициенты этих членов, находим, 
что Л =  1 .

Рассмотренный детерминан 
минажга

■S..

г?..

. }
g

"'Ll

(Г * V- f ? ■: -

и , r
4  4 '; v.■V-' tt

W ■
x..

A v ; ̂

1
X,

$>-3. >[ Л- v •; *4 У* J'. •' * - 
£**■  £ ? * V"'. •'
t: •> f f  * ■ •: :■

Ъ X

N4
*  •• Г К  x  r  ' \ 4

v X- ■ ■ Ч  4  •■ J

Xa s
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Этот детерминант называется с т е п е н н ы м  детерминан
том или детерминантом Вандермонда (Vandermonde). Для 
вычисления его можно воспользоваться вторым из указан
ных выше способов.

А есть целая однородная функция переменных х1} х2,
. . .  , Хп. Степень ее равна сумме

t • t

0. +  1 +  2 -f .... +  (п — 1) 1
2 п(п  — 1).

Эта функция делится на каждую из разностей — х?, 
где а, (3 =  1 , 2, . . .  , п (а=£(3). Следовательно, она Делится 
на произведение всех различных между собою разностей, 
которые можно составить из входящих в функцию перемен
ных. Обозначим указанное произведение знаком

П(ха — х3), а, (3 =  1 , 2, • • О п, а^>Й.

Произведение П представляет целую однородную функ
цию переменных х1} х2, . . .  , Хп. Степень ее равна числу 
множителей произведения. Чтобы найти это чибло, заметим, 
что число тех разностей, в которых (3— 1, есть л — 1 ; число 
разностей, в которых (3 =  2, есть л — 2 и т. д. Число всех 
различных между собою разностей, т. е. число множителей 
про! введения П, выражается суммой

(л 1) (л —■ 2) 4- . . .  -f 2 4 -1 4~ 0 1
2 л (л — 1).

Таким образом оказывается, что функция А и ее дели
тель П суть однородные функции одной и той же степени. 
Поэтому они могут отличаться друг от друга только по
стоянным множителем. Обозначая его буквой А, 
тождество:

А =  АП.

получим

Для определения А сравним коэфициенты трех членов 
правой и левой части, которые содержат одинаковые сте

переменных. Возьмем, например, в левой части глав-
В правой части член,

содержащий те же степени переменных, есть Ах3х | . . . х£~*.
ный • # • Xп-1

п
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Сравнение их коэфициентов показывает, что А= 1 .  Итак,
1 1A a  % • 1 .

ЗС2 • • ♦ Хп а ,  р — 1  ̂ 2  7 » •»

Х1 х2л»2 0  # # у2
л п =  П ( х а — Хр); а > | 3 .

Л1
1 Yn - i  

а 2 * * * уП - 1
л п -

л;

1 .

Упражнения.
1 3  5
8 10 12 
5 8 12

14

2.
3.

15 23 
27 26
17 12
4 9 2 
3 5 7 
8 1 6

4
5 
3

110.

360.

4.
1
5
7

1
7

11

2
10
17

6.

5.
О а 
а О

•га
а

а а О
2 а3.

6. Если ш есть одно из комплексных значений то
1 W 2 1 to 2 ы 2

0)

OJ3

1 =  0 , О)3 1  со
в

О)2 1 о ) оа2 ОУ 1

3.

7.
1 1  1 
а Ь с 
а2 68 с3

— а) (с — а) (о — &).

9.

10.

1 1 1
а Ъ с 
а8 Ъ3 с3
(а -f 6)2 

а2

62 +с2 
аб 
са

(6— а) (с— а) (с—* Ь) (а -f 6 +  с).

.2
(Ь -f-.<?)■ я2 

£2 (с а\а
8

аЪ
с2 -{- а3 

Ъс

са
Ъс

а2 4- Ь3
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11.

12.

13.

1 1
sun « sin p
COS a COS P

1 1 1
COS a  cosp COSf 
COS 2a COS2P COS 27

COS (a  —  p) 
COS (a  -}- p)
Sin (a -f B)

1
sin 7 
cos 7

4 sin a P . Pr sin - 7 . 7J sin- я

2(C0S a— COS P)(COS p— COS 7 ){COS 7— cos a),

cos (P — 7)
cos (p 4-7)
sin (P + t)

COS (7 —  a) 
COS (7 +  a)
sin (7 +  a)

2 sin (a ~  P) sin (P —  7) sin (7 —  a).

Sin a  COS a  sin 2a
'  < 
•

t g a 1  sin a
14. sin p cos p sin 2p =  2 COS a  COS p COS 7 t g ? 1 sin p

, sin 7  cos 7 sin 27 * tg 7 1 sin 7

4 sin
a

2 £ sin P......... ... l ‘

2
7 . 7 -s in 1 a

2 [sin (a -f p) 4- sin (p 4* 7)4- sin (7 4- «)]•

15.

где 2a

16.

1 cos 7 
cos 7 1
COSp cos a  
> a +  p -{- 7.

COS2 a  COS® p COS® 7

COS P 
COS a  

1
1— COS2 a— COS® p - —COS2 7 4 - 2COS a cos p COS 7

=  4 sin 0 sin (0 —  a) sin (a —  p) sin (a —  7),

sin2 a 
sin2 p 
sin2 7

tg 2 a  1
tg® p 1  

t g 2 7 1

COS® a  
COS® P
cos2 7

t g  a
t g p
tgr

sin a COS a
sinp cos p 
sin 7 cos 7

sin (p— 7) sin (7 —  a) sin (a —  p).

17. Р е ш и т ь  у р а в н е н и е :
3 4- 2а: 10 

27 — x 17 
,7л — 40 5

Ответ, л =  7.

18. Решить  уравнение:
л
1
Ъ

а
1
х

Ответ. о, л 6.

a
•V

1
Ь

7
3
4

0.

0.
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49. Р в ш и т ь  у р а в н е н и е :
Ь3аз .8

(я +  ж)3 (Ь + х)3
(2а +  я)8

(с +  х)г 
(2с +  ж)8

0.

Ответ, Уравнение приводится к следующему:
3(6 — а)[с — а)[с — b)xz / (а +  6 +  с)х2 +  3 +  +  +  6 аЬс } =  0.

У£

20.

21.
22.

23.

24.

25.

26.

4fV

ч 1
1
1

5 7 2 1
3 8 5 3
4 10 6 7
2 15 12 4
0 1 1 1
1 0 9 16
1 9 0 25
1 16 25 0
0

г

1 2 3
t 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0
3 8 5 4

10 2 1 3
7 10 8 9

14 4 4 8
X 1
3 х 
0 2 
О О

0
2
х
1

О
О
3
х

а 1 
1 + 6

' . . . 1

1
1

1 +  с

1
1
1

1 i i +
а а а а *

а Ъ 6 Ь
а Ь с с
а Ь с d

. а Ъ с
— . а Ъ

1 • m
— а -- 6  + €

а -- Ь  -

d
п
Р
d

65.

576.

0.

0.

(х2 — 38( (х2 — I8).

а) (с— Ъ) ( — с)

2 3abcd.

t
I
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28.

О
а
Ь
с

29.

30.
0
1 
1 
1

81.

(Ь

32.

(b — а) (с

33.

а Ь с 
О с Ь 
с 0 а 
Ъ а О

(а +Ь-\-с)[а-\-Ъ — c)(b -J- с — а) (с +  а — Ь),

1
Ь с 

Ъ

О
х
У
z
1
а

с +  а 
с

Ж У z
0 c f e

c 0 a
b ■— a 0

(ах — by +  cz)2.

1
а
Ъ

а 4- Ъ

а2 4- fe2 -f с2 — 2аЬ — %Ьс — 2еа.

1
а
а
а‘

1 
Ъ 
Ь2 
fe4

1
с

1
d 
d2 
d4

а) — о) (с — fe) (d!— fe) — с) (а +  fe4- с +  d).

1 1
a &a

1
а
а
а
3 &з
4 7,4

1
d2

а\ Ъ)(d— fe) ( d — c) (afec -}- afed -face? -f feed!)

I it 1 1
a f e c d
a2 fe2 e2 d2
a* fe* c5 d6

где :
а) (с — «)(<* — «) (с 

«2 + &2 с2 _j_ <22, Vafe
6

Ъ) (d— fe) (d — c) { £ as +  S«fe }, 
й afe "I* ^  “I* e d f e e  “|“ fed! ~f" ed!.

34.

35.

a 
1 
0 
0

Po 
1
0

• •
0

x
1
0

Pi
x
1

d

0 0
X 0
1 X

аж3 -f- fex2 -f- c& +

pe . P«t-i Pw 
0 . . .  0 0

о оx
# * * 
♦ • •

0 0 • • ♦ 1 x

Pq£m + + P ^ 2 +  * * *' +  Pm~lX +  PW'
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36. О п ре д е л и ть  з н а ч е н и я  из  у р а в н е н и я :

Ответ. х1 =  х2 =  0; х$ 

37. О п р е д е л и т ь  3]

/

X a b c
a X 0 0 =  0.
b 0 X 0
C 0 0 X

0

= У  a 2 -f- £2 +  c2;

1 а ч е н и я  x  ив
a X X b

X a b X =  0.
X b a X

b X X a

У  а2 -f- Ъ2 с2

у р а в н е н и я :

Ответ. У р а в н е н и е  п р и в о д и т с я
(а — [(a -f

к с л е д у ю щ е м у :  
= 0.

38.

1 1 
1 1
1 COS 7 
1 COS р

COS f  
1

COS а

1
cos р 
cos « 

1

16 sin2 -?- sin2 —a
2 2 Si“2 2

1 1 1 1 0
• 0 1 1 1 1

39. , 1 2 3 0 0
0 1 2 3 0

• • 0 0 1 2
*
3

• X 0 0 0 У
\

4 X X 0 0 0
40. ■ 0 У

«г

X 0 0
0 0 У X 0
0 0 0 У X

---1 X X •  # • X

X  •—1 X • • » X

41. X  X  •— 1 • • * X Z = 1 ( -
•  • • • • •

X  X X • • • -1

16.

xb -f- ya

l)w_1(®-f l )*-1 [(n — 1)*— 1],

где n о б о з н а ч а е т  п о р я д о к  д е т е р м и н а н т а .

42.

n п --- 1 п —•2 . . .  3 2 1
1 п п —• 1 . . .  4 3 2
2 1 п ♦ . .  5 4 3

• ♦ » -* • # ф ♦ t * * . •
. » ? ■ .

V  ‘ • - • ■ • •
п — 1 п — 2 п ~ • 3 . . 2 1 п

nИ-1(« + 1)
2
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43.

« А агЬ2 « « » «А*
(̂ 2*3 • ♦ • '̂2 ̂  М

« А а2Ь$ M s  • • # &§Ъ щ £ 2 5

•  «
« А

Ф  ш  Ф

аъРп
• ♦ • • ♦ 

• •• •
Ф  •

йпЬп
— a ^ J  (а362 #2 з̂) '•

44. Д а н  д е т е р м и н а н т  n-го п о р я д к а

1®й)

1 1 1 , 10 » • *
— 1 0 1 ,. . .  1
— 1 — 1 0 1« ♦ Ф *

— 1 —1 — 1 . . .  0

А .* ■А -= 1.

t>

п о к а з а т ь ,  ч т о  D

45. Д а н  д е т е р м и н а н т  n-го п о р я д к а :
0 1 1 1  1

—  1 0 1 1  1

II«

Q

—  1 —  1 0 1  . . .  1

• • О • t ф • ♦ • ' ♦ ♦ t  •

— 1

«

*
г
«I

- 1  -
- 1  . . . о

Ф.1

п о к а з а т ь ,  ч т о  1) Dn Pn-i +  1 и 2) 1- # 2Ы

46.

а 1 1 1
0 - *  Ф  -*■

1 а 1 . . .  1
1 1 а . . .  1
1 1 1 . . .  а

(а +  п — 1} («— 1)п- 1

где п о б о з н а ч а е т  п о р я д о к  д е т е р м и н а н т а

47.

1 1 1 1
t  •  *

1 1  +  a j 1 . . .  1

1 1 1  - f  а г . . .  1
=  а

•

1

•  '  ф \  Ф  Ф  

1

♦  •  ♦  •

1

•  •  •  ♦  •

•  •  •  ?  1  +  * %
/  , *.  ...

'

1  +  ® i 1 1 1

и*

63.
1
1

1 -fa 2
1 +  аз

+ #
• • ♦

1
1

• • ♦ • 4
1 1 1 . . .  1 +  «Я

1 1
• • . «п ( i  +  0j +  0а + a8+ . . .  +

у п р аж не ние 25.)
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49.

(at — x) (a2 — x) (a

50. П о к а з а т ь ,  что

0, X X • # » X
X &2 X ф  & * (Е
X X ая . •.  х

X X X • • •

-X) • • • п

д е т е р м и н а
а Ъ ъ • * » ъ
ь а ь • t t  ь
ъ ъ а . . .  ь

ъ ъ ь • •. а

x)
{ i=n

i + У ,— —  
& щ- х

n-го п о р я д к а  р а в е н  (a— b)n 1 [a +  [n — 1)6].

ГЛАВА IV .

МИНОРЫ. РАСШИРЕНИЕ ПОНЯТИЯ ОБ АДЪЮНКТЕ. 
ПОНЯТИЕ О МАТРИЦЕ. РАЗЛОЖЕНИЕ ДЕТЕРМИ
НАНТА ПО МИНОРАМ (ТЕОРЕМА ЛАПЛАСА). УМНО
ЖЕНИЕ ДЕТЕРМИНАНТОВ. ДЕТЕРМИНАНТ, СОПРЯ

ЖЕННЫЙ ДАННОМУ. УМНОЖЕНИЕ МАТРИЦ.

§ 16. Миноры. Если в детерминанте я-го порядка вы
черкнуть то (т<^п) строк и то столбцов, то останется 
(п — то)2 элементов, из которых, сохраняя их взаимное 
расположение, можно составить детерминант (п — то)-го по
рядка. Этот детерминант называется м и н о р о м  ( — то)-го 
порядка по отношению к детерминанту п-го порядка, а 
последний по отношению к своему минору называется 
с т а р шим.

называются также с у б д е т е р‘м и н а н т а м и  и 
м л а д ш и м и  детерминантами.

Вычеркивая из старшего детерминанта те ( — то) строк 
и (п—  то) столбцов, из элементов которых составлен минор 
( п— то)-го порядка, и составляя из остальных то2 элемен
тов детерминант, мы получим минор то-го порядка.

Два минора, составленные указанным способом, назы
ваются в з а и м н о  д о п о л н и т е л ь н ы м и .



ГЛАВА IV. МЙНОРЫ

Например, детерминанты

«11 «12 «13

«21 а 22 «23

«31 f
t

СО to

СОСО

аи
«54

суть взаимно 
порядка

дополнительные миноры детерминанта 5-го

«12 «13
г

«14 «15

« 2  1- %
1

Щз «24 «25

«31 ы»

N

«33 «34 «35

«41 «1 2 «43
V

«44 «45

«51 «52 «53 «54 «55

Число т вычеркиваемых строк и столбцов может быть
равно 1 , 2 • • п\ 1 , причем для т =  1 мы получаем
только один элемент старшего детерминанта и рассматриваем 
этот элемент, как детерминант 1-го порядка.

_• Миноры, в которых элементами главной диагонали слу
жат элементы главной диагонали старшего детерминанта, 
называются г л а в н ы м и .

Например, для детерминанта:
«11 «12 «13 «14

«21 «22 «23 «24

СО «32 «33 «34

«41 «42 «43 «44

главные миноры второго порядка таковы:
«11 «12 «11  «13 «11 «14 1 «22 «23 ^22  ^ 2 ^33 ^34

«21 «22
Г «31 «33 «41 «44

. '

’ |  «32 «33 #42 ^44 ♦

'

^43 ^44

17. Число миноров. Сосчитаем число миноров ( —т)-го 
порядка детерминанта /г-го порядка.

Вычеркнуть т строк из п можно С™ способами, где С™ 
обозначает число сочетаний из элементов по т.

Точно так же вычеркнуть столбцов из можно 
способами. Число всех комбинаций, возможных при вы
черкивании т строк и т столбцов, равно произведению 
Сп 'Сп или {Сп)2. Так как каждой из этих 
соответствует один минор (п — т)-го порядка, то число 
миноров (п — т)-го порядка равно (C«)2.
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Число всех миноров детерминанта тг-го порядка равно
сумме:

(3 0 * +  Ю )1 (ЯГ1)*
1 *2 . . .  (2п — 1 ) • 2 

(1 *2 . . .  п)2 21.

18. Расширение понятия об адъюнкте. В § 12 при изу
чении вопроса о разложении детерминанта по элементам 
строки или столбца было введено понятие об адъюнкте 
элемента детерминанта.

Пользуясь понятием о минорах, можно формулировать 
определение адъюнкты (§ 12) следующим образом: а д ъ юн к -  
тою э л е м е н т а  д е т е р м и н а н т а  /г-го п о р я д к а  на 
з ы в а е т с я  его  м и н о р  ( п—1)-го п о р я д к а ,  п о л у 
ч е н н ы й  ч е р е з  в ы ч е р к и в а н и е  с т р о к и  и с т о л б ц а ,  
на п е р е с е ч е н и и  к о т о р ы х  с т о и т  р а с с м а т р и в а е 
мый э л е ме н т ,  и у м н о ж  е н н ы й  на (— 1)а, где  о е с т ь  
с у м м а  у к а з а т е л е й  в ы ч е р к н у т ы х  с т р о к и  и 
с т о л б ц а .

Самое разложение детерминанта по элементам 
«столбца можно назвать разложением его по 
(п — 1)-го порядка или по минорам 1-го порядка

Естественно возникает вопрос о возможности 
ния детерминанта по минорам других порядков.

Решение его требует расширения понятия об адъюнкте.
Рассмотрим сначала частный случай, а именно детер

минант 5-го порядка. Пусть дан детерминант:

строки и 
минорам

разложе-

D

«11 «12 «13 «14 «15

«21 «22 «23 «24 «25

«31 «32 «33 «34 «35

«41 «42 «43 «44 «45

«51 «52 «53 «54 «55

п {х. +  1 )
п —

(1  + X)*п

=  1 +  С\пх СЦ^п.
ч . • "

Выполняя в левой части умножение и сравнивая затем кеэфи- 
циенты при хп в обеих частях тождества, получим:.,

1 .2  . .. (2п — 1)2«
1 +  (Ck)2 +  (Q)2 +  . .  . +  [СГ1? +  {Спп? =  С?я= ---- ^  . 2 , , . п]Г----

Отсюда, принимая во внимание, что Сд= 1, получим приведен
ную в тексте формулу.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Напишем те члены этого детерминанта, которые содержат 
произведения: аыа^ащ, где а, (3, у ~  1 2 , 3:

-f* # ц  #22 #33 #44 #55 # Ц  #22 й33 Дд4 1

----# ц  #23 #32 #44 % 5  4 “ #11  #23 #32 #45 #54 4 "
4 “ #12  #23 #31 #44 #53 #12  #23 #31 #45 #54

#12  #21  *^33 #44 #55 4~ #12  #21  #33  #45 #54 4 *
+  #13 #21 #32 #44 #55 #13 #21 #32 #45 #54 "

#13 #22 #31 ^44 #55 Т* #13 #22 #31 #45 #54*

Суммируя эти члены, мы получаем произведение

(#11#22#33 # ц # 2 з# з2 ~ |"# 1 2 # 2 3 # 3 1  #12#21® 3з4~#13#21#32 #13#22#31/ ^

X  (#44#55 #45#54) »

хмножители которого суть не что иное, как взаимно до
полнительные (§ 16) миноры 3-го и 2-го порядков данного 
детерминанта. Полагая

мы заключаем, что в состав детерминанта D входит произ
ведение Д3• Д2. Минор Да называется а д ъ ю н к т о й  ми
нора Д3.

Таким образом мы имеем определение адъюнкты ми
нора, составленного из элементов трех п е р в ы х  строк 
и трех п е р в ы х  столбцов детерминанта

Чтобы найти адъюнкту минора, составленного из эле
ментов трех каких-нибудь строк и трех каких-нибудь столб
цов, достаточно преобразовать детерминант так, чтобы эти 
строки и столбцы являлись первыми.

Образуем, например, адъюнкту минора, составленного 
из элементов 2-й, 4-й и 5-й строк и 1-го, 3-го и 4-го столб
цов, т. е. минора

' а 
а 
а

Для этого переставим строки и столбцы детерминанта D 
так, чтобы элемент аи  оказался на первом месте. Прини-

21 #23 #24

41 #43 #44

61 #53 #54
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мая во внимание изменение знака детерминанта, сопровож
дающее перестановку параллельных рядов, получим (§ 9):

Z) =  (— l)2+i

«21 «22 «23 «24 «25

«11 «12 «13 «14 «15

«31 «32 «33 «34 «35

«41 «42 «43 «44 «45

«51 «52 «53 «54 «55

В детерминанте правой части посредством перестановки 
параллельных рядов переведем элемент ai3 на второе место 
главной диагонали. Получим (§ 9):

D =  (— 1)*+* (— 1)(4—1Ж З-1)

«21 «23 «22 «24 «25

«41 «43 «42 «44 «45

«11 «13 «12 «14 «15

«31 «33 «32 «34 «35

«51 «53 «52 «54 «55

Наконец, в последнем детерминанте переведем элемент 
«54 на третье место главной диагонали.

Найдем:

D = (  I ) 2* 1 • ( — 1 ) (4—1)+(3 —1) . (  ;П (5 -2 )+ (4 -2 )

«21 «23 «24 «22 «25

«41 «43 «44 «42 «45

«51 «53 «54 «52 «55

«11 «13 «14 «12 «15

«31 «33 «34 «32 «35

ИЛИ

D —  ( ----1)(2+4+5) +  (1+3+4)

«21

СОС4 «24 «22 «25

«41 «43 «41 «42 «45

«51 «53 «54 «52 «55

«11 «13 «14 «12 «15

«31 «33 «34 «32

юсо
*3

В состав детерминанта, стоящего в правой части этого 
равенства, входит, по-предыдущему, произведение Аз*А|, где

As
«21 «23 « ‘24

43 «44«41 а
«51 « 5 а  «54

Аз
«12 «15 

«32 «35

теории детерминантов
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Следовательно, в состав детерминанта D входит произве
дение:

Д ' . ( _ _  1)<2+А+5) + (1 + 3 + 4 )  Д 'в

Произведение (— 1)(2+4+5) + (1+3+4> А2 называется адъюнк-
той минора Дз.

Легко видеть, что показатель степени числа — 1 равен 
сумме указателей трех строк и столбцов детерминанта Z), 
из элементов которых составлен минор A3.

Итак, адъюнкта минора Дз есть —- Д̂ . Нетрудно убедиться, 
что адъюнкта минора Дг есть — Д3.

Обратимся теперь к общему случаю.
Пусть дан детерминант D п - t q  порядка:

D

а11 • »• а1п
2̂1 2̂2 • • • $2п

Ont &п2 • » апп

Обозначим через Дп и Дп-т  два взаимно допол
нительные минора, из которых первый составлен из эле
ментов тпе р в ы х  строк и тпе р в ы х  столбцов детер
минанта Z), а второй из элементов п — т остальных строк 
и столбцов, так что

Дт

^11 ^12 • Ш $m + l,m + l $m +l,m +2 «• •&т+1,п

$21 ^22 ♦ • * $2т
/ '

А _ $m + 2 ,m+ 1  $m+2,m+2 • • *$m+ 2 ,n
ч

$m l $m2 ••• $mm
-

$n ,m +1 $n,m+2 • • • $nn

и покажем, что произведение Дт  ♦ Дп_т  входит в состав де
терминанта D.

Действительно, в детерминанте D есть член
. * ’ * • f  . •

Ч • . . '  •

^11̂ 22 • • • &тт * #т+1, т +1 $т+2, т +2 • • • &пп*
■ . < •

определения детерминанта (§ 7) следует, что в де
терминанте D содержатся члены, получаемые из написанного 
через перестановки вторых индексов у множителей про
изведения ап а2г . . .  атт, причем знаки этих членов олр&-

типом перестановки, образуемой вторыми индец-
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сами. Сумма всех членов, получаемых таким образом, есть 
по определению детерминанта

*

Ат * 1, т + 1  $ т + 2, т + 2  * • • &пп»

Легко видеть, что в состав детерминанта D входит также 
произведение Ат • ат+1>а ат +2,[з. . .  «n,v, где а, |3,. . . ,  v пред
ставляет одну из перестановок индексов т +  1 , т +  2 , . . . ,  п; 
при этом знак произведения nm+i,a 2,р ••• опре
деляется типом указанной перестановки. Сумма членов вида

Ат * ( z b  #m +2,(3 • • ♦ &n,v)y
\

распространенная на все возможные перестановки чисел 
т  +  1 , т  +  2 , . . . ,  /г, по определению детерминанта (§ 7), 
равна Ат чАп— т*

Итак, в состав детерминанта D входит произведение двух 
взаимно дополнительных миноров Ат  и An_m; Ап_т  назы
вается а д ъ ю н к т о й  м и н о р а  Ат .

Чтобы составить адъюнкту минора Ат, образованного из 
элементов строк с индексами tl5 i , . . . ,  и столбцов с ин
дексами &и 2̂ > • • • где i-j, ill *'2» • • ту к1, • • • 1
суть какие-нибудь числа из ряда 1 , 2 , . . . ,  /2, достаточно 
преобразовать детерминант D в детерминант D ', в котором 
указанные строки и указанные столбцы являются первыми 
строками и столбцами, взять в детерминанте дополни
тельный минор Ап-т минора Ат и приписать ему тот знак,
который появляется у детерминанта D при преобразова
нии его в D ' .

Так как .

Ат

ttiikx Щ2к2 • • • îxhm
<litk2 • • • 0-i2hm

<*imk , ^ i mk • • • k

то преобразование детерминанта D имеет целью представить 
его в форме такого детерминанта, в котором первые эле
ментов главной диагонали суть соответственно а;,*,, 
atih2, . . . » aimkm. При той перестановке рядов детерминанта 
Z), которая переносит элемент на первое место главной 
диагонали, детерминант Dприобретает множитель (•—
(§ 9). При второй перестановке рядов, приводящей полу
ченный детерминант к такому, в котором элемент эанп-
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мает второе место на главной диагонали, детерминант D 
приобретает еще множитель (— + или (— 1 )*а+&а 
(§ 9); следующая перестановка параллельных рядов, пере
водящая на третье место главной диагонали элемент
ВВОДИТ множитель (— 1 )<̂а —2) + (̂ а —2) ИЛИ (— l ) ki+h и Т. Д.

Таким образом мы получим соотношение:
JJ — (_^уЫ-^х) + йг+ г̂)+ ... + j y ,

Но, по-предыдущему, в состав детерминанта D' входит 
произведение A m ^A n-m ? следовательно, в состав детерми
нанта D входит произведение Д т * ( — 1) 0 A n -m , где с =
— ih  +  Ц + • « •+  im) +  (&i 4* к2-\-..

А д ъ ю н к т о ю  м и н о р а  г о п о р я д к а  н а з ы 
в а е т с я  д о п о л н и т е л ь н ы й  м и н о р  (п — т)-го по
р я д к а ,  у м н о ж е н н ы й  на (— I)3, где  о е с т ь  с у м м а  
у к а з а т е л е й  с т р о к  и с т о л б ц о в ,  из  э л е м е н т о в  
к о т о р ы х  о б р а з о в а н  м и н о р  А'т.

По этому определению адъюнктою минора А п-m  служит 
минор А'т, умноженный на (— I)3', где о' есть сумма ука
зателей строк и столбцов, из элементов которых образован 
детерминант An-m* Легко видеть, что (•— 4)3 =  (— I)3'.

Действительно, из определения -взаимно дополнительных 
миноров следует, что a -f- а ' есть сумма указателей всех  
строк и в с е х столбцов детерминанта D, т. е.

о —j— о (1 -f- 2 -f-.. .-f- п) -J- (1 -J- л . *-j- п)
2 (1 -j- 2 -f- + n).

Так как вторая часть этого равенства есть четное число, 
то числа с и о' либо оба четные, либо оба нечетные. По
этому (— I )3 =  (— I)3'.

§ 19. Понятие о матрице. Система тп элементов, распо
ложенных в форме прямоугольника, который имеет т строк 
и п столбцов, называется м а т р и ц е й .  Для обозначения 
матрицы из элементов ai&, где t = l ,  2, . . . ,  и 
*= 1 , 2 , . . . ,  пу употребляется символ

а 11 а 12 

Й21 ^2-2

• +• Clin
• « #

• •
&2п

# ♦

йт\ #т2 » » ♦ &тп

т — Пу то матрица называется к в а д р а т н о
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Для полного определения матрицы необходимо знать не 
только ее элементы, но и распределение их по строкам и 
столбцам. Так, например, две матрицы

Cj (ij К dx ах сх
а2 Ь̂  с>2 d- и Ь% 2̂ 2̂ 2̂

ьз с.6 d3 Ьв d3 й3 с3

элементы которых одинаковы, но различным образом раз
мещены, различны между собою.

Из элементов квадратной матрицы, содержащей п? эле
ментов, можно образовать один детерминант п-ro порядка 
(§ 7) и детерминанты низших порядков (§ 16).

Имея прямоугольную матрицу из элементов и по
лагая т<^п, можно из нее различными способами выделить 
квадратную матрицу с р 2 элементами, причем р. <; Из 
элементов каждой из этих матриц можно составить детер
минант порядка (А.

Сосчитаем число всех детерминантов различных порядков, 
которые можно составить из т элементов данной прямо
угольной матрицы, предполагая, что т<^п.

Число детерминантов 1-го порядка (§ 16) равно тп.
* Для составления детерминанта 2-го порядка нужно взять 

из матрицы две строки и два столбца; сделать это можно 
• СЪ,способами, где Cm есть число сочетаний из т эле

ментов по 2. Поэтому число детерминантов 2-го порядка 
равно Cm' C i.

Точно также находим, что число детерминантов 3-го по
рядка равно Cm • Сп и т. д. Наконец, число детерминантов 
m-го порядка равно С„г • С™.

Число всех детерминантов, которое можно образовать 
из элементов матрицы, равно сумме:

Сг

/71 П\ I Пъ Пъ I I пт runг “Г* • • “Г стт+п 1 =Спт+п I* 1).

J) Из тождества (х -f 1)т (1 -f х)п =  (1 -f ж)т+я или 
[хт +  С'тхт-' +  Qnxm-* +  . . . +  С™) (1 +  С\х +  +  . . . +  =

=  1 +  <&«* +  ...Ч-СЯ***" +  . . .+****,
через сравнение коэфициентов при ж’" в левой и правой частях, на
ходим:

1 +  ClnCk + Cbfil +  . . .  +  С”С% -  CZW
отсюда 1#;лучим, что

С М  + С М  +  . • . +  С%Стп -  CSт+п 1.
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§ 20. Разложение детерминанта по минорам (теорема
Лапласа). Пусть дан детерминант тг-го порядка:

D

а а12 •  ♦  I 1̂71
^2 1  ^ 2 2  • • • ^ 2  П

$п2 • • • Дпп
покажем, что его можно разложшь по минорам то-го по- 
рядка (m<^ft), образованным из элементов т каких-либо 
строк детерминанта D.

Для этого возьмем матрицу, составленную из элементов 
этих строк:

«Ц1 • • • ^ixn
• • •

aim • • • &imn
где iu i2; . ; ; ,  imсуть номера строк, из элементов которых 
составляются миноры детерминанта D.

Из элементов этой матрицы образуем все детерминанты 
m-го порядка. г

Обозначим их через Ar, Д2, . . . ,  Д7 где v =  С % (§ 19).
Составим адъюнкты этих миноров (§ 18) и обозначим 

их соответственно через
(— 1 )” д[, (— 1)-8Аз , . . . . .  ( - 1)^д ;,

где Ok обозначает сумму указателей строк и столбцов, взя
тых для составления минора Д&.

Все миноры Д/г в раскрытой форме не имеют подобных 
членов, так как отличаются друг от друга, по крайней 
мере, одним столбцом. Тем же свойством обладают и их 
дополнительные миноры Д̂ . Поэтому, раскрывая произведе
ния (— 1)®* ДЙД̂  (к =  1 , 2 , . . . ,  v), входящие в состав суммы

(— 1 )’» ДХД1 +  (— 1рД2Д; +  . . . + ( — ^  АЖ, (а)
мы получим многочлен, не имеющий подобных членов.

Но, по доказанному в § 18, каждый из членов суммы 
(а) входит в состав детерминанта D; следовательно, и вся 
сумма (а) входит в его состав.

Сосчитаем число членов многочлена, которой получится 
по раскрытии в сумме (а) всех произведений Д̂ Д*.
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Так как Д& и Д^суть детерминанты соответственно по
рядков ти п — т ,  то произведение (— 1 )®лД̂ Д̂  содержит 
т\{п — т)\ членов (§ 7).

В сумму (а) входят в качестве слагаемых v таких про
изведений. Поэтому, по раскрытии этих произведений сумма 
(а) преобразуется в многочлен, содержащий

v!m! (п— п\
т\ ( п — т)\т\ (п — т)\

членов, среди которых, как уже было сказано, подобных 
нет. Но детерминант D в раскрытой форме содержит также п\ 
членов (§ 7). Отсюда заключаем, что сумма (а) есть не что 
иное, как детерминант Z), так что

D  =  (—  1)"» A j A i  -f- (—  1)стг Д2Дг +  ( — l ) 5v ДЧД„
v =  С™.

Эта формула дает разложение детерминанта п-то по
рядка по минорам т-го порядка и представляет выражение 
теоремы Лапласа.

Разложение детерминанта по элементам ряда (§ 12) есть 
частный случай этой формулы, соответствующей т — 1. 

Приведем для примера разложение детерминанта

# п # .2 И* со #14 #15

#21 #22 #23 #24 #25

#31 #32 #33 #34 #35

#41 #42 #43 #44 #45

# 6i #52 #53 #54 #55

ч

по минорам третьего порядка, образованным из элементов 
первых трех строк, т. е. из элементов матрицы:

#11 #12 й Гд #14 #15

#21 #22 ^23 #24 #25 •

#31 #32 ^33 со #35
'

Составим эти миноры и их адъюнкты:
#11 #12 #13

#21 #22 #23

#31 #33 #33

д ; =  ( —  П (1+ 2+ 3)-Н 1+ 2+ 3)
а44 #45

#54 #55

MitskevichOA
Прямоугольник
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А

А

А

А

Ав

Ат

А8

Ао

Аю

«11 «12 «14

«21 «22 «24

«31 «32 «34

«11 «12 «15

«21 «22 «25

«31 «32 «35

«11 «13 «14

«21 «23 «24

«31 «33 «34

«11 «13 «15

«21 «23 «25

«31 «33 «35

« И «14 «15

«21 «24 «25

«31 «34 «35

«12 «13 «14

«22 «23 «24

«32 «33 «34

«12 «13 «15

«22 «23 «25

«32 «33 «35

«12 «14 «15

«22 «24 «25

«32 «34 «35

«13 «14 «15

«23 «24
<

«25

«33 «34 «35

•  Д 2  =  /_________ j \ ( l + 2 + 3 ) - l - ( l + 2 + 4 )

• Дд а=  f ___ |\(1 + 2 + 3 )-(-(1 + 2 + 5 )

; д; =  ( _  1)(1+2+3)+(1+3+4)

; Д^ =  ^ (1 + 2 + 3 )+ (1 + 3 + 5 )

; Д ' =  ( _ _  (1+ 2+ 3)+ (1+ 4+ 5)

; Д ,  =  ( _ _  1 )(1 + 2 + 3 )+ (2 + 3 + 4 )

5 Дд =  ( —  1 )(1 + 2 + 3 )+  (2+3+5)

; Ад =  (—— 1)(1+2+3)+ (2+4+5)

• Д ^ =  1 )(Ч '^ + 3 )+ (3 + 4 + 5 )

«43 «45 

«53 «55

«43 П44 

«53 «54

@4 9 О/
а

42

62

а
41

51

45 

«55

«42 (X
а*п а

44

62 “ 54

«42 «43 

«52 «53

«41 «45

«51 «55

а.л а
• п

44 

«54

«41 «43

«51 а53

«41 «42 

«51 «52

#

У

У

ш

У

У

*

У

Умножая миноры на их адъюнкты и составляя сумму 
этих произведений, мы получим разложение детерминанта Ь 
по минорам 3-го порядка:
D =з А$А$ — А2А2 -J- А3А3 -f- А4А4 — Д5Д5 -J- А3Д3 — Д7Д7 д̂ д̂  —.

■з— А§Д? -f- ДдеДхо?
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21. Произведение двух детерминантов. При помощи 
доказанной в предыдущем параграфе теоремы Лапласа 
легко решается задача об умножении двух детерминантов.

Эта задача заключается в следующем: даны детерми
нанты А т 771-го порядка и Вп н-го порядка:

#11 #12 • • • *#1 т * 11 b  12 . . .  b in

iu 3 II #21 #22 ♦ • • #2m II b%\ 2 . . . Ь^П

#ml #m2 • • • #гпт bnl b n2 • • ♦ b nn

1

требуется представить их произведение АтВп в форме де
терминанта.

По теореме Лапласа произведение Ат Вл входит в со
став всякого детерминанта, для которого Ат и Вп служат 
взаимными адъюнктами. Порядок этого детерминанта есть
771 +  72.

Указанным условиям удовлетворяет детерминант
« u «12 • • ♦ #lm P li P l2.. • • * pm

«21 «22 • • •  # 2m ^21 (̂ 22 • • • 2̂71

#mi #m2 *• • • #mm Pml fim2 • • • j^mn

«11 <*12 • • • ^ lm * ii b 12 • ♦ • ^ in

<*21 «22 • • • &2га *21 *22 ♦ • • ^ 2n

Ant. &n2 • • •  &nm bnl *n2 • * . bnn
в котором 277272 элементов, обозначенных буквами а и |3 о 
индексами, совершенно произвольны.

Полагая в этом детерминанте все |3 равными нулю, мы 
получим детерминант

Сm+n

«11 «12 • • • #1 m 0 0 . . .  0

«21 «22 • • • #2m 0 0 . . .  0

#ml «m2 * • • #mm 0 0 . . .  0

« и «12 • • « &im *11 *12 • • • ^ln

«21 «22 • ♦ ♦ &2т *21 *22 • * • bzn

&ni «П2 • * * &fnn b n l *n, « • •  Ьпп

v
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который равен произведению АтВп. Действительно, при 
разложении Ст+п по минорам го порядка из элементов 
т первых строк нужно составить все детерминанты нг-го 
порядка из элементов матрицы:

#11 #12 

#21 #22

# • ♦#1 хпО О 
• ♦ • #2ш О О

о
о

• • « # t

#ml #m 2 • •

Один из них есть Ат, а все остальные равны нулю, так 
как имеют, по крайней мере, один столбец, все элементы 
которого равны нулю.

Поэтому детерминант Ст+п выражается произведением Ат 
на его адъюнкту, которая равна (— 1 ) (*+2+ — +m)+(i+2+ ... 
или Вп . Следовательно,

Сm+n А >т^п*

Аналогичным образом легко убедиться, что произведе
ние АтВп можно представить также в виде детерминанта:

«

С ‘m-fn

#11
%
#12 ♦ ♦ » d\xn Pu Pl2 ш • .  pm

#21
ж

#22 * #2m P21 Р22 • • • p2n

#ml dm2 * • • #mm Prnl (3m2 • • • fimn
0 0 . . ' . 0 Ъп ^ 1 2 • • • bin
0 0 . . . 0 Ьц Ьгг • ♦ . Ъ̂п

0 0 . . . 0 Ъщ bn  2
•

. . . .  

. . .  bnnt

§ 22. Произведение двух детерминантов одинакового 
порядка. По предыдущему параграфу произведение двух
детерминантов п-то порядка можно представить в виде де
терминанта 2и-го порядка, причем в этом детерминанте 
остаются произвольными пг элементов. Покажем, что произ
волом в выборе указанных элементов можно воспользо
ваться для понижения порядка детерминанта, выражаю
щего произведение двух данных детерминантов.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Пусть даны два детерминанта и-го порядка:
$н $12 • • • ain Ь 11 Ъ\2 • • • |

А = $21 $21 • • • $2 п IICQ &21 2̂2 • • • ^2п

$nl $я2 • • * $пп Ъпх ЬП2 • • • Ьпп
В детерминанте Ст+п предыдущего параграфа положим 

т — п, =  0 для i =f= к и ац — — 1 , а в детерминанте В 
сделаем строки столбцами и столбцы строками.

Получим детерминант:

С2п

«и «12 • • $1 0 . . . 0

«21 •03Cv|$ • • $2п 0 0 . . . 0

«„2 . 0 . . . 0
1 0 . * • 0 Ьц Ьг 1 •. . Ь п!
0 - 1 . • • 0 &12 Ь22 . . . Ь п2

0 0 . . . 1 Ьщ Ь̂ п ♦ • •
♦
Ьпп

равный произведению ЛВ.
Детерминант С2п можно преобразовать так, чтобы места 

элементов Ъ заняли нули. Для этого к элементам ( -f- 1)-го 
столбца прибавим элементы 1-го, 2-го, . . . ,  п-то столбцов, 
умножив их соответственно на Ьц, . . . ,  к элементам 
(п-\-2)-то столбца прибавим элементы первых п столбцов, умно
жив их соответственно на 621, £22, . .  , и аналогичным
образом преобразуем (д +  3), (п-j-4), . . . ,  2п-& столбцы.

Полагая
«il^fcl~b ЩФыЛ' . . . ~h ttinbkn — Cikj

получим:

С2п

«11 $12 • • . $1 п Си С±2 • • * С\п
«21 «22 • • • $2п Си С22 • • . С2п

$Ш $тг2 • • • $пп Cni СП2 • <► • Спп
1 0 . . . 0 0 0 . . .  0
0 - -1 . . . 0 0 0 . . .  0

0 0 . . .  — 1 0 0 ,,.. 0
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По теореме Лапласа имеем:
1̂1 1̂2 ♦ • • Сщ — 1 0 . ; ;  0

II c2l С22 • . »'С2п 0 — 1 . . .  0

X Cnl Сп2 • • ♦ Спп 0 0 . . .  — 1
„где о — (1 2 -j— . . .  -f- п)-f- (п-f- 1) {ц ~Ь 2) -J- . . .  -j- =

=  п (2 л -f-1 ).
Так как

— 1 0 0 . . . о 1

0 - -1 0 . . . 0
0 0 -- 1 . . . 0 =  (—1)” и (—1)’ =  (— 1)п(2п+1)=  ( _  1 )«

0 0 0 . . . - -1 .

то
1̂1 1̂2 • • • 1̂п
2̂1 2̂2 2̂п

£nl п̂2 • • • Спп
V.

Обозначая детерминант второй части этого равенства 
через С, получим:

. АВ  =  С.
Это равенство показывает, что произведение двух детер

минантов одинакового порядка может быть выражено в 
виде детерминанта того же порядка.

Элементы Cih этого детерминанта представляют суммы 
произведений элементов i-й строки детерминантам! на соот
ветственные элементы &-йстроки детерминанта В.

Составление элементов из элементов детерминантов А 
и В  будем называть к о м б и н и р о в а н и е м  с т р о к  одно
го д е т е р м и н а н т а  со с т р о к а м и  д р у г о г о .

Так как строки и столбцы детерминанта равноправны, 
то| очевидно, что для составления детерминанта го по-

представляювдего произведение двух детерминантов
и-го порядка, можно комбинировать также столбцы со 
столбцами и строки одного со столбцами другого.
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Для примера напишем различные формы произведения 
двух детерминантов 2-го порядка:

а и «12 ♦ * 11 1̂2 «11^11 4~ й12̂ 12 «11̂ 21 +  й12̂ 22
«21 «22 2̂1 2̂2 ^21̂ 11 “Ь «22̂ 12 а21̂ 21 4" «22̂ 22

«11^11~Ь^21̂ 21 ^12^11“Ь^22̂ 21
а11^12“ЬйЛ 2̂2 %2̂ 12“ЬЙ22̂ 22

а11^11+ а21̂ 12 ,а12 1̂1 +  й2. 1̂2 
^11^2lH~^21̂ 22 1̂2̂ 214~ ̂ 22̂ 22

«11^11 “Ь «12̂ 21 «21̂ 11 ~Ь «22̂ 21
«11 1̂2 4~ «12̂ 22 «21̂ 12 4" «22̂ 2!22

23. Умножение детерминантов различных порядков. 
Выводы предыдущего параграфа можно распространить и 
на тот случай, рассмотренный в § 2 1 , когда перемножаемые 
детерминанты различных порядков.

Пусть даны детерминанты Ат и Вп (см. § 21); предпо
ложим, что т<^п .Так как, по теореме Лапласа:

Ат

« и ^12  * • * ^ 1  т 0 0 . .  0

«21 #22  • • • &2т 0 0 . .  0

$ m l # т 2  ♦ • * &тт 0 0  . . . .  0

ССц СХ̂ 2 • • • & 1 т 1 0  . . . .  0

0^21 ОС22 ♦ • • d%rn 0 1  . . , .  0

Оп1 &п2 .  ♦ « &пт 0 0  . , .  1

А* J

то умножение Ат на Вп приводится к умножению двух 
детерминантов Ah и Вп порядка пу и произведение АтВп 
представится в форме детерминанта п-го порядка, причем 
элементы этого детерминанта получаются комбинированием 
рядов детерминанта Ah с рядами детерминанта Вп.

Пример.
# 1 1  « 1 2  « 1 3

^ 1 1  ^ 3 2  

^ 2 1  ^ 2 2

« 1 1  « 1 2  « 1 3 1
I

Ь п  Ь 12 0

а 2Х а 22  « 2 3  

1 « 3 1  « 3 2  « 3 3

• = « 2 1  а 22  « 2 3  

« 3 1  « 3 2  « 3 3

1 ♦ ^ 2 1  ^ 2 2  ® 

0  0  1

«11̂ 11 ~Ь «12̂ 12 
«21 ̂ 11 «22̂ 12
^зАз «32̂12

« l A l  А г  « 1 2 ^ 2 2  « 1 3

« 2 1 ^ 2 1  « 2 2 ^ 2 2  « 2 3

«31̂21 ~f~ «32̂22 а33

§ 24. Детерминант, сопряженный с данным. Д е т е р 
ми н а н т о м ,  с о п р я же иным с данным,  н а з ы в а е т с я



ГЛАВА IV. МИНОРЫ

д е т е р м и н а н т ,  п о л у ч а е м ы й  из д а н н о г о  через  
з а м е н у  его э л е м е н т о в  их  а д ъ ю н к т а м и .

Пользуясь правилом умножения детерминантов одина
кового порядка (§ 22), легко обнаружить связь между 
данным детерминантом и сопряженным с ним.

Пусть дан детерминант

$11 $12 • • • $1 и
$21 $22

$nl $п2 t • I апп
сопряженный с ним детерминант есть

4ц 4i2 • • • A i n

> II 4-21 4-22 • • • A % n

A n t -4n2 • • • 4̂nn

где Aik обозначает адъюнкту элемента а^.
Составим произведение детерминантов и А посред 

твом комбинирования строк. Получим детерминант, эле 
1енты которого имеют вид:

/ЧКу

м
ЯЦ Akt +  0-12, Ak2 -f- • • 4 “ ain Akn5

где i и к принимают значения 1 , 2, . . . ,  п.
Одно из чисел i n k  служит указателем строки детер

минанта, выражающего произведение •Д, а другое — ука
зателем его столбца. Элементы, для которых i =  суть 
элементы главной диагонали. Так как (§ 12, 13)

аи 4*ц 4" Ак2 + . .  *4- UinAkn — 0 для i=f=k 
и

\

+<Нг Ац 4~ • • • 4~ Ут Ain — 2) для i =  1, 2, . • . ,  w,
то

D • A =

D 0 0 .  
0, DO. .  
0 0 2) .

I  t  • • •

0 0 0

1

« « «
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Отсюда находим, что Д==2)п_1, т. е. детерминант, со
пряженный с данным детерминантом н-го порядка, равен 
(п— 1)-й степени его.

25. Умножение матриц. Пусть мы имеем две матрицы

$  11 $12 • ♦ • $ l r i Ьц  2 . . .  bщ

А —

I $21 $22 * * * $ 2 п II b2i Ьгг • • •  Ьщ

$ ш !  $ т 2  • • • $ т п Ьт1 Ьщ2 • • • Ьупп

из которых каждая содержит тп элементов, расположен
ных в т строках и п столбцах. Комбинируя строки первой 
матрицы со строками второй (§ 22), мы получаем чисел 
вида:

&ih ~Щ\bht +  . . . +  dinbhny
где i, к =  1 , 2, . . . ,  т.
|

Детерминант
£ц 1̂2 • • • 1̂т
С%1 2̂2 • • • С2т

Сщ\ Cm2 * • • Стт |

называется п р о и з в е д е н и е м  матриц и | В ||, состав
ленным через комбинирование их строк1).

Если т = п, то обе данные матрицй квадратные, и про
изведение их есть не что иное, как произведение двух 
детерминантов m-го порядка, составленных из элементов 
соответственно первой и второй матрицы.

Рассмотрим тот случай, когда т ^ .п .
Пусть m^>w. Если в ̂ каждой из данных матриц при

пишем т — п столбцов, все элементы которых суть нули, 
то комбинирование строк полученных таким образом квад
ратных матриц приведет к прежним числам Cik. Поэтому 
детерминант | с) является произведением двух таких детер
минантов т-го порядка, в которых все элементы т — пстолб-

г) В более широком смысле произведением двух указанных матриц
называют м а т р и ц у ,  элементами которой служат числа сш  прич м 

л есть указатель ее строки, а к —  указатель столбца.
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цов равны нулю. Так как эти детерминанты равны нулю, 
то и произведение их равно нулю.

Таким образом мы получаем следующее предложение: 
п р о и з в е д е н и е  д в у х  м а т р и ц  из  тп элементов ,  
с о с т а в л е н н о е  ч е р е з  к о м б и н и р о в а н и е  строк,
р а в н о  нулю,  е с л и в
ч и с л а  с т о л б ц о в .

Рассмотрим теперь случай т<^п.

н и х  ч и с л о  с т р о к  более

Детерминант
слагаемых, можно представить в следующем виде (§ 11):

Cih , элементами которого служат суммы п

&1кг bih, ht bzk2 + • • m bmkm
а2иг bih, a2k2 bzkt • • • a2hm bmkm

ttmk. Яmk2̂ 2k2 • • t &mhm bmkm
atkгa ih2 l • t a thm

2 * *. ъmkm
Яг ft. a2k2 # • # ^2hm

- ttfah}flrrihi t • • amkm

причем сумма распространяется на все значения чисел 
к». . . . ,  кт, из которых каждое может быть равно 1, 2, ... п,2 >

ли иначе, на все размещения с повторениями из п эле
ментов по т. Число членов ее равно пт

Но если два или более из чисел klt к2) I  <  • кт между
собою равны, то детерминант, стоящий под знаком суммы, 
обращается в нуль, как имеющий два одинаковых столбца 
(§ 9). Следовательно, достаточно распространить рассматри
ваемую сумму на все размещения без повторений из п эле
ментов по т ; таким образом число ее членов оказывается 
равным гг (гг— 1) . . .  (гг — т +  1 )*

Между этими членами имеются такие, в которых значе-
кт представляют один и тот же

Число
таких членов равно числу г?г! перестановок из т элементов. 
Собирая их в одну группу, мы получим С™ групп по т\

ни я индексов къ к21 . . . ,  
ряд т чисел, расположенных в различном порядке

членов в каждой.
В членах одной группы множители, изображаемые де

терминантами, отличаются друг от друга только порядком 
столбцов, что, как известно (в § 9), может влиять только
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§ 2b. УМНОЖЕНИЕ МАТРИЦ 6Ь

на знак детерминанта. Поэтому сумму членов одной группы 
можно представить в виде произведения:

ht «1 • • « Hlfcт

« * • t  •

^mkl^mhz l • • ж

S  "F îfti 2̂fea . . .  &

причем порядок указателей кг, к2, . . . ,  к.т в детерминанте 
может быть выбран произвольно, а сумма распространяется 
на все перестановки из т элементов къ к2, . . . ,  кт.

Пусть кх к2кт. В таком случае один из членов
рассматриваемой суммы представляется произведением:

ft, &tk
<̂2Ai

t * •

« I •
m

ttmhxQ'mh2 * • # m

• l̂fti 2̂ft2 • • • Ьmhm•

Этот член входив в сумму со знаком+ . Все остальные 
члены суммы можно получить из этого членаг делая транс
позиции вторых индексов при множителях произведения 
bikx bzhi • * * bmkm,причем каждая транспозиция изменяет 
знак произведения. Принимая во внимание связь между 
числом транспозиций и числом инверсий (§ 2), можно ска
зать, что знак членов суммы S Я- . •. &mAw опреде
ляется числом инверсий в перестановке вторых индексов 
его множителей, если за главную перестановку принята 
перестановка ки к2, . . . ,  кт.

Отсюда следует (§ 7), что

~¥~ îft, Ь2̂ г . . .  bynkт

bikt biki
>

b2kx ь2k
• # •

# • t
btk,
bikm

« » * « « » » « *

bmhfimki « • « bm)im
Обращаясь к детерминанту | с%ь |, мы видим, 

представляется суммою произведений вида:
что он

l̂ftj &th 
&2ki &2к

• t »

t # I
ath
«2ft

m

t • # ®mk2 ....... "**tn
Основания теории детерминантов

b ih t b i &2 • .  • b lk

b 2 • • • b%k
m

m

bmkx̂ mk • • * bmhm
5
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6(5 ГЛАВА IV. МИЙОРЫ

Чтобы по ручить все члены этой суммы,
А

нужно соста- 
все миноры т-го

по
строк

вить из элементов т строк матрицы 
порядка и каждый из них умножить на минор т-го 
рядка, составленный из элементов соответственных 
и столбцов матрицы || 8 1.

Называя таким образом составленные миноры двух 
матриц п о д о б н ы м и ,  можно формулировать полученный 
вывод следующим образом:

П р о и з в  е д е н и е  д в у х  м а т р и ц  с с т р о к  а м и
и п с т о л б ц а м и ,  о б р а з о в а н н о е  ч е р е з  к о м б и н и 
р о в а н и е  с т р о к ,  в с л у ч а е  т<^п р а в н о  с у мме  
п р о и з в е д е н и й  п о д о б н ы х  м и н о р о в  m-го п о р я д 
ка,  с о с т а в л е н н ых из э л е м е н т о в  э т и х  ма т риц .

Комбинирование столбцов матрицы 
матрицы |# | |  приводит к п2 числам вида:

А со столбцами

Cih — й \i b\k -f- - ( - • • • +  a ni Ьnk (ii, к =  1, 2, . . . ,  n).
Детерминант | cik [ называется произведением данных ма

триц, образованным посредством комбинирования столбцов. 
Нетрудно видеть, что детерминант | elk | обладает теми же 
свойствами, что и детерминант J, рассмотренный выше, 
так как его можно рассматривать как произведение через 
комбинирование строк двух матриц, получаемых из ||Л|| и 
В || посредством замены в них строк столбцами, и обратно.

Возможно также образование произведения двух матриц 
через комбинирование строк одной со столбцами другой 
при условии, что число строк одной матрицы равно числу 
столбцов другой.

Частным случаем произведения двух матриц является 
произведение- двух тождественных матриц, называемое
к в а д р а т о м  матрицы.

т  ‘

f

Пример 1.Составим произведения матриц:
а 1 Ьл сх 1

1 . Ц Pi ъ
а% са Г • *а Ра Та1

' v

черев комбинирование а) строк и Ъ) столбцов. 
и) Комбинирование строк:
ai к  Сг1 . Pi Ь а\*л Ч îPi Ч ciTl> eiaa Ч îpa Ч ciT2
аз к  С2 1 *2 Ра Та ааа1 Ч ^2pi Ч caTi* 2̂а2 Ч г̂Ра Ч саТа

а, Ьх 
с, Ь%

«i'Pi 
«8 р4 Ч «1 ci

а» са
к. \ +
Га 1

1̂ с\ 
Ъ% е%

к  Ь
к  Та
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Ъ) Комбинирование столбцов:

al 1̂ C1 • *i Pi 1i
Я'Ъ 2̂ 2̂ aa Pa fa

Я1я 1 “Г я 2а 2

l̂pl “Ь Я2Рз 
,7 î i Н" ®гТг

ЬуУ-у "Ь 3̂*8 1̂*1 4" С2̂8
+  2̂̂ 2 ClPl “Ь С2Рз

bill + Ьг'{й ClTl + СзТз
0.

Прижр 2. Образуем квадрат матрицы:
аг bj Cj
2̂ Cj

Удерживая обычное обозначение квадрата, находим через комби
нирование строк:

cc j b Cy
2 i

а\ + Ъ\ +  с\ ахаг + byb^-\-CyC%
®2 b2 2̂ ata 2 ~f~ bybz +  cjc2 «1 + b\ -j- c\

ai
йл К + <h ci 

®2 ®2
+ Ъг

Ь% сг
Через комбинирование столбцов получим следующий результат:

Oy Ьу Cy 2
®2 8̂ 2̂

а\ + а\ «1&1 +
a-ib г + агЬг +
U уСу "К 2̂̂ *2 “К 2̂̂ 2

fitjCj -f- <*2̂2
1̂С1 4" 2̂С2
С1 + с22

0.

Упражнения
1. В ы ч и с л и т ь  д е т е р м и н а н т

2 5 4 8 3 
4 0 15 0 
1 1 3  2 1 
2 0 1 3  0 
4 1 3 3 2

ч . - ~ *

р а з л а г а я  его  по м й н о р 4 м 2 * 
ным из  э л е м е н т о в  м а т р и ц ы :

4 /0 1 5 0 
2 0 13 0

го п о р я д к а *  с о с т а в л е н -

v
а
d
S

16.

2. По к а з а т ь ,  что
Ъ
е
h

с с
/ Г

f  •I I
7g' h'i’ i 

d' e' f  1

V
e' d’
v  s '
h s
e d

a' У с' c b

a -f a' b -f- b' e -f c' a -- a '  ft-- У  c —— c'
d + d' e e' +  f ' ft rf-- rT e - ~ef 1-- r
g + g' h +  h' i -f- i' r - -g ' h - -W  i - - ?  1

a
5*



ГЛАВА IV. МИНОРЫ

В. П о с р е д с т в о м  р а з л о ж е н и я  на  с л а г а е м ы е  (§ 11)
п о к а з а т ь ,  ч т о  д е т е р м и н а н т

2Л1 4* ^2р1ЧЧ + &А «2х 
®1Х2 4~ ^1̂2 ®2Х2 4” ^2̂2

е с т ь  п р о и з в е д е н и е  д е т е р м и н а н т о в
ai

&2
И ч  -Pi 

xa Рг
4. П о с р е д с т в о м  р а з л о ж е н и я  на  с л а г а е м ы е  

п о к а з а т ь ,  ч т о  д е т е р м и н а н т (§ 11)

Ч Ч  4- 6$! 4- Ч Ь  

a i v s  4 *  4 *  ^ 1 ( 2

а 1 х з  4 "  4 ~  с 1 1 з

а з Ч  4 "  ^ 2 ? i  4 *  с гТ х  а з Ч  4 -  Ь а р х 4 -  с з ' ( 1

Ч Ч  4 "  ^ 2 ? 2  4 *  с з Ъ  а З Ч2 4 *  ^ з ? 2  4 "  C3 i 2

Я 2 Х3 4 -  ^ г Р з  4 "  с г Т з  а з Ч  4 "  Ь 3 р 3  4 "  C3 i 3

Г 4

е с т ь  п р о и з в е д е н и е  д е т е р м и н а н т о в
( J j  C j « 1  p i  T i

^ 2  ^ 2  ^ 2 и Ч  Р 2  К г

Н  Ь г а з  Р з  К з

5. П р е д с т а в и т ь  в в и д е  д е т е р м и н а н т о в
с л е д у ю щ и х  д е т е р м и н а н т о в :

к в а д р а т ы

«1 ьх
аг  Ь г

Ч  Ь х с г

Ч Ь3с2
Ъг  с 3

6. По  к а з а т ь ,  чт о
а2 4- Я2 a b  +  сЯ — 

a b  — сЯ №4" Я*
с о  4~ Ь к  Ъ с — о к  о

Я С —- ь

—  с А а

Ъ - — а к

Я3 (Я2 4-а2 4- Ь2 4-с2)8.

1 . Ч е р е з у м н о ж е н и е  д е т е р м и н а н т о в :
/ a

i b  а
и с

i d  с

г д е  £ =  ] / "  — 1, п о к а з а т ь ,  ч т о  п р о и з в е д е н и е  д в у х  в ы р а 
ж е н и й ,  и 8 к о т о р ы х  к а ж д о е  п р е д с т а в л я е т  с у м м у  
д в у х  к в а д р а т о в ,  е с т ь  т а к ж е  с у  мм а д в у х  к в а д р а  то в. 

8 Ч е р е з  у м н о ж е н и е  д е т е р м и н а н т о в :
а  4- i b  с 4* i d o '  -{-ib 'c ' 4

—  с -{- i d  a  —  i b
* — c '  4- i d '  o f  — i b '

г д е I V - 1, п о к а з а т ь ,  ч т о  п р о и з в е д е н и е  д в у х  в н 
и з  к о т о р ы х  к а ж д о е  п р е д с т а в л я е т  с у м м у  
к в а д р а т о в ,  е с т ь  т а к ж е  с у м м а  ч е т ы р е х  

к в а д р а т о в .

(
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9. Е с л и  w е с т ь  о д и н  ив к о м п л е к с н ы х  к у б и ч е с к и х  
к о р н е й  и з  1, то

10. В ы ч и с л и т ь  д е т е р м и н а н т ,  с о п р я ж е н н ы й  
• т е р м и н а в т о м

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

*

1 1 1 0
Ответ. — 27.

с де-

I
ГЛАВА V.

СИММЕТРИЧЕСКИЕ ДЕТЕРМИНАНТЫ.

26. Симметрический, косой симметрический и косой 
детерминанты. Детерминант

D =  | ciik | i, к =  1, 2, . . . ,  п
называется с и м м е т р и ч е с к и м ,  если а^ — а ^ . Элементы 
Щк и ам называются с о п р я ж е н н ы м и .

Детерминант D называется к о с ы м  с н и м е т  р и ч е с к и м, 
если dih =  — a-ki. Из этого определения следует, что 0, 
т. е. элементы его главной диагонали суть нули.

Если Oik — — o-hi для 1 ф к  и не все элементы главной 
диагонали равны нулю, то детерминант Z) называется 
ко сым,

Из детерминантов

} а х у 0 х у а х у
х Ъ z 5 — х 0 z * — х Ь z
у z с 'Л — у — 0 1 1 СЬ

Первый есть симметрический детерминант, второй — косой 
симметрический и третий — косой.
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ГЛАВА V. СИММЕТРИЧЕСКИЕ ДЕТЕРМИНАНТЫ

27. Свойство адъюнкт элементов симметрического 
детерминанта. А д ъ ю н к т ы  с о п р я ж е н н ы х  э л е м е н 
т ов  с и м м е т р и ч е с к о г о  д е т е р м и н а н т а  р а в н ы 
т. е. е с л и  то А ^ ^ А ^ .

Действительно (§ 12, формула III, § 8),

>

Алik

( - ! )< + к

$11 $ 1 2  • * • $ 1 , л ~  1 $ i , f t + i • ♦ • $ l n

$ 2 1 $ 2 2  • • • $ 2 , f t - l $ 2 ,f e + l * ♦ * $2ti

$ 1 - 1 ,1%
■

$ 1 - 1 ,2  • <► • $1 — .1, k — 1
V-

$ i - l , f e + l
1

• • * $1  — 1 ,n

$ 1+ 1,1 $ 1 + 1 ,2  • < • $ i + i , f t —i $ i + i , f c  +  l • • • $ г - И ,п

$ 7 il $712 ■ ♦ $ n ,f e —1 $ n , k - f 1 • • ♦ $ n n
*

$и $ 2 1 ► • $ i - i , i $ 1 + 1 ,1 • • • $7 ll

$ 1 2 $ 2 2  • « .  $ 1 - 1 ,2 $ 1 + 1 ,2 • « • $ ti2

$ i , k - l $ 2 , & — 1 • «► • $ 1 —l , f e ~ l $ l + l , f t - l * • • $ n ,  k — 1 I;
$ 1 ,  k+ 1 $ 2 ,  /?. *4" 1 • *• • $ t — l,fe -f  1 $ i + l , f t + i • • • $ n ,f e - f l

$ i n $ 2  п • «* • $ 1 - 1 , n $ t - f l ,7 l • * * $7171

так как $i/t =  $fei> то из написанного равенства имеем:

Аik

а
а
и
21

$ 1 2

$22

♦ * • $ i , i —i $ 1 , 1 -4 -1 • • • $ i n

#2,1-1 $2,1+1 9 « • $ 2  п
« • ♦ « . • * ч ч я % ч % % \  # ч ♦ •  •

$fc—1,1 $ft —1,2 • • ♦ $fc —1,1—1 $ft—l,i+l • • • $ft-l,n.
$fe+l,i $fc+l,2 • 91 $ft+i,i-i $fe+i,i+i I I I $fe-f i,rt

$ril $ n 2 • • * $n,i — 1 $n,1-4-1 * • ♦ $nn

Но вторая часть этого равенства есть не что иное, как 
Аы] следовательно, А ^ - А м .

Из доказанного предложения следует, что д е т е р ми 
нант ,  с о п р я ж е н н ы й  с с и м м е т р и ч е с к и м ,  есть 
т а к ж е  с и м м е т р и ч е с к и й .
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§ 28. Свойства косого симметрического детерминанта. 
1. К о с о й  с и м м е т р и ч е с к и й  д е т е р м и н а н т  н е ч е т 
ного п о р я д к а  р а в е н  ну л ю.

Пусть дан детерминант

D

• *о
В котором dih — —- 
получим равенство:

О
а21

«12

О
«эх «за

«13

«23
О

• • • Ащ
• • • &2п
• • CL$Ti

йпХ &п2 &пВ 9 • О

dki. Умножив каждую строку его На—1,

• 0  - —  « 1 2  “ —• fljg  • *~ « ш

«21 0  - — (Z23 « • • *—

!! ~  «31 - 0  . . .  - #8п

& ni — &п2 ^713 ♦ * * 0

I

отсюда, заменив — аш через ам, находим (§ 8):

Ь  l)n D

0 а2х а3х * • • 0 #Х2 а13 • • • am
(̂ 12 0 2̂1 ^ a23 • • • й2п

a, 0 * * » 7̂i3. = ап  a33 0 • • • з̂п
• • • « • * ♦  * Ф 9

1̂71 • • • 0
• •

ani an2 а̂хз • • • 0

D

• • -  . .

Итак, (— 1 )п D =  D. Это равенство показывает, что D 
п есть нечетное число.

2. А д ъ ю н к т ы  
со го сI

О,

с о п р я ж е н н ы х  э л е м е н т о в  ко- 
м м е т р и ч е с к о г о  д е т е р м и н а н т а  равны,  

ли д а н н ы й  д е т е р м и н а н т  н е ч е т н о г о  п о р я д к а ,  
и о т л и ч а ю т с я  т о л ь к о  з н а к о м ,  е с л и  он ч е т н о г о  

р я д к а .
О'М) Нй

1)п~1А к
О I, к — 2,• # • уПусть D — \dih , Hift =

Докажем, что Aik — (
Преобразуем детерминант (я — 1)-го порядка, выражаюэ
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ГЛАВА V. С Й М Й ЕТРЙ Ч ЕС К Й Е

гцйй адъюнкту А м , умножив каждый элемент его на — i, 
й в полученном детерминанте заменим — через ам‘

* 0

« а 0 ~aZ,l-X - 2̂n

ak - i , i —1,2 • * • ••• ~■ 1,3
+ 1д

» Щ А  «
• • • —a k+ t,i-t~ —йй + 1,(-1 ••• “~ Gft+i,i

. ^  ~  4F

Ctni • • • ^n,i-1 ~ 0
\

0 &21 * • • &%.-1,1 a i+ l , l • • • ^7li

a l2 0 • • .-1,8 #1+1,2 • « • #n2

a t )h- i Ctz,k-1 • •* • -- l . f t - l # i+ l , f e - l

»

• • • ttnth - 1

a 1,h+t 02,/t+l • r • -1-1Д+1 #i+l,fe+l • • • ttn,h+ 1

a m #2n • • &{ - l ,n ^г+1,?г . . .  0

\

Сделав в последнем детерминанте строки столбцами, и 
наоборот, мы получим во второй части написанного равен
ства адъюнкту Aik элемента .

Следовательно,
А ih М

Отсюда для п нечетного имеем = 
ного Aik — —

3. В к о с о м  с и м м е т р и ч е с к о м  
н е ч е т н о г о  п о р я д к а  а д ъ ю н к т ы  
с в я з а н ы  с о о т н о ш е н и е м

it

Ам, а для п чет

д е т е р м и н а н т е  
его элементов

AiiAhk — Aik,. (ft)

Так как по теореме 1 настоящего параграфа, косой сим° 
метрический детерминант нечетного порядка равен нулю,
то (§ 14) .
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Отсюда находим, что Ац> A kk — Aih^ Аи> Но, по тео 
реме 2, A ik— Ath; следовательно,

А цА kh А\ъ.

Написанный выше ряд равных отношений можно, поль 
вуясь последним соотношением, заменить следующим:

А и Aiг2 А и Aiгп
У  А11 У  Л-22

t  *

У  А

# • *
и У а

У  А и .
пп

При выводе соотношения (а) играли роль только два 
свойства косого симметрического детерминанта нечетного по
рядка, а именно: равенство его нулю и равенство адъюнкт 
Aik и Aki. Поэтому доказанную теорему можно расширить 
следующим образом: е с л и  к а к о й - н и б у д ь  д е т е р м и 
на нт  D = \a,ik \ р а в е н  нулю,  а с о п р я ж е н н ы й  с ним 
е с т ь  д е т е р м и н а н т  с и м м е т р и ч е с к и й ,  то м е ж д у  
а д ъ ю н к т а м и  его э л е м е н т о в  с у щ е с т в у е т  с о о т 
н о ш е н и е  (а).

4. Г л а в н ы е  м и н о р ы  (§ 16) к о с о г о  с и м м е т р и 
ч е с к о г о  д е т е р м и н а н т а  с у т ь  к о с ы е  с и м м е т р и 
ч е с к и е  д е т е р м и н а н т ы .

Это предложение следует из того, что для получения 
главных миноров из данного детерминанта вычеркиваются 
строки и столбцы, перепекающиеся на элементах главной 
диагонали, а остающиеся элементы сохраняют свое поло
жение относительно главной диагонали.

5. К о с о й  с и м м е т р и ч е с к и й  д е т е р м и н а н т  ч е т 
ного п о р я д к а  е с т ь  к в а д р а т  ц е л о й  р а ц и о н а л ь 
ной ф у н к ц и и его э л е м е н т о в .  Для детерминанта 2-го 
порядка справедливость этой теоремы обнаруживается не
посредственным вычислением:

О а 
а О

а2.

т.
Для доказательства ее справедливости в общем случае, 
е. для детерминанта п-го порядка (п — четное число),

что теорема верна для детерминанта (п — 2)-го 
и докажем, что в таком случае она верна и для 

п-то порядка,
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Пусть дан детерминант:
D (lik i, к — 1, . . . ,  /г,

причем dik— — ам da — 0, и п есть четное число. 
Составим адъюнкту A lt элемента <%:

А 11

«22 «23  • * * « 2W 
3̂2 «33 • • • «Зп
• « © • •  *  f

&п2 {-пЗ • • • апп

Так как 2) есть детерминант четного порядка, то 
есть косой симметрический детерминант нечетного порядка 
и, следовательно, равен нулю. Обозначая через ( ,
— 2, 3, . . . ,  п)адъюнкту элемента в детерминанте Ап , 
имеем следующие равенства (§ 12, 13):

« 22^22  4~ «23*23 4" • • • 4" « 2п « 2п ~  А
«32*22 4~ «33*23 4* • * • 4" «3П * 2л =  О,

«к —

«п2 * 22  4~ «п.з ^23 ~Ь • • • 4* 0 .

0,

( ? )

Умножив в то d o  i столбец детерминанта D на а22,
получим:

*22^

«11 1̂2а22 wjg « • # am
«21 2̂2̂ 22 (7 ̂ з * • • am
«31 3̂2̂ 22 #зз . • . аъп
• I • •  •  • • • I •
^nl п̂2 &22 ЙдЗ • • • апп

*

Преобразуем детерминант, стоящий во второй части этого 
равенства, прибавив к элементам второго столбца элементы 
третьего, умноженные на а23, элементы четвертого, умно
женные на а24, . . . ,  и элементы последнего столбца, умно
женные на <Х2п- При помощи равенств (8) найдем, что

«ш 
«21 

«31

\

« 12*22  4 “ «13*23 4* • • • 4 -
0
О

> «13
а,

• * V $1П
* • • &2п

• • • « • « # • • • # • • 3 t > 9 •

23
Язз • • • з̂п

«п! о
t

«Т$ «пп♦ ♦ •
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или, через разложение детерминанта по элементам второго 
столбца,

#•22 ̂ («12&22 ~Ь й13̂ 23 "Ь ' • • “Ь «1па2п)

«21  «23 * * • «2п 

«31 «33 ' '  * «Зп

« п 1 «пЗ • * • « п п

• (т)

Сравнивая детерминант второй части с детерминантом 
Ап , легко видеть, что адъюнкты элементов его первого 
столбца суть а22, а32, . . . ,  ап2. Поэтому этот детерминант 
равен сумме

« 21а 22 “Ь  «31а 32 “Ь  • • • “Ь  «п1 (Хп2 •

Но, по условию, а21 — — а12, а31 =  — а13, . . .  ап1=  — ain; 
кроме того, a.ifc =  а^г, как адъюнкты сопряженных элементов 
косого симметрического детерминанта нечетного порядка 
(теорема 2, § 28). Поэтому рассматриваемая сумма равна 
сумме

(«12«"22 -f- «13̂ 23 ~Ь • • • “f" «1 n^2n)«
t -

Вставляя эту сумму вместо детерминанта второй части 
равенства (у), получим:

a22D =  (л12ос22 -f- a13a23 +  . . .  -f- «т&гп)2» 
или, разделив обе части на а.22)

Z) «12 V а22 +  «
а23

13
Г а 22

"В • • • «иг
«■Зп

|/ а <«)
22

Но, по теореме 3 настоящего параграфа, а2&, как адъ
юнкты элементов косого симметрического детерминанта А и 
нечетного порядка связаны соотношениями:

V̂ a2i
^ ■ 2, 3, . . . ,  ц» («)

При помощи этих соотношений равенство (8) преобра
зуется з следующее:

D — (а121/ а22 -f* %3 j/*а33 -f- • • • ~Ь «ш <*пп)2* а)
Каждый из детерминантов a22, а33, , anrt есть косой

симметрический детерминант (теорема 4 § 28) ( — 2)-го по
рядка. До предположению, такой детерминант представляет
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квадрат целой рациональной функции его элементов. Сле
довательно, Y а22> V азз> • • • > К а™ суть целые рациональ
ные функции элементов детерминанта Аш  а детерминант D 
есть квадрат целой рациональной функции его элементов. 
Таким образом доказано, что если рассматриваемая теорема 
верна для детерминанта (?г — 2)-го порядка, то она верна 
и для детерминанта п-го порядка (п — число четное). Но, 
как мы видели, она верна для детерминанта 2-го порядка. 
Следовательно, она верна для детерминанта 4-го, 6-го, . . .  
и, вообще, всякого четного порядка.

В формулу (£) входят квадратные корни из а22, а33,
При одном из них можно взять произвольный знак, 
знаки же остальных корней определяются формулой (г).

Определим число членов той целой рациональной функ
ции элементов косого симметрического детерминанта I) чет
ного порядка, квадрату которой он равняется. Обозначим 
его через Кщ где п есть четное число, обозначающее по
рядок детерминанта. Так как au(i — 2, 3, . . .  п) есть косой
симметрический детерминант (п — 2)-го порядка, то | /  а.ц есть 
целая рациональная функция его элементов, содержащая
К п-2 членов. Из формулы (£) мы видим, что содержит 
(п — 1) Яп-2 членов; поэтому

■ Кп = ( п — !)* „_  2*

Полагая в этой формуле п 
К2=  1, найдем ряд равенств:

*4 =  3 * 2
Я6 =  5*4

Кп = (п —

Перемножив почленно эти 
тат, получим:

* „  =  1- 3 . 5

2, 4, . . . ,  пи замечая, что

»

■1 ) * п - 2 :

равенства и упростив резуль- 

. . .  (гг— 1).
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РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ.

29. Решение системы п линейных уравнений с п не
известными. Пусть дана система п линейных уравнений:

"(■ $22̂ 2 "Ь . . .  “|" а1пхп — ^
#2Г*Т Н” 2̂2̂ 2 ~Ь • • • -f &2п%п Ь

И
21

(1)
ап\хг 4" ^п2̂ 2 ”Ь • • • “f* tinn^n Ъп

с п неизвестными тх, т2, . . . ,  и =  1, 2, . .  . ,  л;
к — 1, 2, . . . ,  п )обозначают известные числа и называются 
коэфициентами системы.

Для определения неизвестных составим детерминант из 
коэфициентов при неизвестных и обозначим его через D.

D Щи L к 1, 2, . . . ,  п. ( 2 )

Умножив первое уравнение системы на адъюнкту 
элемента ап , второе—-на адъюнкту А 21 элемента а21, •  •  »

последнее — на адъюнкту i элемента ani 
членно все уравнения, получим:

сложив по-

• • •

41 •
4> * ♦

-j-
-J- #п2 А п%) -{ - ...
~ Ь  # n n A  n l  ) Хп ~
~j~ ЬпАП1

{ап А п  -f ап А.1Х +
+  («12^11 -j- С122А п  +

• • • +  (®inAn -jr O'ZnA2j +
— ЪхА п  +  ^2^21 +

'Гак как (§ 12)
^11^11 “Ь 2̂1-̂ 21 ~f* • • • +«nlAnl “

-I- ci2kA2i ~j~ . . .  “I- cinnAni == С для к =  2, 3, . . . ,  и,
то последнее уравнение приводится к следующему:

Dxx — ,
где

Dx =  ЪхА п  -f- Ь2А 21 Н- . .  • ■ +  ЬпА nl

Ьх 1̂2 • • *
Ь а С1яа . . .  Й2ц

Сказанное преобразование ведет к 
системы (1) всех неизвестных, кроме хх

On fln2 . . .  йпп
с к л ю ч е н д ю  из

MitskevichOA
Прямоугольник
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Нетрудно видеть, что, умножив первое уравнение сис
темы (1) на адъюнкту элемента а^ , второе—на адъ
юнкту A<ih элемента а2н, . . . ,  последнее— на адъюнкту Ank 
элемента апь и складывая почленно результаты, мы полу
чим уравнение:

Dxh ~  Dft,
где Dk ©бозначэет детерминант, получаемый из D через за. 
мену в нем элементов к-го столбца вторыми частями соот
ветственных уравнений.

Таким образом мы приходим к следующей системе 
уравнений:

Dxx — Dx; Dx> — D21 • • Dxn — J-)n• (3 )

В о б ще м с л у ч а е  детерминант Dотличен от нуля, и 
уравнения (3) дают е д и н с т в е н н о е  решение системы (1) 
в следующем виде:

х £ i .
D ’ х, ZX,

______~  *

D ’ « • » 1 Xп
Dn
D (4)

Случай D — 0 требует особого исследования, для кото?
рого удооно воспользоваться понятием о р а н г е  прямо 

матрицы. .......
/    ■ * -•

30. Ранг матрицы. В § 19 было дано определение пря
моугольной матрицы и указаны способ составления из ее 
элементов детерминантов различных порядков и число их.

Эти детерминанты будем называть п р и н а д л е ж а щ и м и  
м а т р и ц е .

Возьмем матрицу из тп элементов, расположенных в т 
строках и п столбцах:

а
а
п
21

а
а

12 • . .
ф f t #2  n

t » i «

&mt & m2
•  • й  « •

I  •  • amn

Пусть m^>n. Наивысший порядок детерминантов, при
надлежащих матрице (5), есть п.

Если по крайней мере один из детерминантов н-го по
рядка, принадлежащих матрице, отличен от нуля, то чис
ло п называется р а н г о м  (или х а р а к т е р и с т и к о й )  
матрицы.



§ 30. РАНГ МАТРИЦ14 79

Если все детерминанты п-ro порядка, принадлежащие 
матрице, равны нулю, но, по крайней мере, один из детер
минантов ( п— 1)-го порядка не равен нулю, то ранг матрицы 
есть число п — 1.

Вообще, если все принадлежащие матрице детерминанты 
порядков н, п— 1, . . . ,  р 1 равны нулю, но, по крайней
мере, один из детерминантов порядка р отличен от нуля, то 
рангом матрицы называется число

Матрицей н у л е в о г о  ранга 
элементы которой равны нулю. 

Пример 1. Матрица

называется матрица, все

1 2 3 4
. 2 1 3 5

3 1 2 3
потому ЧТФV ей пряна;

1 2 3
2 1 3 =  6
3 1 2

0.

2.
1 2 3 4
4 3 7 И
1 4 5 6[

имеет ранг 2, потому что
1 2 3 1 2 4 2 3 4
4 3 7 — 4 3 И — 3 7 11
1 4 5

_
1 4 6 4 5 6

0.

1 2
4 3

5 ? 0.

3. Матрица
41 2  3

2 4 6 t
3 6 9 11'

имеет ранг 1, потому что все принадлежащие ей детерми 
ванты 3-го и 2-го порядка равны нулю.
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имеет

ч е р е з
ее  на

§ 31. Преобразования матрицы, но изменяющие ее ранга. 
Из определения ранга матрицы (§ 30) следует, что две 
матрицы имеют одинаковый ранг, если принадлежащие им 
детерминанты одинаковы или отличаются постоянным мно
жителем.

Это замечание дает возможность указать некоторые 
простые преобразования матрицы, не изменяющие ее ранга.

1) М а т р и ц а ,  п о л у ч а е м а я  из д а н н о й  ч е р е з  
п е р е с т а н о в к у  п а р а л л е л ь н ы х  р я д о в  ее, 
р а н г ,  о д и н а к о в ы й  с р а н г о м  д а н н о й .

2) М а т р и ц а ,  п о л у ч а е м а я  из д а н н о й  
у м н о ж е н и е  э л е м е н т о в  к а ко г о - либо р я д а  
н е к о т о р о е  ч и с л о  (=^=0), и ме е т  ранг ,  о д и н а к о 
вый с р а н г о м  д а н н о й .

3) М а т р и ц а ,  п о л у ч а е м а я  из д а н н о й  ч е р е з  з а 
м е н у  ее стр  о к ст о л б ц а м и и сто л б цо в с т р о к а м и ,  
и м е е т  р а н г ,  о д и н а к о в ы й  с р а н г о м  д а н н о й .

Две матрицы, элементы которых одни и те же, но рас
положены так, что строки одной являются столбцами другой, 
называются т р а н с п о н и р о в а н н ы м и  (или с о п р я ж е н 
ным и).ч Предложение 3) можно формулировать так: т р а н с 
п о н и р о в а н н ы е  м а т р и ц ы  и м е ют  о д и н а к о в ы й  
ра нг .

Рассмотрим еще одно преобразование матрицы, не из
меняющее ее ранга.

Пусть дана матрица
%1 %2 
2̂1 ®22

* • • $1 Yl
• • • ^2 п

&mt dm2 • • • dwin

(5 )

Умножим элементы к-го столбца этой матрицы на число 
А и прибавим полученные произведения к соответственным 
элементам i-ro столбца. Таким образом получим новую 
матрицу:

I а и а 1'2 • • • d n  Adik  • • ♦ a in

а 21 • • • &21 • t * d%n
« ( 6 )

&т\ dm  2 • • • dm\ -f- \ ( l mk . • . ttmn > *  *

.

Матрицы (5). и (6) имеют одинаковый ранг
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Действительно, если р есть ранг матрицы (5), то, по 
определению ранга матрицы (§ 30), все принадлежащие ей 
детерминанты порядков р +  1, р -j- 2, . . . ,  п равны нулю. 
Обозначим через s какое-нибудь из чисел р 1, р +  2, . . . ,  п 
и рассмотрим детерминанты 5-го порядка, принадлежащие 
матрице (6). Если в состав такого детермината не входят 
элементы i-ro столбца матрицы, то он равен соответствен
ному детерминанту матрицы (5), т. е. равен нулю. Если 
же в состав принадлежащего матрице (6) детерминанта 
5-го порядка входят элементы i-ro столбца, то этот детер
минант выражается суммой вида: D -\-XD', где и 
суть принадлежащие матрице (5) детерминанты 5-го поряд
ка (§ 11). Следовательно, и такой детерминант равен нулю.

Отсюда вытекает заключение, что ранг матрицы (5) не 
м е н ь ш е  ранга матрицы (6).

С другой стороны, матрицу (5) можно представить в виде:
$ц 1̂2 • • • (®1г ~Ь п
#21 #22 • * • ($2г +  A#2fe) А#2 • • • #2n

#ml O m Z  • » • i f i m i  ~i~ A#mft) A#mft • amn

и рассматривать ее как получаемую из матрицы (6) при
бавлением к элементам i-ro столбца соответственных элемен
тов к-то столбца, умноженных на — А.

Предыдущие рассуждения показывают, что ранг матри
цы (6) не м е н ь ш е  ранга матрицы (5') или (5).

Следовательно, матрицы (5) и (6) имеют одинаковый 
ранг.

32. Главные и характеристические детерминанты сис
темы линейных уравнений. При решении вопроса, наме
ченного в конце § 29, о совместности данной системы линей
ных уравнении придемся иметь дело с некоторыми детер
минантами, составленными из коэфициентов системы. Для 
удобства изложения основной теоремы о совместности урав
нений системы мы рассмотрим сначала эти детерминанты.

Возьмем систему m линейных уравнений
#11 #12 —J— . . > —{— #m — i ,
#21  “Ь  #22  . . .  —J— # 2n  Xn =  ^ 2  i

UmtXi -j- #m2̂ 2 ~
ч

Основания теории детерминантов
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с п неизвестными. Число т уравнений можно считать боль 
шим числа п неизвестных, так как в противном случае 
можно присоединить к данной системе нужное число урав
нений, в которых все коэфициенты и свободные члены равны 
нулю. Что же касается коэфициентов в данных уравне
ниях, то будем предполагать, что между ними есть отлич
ные от нуля.Если бы все (i =  1, 2, 1,2, . . .  , 
были равны нулю, то система (7) была бы н е о п р е д е л е н 
ной при — 1, 2, . . .  , т) и несовместной, если,
по крайней мере, одно из чисел Ь\ отлично от нуля.

Матрицей системы (7) называется матрица, составленная 
из коэфициентов при неизвестных, т. е. матрица:

«и » * • #1П
#21 #22 • • • #2п

#mi #т2 * ♦ • #тп

(т >  /г). (8)

Ранг ее обозначим через р, причем р ^ п .  Из опреде
ления ранга (§ 30) следует, что матрице (8) принадлежит, 
по крайней мере, один детерминант го порядка, не рав
ный нулю. Такие детерминанты называются г л а в н ы м и  
детерминантами системы (7).

Заметив, что ранг матрицы не изменяется при переста
новке ее строк, а порядок уравнений системы (7) совер
шенно произволен, можно принять за один из главных 
детерминантов системы (7) детерминант

8

«11 «12 • • • «1р
«21 «22

Щ. •  Ф

#pl dp2

I # f

« • I

«2 р
# , ♦ • •

ap p

(9)

составленный из коэфициентов при р первых неизвестных 
в р первых уравнениях системы (7).

Прг {соединяй к строкам этого детерминанта новую строку, 
состоящую из коэфициентов при тех же неизвестных в г-м
уравнении системы (7), и новый столбец, элементами кою*
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рого служат вторые части взятых уравнений, получим т 
детерминантов

8

«11 $12 . . ; $ i p Ь i
$21 #22 • • • # 2p

#pl # p 2 • • * # p p Йр

Ctrl # r 2 • • • йГр

1, 2, . .  • , шу

называемых х а р а к т е р и с т и ч е с к и м и  детерминантами 
системы (7). Легко видеть, что 8Х =  82 =  . . .  =  §_ =  О
(§ 9, следствие 1).

Преобразуем уравнения системы (7), перенеся в каждом 
из них во вторую часть члены с 2, ,
Получим систему:

#11 #1 ”f“ #12 #2 ~Ь * • * Ч" #1р Хр —
#21 #1 4“ #22 #2 4“ • *• 4“ # 2р Хр ^= ^ ,

*

♦

#ml#'l *4“ #тп2̂ 2 « •
•• Я .

• + йтрХр == bLит 5

где
Ч >>• '* * , . * 4 ’ 

b{ — bi ai,p+\Xp+i $l,p-|-2&p+2—"  •  *  •  Ш

* ■ *

“ #1,71 #71:

(Ю)

8=»П
2  <*isxs (И)

s=P+i

{i =  1, 2, ; . .  , т).

Один из главных детерминантов системы (10) есть, оче
видно, детерминант 8 (формула 9).

Характеристические детерминанты 8, системы (10) даются

8

®11 1̂2
$21 $22 $2

«  •  •  »  •  •  »  •  #  •

Яр2 • • 6 г
$rl $г2 • • » flrp

1, 2, . . .  , m.

6»
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Нетрудно показать, что К = 
мая во внимание формулу (И) 
К в виде суммы детерминантов

= V  Действительно, прини- 
и представляя детерминант 
(§ 11), находим:

« п # 1 2  » * • f l i p h « и « 1 2  * •
•

• C t l p CO

<3

« 2 1 # 2  2 * • • # 2 p b2 8 = 7 1 « 2 1 # 2 2  ♦ • • # 2 p « 2 8

b p

-  2

# р 1 # р 2  ♦ • • # p p
s = p + l

f l p l f l p 2  • • ♦ f l p p f l p s

Ctrl ar2 • • • f l r p Ь  г
•

( t r i й Г2 • • • C lr p f l r s

Первый член правой части этого равенства есть 8Г, а в 
сумме, представляющей второй член правой части, коэфи- 
циентом при х$ служит принадлежащий матрице (8) детер
минант /> + 1  порядка. Так как ранг матрицы есть то 
этот детерминант равен нулю. Следовательно:

8̂  =  8Г.

ВЗ. Соотношение между 8 и Ь'г, Рассматривая детерми
нант 8Г (§ 32), мы видим, что он получается из детерми
нанта 8 посредством прибавления 1)-й строки и ф- 1)-го 
столбца. Такой процесс образования нового детерминанта 
из данного можно назвать о к а й м л е н и е м  данного детер
минанта.

Выясним связь между данным детерминантом о и окай
мленным детерминантом 8'г,

Разлагая 8) по элементам последнего столбца, мы заме
чаем, что один из членов разложения есть Ь'го, а все осталь
ные члены содержат множителями произведения вида ь, 
где i, к суть числа ив ряда 1, 2, . . .  , р.

Чтобы определить тот член разложения, в который вхо
дит множителем произведение Ь[аги, заметим, что это про
изведение входит в состав следзчощего минора 2-го порядка 
детерминанта 8,:

ctih
ctfji Ь г « i h  Ь

Известно, что при разложении детерминанта по минорам 
мы получаем сумму произведений миноров на их адъюнкты 
(§ 20). Поэтому в состав детерминанта 8̂  входит произве
дение— blark на адъюнкту написанного выше минора 2-го
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порядка. По известному правилу составления адъюнкт (§ 18) 
она равна

( ___l ) ( i + P + l ) + ( f t + P + l )

« и #12 • • » 1 #1,&  +  1 * * • # 1  p

0-21 #22 • • < # 2 , k + l  • 9  • # 2 p

#2 - 1 ,1 #2 - 1 ,2  • • 4 <к -i , f e —1 # i - l , f t  +  l * • • #2 ~ l , p

Щ + 1 ,1 1,2 • • ■* # 2 - f l , k —1 • • # i - f l , p

# р ! # р 2  • • ** # p , f e - 1 # p , f e + l  • -* * # p p

Так как (— l)(*+p+i)+(fc+p+i) — (— 1)*+*, то написанное 
выражение есть не что иное, как адъюнкта элемента 
детерминанта S (§ 12). Обозначая ее через находим,
что в рассматриваемое нами разложение детерминанта Ь'т 
входит член— b\arkA

Суммируя все члены этого вида, мы получаем детерми
нант 8; в следующем виде:

81 Ъ'Л
1 = Р  k — p

2  « 2  ark Aft.
2=1 /t=l

( 12)

Эта формула выражает
8 и ol. .

связь между детерминантами

34. Условия совместности системы линейных уравне
ний. Установив понятие о матрице системы линейных урав
нений и ее главных и характеристических детерминантах, 
перейдем к выяснению условий, при которых уравнения 
системы оказываются совместными *).

Пусть дана система (7) тп линейных уравнений с п 
неизвестными (т^>тг). Требуется указать те условия, кото
рым должны удовлетворять коэфициенты системы для того, 
чтобы ее уравнения были совместны.

Ранг матрицы системы обозначим через 
Перенеся члены с неизвестными xp+t, , . . .  , во 

вторые части уравнений, мы получим систему (10). Из нее 
возьмем р первых уравнений и еще r-е, причем г обозна-

*) В последующем изложении удержаны обозначения, указанные 
в § 82 и 33.
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чает одно из чисел р -f- 1, р -f- 2 , ---- , т. Таким оСразиМ
мы получим систему р-j- 1 линейных уравнений:

й ц  &Х2 Х 2  “ Ь  • • * If=  Ъ'и  )

2̂1 # 1  +  #22  # 2  Т*  ♦ • • - j - $ 2 р  & р  ~~

® р 1 % 1  +  # р 2 # 2  +  •
’ ' '  г

• • + & р р % р  “ =  ^ р , ■

а г  1 Х \  *-}*- й Г2 Х 2 • • * - f - Cl'rp % р  ~ /
Умножив первое уравнение этой системы на

(Яг1-4ц—Ь #г2^12 “Ь* • « “Ь йгр-<4-1р

второе на
h*=p

*—(Пг1̂ 21 “Ь Яг2-̂ 22 Т* • • • +  вгрА2р) =  — 2  arft̂ 2ft?
fe=l. # *1

и т. д., р-е уравнение на
ft=p

( аП  A  pi -f- Йг2 4̂ р2 "Ь ♦ • • +  а гр А р р )  — —  2  ,
fe=l

а последнее на 8 (§ 32, формула 9) 
получим следующее уравнение:

и сложив почленно,

По формуле (12) § 33 вторая часть этого уравнения 
есть 8̂ . Коэфициент при xs в первой части уравнения пред
ставляется суммою:

которая отличается от второй части формулы (12) тем, что 
вместо Ъ\ стоит 2, . . .  , р), а вместо Ь'г стоит uni#  «  Ф

MitskevichOA
Прямоугольник
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Из этого, на основании формулы (12), следует, что рассмат
риваемый коэфициент равен тому детерминанту, который 
получается из 8̂  указанными заменами элементов послед
него столбца, т. е. детерминанту

®i2 * • • &1р аи
$21 $22 • • * $ 2 р  $ 2 8

.................................................................................... •  •  •  ;

$ p l  Ctp2 • • • йрр йр$

$ r 2 • • * $ 7*р $Г8

Но при 5 = 1 ,  2, . . .  , р этот детерминант обращается 
в нуль, как имеющий два одинаковых столбца. Следова
тельно, указанное преобразование системы (13) приводит
к уравнению:

О • Х\ 0 * -J- . . .  -f- 0 • хр ==
Если 8'г^=0, то этому уравнению нельзя удовлетворит!, 

никакими значениями неизвестных х2, . . .  , хр.
Заметив, что 8̂  =  8Г, можно формулировать это заклю

чение в следующей форме: е с л и  х о т я  о д и н  из х а р а к 
т е р и с т и ч е с к и х  д е т е р м и н а н т о в  с и с т е м ы  (7) от* 
л и ч е н  от н у л я ,  то с и с т е м а  н е с о в м е с т н а .

Обратимся теперь к случаю, когда все характеристиче
ские детерминанты 8Г системы (7) равны нулю. В этом слу
чае, по формуле (12), имеем равенство:

которое можно написать в следующем виде:

(■?ri b i A i t  b iA - i2 ~f" • « • “Ь ttrp 2 !  ==
i = 1 i=l (=1

Отсюда, так как 8 ^ 0 ,  находим:
f = p  а i = p t-рЛ г 4  '  £

«П • х  2  b i A i i  -j- й г2 • у ^  b i A i 2 -}-••• Ч* &rp * у 2  b i A i p
о  i = i  о i= 1  о  г= 1

b ‘r .

Сравнивая это равенство с последним уравнением сис
темы (13), мы видим, что это уравнение удовлетворяется
следующими значениями неизвестных хх, х2, ♦•# } Хр*

X
л *=Ф 

Q
is 1, 2, % • I Р
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Но эти значения хи х2, . . .  , хр получаются при реше
нии системы, состоящей из р первых уравнений системы (7). 
Так как детерминант 8 этой системы р уравнений отличен 
от нуля, то система имеет е д и н с т в е н н о е  решение, 
даваемое формулами (14) (§29). П о э т о м у  не с у ще с т 
в у е т  д р у г и х  з н а ч е н и й  хь х2, . . .  , хр, у д о в л е т в о 
р я ю щ и х  в с е м у р а в н е н и я м  д а н н о й  системы.

Во вторую часть формулы (14) входят выражения , 
(г =  1, 2, . . .  , />), содержащие при п^>р  неизвестные 
#р+1, хр+2, . . .  , хп, значения которых остаются совершенно
произвольными. Бесконечное множество значений каждого 
из них может сочетаться с бесконечным множеством значе
ний каждого из остальных, а каждому сочетанию значений 
неизвестных хр+и J%P+2, • • • , хщпо формуле (14), соответ
ствует одна определенная система значений неизвестных 
#i, Ха, . . .  , хр. Цоэтому число решений системы (7) беско
нечно, и система (7) оказывается, в случае п^>р, н е о п р е 
д е л е  нн ой.

Число ее решений можно обозначить символом о©п_р, 
в котором показатель п — р указывает, что неопределен
ность системы зависит от возможности дать совершенно 
произвольные значения п — р неизвестным.

Если р =  я, то Ъ\ — biне содержат неизвестных, и фор
мулы (14) дают е д и н с т в е н н о е  решение системы (7).

Резюмируя сказанное о решении системы (7), мы при
ходим к следующей теореме: с и с т е м а  т л и н е й н ы х  
у р а в н е н и й  с п н е и з в е с т н ы м и  (т^>п)  не имеет  
р е ш е н и й ,  е с л и  не все  х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  де
т е р м и н а н т ы  ее о б р а щ а ю т с я  в нули ;  е с л и  же 
все  х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  д е т е р м и н а н т ы  сис
т е мы р а в н ы  нулю,  то п р и  р а н г е  ее ма т р и ц ы,  
м е н ь ш е м  и, она  и м е е т  б е с к о н е ч н о е  м н о ж е с т в о  
р е ш е н и й ,  а п р и  р а н г е  м а т р и ц ы ,  р а в н о м  , одно 
р е ш е н и е .

Следствие. Е с л и  с и с т е м а  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  
и ме е т  р е ш е н и е ,  то р а н г  ее м а т р и ц ы  у к а з ы в а е т  
н а и м е н ь ш е е  ч и с л о  у р а в н е н и й ,  к о т о р ы е  н у жн о  
в ы д е л и т ь  из с и с т е м ы  д л я  п о л у ч е н и я  ее ре
ш е н и я .

35. Другая форма условия совместности системы ли
нейных уравнений. Присоединяя к матрице (8) новый стол-



бец? элементами которого служат вторые части уравне
ний (7), получаем матрицу:

$ и,  ДРУГА Я ФОРМА УСЛОВИЙ СОЙМ. СИСТЕМЫ ЛИЙ. УРАВНЕНИЙ ВО

1̂2 • • • а1п Ъ\
2̂2 • • • 2̂71 2̂

&т2 • • • ^т

г -  «7 (15)

которую можно назвать р а с ш и р е н  н о й матрицей системы.
Все детерминанты матрицы (8) принадлежат и мат

рице (15). Поэтому ранг р' матрицы (15) не может быть 
меньше ранга р матрицы (8).

Детерминанты (р -f- 2)-го и высших порядков матрицы (15) 
либо составлены из элементов первых п столбцов ее, либо 
содержат элементы b последнего столбца.
■ В первом случае они равны нулю, как принадлежащие 

матрице (8), которой ранг есть р. Во втором случае они так
же равны нулю, потому что адъюнкты элементов Ь выража
ются детерминантами (р -f- 1)-го и высших порядков, принад
лежащими матрице (8). Поэтому ранг р' матрицы (15) мень
ше р-j- 2. Следовательно, р' может быть равно и -f-1.

Если ранг матрицы (15) есть р, то_ все характеристи
ческие детерминанты системы (7) равны нулю, как детер
минанты (р 1)-го порядка, принадлежащие матрице (15) 
ранга р. По доказанной в предыдущем параграфе теореме 
система (7) совместна.

Если ранг матрицы (15) есть -f- 1, фо в числе принад
лежащих ей детерминантов (р -{- 1)-го порядка должны быть 
отличные от нуля. Но детерминанты (р +  1)-го порядка 
распадаются на две группы: к одной принадлежат те, кото
рые не содержат элементов Ъ последнего столбца матри
цы (15), к другой — те, которые содержат эти элементы. Де
терминанты первой группы суть нули как принадлежащие 
матрице (8) ранга р. Следовательно, отличные от нуля 
детерминанты порядка р-f- 1 должны содержаться во второй 
группе. Для системы (7) они являются характеристическими 
детерминантами.

По теореме § 34 система (7) в этом случае несовместна. 
Итак, условие совместности системы линейных уравнений 
можно выразить так: е с л и  м а т р и ц а  с и с т е м ы  не
и з м е н я е т  р а н г а  от п р и с о е д и н е н и я  к ней  с т о л б 
ца,  э л е м е н т а м и  к о т о р о г о  с л у ж а т  и з в е с т н ы е
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ч л е н ы  у р а в н е н и й ,  то с и с т е м а  с о в м е с т н а ;  в 
п р о т и в н о м  с л у ч а е  с и с т е м а  н е с о в м е с т н а .

36. Система я линейных уравнений с я неизвестными. 
Приложим теорему § 34 к системе (1) я линейных уравне
ний с я неизвестными (см. § 29).

За матрицу ее возьмем следующую:

#п #12 • • • аы
#21 #22 . . .  #271

#П1 (Ift 2.. .  # '(I и
о о . . .  о

Есл
D dik

ранг матрицы есть и, то главный детерминант есть 
( i, к — 1,2, . . .  , я ) , и  0.

Характеристические детерминанты системы либо имеют 
две одинаковые строки, либо одну строку, все элементы 
которой суть нули. Следовательно, все они равны нулю.

По теореме § 34 система (1) имеет в этом случае един
ственное решение. Оно выражается формулами (4) § 29.

Если ранг матрицы меньше я, то система (1), по тео
реме § 34, либо несовместна, либо неопределенна. Но в этом 
случае D — 0, как детерминант я-го порядка, принадлежа
щий матрице, ранг которой меньше я. Отсюда вытекает 
заключение, что отличие дт нуля детерминанта D является 
не только до ст а т о ч ны как это. было показана в § 29, 
но и н е о б х о д и м ы м  условием того* что система (1) имеет 
е д и н с т в е н н о е  решение. .

§ 37. Система я -f-1 линейных уравнений с я неизвест
ными. Посредством теоремы § 34 легко вывести условие 
совместности п -j- 1 Линейных уравнений с я неизвестными, 

Пусть дана система уравнений:

Й11 atz %2 +•••■{" dm хп — Ьи
#21 #1 -j- #22 #2 -J~ • . • ~f- d̂ nXn — h ,

. #

» I

dn\Xi -f- #n2#2 -f* . . • -j~ dnnXn == Ьп,
dn + l,l%l 'f* #n+l,2^2 +  • * • +  dn-\-i,n^n “  Ьп fl*
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Для того чтобы уравнения этой системы были совместны, 
по § 35, необходимо и достаточно, чтобы ранг матриц

« и «12 * t • « и Yl b 1 j!
<hi «22 • • * &2п

И
«21 &2Z « ♦ ♦ d2n b2

dnAr 1,1 «П+1,2 • • • ^ п - Ы ,п «п+1,1 dn+lfi * • • ,n

w
Ь TiAr 1

был одинаков. Ранг первой из них не может быть больше п. 
Поэтому детерминанты (п-f- 1)-го порядка, принадлежащие 
второй матрице, должны обращаться в нуль. Но второй 
матрице принадлежит только один детерминант (гг -f- 1)-го 
порядка, а именно:

«и #12 • • t aln bx
«21 d22 • • • 2̂ti

V

b2

#n+l,i dnA~i.fi • • • dnAri,n bnAri

, Следовательно, условие совместности п у 1 линейных 
уравнений с п неизвестными заключается в обращении в 
нуль детерминанта ТУ, составленного из коэфициентов при 
неизвестных и известных членах системы.

§ 38. Система линейных однородных уравнений. Линей
ное уравнение называется о д н о р о д н ы м ,  если известный 
член его есть нуль. Например, уравнения ах-\~Ъу =  Оь 
ах -\- Ъу у  cz — 0 суть линейные однородные уравнения, пер
вое с двумя, а второе с тремя неизвестными.

дана система тлинейных уравнений:

«ц Xi -f- <Zi2 х2 ~Ь • • • «1 — О,
«21 Х\ -f- #22 %2 У ‘ У «2п Хп =  О,
* ♦ » • * * •  ♦ •

«mi#i «тг^г 4" • • • 4* &тп%п — О

(16)

с п неизвестными Х\, х2, 
Очевидно, что

• • ®л.

Xt =  0, хг =  О * • хп

представляет решение системы (16),
О
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Но в некоторых случаях система (16) удовлетворяется 
еще и отличными от нуля значениями неизвестных. Для 
выяснения условий, при которых система (16) имеет реше
ния, состоящие из отличных от нуля значений неизвестных, 
воспользуемся теоремой § 34.

Так как все характеристические детерминанты системы 
(§ 32) равны нулю, то, по этой теореме, система (17) всегда 
совместна.

Если ранг р ее матрицы равен числу п неизвестных, то 
она имеет е д и н с т в е н н о е  решение. Но система (17) 
представляет решение системы (16) во всех случаях, следо
вательно, при р — п система (16) не у д о в л е т в о р я е т с я  
значениями неизвестных, отличными от нуля.

Если p< ^ni т0 система (16) имеет бесчисленное мно
жество решений; следовательно, она имеет решения, отлич
ные от системы (17), т. е. у д о в л е т в о р я е т с я  значениями 
неизвестных, отличными от нуля.

Итак, д л я  т о г о  ч т о б ы с и с т е м а  (16) у д о в л е т 
в о р я л а с ь  т а к и м и  с и с т е м а м и  з н а ч е н и й  н е и з 
в е с т н ы х ,  в с о с т а в  к о т о р ы х  в х о д я т  з н а ч е н и я ,  
о т л и ч н ы е  от н у л я ,  н е о б х о д и м о ,  ч т о б ы р а н г  
м а т р и ц ы  с и с т е м ы  был м е н ь ш е  ч и с л а  н е и з 
в е с т н ы х .

Это предложение справедливо как для т^>п, так и для 
т ^ п ,  В случае т<^п ранг матрицы системы не больше т 
и, следовательно, меньше п. Поэтому система линейных
однородных уравнений, в которой число уравнений меньше 
числа неизвестных, всегда имеет решения, состоящие не из 
одних нулей.

В случае т — п имеем систему:

#11 #1 4~ #12 #2 4" • • • 4~ — О,
#21 #1 +  #22 #2 4“ • • • 4" #2п%п =  0,

4" ttnZ'X'Z 4- • - • +  ttnn%n~ 0.

Для того чтобы система (18) удовлетворялась значениями 
неизвестных, среди которых есть отличные от нуля, необ
ходимо, чтрбы ранг ее матрицы был меньше п. Но система
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имеет квадратную матрицу, содержащую п строк и п столб
цов. Единственный детерминант п-то порядка, ей принад
лежащий, есть

$11 $12 • • • $m
$21 $22 • • • $ 2n

$ni $n2 • • ♦ $hn

Для того чтобы ранг матрицы был меньше , необхо
димо, чтобы D — 0.

Итак, о б р а щ е н и е  в н у л ь  д е т е р м и н а н т а ,  со
с т а в л е н н о г о  из к о э ф и ц и е н т о в  п р и  н е и з в е с т 
ных в с и с т е м е  (18), е с т ь  у с л о в и е  с у щ е с т в о в а 
н и я  р е ше н и й ,  в с о с т а в  к о т о р ы х  в х о д я т  з н а ч е 
н и я  н е и з в е с т н ы х ,  о т л и ч н ы е  от н у л я .

Рассмотрим тот случай, когда ранг матрицы системы (18) 
равен п — 1. В этом случае один, по крайней мере, из ми
норов (ть —w 1 )"ГО порядка детерминанта D отличен от нуля. 
Пусть

Д

$11 $12 . • $1 ,П  —1

$21 $22 • • • $2,П —1

$ п - 1,1 $И — 1,2 • • • $ п - 1,п - 1

IГ 0.

Решим систему первых п — 1 уравнений системы (18) 
относительно неизвестных хи х^1 . . . ,  #n-i« Так как Д^=0, 
то мы получим единственную систему значений этих неиз
вестных (§ 29)

X. I
Д

ап  а\2 * * * «1» Ч al,Ul *** 1
а21 а22 ••• а2-,г~-1 ~ а2,г+1 ••• Й2,П—1 х ^ ( t — 1/»

ап—1»1 ап—1,2 •• • ап—Ы—1 ~~ ап -и м •••

Нетрудно показать, что детерминант, стоящий во второй 
части этого равенства, есть не что иное, как адъюнкта Ап% 
элемента ап\ детерминанта D. Действительно,
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а и а12 
#21 #22

• • * #1,1 — 1 
• • • #2,1 — 1

#1 л # 1 , 1 4 - 1

#2П #2,1 + 1

I ♦ •
Ф Ф Ф

#1 ,П -1

#2,П-1
О

• • «

Я п - 1 ,1  ® п - 1 ,2  • • •  Gn-i,i — t & n - l , n  — l , i + i  • Cin-t .n—i

(—  | U + n - i - i

tti2
$21 &22

f  •  •  Ф Ф

* * * #1,1-1 #1,1 + 1
• • * #2,1 -1  #2,1 + 1

• « #ln
I • t #2n

# n - l , l  # n - 1,2 # n ~ l , i  — 1 # n - l . l + l  • • •  # n —l,nI * f

Так как (— i)i+n-i-i — (— l)n~4 =  (— i)n-;+2{__ (— 1)«+^
то вторая часть этого равенства есть Ani (§ 12). Кроме 
того, легко видеть, что Д == АПп- Поэтому

х тI
Ani Хп
А п п

Полагая в этой формуле г =  1, 2, , п
вая результаты, находим, что

1 сравни

* Г р  • *> /V* Ф Ф /у *• U/2 • # # • • «X/ Ani * Ау).9. • а а • 4̂п.П« (20)

Заметим, что по свойству адъюнкт детерминанта, рав* 
ного нулю (§14), имеют место соотношения:

А ц : Ai2: . . .  : АХП A n t  * А п 2 • • • • • Ап2 ПП {i — 1, 2, • . . ,  /г—!)•

Поэтому из формулы (20) следует, что в рассматривае
мом нами случае система (18)■ удовлетворяется значениями 
неизвестных, пропорциональными адъюнктам элементов 
строки детерминанта

§ 3 9 . Примеры, 1. Рассмотрим решение системы двух 
линейных уравнений

-\-bxy — сХ1 агх  -f- Ьгу =  с2

с двумя неизвестными х н у .
Матрица этой системы и расширенная матрица соответ

ственно таковы:

а\ ах Ь х Су
а* Ь%У а% 8̂ с%
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^ с л и  ранг первой из них есть 2, то и ранг второй 
всть 2. В этом случае система имеет единственное решение, 
выражаемое формулами:

%

д, _  С1̂ 2 С2̂ 1 __ Й1С2 2̂ С1
Ь%--«3^1* ^ «1^2--«2^1*

(Ср. § 3 и 29).
6) Если ранг первой матрицы есть 1, а ранг второй 2, 

то система решений не имеет. В этом случае

#2 2̂
— CLlb̂  &2 == 0,

а из детерминантов У
-

Ci — ал с» --
аг̂

1̂ 1̂
-«««о ь с ’и2 с2

=  Ъх с2 —- Ь2с1У

по крайней мере, один отличен от нуля.
. Из этого следует, что a.z = kau

Второе уравнение системы приводится к уравнению
к ( а гх  +  =  е2,

которое, по неравенству: с.г=^кси несовместно
с) Если ранг той и другой матрицы есть 1, 

система имеет бесчисленное множество решений. 
В этом случае

с первым, 
то данная

а\ ьх 0, ау сх =  V Ьг С1
tt2 Ь аг

< * 2̂ 2̂
0.

Отсюда находим, что а2=  каи =  кЪ1У — ксг. 
Второе уравнение системы приводится к уравнению

кахх -J- kbxy =  кс1У
Ч

которое равносильно первому. Для получения одного из
системы достаточно дать одному из неизвестных 

произвольное значение, а соответственное значение другого 
вычислить из первого уравнения.

Если х и у обозначают прямолинейные координаты точки 
на плоскости, то каждое из уравнений рассматриваемой
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системы представляет уравнение прямой. Решение систем 
дает координаты общей точки этих прямых, т. е. точки их\ 
пересечения.

В случае а) прямые не параллельны и имеют одну об-‘ 
щую точку.

В случае Ь) они параллельны и общих точек не имеют.
В случае с) они параллельны и сливаются в одну пря-i 

мую, так что за точку их пересечения можно взять любую 
точку этой прямой. '

2. Рассмотрим систему трех линейных уравнений
ахх -}- Ъ ху-}- сг z —-
4 х +  Ъ2у-f c8z =  d2,

4 х +  bzy +  c3z =  d3

с тремя неизвестными x, у , z.
Матрица и расширенная матрица системы суть соответ

ственно
СЬу 1)у сх (%|  d-у
Ч  Ь 2 С2 (а )  и &2 Ь 2 d%

ьг3 * Я3 Ьз Сз

а) Если ранг матрицы (а) есть 3, то и ранг матрицы ({3 
есть 3. В этом случае система имеет единственное решени<
выражаемое формулами (ср. § 4 и 29): |

>

л

1 ч dx ci
1/ = а2 d% 2̂

Ч dz С3
ах Ьг

D = ч С2
- Ч Ьг С3

Ч
а
а*

Ъх dx
Ъ, d .z 
Ь3 d3

\

Ь) Если ранг матрицы (а)есть 2, а ранг матрицы ({3 
есть 3, то система не имеет решений. В этом случае детор 
минант D =  0. Разлагая его по элементам первого, второг! 
и третьего столбцов, получаем равенства:

CL\ А-1 -Й d a  А а  -4- d a  А а  ~  0 ,1
»-1В1 + 6,Й,Н-Ь,В, = 0, | (1
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w.

где Ai,Bi и Ci суть адъюнкты соответственно элементов
aj, hi и d (i =  1, 2, 3). Так как, по предположению, ранг 
матрицы (а) равен 2, то, по крайней мере, один из детер
минантов Ai, Bi и Ci отличен от нуля (§ 30). Пусть

По свойству детерминанта, равного нулю, имеем ряд 
следующих отношений (§14):

Ах: А г: А3 = В1 : В 2 : Bz — : : С3 — к: I : т,
где к, Iи тсуть постоянные числа, причем 0, так как,
по предположению, A x=f= 0.

Отсюда находим, что

А 2

А

1Аг
к ’

т,Ах
~ кГ

В2

0 В

1ВХ
к ’

тВх
~к~

С

С

1СХ 
к ’
тС1

к
Подставив эти значения А В2, С2, А3, Вз и

ства (у), сократив их соответственно на Ах, 
положив

I т

С3 в равен-
Вх и Сх и

к А, к
получим:

а А й 9 - j~ ЪХ   \Ь 2 -j-  р .^ з , С Ас, ас3 (8)
Эти соотношения показывают, что элементы первой 

строки детерминанта Dпредставляют одинаковые линейные 
функции соответственных элементов второй и третьей строк.

Из равенств (8) вытекает следующее соотношение ме^ду 
первыми частями уравнений рассматриваемой системы:

• • N

ахх -f- Ъху +  cxz =  Х (а2х 4- b2y +  c2z) +  р (а3х +  Ъ8у +  c3z).
Докажем, что dx ф  Xd2 +  pd3, т. е. что между вторыми 

частями этих уравнений аналогичного соотношения не суще
ствует, если ранг матрицы ((3) есть 3.

Ранг матрицы (8), по § 31, одинаков с рангом матрицы:
а Ха2— ри*з Ъ2

«2
йо

хь
ъ
ь

рб Ас2

8

рс3 dx — Xd,
d,
d.

H'd

Если бы dx — Xd2 4* pd3, то все элементы первой строки
Основания теория детерминантов

\
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этой матрицы обратились бы в нуль по формуле (8). Поэтому 
ее ранг, а следовательно, и ранг матрицы (|3), не мог бы 
равняться 3, что противоречит предложению. Итак, d, Ф
=£ A d2 4 - К -

Умножая второе уравнение системы на Л и третье на [х, 
складывая их почленно и принимая во внимание равен
ства (8), мы получаем уравнение

* ** .

й^х  -f- byy  -f- схz =  X d 2 -f- [Х<̂ 3,
• ' \

противоречащее первому уравнению системы.
c) Есжи ранг каждой из матриц (а) и ((3) равен 2, то 

система имеет бесчисленное множество (оо1) решений.
Из рассуждений, приведенных при рассмотрении слу

чая Ь), видно, что в настоящем случае =  -f* Мз, и
первое уравнение системы есть следствие двух остальных; 
оно получается через почленное сложение второго и третьего 
уравнений, умноженных соответственно на X и [х.

Таким образом мы имеем в системе лишь два независи
мых уравнения; из них можно определить значения двух 
неизвестных в функции третьего, значения которого оста
ются произвольными.

d) Если ранг матрицы (а) равен 1, а ранг матрицы (|3) 
есть 2, система решений не имеет.

Так как в этом случае все миноры 2-го порядка детер
минанта D равны нулю, то коэфициенты уравнений системы
пропорциональны:

(«)
■— X̂ i j Ьг == Xbt , с2

% =  М 1, h с3
Если бы при этом удовлетворялись равенства

d Ы d M i, (О
то матр
виде:

2 —
цу (в) можно было бы переписать в следующем

а Ьг
Х% Xbt
[Л.% [Х&1 (ХСг M i

Но легко видеть, что ранг этой матрицы есть 1, а не 2, 
что противоречит предположению. Следовательно, сущеот*

по крайней мере, одно из неравенств!
та
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Умножение первого уравнения системы на Л и на р, 
приводит в этом случае, по крайней мере, к одному урав
нению, которое противоречит одному из остальных уравне
ний системы.

е) Если ранг каждой из матриц (а) и ((3) равен 1, сис
тема имеет бесчисленное множество (оо2) решений.

В этом случае удовлетворяются равенства (е) и (ц), и 
система содержит только одно независимое уравнение. Из 
него можно определить значение одного из неизвестных 
через два другие, значения которых остаются совершенно 
произвольными.

Если #, у, z обозначают прямолинейные координаты 
точки в пространстве, то каждое из уравнений системы есть 
уравнение плоскости. С геометрической точки зрения реше
ние рассматриваемой системы есть не что иное, как опре
деление точки пересечения трех плоскостей. • „ .:

В случае а) данные плоскости не параллельны и имеют 
одну общую точку.

В случае Ъ) две плоскости не параллельны, а третья 
параллельна прямой их пересечения. Три плоскости 
точек не имеют.

В случае с) две плоскости не параллельны, а третья 
проходит через прямую их пересечения.. Все точки этой 
прямой являются общими точками всех трех плоскостей.

В случае d) три плоскости параллельны и общих то
чек нет.

Наконец, в случае е) три плоскости параллельны и сов
падают в одну. Каждая точка этой плоскости является, 
общей точкой трех данных плоскостей.

3. Решить систему уравнений:

Так как Детерминант

2х ~ - Зу +  5z == 4,
Зж -f 4у —-22 == 5,:
кх +  Ъу +  6я =* 15,
1 х - - 2у - - 3z == 2.

2 — 8 5
*

4
3 4 — 2 5
4 5 6 15
7 — 2 — 3 2

равен нулю, то данная система имеет решение (§
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Ранг матрицы

2 * 1 СО 5

СО 4 -- 2
4 5 6

7 -- 2  - 1 СО

есть 3, потому что детерминант

2 -

со{ 5

СО »- 2
4 5 6

=  141 ф 0 .

Система имеет только одно решение (§ 34). Для нахождения его 
достаточно решить систему, составленную из первых трех уравнений 
данной системы. Сделав это, получим: — 1, 1.

4. Р е ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й :
' '

2х — Зу +  52 =  4,
Зж +  4 у — 2г =  5, - 

13ж -}- 6 у~р 42 =  ‘23,
Юж +  19у — 132 =  16.

Система имеет решения, так как детерминант

Ранг матрицы

2 —  3 5 4
3 ' 4 - —  2 5

13 6 4 23
10 19 -- 1 3 16

равен 2, потому что

•2 -- 3 5 2 •—  3 5 •

♦

3 4 —  2 9 — ?>
3 4 - - 2 SSS 3 4 — 2 = 13 6 4 =  0 и

4т .  О
3 4

.

«=
13 6 4 10 19 --1 3 10 19 --13

Ч

Г/фО.

Поэтому в системе лишь два независимых уравнения, а два других 
являются следствиями первых. Решая два уравнения системы, мы найдем 
выражения двух неизвестных через третье, значение которого остается 
произвольным. Система имеет бесчисленное множество (со1) оешений.

MitskevichOA
Прямоугольник
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&. Р е ш и т ь  с и о т е м у  у р а в н е н и й :

2ж 4  3у Ar kz — О, 
ж — 2у 4  5z — О, 

8ж4 у — 2z =  0.

Так как детерминант = П ф  О,

то система имеет единственное решение: 0.

6. Р е ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й :

2ж 4  Зу +  0,
х — 2у +  5z =  О,

Зж 4  8у 4  Вг =  0.

Так как детерминант
2 СО 4
1  -- 2 5
3

00 СО

то, кроме решения х ~  у — 
=  z =  0, система имеет ре
шения, доставляемые дэот
ношениями:

о

I

У нраашения.
1. Р е ш и т ь  с ю т е м у  у р а в н е н и й :

хАг у+  2 =  1,
ах 4- by -f- cz — к,

о?х 4* fe*y 4- сН — к2,

где а, Ь и с о б о з н а ч а ю т  н е р а в н ы е  м е ж д у  с о б о ю  
ч и с л а . "

( k - b ) l k - c )  (к—с) (к—a) ' { k - a j  (к-Ь)
Ответ, х — ---- гг-7----- г > У ~  тт—т т т ----\ > 2 “  ;------гг;— Г, •(а—fe) (а—с) ( (с — а)(с — Ь)

2. Р е ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й :
% '

ж4- у4-* 2 =  а 4-Ь 4-с,
Ьж 4  су 4  аг =  fee 4  са 4  efe,

сх4 аУ4  bz =  fee 4  са 4  <*&•

Ответ, ж =  а, у =  fe, 2 =* с.

MitskevichOA
Прямоугольник
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g. Р е ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н  и й:
ах +  бу +  cв -f- б +  

агх -f бау 4- еН «  [a -j- б +  с)2,
■ ч

беж +  cay +  =  0,

г д е  а ,б и с с у т ь  р а з л и ч н ы е  м е ж д у  с о б о ю  ч и с л а .

Ответ. ж =■= а л 4~ б -j— е 
(б —а) (с—а) У Ъ а б —1~ с 

(а-Ъ) (с-Ь) '

$

d ~j~ Ъ -f- с
■ W  >.ь

(а — с) ( б - с )  ’

4. Р е ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й :
* ^  .

Яж +  у  +  2 — 1,
ж -f Ау +  2 =  А ,
ж У 4* Аг =  А2,

г д е  А е с т ь  п е р е м е н н о е  ч и с л о .  И с с л е д о в а т ь  р е ш е н и е  
п р и  р а з л и ч н ы х  . з н а ч е н и я х  А.

Ответ. При Лф1  и Аф — 2 решение системы одно:
А 4-1 1 (А +  I )2

? '  У = Г + 2 ; г =  “Г+2- -
• •' ■ .....................  ■ • • •

При А =  1 система имеет оо2 решений; при А =  — 2 не имеет решений.
N . ’ •

• :  ̂ V -

5. Р е ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й :
* ь 4 7

. ;т , ж ф 2у -f 32 =  6,
4 ж + 5 у + б 2  — — 2,
7ж 4- Sy 4*92 9.

Ответ. Система не имеет решений.

6. Р е  ш и т ь с и с т е м у  у р а в н е н  и й:
ж -Ь у +  . , t  =  1, 

аж бу 4- С2 +
а2ж 4- б2у -f- с*2 4* АН=  А2, 
а8ж 4- б8у -(- с32 4- =  А8,

г де  а, Ь, с н А с у т ь  р а з л и ч н ы е  м е ж д у  с о б о ю
Ответ ж «  (^ — б) (А — с) (А — d)
Ответ. X (а _  6) {а _  с ) ( а  ^  •

ч и с л а.

л

9. Р е ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й :
ж 4- у 4- — 2,

Зж 4- 2у — *»= 0, 
5ж — Зу 4- Зг = 22, 
ж 4- 5у 4- 7г =  6.

Ответ, ж =  2, у 2, 2.



§ 39. У П Р А Ж Н Е Н И Я
i ,

8. Р е ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й :

Р Р  2 — 1.
4ж — у -J- Зг == О,
2& Р 7у р  9̂  s32 О,
2ж р  4- 4з =  О,

Ответ. Система не имеет решений.
/ Ф

9. Р е ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й :

1х 13у -Р Ш  р  6/ = О, 
Ъх -р 9у р  *7z р  4£ *= О, 
8х -р 12у -р. Hz. р  Tt = 0, 
kx р  10у Р  6з р  Zt =  0.

Ответ. х :у  : z: t =  5 : 1 : — 6 : 2.
А V *

10. Р е ш и т ь  с и с т е м у - у р а в  н е н и й :
. • • •  . . .  . «•

х\ 4" хг 4" хъ —: ах>
#2 ^ 4̂ ==
*з + Ч  + Ч  «8
*4 + % + =- а41

+ #1 + % =

1 жлОтвет. =  а* + а#> = й2'+ а5 — »)

** в  ч Р а% —  4  2  «; *« =  % + « » - т 2 а; ж*== «spe»
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