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Предислов1е.

До XVII стол'Ьэтя не существовало никакого общаго метода для ре
ш етя геометрическихъ вопросовъ, а въ XVI в., когда были положены пер- 
выя основы алгебры, она была приложена и къ р^шенш геометрическихъ 
вопросовъ, но въ каждомъ отд’Ьльномъ вопросЬ, величины данныя и иско
мый обозначались буквами и по уоишямъ задачи составлялись уравнешя, 
который затгЬмъ решались алгебраическими способами, въ результат^ по
лучалось алгебраическое выражеше, которое требовалось построить геоме
трически. Смотря по расположенш данныхъ въ задач’Ь, такое построен1е 
бываетъ возможно или невозможно, поэтому и задача, хотя и решена ком- 
бинащей алгебраическихъ символовъ, но конкретнаго значешя не представ- 
ляетъ. Стараясь истолковать геометрически всякое алгебраическое выра
жеше, дающее рЗшеше геометрической задачи, геометры нашли геометри-
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ческое значеше отрицательныхъ р'Ьшешй и предложили нисколько спосо- 
бовъ для геометрическаго представлешя мнимыхъ — воображаемыхъ коли- 
цествъ. Геометрическое значеше отрицательныхъ количествъ и разсматри- 
ваше мнимыхъ результатовъ, какъ реш етя, хотя не конкретныхъ пред
ставлений, но отвлеченныхъ, дало такую общность изсл'Ьдовашямъ, кото
рой древше геометры не могли достигнуть и это потому, что веЬ ихъ раз- 
суждешя происходили на чертежЪ, символами своихъ количественныхъ 
мыслей они не выражали, поэтому они не пришли ни къ отрицательнымъ, 
ни къ мнимымъ р'Ьшешямъ, которыя дали возможность включить въ одно 
выражеше веЬ случаи расположешя данныхъ въ задач'Ь; случаи эти древ- 
Hie геометры должны были разсматривать и доказывать отдельно.

Введете мнимыхъ выражешй дало возможность геометрамъ выра
жать предложешя между геометрическими данными, когда эти данныя 
такъ расположены, что предложеше конкретно перестаетъ существовать 

глазъ не видитъ, но отвлеченная комбинация символовъ не перестаетъ
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выражать свойство исчезнувшее для глаза, являющееся опять въ даль- 
шЬйшихъ комбинащяхъ конкретно въ виде предложешя, которое безъ 
этого могло-бы остаться неизв'Ьстнымъ. Безъ мнимыхъ—воображаемыхъ 
количествъ мнопя предложешя въ геометрш не было - бы возможности 
доказать.

Такая частность пр1емовъ для р'Ьшешя геометрическихъ задачъ и 
доказательствъ предложешй алгебраическимъ путемъ происходила отъ то
го, что не имели способовъ выражать уравнешями основныхъ элементовъ 
геометр1и точки и прямой, точки и плоскости. Что такое точка? Обыкно
венно точку опред'Ьляютъ, говоря, что это есть геометрическое мгъсто 
въ пространства, неимгьющее измгьретя. Зат'Ьмъ, если примемъ, что это
опред'Ьлеше даетъ возможность составить отчетливое понятае объ этомъ 
элементЬ, то прямую опред'Ьляютъ, говоря, что прямая есть такая 
тя, которая вполнгъ опредгьляется двумя данными точками; изъ этого 
определешя непосредственно следуете: что две прямыя пересекаются 
только въ одной точке. Если теперь заметимъ, что въ силу постулата 
Евклида, две прямыя лиши на плоскости всегда пересекаются въ одной 
точке, конечной или безконечно-удаленной, то мы будемъ. иметь следую
щую взаимность между точкою и прямою: прямая опредгьляется двумя 
точками, а точка двумя прямыми. Изъ этого видимъ, что въ отвлечен- 
номъ определенш, между точкою и прямою нетъ разницы, разница состо- 
итъ въ ихъ конкретномъ представленш, которое не имеете никакого зна- 
чешя, такъ какъ все дальнейший изследоBanin вытекаютъ изъ отвлечен- 
наго определешя, а не изъ конкретнаго ихъ представлешя. Такая же 
взаимность существуете между точкою и плоскостью въ пространстве.

Итакь, какой-бы ни взяли изъ этихъ двухъ элементовъ за основ
ной, другой будетъ имъ определяться тождественнымъ выражешемъ въ 
обоихъ случаяхъ, следовательно эти два элемента мы должны прини
мать какъ данные — известные, ясно представляемые. Изъ сказаннаго 
также видимъ, что необходимо два элемента въ плоскости или три эле
мента въ пространстве одного рода для определешя одного элемента дру
гого рода—две точки для прямой и две прямыя для точки, три точки 
для плоскости и три плоскости для точки, следовательно, если-бы можно
было одйнъ изъ элементовъ—точку или прямую, или плоскость, выра-
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зить уравнешемъ, то другой выразится двумя уравнешями. Изъ такой за
висимости между элементами — точкою и прямою на плоскости, точкою и 
плоскостью въ пространстве, вытекъ методъ двойственности, обобщивший 
геометрическое значеше алгебраическихъ уравненш.

Первая мысль общаго алгебраическаго способа, для решешя геоме
трическихъ вопросовъ и изследоваяш вообще, принадлежите французскому
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философу и геометру Декарту, который въ своей „Геометрш“, въ 1637 г.,
далъ первыя основы такого метода изслйдованш и приложилъ его къ ко-
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ническимъ сечешямъ.
Методъ Декарта, известный въ настоящее время подъ именемъ 

Аналитической Геометрш, даетъ возможность выразить уравнешемъ меж
ду двумя переменными количествами, всякую плоскую кривую, если ея 
свойство присущее каждой ея точке известно, и, обратно, каждое урав
неше съ двумя переменными количествами, представить геометрической 
фигурой. Онъ даетъ способъ выразить уравнешемъ между тремя перемен
ными всякую цоверхность въ пространстве, если известно свойство каж
дой ея точки, и обратно, каждое уравнеше между тремя переменными 
представляетъ поверхность. Такимъ образомъ вместо чертежа геометръ 
имеетъ передъ глазами рядъ уравнены, въ которыхъ неявно включены 
все свойства геометрическихъ фигуръ, подлежащихъ изследовашю, все 
разсуждешя обращаются въ комбинацш отвлеченныхъ алгебраическихъ за-
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коновъ, синтезъ древнихъ геометровъ потерялъ свою силу, напряженная 
деятельность мышлешя и воображешя заменяется алгебраическими нре- 
образовашями одного выражешя въ другое, непрерывная цепь среднихъ 
разсуждешй обращается въ механичесшя преобразовашя, такъ что ре- 
зультать наследованы является, какъ бы полученнымъ изъ хаоса и часто 
въ такой сложной комбинацш алгебраическихъ символовъ, что не представ
ляется возможности выяснить его геометрическое значеше. Вотъ почему 
Ньютонъ, Маклоренъ, Лейбницъ и друпе геометры свои изследовашя по 
новому методу переводили на синтезъ древнихъ геометровъ, такъ какъ 
считали новый методъ механическимъ. Но такой недостатокъ былъ устра-
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ненъ, по мере развитая этого замечательнаго метода, которому обязаны 
своимъ развитаемъ механика, физика и астроном!я.

Усовершенствовашя координатнаго метода Декарта были сделаны 
введешемъ понятая двойственности и введешемъ метода проэкщй. Двой
ственность состоитъ въ томъ, что на каждое уравнеше можно смотреть съ 
двухъ точекъ зрешя: какъ на выражеше перемещешя точки на плоскости 
или въ пространстве, или какъ на перемещеше прямой на плоскости или 
плоскости въ пространстве. Такой взглядъ на уравнеше даетъ возможность 
переходить отъ предложенш относительно точекъ къ предложешямъ отно
сительно прямой или плоскости въ пространстве, и обратно. Такое воз-
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зреше на аналитическое уравнеше дало необыкновенную общность методу 
Декарта. Какъ частный случай двойственности представляется методъ вза- 
имныхъ поляръ, такъ изящно разработанный Понселе. Методъ проэкцш, 
въ которомъ переходятъ отъ предложены относительно точекъ къ предло- 
жешямъ также относительно точекъ, отъ предложешй относительно пря-
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мои и плоскости къ предлоясешямъ также относительно прямой и плоско
сти. Этотъ послйдшй методъ достигь въ настоящее время такого совер
шенства, нто спорить съ методомъ Декарта и сделался совершенно неза- 
висимымъ отъ этого посл&дняго.

Въ методе Декарта трудно, иногда, оываетъ усмотреть геометрическое 
значеше извйстнаго результата, выраженнаго комбинащей алгебраическихъ 
символовъ, а тЬмъ болйе построить такое выражеше. Это заставило гео- 
метровъ нашего столеНя обратить внимаше на чисто геометричесше npieMbi, 
сл,Ьдств1емъ чего было появлеше сочинешй подъ различными назвашями, 
каковы: „Высшая Геометр1я“ (Geometrie superieure, Hohere Geometrie), 
„Новая Геометр1я“ (Modern Geometry, Neuere Geometrie), „Геометр1я поло- 
жешя“ (Geometrie de position, Geometrie der Lage), и тому подобный наз- 
вашя. Въ настоящее время наука эта известна подъ назвашемъ „Проэк- 
тивной Геометрш" въ силу того, что она основана на методй проэкцш. 
Изъ нея алгебраичесше npieMH совершенно устранены. До того просты 
методы проэктивной геометрш. что Штаудтъ написалъ свое замечательное 
сочинеше „Geometrie der Lage“, предполагая даже незнакомство читателя 
съ элементарной reoMeTpiefi. Самыя трудный задачи и свойства фигуръ 
на плоскости и въ пространстве не ускользаютъ отъ этого метода, кото
рый имйетъ громадное техническое приложеюе: въ перспективе, архитек
туре, механике и вообще во всехъ техническихъ отрасляхъ знашя. Пред-
ложенш служащш основашемъ метода проэкцш „ангармонш и гармонш 
мы уже встречаемъ въ сочинешяхъ Апполошя Пергскаго, Паппа, Дезарга, 
а полное развиНе—проэктивнаго метода, хотя не чисто геометрическое, 
дали Шаль, Понселе, Штейнеръ, Me6iycb и друпе, но ту чисто геометри
ческую форму, о которой мы упоминали, этому методу далъ Штаудтъ. 
Изучеше этого метода рядомъ съ методомъ Декарта даетъ ясное понима- 
ше весьма сложныхъ алгебраическихъ выражешй. Мы выше сказали, что 
Штаудтъ написалъ свою „Geometrie der Lage“ не предполагая даже зна
комства читателя съ „Началами" Евклида, поэтому элементарный курсъ 
проэктивной геометрш въ начальныхъ техническихъ школахъ принесъ бы 
несомненную пользу будущимъ практическимъ техникамъ.

Затймъ введенъ былъ въ Аналитическую Геометрш способъ сокра- 
щеннаго обозначешя уравненш прямой и точки въ нормальныхъ формахъ, 
который собственно есть ничто иное, какъ неявный переходъ отъ одной 
системы координатъ къ другой. Съ помощью его часто избйгаютъ весьма 
сложныхъ вычисленш и преобразован^.

Наконецъ введ ете  трилинейной и тетраэдрической системъ координатъ 
дало такую общность координатному методу Декарта, что этотъ посл'Ьдшй 
сделался частнымъ случаемъ трилинейнаго и тетраэдрическаго,
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Скажу теперь нисколько словъ о цЬли и содержанш настоящаго 
сочинешя. Основашемъ его послужили лекщи, читанный мною въ Импе- 
раторскомъ университетЬ св. Владим1ра, который были разработаны по 
болЬе извЬстньгмъ сочинешямъ по Аналитической Геометрш, существую- 
щимъ въ западно-европейской математической литературЬ. Если сравнить 
курсы Аналитической Геометрш, написанные въ началЬ настоящаго сто- 
лЬтая, какъ напр. курсъ Бурдона, съ курсами написанными въ послЬдше 
годы, то легко видЬть ту громадную разницу, которая существуетъ между 
ними. Читая курсъ Аналитической Геометрш въ продолжеши болЬе двад
цати лЬтъ и слЬдя постоянно за развитаемъ этой части математики я по- 
полнялъ и свои лекцш тЬми методами, которые явились въ этотъ про- 
межутокъ времени. Такимъ образомъ было написано настоящее сочинеше, 
содержаше котораго вкратцЬ привожу.

Прежде всего я предпосылаю иеторичесый очеркъ развитая Аналит. 
Геом., начиная отъ BieTa, т. е. съ XVI вЬка, до настоящаго времени, въ 
которомъ упоминаются всЬ почти сочинешя вышедппя въ этотъ трехсот- 
лЬтнШ промежутокъ времени, при чемъ указывается на содержаше сочи- 
ненш и что принадлежитъ каждому изъ авторовъ въ иеторш развитая 
этой отрасли математическихъ наукъ *). За историческимъ очеркомъ слй- 
дуетъ изложенie содержания самого предмема.

Все сочинеше состоитъ изъ двухъ частей: въ первой части излагает
ся Аналитическая Геометр1я на плоскости, а во второй—въ пространств^. 
Вторая часть изложена кратче, такъ какъ въ сущности это есть повторе- 
ше первой, только съ добавлешемъ третьей координаты; бол’Ье подробно 
изложены тЬ части ея, который существенно отличаются отъ Анал. Геом. 
на плоскости. Передаемъ вкратцЬ содержаше отдЬльныхъ главъ.

Первая часть. Въ гл. I изложенъ методъ координатъ Декарта съ 
пояснительными, необходимыми впослЬдствш примЬрами, и на одномъ изъ 
нихъ дано понятае о геометрическомъ мЬстЬ. Также дано представлеше 
о полярныхъ кбординатахъ, а въ концЬ помЬщены пояснительные при: 
мЬры. Въ гл. II излагается обстоятельно представлеше уравнешями гео- 
метрическихъ мЬстъ и показывается, какъ представляются уравнешями 
прямая лишя и всЬ коничесшя сЬчешя: эллипсъ, гипербола, парабола и 
кругъ, какъ частный случай эллипса. ДалЬе показаны уравнешя нЬсколь- 
кихъ кривыхъ третьей и четвертой степеней, каковы конхоида, циссоида 
и др., и наконецъ нЬсколько трансцендентныхъ кривыхъ. Въ гл. III изло
жено преобразоваше координатъ. Въ гл. IV показаны всЬ виды уравнешя 
прямой и даны примЬры для пояснешй. Въ гл. V и VI изложена двой-

*) Очеркъ этотъ былъ уже нами напечатанъ въ 1884 году, отдельною брошюрой;. 
РЪ настоящее время мы его немного дополнили.
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ственность координата; все виды уравнешя точки и примеры. Въ гл. YII 
показанъ сокращенный способъ и его приложеше къ прямой и точке. Въ 
гл. VIII даны задачи на прямую линпо и точку—геометрическая места. 
Въ гл. IX и X изложены ангармоничесшя свойства рядовъ точекъ и свя- 
зокъ прямыхъ лишй, и вообще все то. что известно въ настоящее время 
подъ именемъ проактивной геометрш, но изложено аналитически. Въ гл. 
XI излагается значеше и свойства однородныхъ уравненш. Гл. XII посвя
щена трилинейной системе координата. Въ гл. XIII дано геометрическое 
ионят1е о инвар1антахъ и ихъ значенш въ геометрш. Въ гл. XIV изло
жены свойства кривыхъ втораго порядка и ихъ делете  на классы; въ 
гл. XV изложено тоже, но съ точки зрйшя двойственности. Въ гл. XVI 
подробно изложены свойства вс'Ьхъ трехъ родовъ коническихъ сЬченш и 
приведены примеры. Въ гл. XVII и XVIII подробно изложены свойства 
круга и системы круговъ; все это пояснено примерами. Въ гл. XIX изло
жены условш, при которыхъ уравнеше второй степени распадается на два 
линейные множителя и представляетъ пару прямыхъ линий. Въ гл XX, 
XXI и XXII показаны услов1я перееЪчешя двухъ коническихъ сйченш; 
ангармоничесшя ихъ свойства и инвар1анты системъ коническихъ сЬче- 
н!й; последняя изъ этихъ главъ заканчивается построешемъ коническихъ 
еЬченш по даннымъ пяти услов1ямъ. Въ гл. XXIII и XXIV показаны 
геометрические методы взаимныхъ поляръ и проэкцш; въ последней изъ 
этихъ главъ въ конце показаны перееЪчешя конуса плоскостью.

Вторая часть. Въ гл. XXV изложенъ методъ координата въ про
странстве, при чемъ пояснено, что нредставляютъ уравнешя съ тремя 
переменными, съ двумя и съ однимъ; въ этой же главе показано реше- 
ше некоторыхъ существенныхъ вопросовъ. Въ гл. XXVI изложены свой
ства и все виды уравнешя плоскости. Въ гл. XXVII показаны свойства 
прямой, различные виды ея уравнешй, и примеры для различныхъ вза- 
имныхъ положенш прямой и плоскости. Въ гл. XXVIII изложена двой
ственность координата въ пространстве и примеры, какъ для прямой, 
такъ и для плоскости; показано значеше уравнешя съ тремя переменными 
съ точки зрешя двойственности. Гл. XXIX содержитъ сокращенный спо
собъ и примеры. Въ гл. XXX изложены: ангармошя, гармошя и инволю- 
щя связки плоскостей, а также примеры. Въ гл. XXXI показано преобра- 
зоваше координата въ пространстве и система тетраэдрическихъ коорди
ната. Въ гл. XXXII и XXXIII изложены обпця свойства поверхностей
втораго порядка и второй степени, со стороны двойственности. Въ гл. 
XXXIV изложены роды поверхностей, ихъ делеше на классы и признаки, 
по которымъ ихъ различаютъ. Въ гл. XXXVI показаны свойства централь- 
ныхъ поверхностей: эллипсоида, гиперболоида однополаго и двуполаго;
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при этомъ приведены примеры. Въ гл. XXXYII излагаются свойства по
верхностей неим'Ьющихъ центра: эллиптическш параболоидъ и гипербо- 
лическш параболоидъ. Гл. XXXVIII посвящена шару и системами шаровъ. 
Въ гл. XXXIX изложены обшдя поняПя о фокусахъ поверхностей, поверх
ности софокусныя, эллиптичесшя координаты и примеры. Наконецъ гл. 
XL, последняя, содержитъ образоваше поверхностей вообще и образован- 
ныхъ движешемъ прямой въ особенности, какъ напр. поверхности цилин
дрически, коничесшя, коноидальныя, косыя и развертывающаяся.

Таково вкратцЬ содержаше изданнаго мною сочинешя. Изъ общаго 
содержашя отдЬльныхъ главъ видно, что оно содержитъ всЬ части уни- 
верситетскаго курса Анал. Геом., но въ донолненномъ видЬ. Книга моя, 
я над'Ьюсь, можетъ служить пособ1емъ къ изученго Аналитической Гео- 
метрш и къ ознакомлешю съ современными состояшемъ этого отдела гео- 
MeTpin, т. е. въ томи видЬ, какой она получила благодаря трудамъ наи
более извГстныхъ геометровъ, каковы: Салмонъ, Гессе и Клебшъ. Класси
ческое сочинеше Салмона „Коничесшя еЬчешя“ было мною переведено на 
русскш языки въ 1860 году. Въ настоящее время книга эта библюгра- 
фическая редкость. Къ тому же на русскомъ языке была издана только 
Аналитическая Геометр1я двухъ измЬренш. Издавая настоящш трудъ я 
имели въ виду пополнить этотъ пробФлъ и надеюсь, что книга моя при- 
несетъ учащимся такую же пользу, какую принесло русское издаше „Ко- 
ническихъ С'ЬченШ“ Салмона двадцать лети тому назадъ. Первоначально 
трудъ мой были дважды изданъ литографически въ 1883 и 1884 годахъ. 
Сделавъ некоторый измЬнешя и исправлешя я решился его напечатать.

При составленш наСтоящаго сочинешя я пользовался, главными обра- 
зомъ, классическими трудами Салмона, сочинешями Клебша, Гессе и пре
красными курсомъ Аналитической Геометрш, составленными профессоромъ 
Лувенскаго университета Карнуа. Привожу ниже более подробный пере
чень главныхъ пособШ, которыми я пользовался при чтеши лекцш въ уни
верситете и при изданш настоящаго сочинешя.
Baltzer, 
Bourdon,

Carnoy,

Chasles, 
Chasles, 
Clebsch,

Analytische Geometrie. Leipzig, 1882, in-8.
Application de l’Algebre a la Geometrie comprenant la geometrie 
analytique a deux et a trois dimensions. Paris, 4 ed. 1837 in-8. 
Coursde Geometrie analytique, Vol. I. Geometrie plane; 3 ed. 1880, 
Paris, in-8.—Vol. II. Geometrie de l’espace; 3 ed. 1881, Paris, in-8. 
Traite de Geometrie superieure. Paris, 1852, in-8.
Traite des Sections coniques, 1-e partie. Paris, 1865, in-8. 
Vorlesungen liber Geometrie. Hrsg. v. Lindemann. Bd. I, Th. 1—2. 
Leipzig, 1875. Также французское издаше: Lemons sur la Geo- 
m6trie. T. I—III, Paris, 1879—80—83, in-8,
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Hesse,

Hesse,

Hesse,

Cremona, Elementi di geometria projectiva. Vol I. Roma, 1873. in-8. 
Cremona, Introduzione ad una theoria geometrica delle Curve piane. Bologna,

1862, in-4.
De Volson Wood, The elements of Coordinate Geometry in three parts. I.

Cartesian Geometry, II. Quaternions, III. Modern Geometry. New 
edition. New-York. 1882, in-8.
Vorlesungen uber die Analytische Geometrie der geraden Linie, 
des Punkts und des Kreises in der Ebene. Leipzig, 1865, in-8. 
—3 Aufl., rev. von S. Gundelfinger. Leipzig, 1881, in-8. 
Vorlesungen uber die analytische Geometrie des Raums. Leipzig,

#

1861, in-8.—3 Aufl. rev. von S. Gundelfinger. Leipzig, 1876, in-8. 
Vier Vorlesungen aus der Analytischen Geometrie. Leipzig, 1866, 
in-8.
Sieben Vorlesungen, aus der Analytischen Geometrie der Kegel- 
schnitte. Leipzig, 1874, in-8.
Die Geometrie der Lage. Vertrage von Dr. Th. Reye. 2 Aufl. Ha
nover, 1877—80, in-8.

Salmon, A treatise on Conic Sections. 3 ed. London, 1855, in-8.
Salmon, A treatise on Conic Sections. 6 ed. London, 1879, in-8.
Salmon, Analytic Geometry of three dimensions. 3 ed. Dublin, 1874, in-8. 
Salmon, Treatise on the higher plane curves. 2 ed. Dublin, 1878, in-8. 
Стрекаловт», Курсъ аналитической геометрш. Т. I. Кривыя перваго порядка

и перваго класса. СПБ. 1884, in-8.

Въ заключеше считаю долгомъ принесть искреннюю благодарность 
Совету Императорскаго университета св. Владиьпра за nocodie, оказанное 
при напечаташи настоящаго сочинешя.

Hesse,

Reye,

М. Ващенко-Захарченко.

Шевъ, февраль 1887 г.
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В в е д е ш е .
Исторически очеркъ развитая аналитической геометры.

Первоначальный основы Аналитической Геометрии были положены зна
менитыми французскими математикоми XVI в^ка Вгетомъ (1540— 1603 г.). 
Они первый сделали нововведеше ви тогдашнюю Алгебру, введя ви нее 
символы и показави, каки при помощи ихи могути быть производимы вы- 
числешя. Обозначая буквами величины известный и неизвестным, BieTH 
создали науку о символахи и показали каки эти символы подчиняются 
всеми темп дгЬйств1ями, которыя производили до него только наДи числа
ми. Первыя основы своего метода BieTH изложили ви 1591 г. ви своеми 
„Введенш ки искусству аналитики" !) и ви посл’Ьдующихи добавлетяхн ки 
этому сочинешю. Необыкновенную важность своего нововведешя ясно соз
навали уже сами BieTH, говоря: „что методи его даети возможность ре
шить самый важный вопроси, а именно: задачу о р'Ьшенш вейхи задачи" * 2). 
Показави каки алгебраическими путеми могути быть решены различные 
геометричесше вопросы, решаемые до него построешемн, BieTH внеси ви 
изсл’Ьдоваше геометрическихи вопросови новое направлеше, которое послу
жило ки бол’Ье тесному cближeнiю Алгебры си Геометр1ей.

/

r) Francisci Vietae in artem analiticam Isagoge, 1591, Tours, pet. in-fol. Дополне-
*

шемъ къ этому сочиненш служило другое, заглав1е котораго: Ad Logisticem speciosam No- 
tae priores. Оно было напечатано только послй смерти автора въ собранш его сочиненш, 
изданномъ подъ заглав1емъ: Francisci Vietae Opera Mathematica in unum Volumen conges- 
ta, ac recognita; Opera atque studio Francisci h Schooten Leydensis. Lugduni Batavorum. 
1646. in—4. Первыя два поименованныя сочинешя BieTa переведены на француз, яз. и на
печатаны въ Bullettino di Bibliografia е di Storia delle Scienze matematiclie e fisiche. Roma.
T. I, pag. 223—̂ 276.

2) Denique fastuosum problema problematum ars Analitice, triplicem Zetetices Po- 
ristices et Exegetices formam tand m induta, iure sibi adrogat, Quod est nullum non pro
blema solvera (In artem analiticam Isagoge cap. VIII, 29).

2



Замечательная попытка В1ета получила дальнейшее развиие только 
благодаря французскому философу Декарту (1596— 1650 г.), котораго по 
справедливости считаютъ истиннымъ творцемъ Аналитической Геометрш, 
хотя весьма вероятно, что первоначальную идею своего метода Декартъ 
почерпнулъ изъ сочиневШ BieTa. Методъ свой Декартъ изложилъ въ пер
вый разъ въ 1637 г. въ своей „ Геометрш “, составляющей прибавлеше къ 
философскому трактату J). Особенность метода координатъ созданнаго Де- 
картомъ, заключается въ томъ, что онъ внесъ въ Геометрш, при решенщ 
вопросовъ различнаго рода характеръ общности, который она до него не 
имела. До Декарта геометры изследовали только частныя свойства неко- 
торыхъ кривыхъ; такое направлеше существовало у всехъ древнихъ гео- 
метровъ. Методъ внесенный въ Геометр1ю Декартомъ придалъ ей харак
теръ, который она до него не имела, такъ какъ при помощи одной фор
мулы стало возможно выразить свойства, принадлежащая целымъ классамъ 
кривыхъ. Благодаря новому направленш, данному Декартомъ, Геометр1я 
быстро подвинулась впередъ и развитое ея оказало несомненную пользу раз- 
витш другихъ отраслей математическихъ наукъ. Особенно много подвину
лась впередъ Алгебра, символичесте npieMbi которой стали принимать на
глядную форму и стали благодаря этому более понятны, вследствш ихъ 
осязательности. Однимъ изъ первыхъ приложешй Геометрш къ Алгебре 
было объяснеше значешя и применеше отрицательныхъ корней уравнешй, 
о которыхъ древше математики имели весьма неотчетливое представлеше 
и которые ими старательно избегались. Начиная съ Декарта развито Гео- 
метр1и и Алгебры идетъ рука объ руку и развито одной тесно связано съ 
развитомъ другой. Методъ Декарта былъ подготовительнымъ путемъ къ 
блестящему открытш Лейбница и Ньютона—дифференщальному нечисленно.

Методъ координатъ былъ примЬненъ Декартомъ только на плоскости 
къ Геометрш двухъ измеренш. Сознавая всю важность и значеше своего 
метода Декартъ не ограничился приложешемъ его къ плоскимъ кривымъ,

А

а показалъ также его приложеше къ кривымъ двойной кривизне въ своей 
теорш кривыхъ двойной кривизны. Для этой цели онъ изъ точекъ кривой, 
лежащей въ пространстве, опускалъ перпендикуляры на две взаимно пер
пендикулярный плоскости; проэкцш этихъ перпендикуляровъ. образовали 
две плостя кривыя, положеше каждой изъ которыхъ онъ относилъ къ 
двумъ осямъ координатъ, лежащимъ въ плоскости кривой, изъ которыхъ 
одна была пересечете двухъ плоскостей. Нр1емъ этотъ, какъ видно, давалъ *)
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*) Descartes, Discours de la Mdtliode pour bien conduire sa raison, et chercher la 
vdrite dans les sciences; plus la Dioptrique, les M6te6res et la Geom^trie, Leyde, 1637, 
in-4.



возможность, при помощи метода координата, определить положеше кривой 
въ пространстве. Методъ этотъ приводитъ къ системе координата трехъ 
измерений и къ представленш поверхностей въ виде уравнешя между тре
мя переменными. Но прошелъ значительный перйдъ времени пока геомет
ры освоились съ методомъ координатъ и первоначально ограничивались 
только прим'Ьнешемъ его къ плоскимъ кривымъ.

Методъ координата Декарта, какъ всякое нововведеше, былъ встре- 
ченъ многими изъ современниковъ автора „Геометрш“ съ неудовольеттаемъ. 
Къ числу противниковъ новаго метода принадлежалъ также французский 
геометръ Роберваль (Roberval, 1602— 1675) подвергши „Геометрю“ Де
карта самой строгой критике; известность Роберваля среди современныхъ 
ему математиковъ только способствовала распространению метода коорди
натъ. Есть основашя полагать, что критикуя сочинешя Декарта Роберваль 
руководствовался не чувствомъ справедливости, а скорее действовалъ подъ 
вл1яшемъ зависти, такъ какъ впослРдствш имъ самимъ былъ примененъ 
методъ Декарта въ одномъ изъ своихъ сочиненй J). Къ числу сторонниковъ 
метода Декарта принадлежалъ французски математикъ Ферма (1601— 1665), 
которому некоторые изъ аналитическихъ пр1емовъ Декарта были известны 
еще ранее выхода въ света „Геометрш“, но снещальный характеръ его

с -

изследован1й, основанныхъ имъ, большею частью, на созданномъ имъ ме
тоде „maximis и minimis* ближе подходить къ геометрическимъ изслЬдова- 
шямъ древнихъ геометровъ * 2). Другой сторонникъ новаго метода былъ другъ 
Декарта французъ Де-Боне (De-Beaune, 1601— 1652), написавши коммен- 
тарш на „Геометр1ю“ 3), которые очень ценились самимъ Декартомъ. Де-Боне 
установилъ новыя воззр^шя въ Аналитической Геометрн кривыхъ линй, 
онъ первый указалъ на связь существующую между уравнешемъ и свой
ствами касательной и соответствующей ей кривой. Комментарш Де-Боне 
появились въ печати въ первый разъ при обширномъ комментарн на „Гео-
метрш“ Декарта, сделанномъ голландскимъ математикомъ Ванъ-Шотеномъ

-  /

(1581— 1661). Въ другомъ изъ своихъ сочиненЙ озаглавленномъ „Матема-
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*) De resolutione aequationum. Сочинете это напечатано было посл£ смерти Робер- 
валл вм&ст£ съ другими его сочинешями въ сборник!*: Divers outrages de mathematiques 
et de physique, par M. M. de PAcademie Royale des Sciences. Paris 1693 in-fol.

2) Сочинете Ферма „о наибольшихъ и наименыиихъ величинахъ“ до насъ не дошло 
въ подлинник!*, а сохранилось въ изданш сочиненш Ферма: Yaria opera mathematica D. 
Petri de Fermat, senatoris Tolosani; Tolosae, 1679, in-fol.

8) Geometria, a Renato Des Cartes anno 1637 gallice edita, nunc autem cum notis 
Fiorimondi de Beaune, incuria Blaesensi consil. regii, in linguam latinam versa opera 
Franc, a Schooten, Lugd. Batav. 1649, in-4. Есть еще издашя 1669 и 1683 годовъ.
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тичесшя упражнешя“ 1) Ванъ-Шотенъ примени л ъ методъ координатъ къ 
Р'Ьшешю многихъ весьма сложныхъ и интересныхъ вопросовъ высшей гео- 
метрш. Методъ этотъ онъ съ успйхомъ прим’Ьнилъ въ Ш -ей книге этого 
сочинешя, дредметъ которой относится къ возстановлешю утеряннаго сочи
нешя Аноллошя „Плосшя места". Въ У-й книге того же трактата Шотена 
мы находимъ первое приложеше метода координатъ къ кривымъ въ прос
транстве. Это былъ первый шагъ къ Аналитической Геометрш трехъ изме
рение Изъ числа другихъ последователей метода Декарта упомянемъ еще 
голландскихъ математиковъ: Бита (Witt, 1632— 1672), С луза (Sluse, 1623 
— 1685), Гудда (Hudde, 1633— 1704), Гюйгенса (Huyghens, 1629— 1695), 
Банъ-Герета (Van-Heuraet), англичанина Бейля  (Neil, 1630— 1677), усво- 
ившихъ методъ координатъ и применявшихъ его при р'Ьшеши различныхъ 
геометрическихъ вопросовъ. Последше два геометра, именно Ванъ-Геретъ 
и Нейль, одни изъ первыхъ занимались вопросомъ о спрямлеши кривыхъ. 
Нельзя также пройти молчашемъ довольно обстоятельные комментарш на 
„Геометр1ю“ Декарта, написанные 1езуитомъ (1663— 1628)2).

Первое сочинеше относящееся къ коническимъ сечешямъ, въ кото- 
ромъ былъ приложенъ методъ Декарта, было написано въ 1665 году ан- 
глшскимъ математикомъ Баллисомь (1616— 1703) 3). Сочинеше это не за-
ключаетъ ничего особеннаго, такъ какъ Валлисъ въ своихъ геометрическихъ 
изсл'Ъдовашяхъ большею частш всегда слгЬдовалъ синтетическому методу 
древнихъ, творешя которыхъ онъ очень цЪнилъ. Несравненно важнее при- 
ложеше метода Декарта, которое сдйлалъ Валлисъ въ своей „АриеметикЬ

Л |

безконечныхъ" 4) къ методу нед-Ьлимыхъ итал1анскаго математика Кавалери 
(Cav alien, 1598— 1647) ✓  -

Одновременно съ Декартомъ друпе современные ему геометры, про
должая заниматься изучешемъ сочиненш древнихъ греческихъ геометровъ 
Аноллошя и Панна, изслЪдовали геометричесше вопросы съ иной точки 
зр^шя—съ синтетической. Обобщая выводы древнихъ и продолжая далее 
кругъ геометрическихъ изслйдовашй они оказали также не малое вл1яше 
на последующее развиие Аналитической Геометрш. Изъ числа такихъ гео
метровъ первое м^сто принадлежитъ другу Декарта Дезаръу (1593— 1662) 
и ученику последняго известному Паскалю (1623— 1662). На труды этихъ 
геометровъ долгое время не было обращено должнаго внимашл, такъ какъ 
изследоваше геометрическихъ вопросовъ синтетическимъ путемъ постепенно

9  Exercitationes mathematicae, Amsterd., 1657.
2) Babuel, Commentaires sur la Geometrie de M. Descartes. Lyon, 1730, in-4.

8) Wallis, De Sectionibus Conicis, Oxon., 1665, in-4.
*) Wallis, Arithmetica infinitorum, sive nova methodus inquirendi in curvilinearum 

quadraturam aliaque problemata, Oxon., 1656, in-4.
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вытеснялось новымъ методомъ координатъ Декарта. Только въ началЕ ны- 
нЕшняго столЕт1я на синтетическш методъ изслЕдованш было обращено 
снова вниман1е и онъ далъ блестяшде результаты. Сочинешя Дезарга каса
лись многихъ геометрическихъ вопросовъ интересныхъ по своему существу, 
кт> сожалЕшю авторъ ихъ писалъ въ видЕ набросковъ, сообщая читателями 
только основныя положешя и результаты. Главное изъ его сочиненШ,—на
печатанное въ 1639 г.,—имЕло предметомъ коничесшя сЕчешя1); методъ из- 
елЕдовашя Дезарга примЕненный въ немъ были основанъ на методЕ перс
пективы. Сочинеше это дошло до насъ только благодаря коши снятой съ 
напечатаннаго экземпляра геометромъ Лагиромъ. Въ сочинеши этомъ нахо
дится много замЕчательныхъ изслЕдованш и воззрЕнш автора, такъ напр. 
Дезаргъ первый высказалъ явно положеше выраженное Евклидомъ неявно 
въ своемъ постулатЕ, что если разсматривать прямую, какъ продолженную 
въ обЕ стороны въ безконечрость, то ея противоположные концы сходятся. 
Въ этомъ же сочинеши Дезарга изложены основныя начала теорш инволю- 
цш, которыя внослЕдствш, благодаря французскому геометру Шалю, стали 
однимъ изъ основанш новЕйшей Геометрш; также Дезаргу мы обязаны 
основными положешями метода сЕкущихъ и метода поляръ и полюсовъ на 
плоскости и въ пространствЕ. ПослЕднш методъ, который нЕкоторые при
писывали французскому геометру Лагиру, послужилъ основашемъ метода 
взаимныхъ поляръ. Геометричесшя изслЕдовашя и методъ Дезарга высоко 
цЕнились Декартомъ, не смотря на то что методы ихъ были различны; 
говоря о заслугахъ Дезарга Декартъ въ письмЕ къ Мерсенну говоритъ, 
„что Дезаргъ первый внесъ въ геометрическая изслЕдовашя направлеше 
и характеръ, который онъ, Декартъ, пазываетъ метафизикой Геометрш и 
который никЕмъ не былъ прилагаемъ кромЕ Архимеда “.

Направлеше внесенное въ геометрическая изслЕдовашя Дезаргомъ на
шло послЕдователя въ лицЕ французскаго философа Паскаля, который так
же слЕдовалъ синтетическому пути. Методъ этотъ Паскаль примЕнилъ съ 
рЕдкимъ успЕхомъ въ своемъ сочиненш „Коничесшя СЕчешя" въ шести 
книгахъ. Къ сожалЕшю сочинеше это въ настоящее время утеряно, хотя 
еще въ 1676 году Лейбницъ въ бытность свою въ ПарижЕ имЕлъ его въ 
рукахъ и упоминаетъ о его содержанш. Указашя на содержаше этого за- 
мЕчательнаго сочинешя сохранились также въ дошедшемъ сочиненш Пас
каля „Опытъ коническихъ сЕченШ", написанномъ въ 1640 году 2). Въ не-

!) Brouillon project d’une atteinte aux evenements, des rencontres d’un сбпе avec 
un plan, et aux evenements des eontrarietes d’entre les actions des puissances ou forces 
Paris, 1639.

2) Сочинеше это было издано только въ 1779 г., подъ заглашемъ: „Essai pour les 
coniines", въ полномъ изданш сочинеши Паскаля, даннымъ Bossut.
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дошедшемъ до насъ трактате Паскаля были положены основы предложенШ, 
касающихся ангармоническихъ отношешй, и дано также дальнейшее раз- 
BHTie теорщ инвoлIoдiи Дезарга. Въ „Опыте “ Паскаля были указаны свой
ства шестиугольника, вписаннаго въ коническое сечеше. Шестиугольникъ 
этотъ Паскаль называлъ „мистическимъ.“ Коничесшя сечешя Паскаль об- 
разовывалъ съ помощью круга, применяя начала перспективы, и свойства 
ихъ выводилъ изъ свойствъ круга.

Другой современникъ Декарта, также одинъ изъ его друзей, фран- 
цузъ Мидоржъ (1585— 1647) первый написалъ во Франдш сочинеше по 
коническимъ сечешямъ, вышедшее въ 1631 г. въ двухъ книгахъ; въ 1641 г. 
оно было авторомъ дополнено и издано въ четырехъ книгахъ !). Методъ 
изследовашй Мидоржа следуетъ отнесть къ синтетическому методу древ- 
нихъ, который онъ стремился обобщить и расширить.

Последователемъ метода Паскаля былъ • также известный знатокъ 
творешй древнихъ греческихъ геометровъ голландецъ 1езуитъ Гр. де-Сенъ- 
Венсенъ (Gregoire de-St.-Vincent, 1584— 1667), обогативппй теорго кони- 
ческихъ сеченш множествомъ предложены, найденныхъ имъ* 2).

Въ духе древнихъ геометровъ разработывалъ теорш коническихъ се- 
ченш также французскШ математикъ Лагиръ (La-Hire, 1640— 1718) напи- 
савпий несколько сочиненШ, изъ которыхъ главное „Трактатъ коническихъ 
Сеченш“ напечатанный въ 1685 г . 3). Хотя Лагиръ былъ основательно 
знакомъ съ методомъ координатъ Декарта, но онъ предпочиталъ произво
дить свои изследовашя методомъ синтетическимъ, впрочемъ въ значитель
ной степени разнящимся отъ нр1емовъ древнихъ. Лагиръ инымъ образомъ 
образовывалъ коничесшя сечешя чемъ древше. Онъ принадлежалъ къ 
числу последователей Дезарга, который норучилъ ему даже окончаше 
одного изъ своихъ сочиненш по прикладной математике.

Первый геометръ представивший поверхность въ виде уравнешя между 
тремя переменными, насколько известно, былъ французъ Паренъ (1666— 
1715). Соображешя свои по этому вопросу онъ представилъ въ мемуаре,

г) Mydorgius, Prodrom. Catoptric, et Dioptricum, Parisiis 1641, in-fol. „Коничесмя 
С4четяи были введешемъ къ сочиненш, содержан1е котораго Катоптрика и Дюптрика. 
Введен1е это должно было заключать восемь книгъ, но послйдшя четыре не были напеча
таны.

2) Gregorio a St-Vicentio, Opus geometricum quadrature circuli et Sectionum coni, 
decern librie comprehensum. Vol. I—II, Antverp. 1625, in-fol. Въ сочиненш этомъ авторъ 
даетъ невЬрное pinienie задачи квадратуры круга. Ошибочность выводовъ первый указалъ 
Декартъ.

3) Sectiones conicae in novem libros distributae. Parisiis, 1685, in-fol.
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читанномъ имъ въ 1700 г. въ Парижской Академш Наукъ. Въ другомъ 
своемъ сочиненш Паренъ находитъ уравнеше шара, уравнеше касательной 
плоскости къ шару, уравнеше яЬкоторыхъ поверхностей третьей степени и 
кривыхъ двойной кривизны и многое другое1). Нововведеше Парена оказало 
несомнЬнныя услуги развитш Аналитической Геометрш трехъ измЬренш.

Методъ координатъ въ пространств^ въ первый разъ обстоятельно 
былъ изложенъ франдузскимъ геометромъ Клеро (1713—1765), въ 1731 г., 
въ сочиненш: „Трактатъ о кривыхъ двойной кривизны"2), которое онъна- 
писалъ имЬя всего шестнадцать лЬтъ. Въ этомъ сочиненш показано при
мкнете координатъ въ .пространствЬ къ поверхностямъ и кривымъ двойной 
кривизны, происходящихъ отъ ихъ пересЬчешя. Изъ другихъ математиковъ 
способствовавшихъ развиию Анал. Геом. трехъ изм’Ьренш укажемъ еще на 
французскаго геометра аббата Де-Гуа (1713—1788) автора сочинешя по 
теорш кривыхъ 3), въ которомъ онъ даетъ пр1емы для нахождешя касатель- 
ныхъ, ассимптотъ и кратныхъ точекъ кривыхъ всевозможныхъ степеней. 
Онъ первый показалъ, что нЬкоторыя изъ этихъ точекъ могутъ лежать на 
безконечности. Методъ Декарта нашелъ также примЬнеше въ сочиненш
швейцарскаго геометра Крамера (1704— 1752), озаглавленному „Введете

%

въ анализъ алгебраическихъ кривыхъ"4) и въ сочиненш француза мар
киза Лопиталя (1661— 1704), озаглавленномъ „Аналитический трактатъ
коническихъ сЬченШ"5). Въ послЬднихъ двухъ сочинешяхъ подробно из
ложена аналитическая теор1я кривыхъ линШ и поверхностей.

Знаменитый Леонардъ Энлеръ (1707— 1783), членъ СПБ. Академш 
Наукъ, также изложилъ основашя аналитической теорш различныхъ гео- 
метрическихъ кривыхъ въ своемъ сочиненш: „Введете въ анализъ без- 
конечныхъ", написанномъ въ 1748 г .6). ИзслЬдоватя свои онъ распро- 
странилъ на Геометрш трехъ измЬренШ и первый изслЬдовалъ уравнешя 
съ двумя и тремя перемЬнными, заключаются уравнешя поверхностей 
втораго порядка. ИзслЬдоватя Эйлера занимательны по своей удобопо
нятности и общности.

1) Parent, Essai et recherches de physique et de mathdmatiques. Paris, 1713. 3 vol
in-12.

2) (lairaut, Recherches sur les courhes a double courbure. Paris, 1731, in-4.
8) he-Gua, Usage de l’analyse de Descartes, pour ddcouvrir sans le secours du cal- 

cul differentiel, les proprietes ou affections principales des lignes geometriques de tous les 
ordres. Paris, 1740, in-12.

4) Cramer, Introduction a l’analyse des lignes courbes algebriques. Geneve. 1750,
in-4.

5) L ’Hospital, Traite analytique des sections coniques. Paris, 1720, in-4.
e) L, Euler, Introductio in Analysin infinitorum, Yol. I—II. Lausanne, 1748, in-8,
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Первый изъ геометровъ изсл'Ьдовавпий вопросъ о кривыхъ высшихъ 
порядковъ во всей его общности былъ великш Нъютонъ (1642— 1727). 
Работы его по этому предмету изложены въ сочиненш: „Перечислеше кри
выхъ третьяго порядка14). Ньютонъ насчитываетъ 72 вида различныхъ 
кривыхъ третьяго порядка, которыя онъ д'Ьлитъ на пять классовъ. Онъ по- 
казываетъ, что онгЬ образованы перспективной проэкщей пяти кубическихъ 
параболъ, подобно тому какъ веЬ кривыя втораго порядка образованы про- 
экщями круговъ. Также указаны были Ныотономъ различныя интересныя 
свойства принадлежащая алгебраическимъ кривымъ, но доказательствъ ни- 
какихъ этому онъ не далъ. Въ настоящее время даже трудно сказать, 
какъ онъ пришелъ къ этимъ выводамъ: путемъ-ли анализа или геометри- 
ческимъ? MHorie изъ вопросовъ чистой геометрш решены были Ньютономъ
въ первомъ отд'Ьл'Ь его знаменитаго сочинешя „Начала философш„* 2 *). Въ

^  ̂ # . . *

этомъ отд'Ьл'Ь изложенъ методъ Ньютона, которымъ онъ пользовался при 
рЬшенш различныхъ геометрическихъ вопросовъ, а также показаны мноия 
замЬчательныя свойства коническихъ сЬченш.

БолЬе обстоятельно была изложена Teopia кривыхъ, разсмотрЬнныхъ 
Ньютономъ, англшскими геометрами (1692— 1770) и Макло-
реномъ (1698— 1746). Первый далъ доказательства различныхъ свойствъ 
кривыхъ третьяго порядка перечисленныхъ Ньютономъ и прибавилъ къ 
нимъ еще четыре вида. ИзслЬдовашя Стирлинга составляютъ предметъ 
его сочинешя: „Кривыя третьяго порядка перечисленный Ньютономъ"8). 
Подобнаго же содержашя суть сочинешя Маклорена4 * * *), во второмъ изъ 
которыхъ онъ выводитъ наиболее интересныя и важныя свойства алгебраи- 
ческихъ кривыхъ синтетическимъ путемъ

Попытки классификации различныхъ кривыхъ были уже сдЬланы 
древними геометрами. Они сознавали что всякая кривая есть ничто иное 
какъ рЬшеше неопредЬленнаго вопроса Въ такомъ смысла древше назы
вали кривыя геометрическими мгьстами. Хотя они не имЬли понятая объ 
уравнешяхъ и объ представленш кривыхъ уравнешями, но они понимали, 
что геометрическая кривая есть мгьсто точекъ соотвЬтствующихъ безчис-

*) Isaac Newton, Euumeratio linearura tertii ordinis. Сочинете это есть прибавлеше 
къ „0птик4“ того же автора, напечатанной въ 1704 г.

2) Newton, Philosophiae naturalis principia matbematica. London, 1687, in-4.
s) Stirling, Lineae tertii ordinis Newtoniauae. Oxon. 1717, in-8.
4) Maclaurin, Geometria organica, sive descriptio linearum curvarum universalis,

Lond. 1719. in-4.
Maclawm, De linearum geometricarum proprietatibufe generalis tractatus. Lond.

1720, in-4.
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ленному множеству р^шенш, соотв'Ьтствующихъ предложенному вопросу. 
Декартъ указалъ на отличительная свойства двухъ видовъ кривыхъ, 
именно: геометрическихъ и механическихъ. По его опред’Ьленш

I

честя кривая суть тЪ, въ которыхъ точки кривой могутъ бать определена 
сочеташемъ двухъ движeнiй, между которвми существуетъ определенное от- 
HonieHie. Такова конхоида, циссоида и т. д. Къ числу механическихъ кри- 
вахъ принадлежать: спираль, квадратрикса, циклоида, логариемическая 
кривая и др., отношешя движенШ х>тъ которахъ оне происходятъ неиз
вестна. Это делеше кривахъ бало заменено впоследстш другимъ, пред- 
ложеннамъ Лейбницомъ (1646— 1716). Онъ все кривая отнесъ къ числу 
геометрическихъ, разделивъ ихъ на два класса: и
кривыя трансцендентный. Первая суть те въ которахъ ордината въ 
функцш абсцисса выражаются конечнамъ числомъ алгебраическихъ дей
ствий. Вторая суть те, въ которахъ эти функцш состоятъ йзъ безконеч- 
наго числа алгебраическихъ действШ, такова Sin, Cos, Tang, log и т. д. 
Классификащя алгебраическихъ кривахъ, какъ ма видели ваше, дана 
бала въ первай разъ Ньютономъ.

Ма перечислили все более известная сочинешя по Аналитической 
Геометрш написанная въ XYII и XVIII столеНяхъ и указали на ихъ ха
рактера Эти же сочинешя представляютъ постепенное развиПе метода ко-

*

ординатъ, созданнаго Декартомъ. Ма уже видели какъ Паскаль, Дезаргъ и 
друпе геометра стремились создать синтетический методъ, основаннай на 
новахъ методахъ, которай они постепенно вводили въ геометричесюя из
следовашя. Такой синтетический методъ балъ снова введенъ въ геометри- 
чесшя изследовашя въ начале настоящаго столеНя знаменитамъ француз- 
скимъ геометромъ Монжемъ (1746—1818), основателемъ политехнической 
школы, творцемъ „Начертательной Геометрш “ т). Предметъ Начерт. Геом. 
есть решеше различныхъ вопросовъ, относящихся къ фигурамъ въ простран
стве путемъ графическимъ—на плоскости. Методъ Монжа много способство- 
валъ более обобщенному воззрешю на фигуры вообще. Такимъ образомъ 
въ геометрическихъ изследовашяхъ разсмотреше различныхъ фигуръ и ихъ 
соотношешй въ пространстве являлось однимъ изъ самихъ главныхъ. Под- 
тверждешемъ этому отчасти могутъ служить классическое сочинеше Монжа 
„Приложеше Анализа къ Геометрш“ * 2), предметъ котораго происхождеше и 
свойства поверхностей, а равно и труды многочисленныхъ его учениковъ:

’) Моще, Geometric descriptive, Paris, 1794, in-4.

2) Monge, Application de 1’Analyse a la Geometric; des surfaces du i-e et 2-e degre, 
Paris, 1807—1809, in-8,
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Дюпена (1784— 18..) ]), Bio(1774— 1862) 2), (1785— 1880) 3),
Гашета (1769— 1834) 4), Понселе (1788— 1867) 5) и многихъ другихъ.

Понселе въ 1822 г. въ своемъ сочинени „Трактате о проэктивныхъ 
свойствахъ фигуръ“ далъ методъ проэкцн, въ которомъ отъ частныхъ 
свойствъ фигуръ восходятъ къ бол’Ье общимъ. Ташя свойства носять назва- 
Hie проэктивныхъ свойствъ фигуръ. Перспективная проэкщя еще ран4е 
была приложена къ геометрическимъ изсл'Ьдовашямъ Дезаргомъ, Ньютономъ 
и Паскалемъ, о чемъ мы упоминали уже выше, a Bnocfl^cTBin н'ЬмецкШ 
геометръ Ламбертъ (1728— 1777) въ своей „Перспектив^" 6) лриложилъ ее 
къ рЗшетю н'Ькоторыхъ весьма сложныхъ вопросовъ, при помощи преобра- 
зовашя ихъ въ болЪе простые. Но только Понселе въ проэктивныхъ свой
ствахъ фигуръ увид'Ьлъ весьма плодотворный геометрически методъ и при 
помощи его развитая далъ новый толчекъ къ возникновенш новМшаго син
тетического метода. Въ сочинени Понселе изложена также одна изъ бол&е 
важныхъ геометрическихъ теорШ, именно „Teopin взаимныхъ поляръ", пер
воначальные сл’Ьды которой некоторые математики усмотрели въ сочинеш- 
яхъ Дезарга. Еще рав£е, именно Лагиру въ 1685 г., было известно, что 
въ плоскости коническаго еЬчешя всякая точка съ прямою и всякая пря
мая съ точкою находятся въ изв'Ьстномъ соотношеши. Такое соотношен1е 
Понселе прим'Ьнилъ къ преобразованш одной фигуры въ другую, ей взаим
ную, и изъ него создалъ геометрически методъ, гд^ точкЬ въ одной фи- 
ry p i соответствуете прямая въ другой, и обратно. Французски геометръ 
Герюнне (1771— 1859) въ подобномъ соотношени двухъ взаимныхъ фигуръ 
у смотре лъ общее начало, изъ котораго съ того времени возникла новая 
точка зрешя при геометрическихъ изсл'Ьдовашяхъ. Начало это известно

') Dupin, Essai sur la description des lignes et des surfaces du second degre. 
Пом1лц. въ Journal de l’Ecole Poly technique, XIV cahier, 1808, p. 45—83.

Dupin,Developpements de G£om6trie, 1813, Paris, in-4.
Duptin, Applications de Geometric et de Mecanique, Paris. 1822, in-4.

21 Biot, Essai de Geometrie analytiqne, Paris, 1805, in-8.
Biot, Essai analytique des courbes et des surfaces, Paris, 1802. in-8.
3) Brianchon, Me moire sur les surfaces courbes du second degr6. Пом'Ьщ. въ Jour

nal de l’Ecole Polytechnique, XIII cahier, 1806, p. 297—311.
Brianchon, Memoire sur les lignes du second ordre. Paris, 1817, in-8.
4) Rachette, Elements de Geometric ix trois dimensions, Paris, 1817, in-8.
Hachette, Application de l’algebre ii la geometrie de trois dimensions, Paris, 1817,

in -8.
5) Poncdet, Traits des proprietes projectives des figures. Paris, 1822, in-8.
Poncelet, Th6orie generate des polaires reciproques. Cm. Journal C'rell. T. IV p.

1—71, 1829.
®) Lambert, Die freie Perspective. Zttrich. 1759, in-8,
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нышЬ поди именемъ двойственности координатъ (dualite). Назваше это вве
дено было Гергонномъ *).

Новая точка зр^шя введенная Понселе въ изсл'Ьдоваше геометриче- 
скихъ вопросовъ получила вскоре быстрое развитее. Незадолго до появлешя 
сочинешя Нонселе появилась въ 1803 г. „Геометр1я положешя “ * 2) фран- 
цузскаго геометра Карно (1753— 1823), къ которой авторъ изсл'Ьдуетъ свой
ства фигуръ въ зависимости отъ ихъ положешя. Главное нововведеше Карно 
въ его „Геометрш“ заключается въ томъ, что онъ далъ геометрическое 
представлеше количествъ положительныхъ и отридательныхъ, что способ
ствовало значительно обобщешю геометрическихъ р'Ьшешй, въ томъ смысл’Ь 
что одного реш етя было достаточно, каковы бы ни были положешя раз- 
личныхъ частей фигуры. До Карно требовалось столько р'Ьшенш сколько 
было различныхъ расположешй частей фигуры.

Дальнейшему развитею геометрическихъ изсл'ЬдованШ много также 
содействовала новая геометрическая теоргя мнимыхъ количествъ, созданная 
въ начале настоятцаго века. Teopin эта дала блестяшде результаты въ сво- 
ихъ приложешяхъ къ различными вопросами математическаго анализа. Пер
вый 3) разсматривавшш выражеше | /—[ какъ условный символъ, выражающШ 
перпендикулярность, а выражешя вида dz a V—1 какъ представляю щ!я лиши 
перпендикулярный къ направлешямъ по которыми отсчитывались величины 
действительный, положительныя и отрицательный, были французсшй мате
матики Аршнъ (1768—1813), написавпнй въ 1806 г. сочинеше „Попытка 
представить мнимыя величины при геометрическихъ построешяхъ“ 4). Одно
временно съ Арганомъ тем ь же вопросомъ занимался аббатъ Бю э5) и 
Франсе 6). Дальнейпня обобщешя методъ Аргана получили благодаря тру-

*) Annales de Mathematiques, Т. XVI, 1825—1826, р, 209.

2) Carnot, Geometrie de position, Paris, 1803, in-4.
Carnot, Tlieorie des transversales, Paris, 1806, in-4.

*) Первая попытка представить геометрически мнимыя выражешя принадлежить прус
скому геометру Кюну (Kuhn, 1690—1769), автора мемуара: Meditationes de quantitatibus 
imaginariis construendis et radicibus imaginariis exbibendis. Мемуаръ этотъ былъ напеча- 
танъ авторомъ въ 1750 году въ Novi Commentarii Acadera. Scient. Imper. Petropolit., T. Ш.

*) Argand, Essai sur une maniere de representer les quantites imaginaires dans les 
constructions geometriques. Paris 1806, in-8. Есть издаше 1873 г.

Б) Виёе, Мё moire sur les quantites imaginaires. Помещено въ Philosophical Tran
saction, 1806.

6) Frangais, Nouveaux principes de Geometrie de position, et interpolation g($ome- 
rique des symboles imaginaires. Помещено въ Annales de Mathematiques, T. IV, p. 222, 
228, 364; T. V p. 197; 1813—1815.



дамъ англичанина Варена *), француза Мурвя * 2) и наконецъ въ новой гео
метрической пгеорьи эквгтоленцш, созданной профессоромъ падуанскаго уни
верситета Беллавитисомъ въ 1832 году3). Правильное воззр'Ьше на геоме
трическое представлеше мнимыхъ выраженш им'Ьлъ также известный гер- 
манскш математикъ Гауссъ (Gauss, 1777—1855), предложивший 4) символъ 
i для выражешя Особенно удачныя приложешя геометрической тео-
pin мнимыхъ велйчинъ при изсл'Ьдованш различныхъ аналитическихъ воп- 
росовъ сд'Ьлалъ французскш математикъ Коши (1789— 1857) въ 1847 г .5). 
Методъ геометрическаго предетавлешя точки на плоскости при помощи 
мнимыхъ выраженш англШскш геометръ Гамильтонъ обобщилъ къ алгебраи
ческому представлешю точки въ пространств^. Методъ этотъ получилъ наз- 
ваше: метода кватерненовъ6 7). Упомянемъ еще англичанъ Пикока, который

р/
въ свой „Алгебр,Ьи 7) занимался символомъ ( +  ; и Грегори (1813 — 
1844), который въ одномъ изъ своихъ мемуаровъ предложилъ особенное 
геометрическое представлеше для мнимыхъ количествъ8). Оригинальное 
геометрическое представлеше мнимыхъ количествъ далъ еще современный

*) John Warren, A Treatise on the Geometrical Representation of the Square Roots 
of Negative Quantities, Cambridge, 1828, in-8. Дальнейшее развитее своей теорш авторъ 
даетъ въ Philosophical Transaction за 1829 г. pag., 241—254, 339—359.

2) Mourey, La vraie theorie des quantites n6gatives et des quantit6s pr^tendues ima- 
ginaires, Paris, 182^. in-8. Есть издате 1861 г.

3) Bellavitis, Metodo delle equipollenze (Cm. Annali delle scienze del regno Lom- 
hardo-Veneto, T. VII, 1837).—Sposizione del metodo delle equipollenze (Cm. Memorie della 
Societk Italiana delle scienz\ T. XXV, Modena, 1854). Последнее сочинете существуетъ 
во француз, переводе: Exposition de la methode des equipolences par G. Bellavitis, traduit 
par Laisant, Paris, 1874, in-8.

4) О мнимыхъ величинахъ Гауссъ упоминаетъ мимоходомъ, говоря объ составныхъ 
количествахъ. Онъ говоритъ, что если величины положительный и отрицательныя отсчиты
вать по горизонтальной линш на право и на лево, то мнимыя величины следуетъ отсчиты
вать по направленш перпендикулярному. См. Gottingischen gelehrten Anzeigen, Jahr 1831, 
St. 61, S. 625 и Theoria residuorum biquadraticorum, Commentatio 2-de, Gbttingae, 1832, 
pag. 16, art. 38 et 39.

5) Cauchy, Sur les quantites g6om£triques; Cm. Exercices d’Analyse et de Physique 
mathematique, T. IV, 1847, Paris, pag. 157—180.

6) Hamilton, On Quaternions, or on a new System of Imaginaries in Algebra, Cm. 
Philosophical Magazine, 1814, 1845.—On Symbolical Geometry. Cm. The Cambridge and 
Dublin Mathem. Journal, 1846, Vol. I; 1847 Vol. II. — Hamilton, Lectures on quaternions. 
Dublin, 1853, in-8.

7) Peacock, Algebra. Cambrid., 1842, in-8.
8) Gregory, On the elementary principles of the application of algebraical symbols 

to geometry. Помйщ. въ Cambridge Mathematical Journal, T. II. 1841.—Дальнейшее раз- 
вит1е своей мысли Грегори приложилъ въ сочиненш; Gregory, Exemples of the Differen. and 
Integral Calculus. Cambrid., 1841? in-8f
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франдузсшй геометръ Мари 1), съ помощью котораго онъ легко объяснили 
перюдичность не только интеграловъ простыхъ, но и кратныхъ.

Изъ новаго метода проэкщй Понселе, новаго воззрЬшя на геометри
ческое значеше мнимыхъ выраженШ, „Геометрш положешя" Карно воз
никла новейшая синтетическая геометр1я. Предметъ ея изслЬдованШ ка
сался въ началЬ только общихъ проэктивныхъ свойствъ фигуръ, впослЬд- 
ствш въ нее вошли также изслЬдовашя непроэктивныхъ—метрическихъ 
свойствъ. Поел!! Понселе франдузсшй геометръ Шаль (1793—1880) инЬ- 
медшй геометръ Штетеръ (1796— 1863), независимо одинъ отъ другаго, 
положили основашя новой синтетической геометрш, опредЬливъ отноше- 
шя существующая между проэкц1ей двухъ фигуръ, независимо отъ ихъ перс- 
пективнаго положешя. Услов1я эти легли въ основаше ихъ теорш. Труды 
этихъ двухъ геометровъ составили предметъ многочисленныхъ ихъ сочине- 
шй и мемуаровъ, изъ которыхъ болЬе важны „Высшая Геометр1я“ Шаля 2) 
и „ Геометричесшя построен ia произведенныя йри помощи неподвижнаго 
круга и прямой линш“ Штейнера 3). Вт^другомъ сочинеши „Систематичес
кое развиие взаимной зависимости геометрическихъ образовъ" 4) Штейнеръ 
излагаетъ свои геометричесшя воззрЬшя и подробно разбираетъ некоторые 
изъ методовъ новейшей геометрш, какъ напр. двойственность, проэктивность
и др. Около того же времени Геометрш положешя разработывалъ нЬмецшй 
геометръШтаутдъ (1798— 188.) авторъ сочинешя „Геометр1я положешя"5), 
содержащее много интересныхъ изслЬдованш. Весьма много интересныхъ 
геометрическихъ вопросовъ было рЬшено итал1анскимъ геометромъ 
рони (1750— 1800), изслЬдовавшимъ дЬлый рядъ задачъ, которыя онъ рЬ- 
шилъ въ своей „Геометрш диркуля" только съ помощью круга 6).

Новый методъ, внесенный въ изсл'Ьдовашя геометрическихъ вопросовъ, 
далъ самые блестящее результаты въ рукахъ такихъ гешальныхъ математи-

*) Maximilien Marie, Tlieorie des fonctions des variables imaginaires. T. I—Ш. 
Paris. 1874—76, in-8.

2) Chasles, Traite de Geometric Superieure, Paris, 1852, in-8.
3) Steiner, Die geometrischen Constructionen ansgefiihrt mittelst der geraden Linie 

und einem festen Kreises. Berlin, 1833, in-8.
4) Steiner, Systematische Entwickelung der Abbitngigkeit geom etrischer GeStalten von 

einander, mit BerOcksichtigung der Arbeiten alter und neuer Geometer iiber Porismen,
Projections-Methoden, Geometrie der Lage, Transversalen, Dualitat und Reciprocity und s. 
w. Berlin, 1832, in-8. Сочинеше это должно было состоять изъ пяти частей, но вышла 
въ свктъ только первая часть.

6) Staudt, Geometrie der Lage. Niirnberg. 1847, in-8 Beitritge zur Geometrie der 
Lage. Heft 1—2—3, 1856—60. Nttrnberg, in-8.

6) Mascheroni, La geometria del compasso. Pavia, 1797, in-8.
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ковъ, какъ Шаль и Штейнеръ. Методъ этотъ способствовалъ много расши- 
решю гранидъ геометрическихъ изследованш. При этомъ зам-Ьтимъ, что 
большую часть своихъ теоремъ Штейнеръ далъ безъ всякихъ доказательствъ, 
а приводить лишь ихъ сущность, между этими предложешями есть весьма 
сложныя; ихъ доказательствомъ впослЪдствш занимались MHorie геометры. 
Изъ более выдающихся сочинешй по Геометрш положешя укажемъ на со-

<

чинеше германскаго геометра Рейя, вышедшее въ 1868 г. т).
Быстрое развиПе синтетической Геометрш оказало также вл1яше на 

дальнейшее развиНе Аналитической;Геометрш. Явилась необходимость анали- 
тическаго толковашя новыхъ началъ геометрш и новыхъ воззргЬшй. Требова
лось методъ доказательствъ, усвоенный, синтетической геометр1ей, перевесть 
на аналитический языкъ. Этому оказалъ важную услугу немецкш геометръ 
Плюккеръ (1801— 1868), занимавшшся более глубокими и всесторонними из- 
следовашемъ аналитическихъ уравнешй. Плюккеръ показали въ 1828 г. 
въ своемъ сочиненш „Аналитически-геометричесшя развиПя" 2), какъ при 
аналитическом!. изследованш геометрическихъ задачи при ызвгЬстномъ соче- 
танш уравненш видны линш фигуръ и взаимное отношеше между ними. 
Совершенно справедливо заметили Плюккеръ, сказавъ: „формы моихъурав- 
нешй суть нолныя представлетя графическихъ построенш, въ которыхъ 
нетъ ничего посторонняго; это суть идеальныя, аналитическими символами, 
начертанныя фигуры"3). Благодаря ПлюккеруАналитическаяГеометр1ясо
вершенно изменилась и стала на должной степени своего развиНя. Более 
обстоятельно были изсл'Ьдованы Плюккеромъ кривыя 3-го порядка, которыя 
они разсматриваетъ въ зависимости отъ ихъ вида и формы, при чемъ даетъ 
полное перечислеше ихъ. Онъ насчитываетъ 219 кривыхъ 3-го порядка. Геоме- 
тричесшя свои воззретя Плюккеръ проводилъ во многихъ сочинешяхъ, изъ 
которыхъ бол^е важны следующая: „Аналитическая Геометр1я“ 4), „Teopia 
алгебраическихъ кривыхъ"5), „Геометр1я трехъ измерешй" 6). Кроме того 
Плюккеръ написалъ, подобно Шалю, множество мемуаровъ чисто геометри- 
ческаго характера.

*) Шуе, Die Geometrie der Lage. ТЫе 1—2. Hannover. 1866—68, in-8. Переве- 
дено также на французскШ языкъ нодъ заглав1емъ: Reye, G6ometrie de position. Par 1—2, 
Paris, 1880—81. in-8*

®) Plucker,Analytisch-geometrische Entwickelungen. Bd. I—II, Essen. 1828—31, in-4.

8) Plucker, Ueber Curven 3. Ordnung. J. Crelle Bd. XXXIV, 1847, S. 382. Воззр-Ь- 
шемъ этимъ, говоритъ Плюккеръ, я обязанъ Монжу.

4) Plucker, System d. Analytischen Geometrie, Berlin, 1835, in-4.

6) Plucker, Theorie der algebraischen Curven, Bonn, 1839, in-4.

e) Plucker, System der Geometrie des Raumes, Dttsseldorf, 1846, in-4.
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Исходя изъ своихъ воззрЬшй на методъ синтетической геометрш 
Плюккеръ и другой германсшй геометръ Ме'лусъ (1790— 1868) 1), незави
симо отъ Понселе и Гергонна, пришли къ началу двойственности коорди
ната, какъ это видно изъ н'Ькоторыхъ мЬстъ „ Аналитически-геометрическихъ 
развитШ “ Плюккера и „Барицентрическаго счислешя“ Mo6iyca2). Плюккеру 
также обязаны введешемъ тетраэдрическихъ и сокращеннаю
способа, который собственно въ первый разъ былъ предложенъ француз- 
скимъ геометромъ Бобилъе (Bobilier) въ 1827 году 3).

Новымъ синтетическимъ методомъ изслЬдованш впервые воспользова
лись геометры для изслЬдовашя кривыхъ порядка выше втораго; этимъ за
нимались: Понселе, Штейнеръ и Плюккеръ. Въ теорш этихъ кривыхъ осо
бенное значеше имЬли различныя присущая имъ свойства. Къ такимъ свой- 
ствамъ принадлежать, напримЬръ, такъ называемыя т очки перегиба  кривой, 
т. е. точки въ которыхъ кривыя измЬняютъ направленie своей кривизны, а 
также двойныя касательный, т. е. касательныя касающаяся двухъ различ-
ныхъ точекъ кривой. Еще Понселе въ этихъ особенностяхъ думалъ найти/
объяснеше н'Ькоторыхъ парадоксовъ, представляемыхъ методомъ взаимныхъ 
поляръ. Изъ этой теорш Плюккеръ вывелъ число точекъ перегиба и двой- 
ныхъ касательныхъ, соотвЬтствующихъ алгебраической кривой извЬстнаго 
порядка. Но нахождеше аналитическимъ путемъ этого числа представляло 
непреодолимыя трудности, такъ какъ эти особенности зависили отъ различ- 
ныхъ свойствъ аналитическихъ уравнешй, а также отъ одной изъ самыхъ 
трудныхъ частей Анализа, именно теорш эллиминацш. ВслЬдствш этихъ 
причинъ аналитическое изслЬдоваше алгебраическихъ кривыхъ высшихъ 
порядковъ долгое время оставалось неполнымъ, пока не получилъ оконча- 
тельнаго своего развиия одинъ изъ новЬйшихъ методовъ Анализа, именно 
Teopia опредЬлителей, о которомъ справедливо сказали Сильвестръ: „Тео- 
pia опредЬлителей есть примЬнеше Алгебры къ АлгебрЬ; это есть методъ 
даюшдй возможность предвидЬть и связать результаты аналитическихъ 
дЬйствш, такимъ же точно образомъ какъ Алгебра освобождаетъ насъ отъ 
производства обыкновенныхъ дЬйствш Ариеметики1*4).

r ) Mobius, Der barycentrische Calcul, ein neues Hfllfsmittel zur analytischen Be- 
handlung der Geometrie, dargestellt und insbesondere auf die Bildung neuer Klassen von 
Aufgaben und die Entwickelung mehrerer Eigenschaften der Kegelschnitte angewandt, von 
A. F. Mobius, Professor der Astronomie zu Leipzig. Leipzig, 1827, in-8.

2) Назваше, „Барицентрическое счпслешеи, по словамъ M66iyca, онъ ввелъ потому, 
что методъ этотъ онъ вывелъ изъ началъ центра тяжести. „Предметъ барицентрическаго 
счислешя суть точки и численные коэфищенты ихъ“, говорить Me6iycb.

s) Annalee de Matliematiques; T. XVIII, 1827—1828, pag. 320.
4) Philos. Mag. Vol. I. 4 th. Ser. 1851, pag. 295.



XXXII ИСТ0РИЧЕСК1Й ОЧЕРКЪ РАЗВИТЫ  АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРШ.

Изсл'Ьдоватя Плюккера нашли также многихъ последователей, изъ 
числа которыхъ наиболее известны н&мецше геометры Гессе (1811— 1874) 
и Елебшъ (1831— 1872). Главная заслуга Гессе заключается въ томъ, что 
онъ обобщилъ многое въ Аналитической Геометрш. введя въ свои изслйдо- 
вашя определители.Занимаясь, на ряду съ геометрическими вопросами, во
просами алгебры Гессе показалъ, какъ при помощи теорш определителей 
можно исключить одно неизвестное изъ двухъ уравнешй высшихъ степеней. 
Занимаясь этимъ вопросомъ Гессе далъ несколько важныхъ предложешй, 
касающихся этого исключешя и приложили ихъ къ изсл'Ьдованш кривыхъ 
3-го порядка и къ вопросу какъ форму 3-ей степени отъ трехъ переиЗш- 
ныхъ привесть къ возможно простой форме изъ четырехъ членовъ1). Реше
т е  этого вопроса свелось на определитель изъ двухъ дифференщальныхъ 
коэфищентовъ 3-ей степени, который въ первый разъ былъ введенъ Гессе 
въ вычислешя. Определитель этотъ, получившш большое приложеше въ 
геометрическихъ изсл'Ьдовашяхъ различныхъ вопросовъ, получили назваше 
„Гессевскаго определителя". Одновременно съ изсл'Ьдовашями Гессе, кото
рый привели его къ открытию определителя его имени, англшскШ геометръ 
Келле (Cayley) въ 1845 г .2) положили первыя основы meopiu 
Teopia эта получила свое назваше отъ вопроса, изслЬдовашемъ котораго она 
обязана своимъ возникновешемъ; вопроси этотъ следующш: „какъ могутъ 
быть изъ уравнешя кривой выведены уравнешя другихъ фигуръ, которыя 
находились бы съ кривой въ такомъ неизменномъ (invariable) соотноше- 
ши, что ихъ проэкцш неизменяются “. Дальнейшее разви'ие теор1я инвар1ан- 
товъ получила благодаря изследован1ямъ многихъ геометровъ, применив- 
шихъ ее въ своихъ сочинешяхъ; изъ числа ихъ мы укажемъ на англичанъ 
Сильвестра, Салмона 3), и германскихъ геометровъ Клебша4) , Аротолъдта

*) Hesse, Ueber die Elimination der Var. aus drei alg. Gleichungen vom 2-ten Grad 
mit zwei Veranderlichen.—Ueber die Wendepunkte der Curve 3. Ordnung. Cm. Jour. Crell., 
Bd. ХХУШ, 1814, S. 68, 97.

2) ИзслЬдоваюя Кеде составляют1!, предмет* цклаго ряда (десяти) мемуаров* под* 
заглав1емъ „Upon Quanties“, напечатанных* въ Philosoph. Trans, въ першдъ 1856—79 гг.

3) Salmon, Treatise on analytic Geometry. London, 1848. in-8. Последующая изда- 
шя озаглавлены: Salmon, Treatise on Conic Sections. Сочинеше это выдержало шесть изда- 
нШ, изъ коих* последнее (6-е) вышло въ 1879 году. Сочинеше это пользуется вполн'1; за
служенною известностью и переведено почти на век европеисте языки. Перевод* на рус- 
сюи язык* сдкланъ нами въ 1860 году и нам* принадлежит* первым* честь перевода этого 
сочинешя на иностранный язык*. Перевод* наш* озаглавлен* „Коничесшя С4чешя“, СПБ. 
1860, in-8. Изъ других* сочинешй Салмона укажемъ еще Аналитическую Геометрш трехъ 
измкрешй: Salmon, Treatise on the analytic Geometry of three dimensions. Dublin, 1861, 
in-8, и на его теорш кривыхъ: Salmon, Treatise on higher plane curves. Dublin, 1862, 
in-8. Вс); эти сочинешя выдержали до нисколько изданШ и читаются математиками съ 
пользею и въ настоящее время.

*) Изъ сочинетй Клебша наиболее известны: Clebsch, Yorlesungen tlber Geometrie.
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(Aronholdt), Гордая a(Gordan) и многихъ другихъ. Дал'Ье Гессе показалъ, 
что еро определитель даетъ возможность найти къ каждой кривой другую 
кривую, связанную съ первой известными усл(шями. Кривая эта получила 
впосл'Ьдствш назваше „кривой Гессе" *). Изъ числа чисто геометрическихъ 
вопросовъ р'Ьшенныхъ Гессе укажемъ на слгЬдующш: даны 9 точекъ, опре- 
деляющихъ поверхность втораго порядка, требуется найти 10-ю точку этой 
поверхности? Вопросъ этотъ былъ предложенъ Брюссельской Академ1ей въ 
1825 году, но долгое время оставался нер'Ьшеннымъ, пока не было дано 
реш етя Гессе въ 1842 году 2). Вопросъ этотъ въ геометрш трехъ изм^ренш 
тоже что задача о нахожденш 6-й точки коническаго сЬчешя по даннымъ 
пяти его точкамъ. Последняя задача, какъ известно была решена еще 
Паскалемъ, при помощи его знаменитаго шестиугольника. Рйшеше данное 
Гессе чисто синтетическое. Заметимъ здесь, что еще ранее Гессе, въ 1836 
году, Штейнеръ предложилъ два решешя этой задачи.

Мнопя интересныя свойства кривыхъ высшихъ порядковъ были на
следованы съ аналитической точки зр^шя итал!анскимъ математикомъ Кре-

\

моном, написавшимъ по этому предмету ц'Ьлый рядъ сочинешй 3). Дальн'Ьй-

Hrsg. у. Lindemann. Bd. I—II, Leipzig, 1875—77, in-8. Существуешь также французское 
издаше этого каиитальнаго сочинешя. Полное заглав1е его: Legons sur la geometrie, par 
Alfred Clebsch; recueillies et completees par F. Lindemann, traduites par A. Benoist. T. I. 
—Traite des sections coniques et introduction a la tlieorie des formes algebriques; T. II.— 
Courbes algebriques en gёnёral et courbes du troisieme ordre; T. III. — Int6grales аЬёКеп- 
nes et connexes. Paris, 1879—80—83, in-8. Лекцш Клебша были изданы уже после его 
смерти однимъ изъ его близкихъ друзей проф. Линдеманомъ. Въ составъ изданнаго курса 
Аналитической Геометрш вошли лекцш, читанныя Клебшемъ въ Геттингенскомъ универ
ситет^ въ л'Ьтше семестры 1871 и 1872 года и зимнш семестръ 1871—72 г. Подробный 
обзоръ ученой деятельности Клебша ломещенъ въ Mathem. Annal. В. VII, 1874 и Got- 
tinger Nachr. 1872.

Изъ трудовъ Гессе более известны: Hesse, Vorlesungen iiber die Analytische Geo
metrie des Raums. Leipzig, 1861, in—8.—Hesse, Analytische Geometrie der geraden Linie, 
des Punkts und des Kreises in der Ebene, Leipzig, 1865, in—8, Кроме того онъ написалъ 
еще: „Vier Vorlesungen aus der Analytiscben Geometrie^ (Cm. Zeitschrift ffir Mathem. nnd 
Pkysik, Jahrg. XI).—„Sieben Vorlesungen aus der Analytiscben Geometrie der Kegelschnittett 
(Cm. Zeitsch, f. Math, und Physik, Jahrg XIX и Jahrg. XXI). Кроме того онъ написалъ 
до 50-ти мемуаровъ по Геометрш.

2) Hesse, Ueber die Construction der Oberflache 2. Ordnung, von welchen beliebige 
9 Punkte gegeben sind. Cm. Jour. Crell., Bd. XXIV, 1842, S. 36.

3) Главный изъ его сочинешй: Cremona, Introduz. ad una theoria geometr. delle curve 
piane. Bologna, 1862 in-4.—Preliminari di una teoria geom, delle superficie (di 1 e 2 ord.). 
Bologna, 1867, in-4,

3
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шимъ успехами Аналитической Геометрии также много способствовало 
введете въ изсл'Ьдоваше однородныхъ и трилинейныхъ координата. На 
даьлнМшее развитае Геометрш также оказало не малое вл1яше прим’Ь- 
нен1е при геометрическихъ изсл'Ьдовашяхъ трансцендентныхъ функщй. 
Такое примкнете было сделано съ особеннымъ усп'Ьхомъ Клебшемъ въ 
1863 году *).

На ряду съ синтетической Геометр1ей возникла еще новая отрасль 
Геометрш известная подъ: именами: „мнимой„воображаемой", „пангеомет- 
рш “, „геометрш высшихъ изм'Ьренш", „гипергеометрш" и т. п. Первыя 
основы этой новой отрасли геометрическаго изсл'Ьдовашя, были положены 
нашимъ соотечественникомъ Николаемъ Ивановичемъ Лобачевскимь (1793 
1856), занимавпгимъ мЗюто профессора въ Казанскомъ университет^ въ пе- 
рюдъ времени между 1816—1856 гг. Систему свою Лобачевскш изложилъ 
въ сочиненш „Воображаемая Геометр1я“, напечатанномъ въ1835г.2). Одно
временно съ Лобачевскимъ тЬмн же вопросами занимались венгерсюе мате
матики Болей, отецъ и сынъ(1775— 1856, 1802— 1860). ИзслГдовашя Бо-
лея-отца были напечатаны въ 1829 и 1851гг., а Болея-сына въ 1833 г.3). 
Въ настоящее время „Мнимая Геометр1я“ и вообще обобщеше различныхъ 
геометрическихъ вопросовъ, .касающихся пространствъ бол4е трехъ изм^- 
penift, занимаютъ многихъ геометровъ и составляетъ предмета многочис- 
ленныхъ мемуаровъ и изсл’Ьдовашй, въ которыхъ трактуется о простран- 
ствахъ многихъ изм'Ьрешй. Основное свойство или положеше въ геометрш 
Лобачевскаго состоитъ въ томъ, что сумма угловъ во всякомъ треугольник^ 
менЬе двухъ прямыхъ угловъ. Исходя изъ этого начала онъ доказываешь 
много занимательныхъ предложешй. Изъ математиковъ настоящаго време
ни, занимающихся „Мнимой Геометр1ей“, названной въ последнее время 
также „Неевклидовской", въ отлич1е отъ геометрш Евклида, т. е. обыкно
венной, входящей въ составъ гимназическаго курса, наиболее известны * 8

*) Clebsch, Ueber die Anwendung der Abel’schen Functionen in der Geometrie, Cm. 
Jour. Crell., Bd. LXIII, 1863, S. 63.

J) Напечатано въ ученыхъ запискахъ Казанскаго Универ, кн. 1, 1835 г., а также въ 
Journal Crelle, Bd. XVII, 1837. Кромй этого сочинешя онъ написалъ нисколько другихъ, 
относящихся къ тому же вопросу, изъ нихъ главное: Pangeometrie ou ргёс!в de g6ometrie 
fond6e sur une th£orie gёnёrale et rigoureuse des paralleles. Kazan, 1856, in-8. См. также 
полное собрание сочинешй по геометрш II. И. Лобачевскаго. Издаше Императорскаго 
Казанскаго университета Т. I—И, Казань, 1883—86, in-4.

8) Интересное изсл'Ьдовате Болея-сына переведено на французскш языкъ Гуэлемъ 
подъ зaглaвieмъ: La science absolue de Pespace un^pendante de la verite ou de la fausset6 
de PaxiOme XI d’Euclide есЦ par Jean Bolyai, Paris, 1868, in-8.
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труды: Белътрами '), Елейна2), Риман на (1826— 1866) 3), Фришшуфа4), Бу- 
няковскаю 5) и многихъ другихъ б). ДалЬе геометры обобщили поняпе о 
пространств^ трехъ измЬренш и стали разсматривать и изслЬдовать прос-

j? ш
транства четырехъ, пяти и вообще — > — измЬренш. Конкретное пред-п п
ставлете такихъ пространствъ недоступно нашему понимашю, съ геоме
трической точки зрЬшя, но съ аналитической вполнЬ возможны и подле
жать математическимъ изслЬдовашямъ.

Выходя изъ иредЬловъ нашего представлешя при помощи Геометрш 
высшихъ измЬренш решаются вопросы повидимому совершенно невозмож
ные, лишенные здраваго смысла, какъ напр. выворачиваше вполнЬ замкну- 
таго тЬла, въ родЬ шара, эллипсоида и т. под.; основывая свои разсужде- 
шя на аналогш и исходя изъ свойствъ тЬлъ трехъ изм'Ьренш мноие гео
метры, теоремы, имЬюшдя мЬсто въ нашемъ пространств^, обобщили и на 
пространства высшихъ измЬренШ. Въ последнее время германсше геометры 
Рудель7 8) и Дюрежъ8) изсл'Ьдовали некоторый свойства тЬлъ болЬе трехъ 
измЬрешй. Дюрежъ ноказалъ, что для тЬлъ въ пространствЬ четырехъ, пя
ти, шести и т. д. измЬрешй, соотвЬтствующимъ нашимъ многогранникамъ 
также существуетъ теорема Эйлера, выражающая зависимость между сто
ронами, ребрами и углами многогранника. Какъ частный случай изъ общей 
формулы для тгЬла п измЬренш онъ выводить формулу Эйлера. Американ- 
сюй математикъ Нюкомбъ9 *) рЬшилъ задачу о выворотЬ бочковидной фи-

*) Beltrami, Saggio di Interpretazione delle Geometria non Enclidea. Napoli, Gior- 
nale di Matematiche, Vol. YI, 1868.

2) Klein, Ueber die sogenannte Nicht-Enklidische Geometrie. Cm. Mathem. Annalen 
T. IV, 1871; T. VI, 1873; T. VII, 1874.

3) Biemann, Ueber die Hypothesen welclie der Geometrie zur Grunde liegen. Habili- 
tationsschrift von 10 Juni 1854. Abhandlungen der Konigl. Gesellsch. zu Gottigen, Bd. ХШ.

4) Frisehuuf, Absolute Geometrie nach I. Bolyai. Leipzig, 1872, in-8. — Elemente
der Absoluten Geometrie. Leipzig, 1876, in-8.

6) Bouniakoffsky, Considerations sur quelques singularites qui se presentent dans les 
constructions de la Geometrie non-euclidienne Cm. Memoires de l’Acad. de St. Petersb., 
Serie VII, T. XVIII, 1872.

e) Основныя начала „Неевклидовской Геометрш11 изложены нами въ сочиненш „На
чала Евклида'*, Шевъ, 1880, in-8. См. стр. 1—80.

7) Budel, Vom Кбгрег hoheren Dimensionen. Beitrage zu den Elementen einer n — 
dimensionalen Geometrie. Kaiserslautern, 1882, in—8.

8) Durege, Ueber Korper von vier Dimensionen. Sitzb. der k. k. Akad. der Wissen 
schaften von Wien. Bd. LXXXIII, II Abth., Mai-Heft, Jabrg. 1881.

9) Newcomb, Note on a class of Transformations which Surfaces may undergo in
Space of more than three dimensions. Cm. American Journal of Mathematic., T. I., pag.
1—4, 1878.
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гуры безъ разрыва или разреза частей. Въ последнее время известный гер- 
мансшй математикъ Бальцсръ въ своей „Аналитической Геометрш “ ]) также 
ввелъ некоторый обобщетя, основанный на введете въ геометрическое из- 
сл'Ьдовате пространства т измйрешй. Но зам'Ьтимъ зд^сь, что выводы Дю- 
режа основаны только на аналогш и на обобщены изв'Ьстныхъ свойствъ, 
присущихъ только нашему пространству. Съ аналитической точки зргЬшя 
такое обобщеше возможно, но съ геометрической—реальной, ташя обобще- 
шя представляютъ несообразность. Въ настоящее время вопросы эти, какъ 
мы уже заметили выше, занимаютъ многихъ геометровъ и представляютъ 
обширное поле для абстрактнаго мышлешя челов’Ьческаго ума.

’) Е, Baltzer, Analytische Geometrie. Leipzig, 1882, in-8,



ЧАСТЬ ПЕРВАЯ.

А н а л и т и ч е с к а я  Г е о м е т м я  д в у х ъ  и з м е р е н ! ! .

Г Л А В А  I.

Методъ координатъ Декарта.

§ 1. Аналитическая Геометргя есть методъ съ помощью котораго каж
дая геометрическая задача облекается въ алгебраическую форму, а каждая 
кривая или поверхность выражается алгебраическимъ уравнешемъ. Такъ 
какъ геометрическая задачи относятся къ системе точекъ въ конечномъ 
или безконечномъ числе, въ этомъ послГднемъ случай точки образуютъ 
поверхность или кривую линш, то необходимо иметь способъ съ помощью 
котораго возможно бы было выразить точку, на плоскости или въ прос
транстве, числами.

Методъ этотъ принадлежитъ Декарту; приложенный къ геометрш иа 
плоскости онъ носитъ назваше: Аналитической двухъ
или просто плоской, а приложенный къ геометрш въ пространстве носитъ 
назваше: Аналитической Геометрш трехъ

Зам'Ьтимъ при этомъ, что Декартъ свой методъ приложили только 
къ плоской геометрш.

Методъ Декарта ргЬзко отличался отъ всЬхъ методовъ до него упо
треблявшихся; онъ самъ о немъ говорить, что съ помощью его можно 
решить всякую геометрическую задачу, то есть по известными определен
ны мъ правилами можно найти алгебраическое выражеше, которое соотвйт- 
ствуетъ искомому результату.

§ 2. Въ чемъ-же состоитъ этотъ методъ? Методъ этотъ состоитъ въ 
томъ, что каждая точка на плоскости определяется двумя числами следую- 
щимъ образомъ:

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я. 1
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Проводятъ на ПЛОСКОСТИ ДВ'Ь прямыя, для простоты, подъ прямымъ 
угломъ (фиг. 1), который называютъ: координатными , а точку ихъ

Фиг. 1. пересечешя— началомъ координатъ. Пусть
т а т я  прямыя будутъ и Y Y , точка ихъ 
пересЬчешя или начало координатъ О.

Прямая X X  называется осью абсциссъ, 
.у а прямая Y Y —осью ординатг. Условимся 

теперь отсчитывать по оси абсциссъ X X  
отъ точки О вправо, по принятому масшта
бу, положительныя числа, которыя всегда 
будемъ означать -f- х, а влево отъ точки О, 

по той-же прямой, будемъ отсчитывать, по тому-же масштабу, отрица
тельный числа — х. По оси ординатъ Y Y , начиная отъ начала О вверхъ, 
будемъ отсчитывать положительныя числа -J--у, а внизъ отрицательный 

у по тому-же масштабу. Легко видеть, что съ помощью этого услов!я, 
каждой точке на плоскости принадлежать два числа, которыя получатся: 
одно на оси абсциссъ, а другое на оси ординатъ, если изъ взятой точки 
на плоскости опустимъ перпендикуляры на X X  и Y Y . Таковы точки 
А х, А 2, А 3, A t , которымъ соответствуют числа: -\-х  и -f для А х, 

х  и -J- у  для А 2, — х  и — у для А 3 и наконецъ ~\-х и — у для Л4. 
Обратно, каждыми двумъ даннымъ числамъ, какъ абсцисса и ордината 
точки, соотв'Ьтствуютъ точки на плоскости, когда изъ точекъ соотв'Ьтствую- 
щихъ числамъ на ординате и абсциссе возставимъ перпендикуляры; пе
ресечете этихъ перпендикуляровъ и будетъ соответствующая даннымъ 
числамъ точка на плоскости.

Точки соответствующая числамъ: 0, 0; +  0;
х О, у =  -\-Ъ\ х а, у =  0; Ъ суть (фиг. 2): начало
координатъ О и точки А х, А 2, А 3, А 4.

Фиг. 2.

Y,

Н

х - 4 * л
о

У

-ъ
К

Вместо того, чтобы писать точки х — а, 
у= Ъ  мы будемъ писать просто (а,Ъ). Сле
довательно значешя (3,5), (—3 ,— 5) и т. д. 
будутъ означать точки, коихъ абсциссы суть: 

X ,-у  —(—3, —3 ,..., а ординаты + 5 ,  — 5,....

Мы взяли за координатныя оси две 
перпендикулярный прямыя, но можно взять
и прямыя наклоненныя подъ произвольнымъ 
угломъ. Въ этомъ случае, вместо перпен

дикуляровъ, изъ точекъ на осяхъ, должно брать за координаты точки, 
лиши параллельный координатнымъ осямъ,
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Въ первомъ случае говорить: прямоугольная система координатъ, а 
во второмъ—косоугольная система координатъ.

ЗаагЬтимъ еще, что мы будемъ всегда обозначать координаты точки, 
которая можетъ принимать различный положешя на плоскости, то есть 
описывать какую нибудь линию, черезъ (х,у), а координаты точекъ дан- 
ныхъ, фиксированныхъ на плоскости, черезъ (%2 ,уц) и т. д. Пер-
выя мы будемъ называть переменными, а вторыя—постоянными.)

г

г § 3. Полярныя координаты. Есть еще другой способъ определять 
положеше точки на плоскости, именно: ея разстояшемъ отъ данной точки,

С *

П

принятой за начало, которую называютъ полюсомъ и угломъ который это 
разстояше составляетъ съ данною прямою, проходящей черезъ полюсъ. 
Пусть данная точка—полюсъ—будетъ О (фиг. 3), данная прямая ОА.

Положеше точки Р  определяется фиг. з.
разстояшемъ О Р = г , которое называется
радгусомъ векторомъ, и угломъ РОА =  <р. 
Рад1усу г даютъ определенный знакъ, а 
уголъ ср изменяютъ отъ 0° до 360°, чтобы 
каждой точке на плоскости принадле
жала единственная пара координатъ (г, у).
Такая система координатъ называется 
полярной. Условились углы отсчитываемые отъ АО по направлент стрелки 
принимать за положительные, а отсчитываемые отъ АО въ противупо-
ложномъ направлеши за отрицательные. Углы отъ АО въ обе стороны

\

могутъ возрастать отъ 0 до +  °° или •— оо. /
/

^ § 4 .  решимъ, съ помощью метода координатъ, некоторый простыл 
задачи, которыя намъ будутъ необходимы впоследствш.

Задача 1. Найти выражеше для раз- 
стоян1я точекъ А х и А 2,коихъ коорди
наты, отнесенный къ прямоугольнымъ осямъ, 
суть: (хи ух), (х2, у А)

Решете.Пусть данныя оси XXи Y Y  
(фиг. 4), данныя точки А х и А 2, коихъ ко
ординаты (хл , уО и (х3, у2). Проведемъ пря- 
мую А х I) параллельно абсциссе.

Изъ прямоугольнаго треугольника 
А х А 2В  мы имеемъ:

Фиг. 4.

Г

о

A j А
-2

А х D  -f- A 2D
но:

А х А A \D  — OG — ОЕ A 2D  =  A.2G —  GD =  A 2G —  A xE
OE =  x{ OG =  x2 A XE  — yi A«G

1 *
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подставляя, найдемъ:

A \D  =  (xo— х\) A D  =  0/2— 2/i)
откуда:

Г2 =  (Ж|— ж2 )2 +  (ух — 2
( 1 )

Извлекая корень квадратный, найдемъ:

r = v ( x  1— ж2)2 +  (2/1—

Если въ уравненш (1) отбросимъ у ж, и v/j значки, то есть сд'Ьлаемъ ихъ 
неопределенными, то уравнеше (1) приметъ слгЪдующш видъ:

Г2 =  (х — Х 2 ) 2  +  (IJ — у2)2

изъ котораго видно, что точка, координаты которой {х, у), лежитъ на окруж
ности круга, коего рад1усъ г, а следовательно уравнеше выражаетъ окруж
ность.

Если точка Л 2 будетъ лежать въ начале координатъ, то х2 =  0 
и у2 =  0. Следовательно уравнеше ( 1) приметъ видъ:

г2 =  х \  -|- у \  или г =  ]/ж 2! гу\ (2)

и выражаетъ разстояше точки (хх, у \), находящейся на окружности круга
- ✓*

рад1уса г, отъ начала координатъ, въ которомъ лежитъ дентръ круга.
•»

Если оси будутъ косоугольный и уголъ между ними будетъ со, то 
легко видеть, что:

Г2 =  (хх— х 2) 2 +  ( у \— у 2 )2 +  2(ж,— cos со (3)
откуда: ______ __________________________________

Г =  V (хх— х2)2 +  (ух —  ij2)2 2{хх~  х2)(ух —  у2)сои<о

Въ предъидущихъ выражешяхъ радикалу нужно дать положительный 
знакъ, такъ какъ дело идетъ объ абсолютной величине разстояшя. Если

Фиг. 5. въ уравненш (3) отбросимъ у и у1 значки, то

1

%
/

Az
cryjs 5

щ ,У Т а

5̂" 1 • • « 1 i 1 1 t
__

__
__

__
__

1 
_

D

» -

Q E  F G

Y

j  VJT----- ------ — XT J  7 щ!

вольной системе координатъ.
Задача 2. Даны две точки на плоскости: 

(жь ух) и (х2,у 2), найти на прямой, соединяющей 
эти две точки, координаты точки, которая дгЬ- 

X литъ разстояше между данными точками въ дан-
• W г ,номъ отношеши — iп

Ргьшсте. Пусть даиныя точки будутъ и А 2 (фиг. 5), ихъ кооо-
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динаты (хи ух), (х2, у2): искомая точка пусть будетъ А, ея координа
ты (ж, у).

Проводя черезъ точки 4  и i ,  лиши А В  и параллельныя къ 
оси ОХ, черезъ точку А, прямую A F  параллельную оси OY, мы найдемъ:

А \А  _ А \С  т
А А 2 ~ CD п

но:
л, с = = EF== OF- 1IIоi

и
CD== FG=-OGr —-O F — x2— x

подставляя эти выражешя въ предъидущее уравнеше, найдемъ:

откуда им'Ьемъ:

х — Х \  т
х2— х

пхх-\-тх2 
п-\-т

Такъ какъ между х  и у нгЬтъ разницы относительно координатныхъ осей,
то можно прямо написать и выражеше для у, оно будетъ:

У
Щ\ -{-ту2

п-\-т

Сокращая предъидуцця выражешя для х  и у на п и означая отноше-
т

H ie — черезъ X, найдемъ:п

X Х \ -j~

1 X У
У\ Ч~ Ху; 

1 +Х (О

Если искомая точка должна делить внешнее разстояше между данными
7)Ъточками въ томъ же отношенш == X, то процессъ подобный предъиду-,71

щему приведетъ къ формуламъ:

х х ,— Хж2
1— X У y n z h t

1— X (5)

Изъ этихъ двухъ выражений для х н у  видимъ, что для точекъ, лежащихъ 

между точками А\ и Л2,отношеше — или X есть величина положитедь-7Ь
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ная, а для точекъ лежащихъ внЪ А\ и A z, эго отношеше есть величина
отрицательная.

Зам'Ьтимъ, что уравненгя (4) и (5) имйютъ м'Ьсто и при косоуголь
ной систем'Ь координатъ, такъкакъ подоб1е треугольниковъ А ХА С  и A XA ZD 
независитъ отъ наклонешя осей.

Давая въ формулахъ (4) величин'Ь X вей возможный значешя, мы но- 
лучимъ координаты всйхъ точекъ, лежащихъ на прямой, проходящей че- 
резъ точки А\ и A z, коихъ координаты суть: (хх,«/,)» (х2,у.2). Изъ всйхъ 
значешй X отъ — со до -f-oo единственное X — — 1 дйлаетъ координаты 
х  Vi у равными безконечности, а это показываетъ, что прямая имйетъ одну 
только точку лежащую на безконечности. Между тЬмъ по формй прямой 
казалось-бы, что на прямой есть двй безконечно удаленныя точки—одна 
въ одномъ направлеши, а другая въ нротивуположномъ ‘).

Пр. 1. Найти разстояше между точками: (—3, 4) и (5, —6)?

Отв. 21 41.

~ Tip. 2. Найти длину сторонъ треугольника, коего вершины суть: (2, 3); (4, —5);
( - 3, - 6)?

Отв. 1/68, 4 50, V 106.
Tip.3. Найти координаты точки, дйлящен поиоламъ ра::стоян1е между точ

ками: (хи у А

~ #1+^4 у, 4-у2Отв. х  =  — -'—- , у =  1  - .Z Z
* Пр. 4. Найти координаты средннъ сторонъ треугольника, коего вершины суть: 

(2, 3); (4, - 5 ) ;  ( - 3 .  - 6  ’t

Отв. (3,

У  Up. 5. Найти координаты точи*и, 
точками (2,3), (4 ,—5) ближе къ первой?

лежащей ва одной трети рл'.аояш я между

Отв. х =  2/ =  3- -

У  Пр. 6. Координаты вершинъ треугольника суть: (х^уО; (х.>.у2); 2/з), найти
координаты точки, лежащей на одной трети прямой, соединяющей вершину треуголь
ника съ срединой противуиоложной стороны, считая треть отъ этой стороны?

Отв. х  =  —  , у  =  .
о  3

V Это заключен1е можно вывесть изъ определения прямой: что прямая есть такая 
лишя, которая вподнЬ определяется двумя точками. Такъ каьъ принимается чтодвЬ парад- 
дельныя прямыя лита пересекаются на безконечности, то, имЬя на бесконечное!и об- 
пця точки, онй бы совместились.
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Такъ какъ въ эти выражешя координаты (хг,i/x), (#2,i/2), (#3,t/3) входятъ оди
наково, то изъ этого заключаемъ, что три так1я ирямыя пересекаются въ одной 
точке.

\ Мр. 7. Какая нибудь изъ сторонъ треугольника разделена въ отношеши ш:п, 
а лишя, соединяющая эту точку съ иротивулежащей вершиной, разделена въ отно- 
шенш m+n:Z; найти координаты этой последней точки?

0 т в ' х  =  I x ^ m x ^ n x ,  г ш + т у ъ + п у з
•t 1 I 1

ГЛАВА I .— МЕТОДЪ ЁООРДИНА^ГЪ ДЕКАРТА.

Z-f-m+w

5. Задача. П о д ан н ы м ъ  к о о р д и н атам и  вер -

шинъ треугольника, найти его площадь?

Ргьшенй. Пусть координата ыя оси бу- 
дутъ X X  и Y Y  (фиг. G), начало О и треу
гольники А {А 2А 3.

Площадь прямоугольника А { BCD, оче
видно, равна нроизведенш: —х1)(у2— у[)]
если отъ этой площади отнимемъ площади 
трехъ треугольниковъ А х В А 2, А 2СА3,А { В А 3, 
коихъ площади суть:

Фиг. 6.

1
2

(х2— хх)(у2— ух) \  (^ 3 ----^2  )  (?/2----i/3 )
1

Оз—* 1) (Уа— У\)

то получимъ искомую площадь:

1 1
А  =  (% — х \ ) (У2~У \ ) —  2 (х з— x i ) (У-2— У\ ) —  о (х з ~ х -2) (у*— Уз)

откуда имФемь:

1
277 (хз~ х\) (Уз~У\)

2 А =  ж, (у2— у3) +  х2(у3 У\) +  ж3 (У\ — У г)

Выражеше, которое можно изобразить въ виде определителя:

х \ У\ 1

ж2 у2 1

хз Уз 1

Если Д = 0, то это будетъ услов1е, что три точки (х3,У%)
лежать на одной прямой лиши.
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V ,
§ 6. Задача. Найти разетояше между двумя точками, коихъ поляр-

ныя координаты суть: (г^ср,), (г2, Ф2)?
Фиг. 7.

v

Ргъшете. Пусть (фиг. 7) ОР =  ги 
OQ — г2 и углы А О Р = ц у, a AOQ =  <p2.

Если разетояше PQ означимъ черезъ 
р, то легко видеть, замФтивъ, что уголъ 
POQ — ^2 — cpi, что:

- 2rxr.2 COS (<р.2 — tp! ).

Г Л А В А  II.

Алгебраическое п р е д с т а в л е ш е  ге о м е тр и ч е с ки х ъ  местъ.

§ 7. Какая бы нибыла выбрана система координатъ всегда необхо
димо имГть дв'Ь величины для определешя положешя точки на плоско
сти, то есть необходимо иметь два услов1я или уравнешя. Если-же будетъ 
дана одна только изъ этихъ величинъ или одно услов1е, то существуете 
безконечное число точекъ на плоскости, которыхъ положеше будете удов
летворять данному условно. Совокупность такихъ точекъ представляете 
кривую линиоили геометрическое мгьето.

Для пояснешя сказаннаго возьмемъ нисколько примФровт:

Пр. 1. Пусть будетъ дано одно услов1е х  —  а. Координата у остается 
неопределенною.

Если черезъ точку, лежащую на оси X  на разстоянш х  отъ начала 
координатъ, проведемъ прямую параллельную оси Г, то всФ. точки этой 
прямой будутъ удовлетворять уравиешю:

х  —  а

такъ какъ все онгЬ находятся на разстоянш а отъ оси Y. Следовательно 
проведенная прямая есть геометрическое место точекъ, находящихся иа 
разстоянш а отъ оси Y, коего алгебраическое представлеше есть уравпе- 
ше х =  а. Очевидно, что уравнеше у — Ъ, представляете прямую парал
лельную оси X , проведенную на разстоянш Ь отъ оси X.

Совокупность этихъ уравненш даете точку, коей координаты суть 
(а, Ь). Следовательно въ Декартовой системе координатъ положеше точки
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на плоскости определяется пересечешемъ двухъ просгЬйшихъ геометри- 
ческихъ места.

Легко видеть, что въ отдельности, каждое изъ уравненш:

х — 0 , О

представляетъ первое ось Г, а второе ось а въ совокупности—начало 
координата.

ТТр. 2. Возьмемъ направлеше <р за постоянное, а разстояше г оста- 
вимъ неопределеннымъ, очевидно, что все точки лежанця на прямой, про
ходящей черезъ начало и составляющей уголъ <р съ осью X  будутъ 
удовлетворять этому у ело Biro, т. е. координаты всехъ точекъ этой прямой 
будутъ удовлетворять уравнеше:

следовательно это уравнеше будетъ алгебраическое нредставлеше этой 
прямой.

Напротивъ, если оставимъ г ностояннымъ, а уголъ <р будемъ изменять 
или оставимъ неопределеннымъ, то точки, коихъ координаты будутъ удов
летворять этимъ услов1ямъ, будутъ находится на окружности круга, коего 
дентръ находится въ полюсе, а рад1усъ равенъ постоянной величине г. 
Следовательно уравнеше:

X2 -\- у2

будетъ алгебраическое представлеше окружности круга, коего рад^усъ есть 
г, т. е. все точки, коихъ координаты удовлетворяютъ предъидущему урав
нение, будутъ лежать на этой окружности, j

§ 8. Идея геометрическаго места, о которомъ предъидунце примеры 
даютъ первое понятое, есть основная въ Аналитической Геометрш, пред
мета которой и составляетъ изеледоваше свойствъ такихъ места или кри
ны хъ линш.

Одно услов!е или уравнеше между координатами или (г, <р):

F (x , у) —  0 или Ф(г, <р) =  О

представляетъ кривую или геометрическое место точекъ, координаты ко- 
торыхъ, прямоугольный или полярныя, удовлетворяютъ предъидущимъ 
уравнешямъ. Эти уравнешя выражаютъ геометрическое свойство, общее 
веймъ точкамъ кривой. Чтобы построить такую кривую надобно решить 
предъидупця уравнешя относительно у или х. Изъ первого будемъ иметь:

У  —  / ’( * ) ( 1 )
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Фиг. 8.

Давая произвольный значешя х, начиная, напримйръ, съ О, 1, 2,.... ,
1, — 2, — 3,..... мы изъ уравнешя (1) будемъ получать величины для у,

соответственно одно или несколько, смотря по 
характеру уравнешя. Наприм'Ьръ абсциссе ОА 
(фиг. 8) будутъ соответствовать три ординаты 
АС, A D  и А В , изъ коихъ последняя отрица
тельная.

,£

Тоже самое можно сказать и объ уравненш 
Ф(г, 9), которое решивъ, получимъ:

г

Давая все возможныя значешя углу 9 (фиг. 9) получимъ соответетвениыя 
значешя для г.

Фиг. 9. Такимъ образомъ кривая будетъ построена,
хотя въ общихъ чертахъ.

Обратно, если будетъ дано геометрическое свой
ство кривой, общее для веЬхь ея точекъ, то выра- 

-т зивъ это свойство уравнешемъ между координатами, 
произвольно выбранными на плоскости, найдемъ урав

неше, которое и будетъ алгебраическое представлеше кривой, определен
ной даннымъ свойствомъ. Кругъ, напримЬръ, определяется общимъ свой- 
ствомъ всехъ его точекъ: что оне находятся въ равномъ разстоян1и отъ 
центра, или что хорда есть средне-пропорщональная величина между 
целымъ д1аметромъ и прилежащимъ отрезкомъ. Первое свойство даетъ
уравнеше круга:

х 2 +  У (2)

если начало координатъ находится въ центре его, а второе даетъ урав-
неше:

х 2 +  у 2 гх (3)

если начало координатъ поместить на окружности, Д1аметръ проведенный 
черезъ начало взять за ось абсциссъ, а касательную къ окружности, черезъ 
начало,—за ось ординатъ.

Изъ этого мы видимъ, что известное свойство, принадлежащее всемъ 
точкамъ кривой, даетъ ея уравнеше или-же алгебраическое представлеше; 
обратно, каждое алгебраическое уравнеше между координатами х , у или 
г, 9 выражаетъ геометрическое свойство кривой, принадлежащее всЬмъ ея 
точкамъ. Все здЬсь сказанное вкратцЬ будетъ выяснено ниж е.}

(  § 9. Мы ограничимся изучешемъ алгебраическихъ кривыхъ, т. е. та- 
кихъ, которыя выражаются алгебраическими уравнешями и преимущест-



венно кривыми выражаемыми уравнешями первой и второй степеней; эти 
кривыя известны въ анализе подъ именемъ сгъчемй.

ВсЬ кривыя, которыя не могутъ быть выражены алгебраическими 
уравнешями, называются трансцендентными, таковы:

2/ == sin а: , у =  ех , у =  tg х  и т. д.
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Какъ ни любопытны свойства трансдендентныхъ кривыхъ, но ихъ свойство, 
при настоящемъ состоянш анализа, не могутъ быть обстоятельно изыгЬ- 
дованы и относятся къ анализу трансдендентныхъ функщй.

§ 10. Алгебраическая кривыя разделяются пб порядкамъ; пбрядкомъ 
кривой называютъ степень х  или у или того и другаго вместе въ 
уравненш. Чтобы определить порядокъ кривой надобно привести ея урав-

'Ч

неше въ такую форму, въ которой оно заключаетъ только целыя и поло
жительным степени пёременныхъ х  и у. Напримеръ уравнеше круга:

х 2 +  у 2

будучи приведено къ форме:

показываетъ, что окружность есть кривая втораго норядка. Уравнеше

у =  хtg<p

показываетъ, что прямая лишя перваго порядка.)
* •

§ 11. Пояснимъ все выше сказанное примерами и выберемъ те изъ 
нихъ, которые будутъ составлять главный нредметъ изследовашй настоя- 
щаго курса— коничеаая сгъчетя; покажемъ самыя замечательный ихъ свой
ства, а затемъ выведемъ уравнешя, наиболее выдающихся, по своимъ
сводствамъ, или историческому значенш, кривыхъ выше втораго порядка.

§ 12. Прямая литя.Мы выше видели, что какая нибудь лишя, про
ходящая черезъ двЬ данныя точки (х\, ), (х2,у 2), делится, какою нибудь, 
точкою, лежащей на ней, въ некоторомъ отношеши X и что координаты 
такой точки выражаются черезъ X, хх, х2, у{, у2 следующими уравненхями:

давая все Возможный значешя X, точка (х, у) будетъ скользить по прямой, 
проходящей черезъ точки (х, , у , ), (х2, у2). Следовательно если, между предъ-
идущими уравнешями исключимъ X, то получимъ уравнеше между коорди
натами точки, скользящей по прямой. Это уравнеше и будетъ алгебрам-
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веское представлеше прямой, положеше которой вполне определяется точ
ками (.x'i, ух), (%, у.2). Уравнеше это будетъ:

или:

X Х\ __ у - ~У\
х - Х 2 У Уз

У У\__У\- Уз
х - Х\ Х\ - Ч

Легко видеть (фиг. 10), что:

У\ — Уъ
Х\ —х2

(4)

(5)

если <р есть уголь, который данная прямая составляеть съ осыо абсциссъ. 
Следовательно уравнеше (5) можно написать въ сл’йдующихь формахъ:

^  =  tg у (6)
X—Х\

или:
(у—у,) cos <р— (х—л?!) sin tp 0 (7)

Фнг. 10.

Некоторые авторы выводятъ уравнеше прямой изь пекоторыхъ ея 
геометрическихъ свойствъ; мы находимъ, что лучше выводить уравпеше

прямой изь ея геометрическаго определешя: 
что прямою мы называемъ ту лишю, кото
рая вполне определяется двумя данными 
точками.

Клебшъ, напримеръ, выводить уравне- 
j g  Hie прямой изь выражешя для площади треу

гольника, коего вершины (хи ух), (х2,у 2),7
(ж3, Уъ) даны (§ 5):

2-Д

«1 У\ 1

Ч  у2 1 

Уз 1

Если третяя точка (#3, у3) будетъ скользить по прямой, соединяющей точки 
(ж,, ух), (х2, у2), то площадь такого треугольника будетъ всегда равна нулю. 
Следовательно, обозначая координаты скользящей точки черезъ х, у най- 
демъ уравнеше прямой въ форме определителя:

X у 1

2 Д Ч  У\ 1 О

Ч  Уз 1
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Это уравнеше тождественно съ уравнешемъ (5), такъ какъ оно есть ал
гебраическое представлеше опредЬлешя прямой лиши двумя точками.

Гессе опредЬляетъ прямую линш, какъ геометрическое мЬсто точекъ, 
находящихся въ равномъ разстоянш отъ двухъ данныхъ точекъ.

§ 13. Эллипсь. Даны двЬ точки, найти геометрическое мЬсто точекъ, 
коихъ сумма разстоянш отъ данныхъ точекъ была бы величина посто
янная?

Координатныя оси могутъ быть взяты произвольно на плоскости, но 
задача упрощается, если онЬ будутъ выбраны симметрично, относительно 
данныхъ точекъ.

Для этого соединимъ данным двЬ точки прямою (фиг. 11), разд'Ьлимъ 
это разстояше пополамъ и означимъ его черезъ 2с, изъ точки дЬлешя 
возставимъ перпендикуляръ и возьмемъ эти 
дв'Ь прямыя за координатныя оси; линш, 
соединяющую данный точки 1 , 2, за ось 
абсциссъ X, а перпендикуляръ, возста- 
вленный изъ середины ея, за ось орди- 
натъ Y. Означимъ постоянную сумму раз- 
стоянш черезъ 2а.

По условда задачи сумма разстоянш гх и г2, какой нибудь, точки 
на кривой, отъ данныхъ точекъ 1 и 2 равна 2а, т. е. мы имЬемъ:

Фиг. 11.

0 +  ̂ 2 =  2а

Изъ прямоугольныхъ треугольниковъ 2 и 1 будемъ имЬть:

г \  =  у2-f- -f- с)2

—  — с)2
вычитая, найдемъ:

П — г?,
2сх
а

(9)

(Ю)

имЬя сумму и разность двухъ количествъ гх и г2, найдемъ каждое изъ
нихъ:

О == а +
сх
а

г2 =  а сх
а

m

Подставляя выражеше для гх въ первое изъ уравнешй (9)г найдемъ:

(W сх W2 -{- (х-\-с)2
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откуда, полагая а?— с2 =  &2, а такое положеше мы въ нраве сделать, такъ 
какъ изъ Д  ( 12 М ) мы им'Ьемъ 2 а > 2 е  и а >  с, следовательно а 2— с2 есть 
величина положительная. После всехъ приведенш, найдемъ искомое гео
метрическое место:

Изъ этого уравнешя видимъ, что х  не можетъ быть больше а, а у не мо- 
жетъ быть больше Ъ, следовательно вся кривая заключена въ прямоуголь
нике, котораго стороны суть 2а и 2Ь.

Такъ какъ х  всегда меньше а, то можно положить:

х  — a cos <р у —  Ъ sin ( 12)

эти величины будучи подставлены въ уравнеше ( 11) удовлетворяютъ ему, 
такъ какъ это подстановлеше даетъ:

sin2(p +  cos2tp =  1

Давая въ уравнешяхъ (12) углу <р все значешя отъ 0 до 2 тс получимъ 
координаты всехъ точекъ кривой.

Способъ выражать координаты точекъ кривой съ помощью третьяго 
переменнаго—параметра, тождественъ съ уравнешемъ кривой, которое по-

Фиг- 12. лучится, исключая этотъ параметръ, какъ
мы уже еде "йли относительно прямой, 
где для получения уравнешя прямой исклю
чили переменный параметръ X.

Изъ выраженш ( 12) легко видеть 
-X форму эллипса и построить сколько угодно 

его точекъ. Для этого около начала ко
ордината (фиг. 12), какъ центра, опи- 
шемъ два круга одинъ рад1усомъ а, а дру
гой рад1усомъ Ъ.

• /

Черезъ начало проведемъ, какую нибудь, прямую, составляющую 
уголъ <р съ осью абсциссъ. Легко видеть, что:

X -/ /  ( а

Y

**%%Ч
2__ Л \

✓ Т\ X \
л<1 *} X

k \ О\ V ч %
\ ^<>*4
\\%% #Ф»

4

\ у

(У

О А  — х  =■ a cos <р Вс —  А Р — у =  & sin ср

Следовательно точка Р  находится на эллипсе. Если О, то х=*а, 
т. е. эллипсъ встречаета ось X  на разстоянш а отъ начала координата,

=  —, то у — Ъ, т. е, эллипсъ встречаете ось Y  на разстояншесли <р
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Ь отъ начала координата. Легко видеть, что эллипсъ встр'Ьчаета ось 
X  еще на разстояши —а, а ось Т  на разстояши — Ъ ота начала коор- 
динатъ и следовательно состоита изъ четырехъ тождественныхъ четвер
тей. Если а> Ъ,то аназываютъ большою, а Ъ малою осью эллипса. 
Данныя точки 1, 2 на оси X , лежашдя на разстояшяхъ -j-c и — с ота 
начала, называютъ фокусами эллипса; ихъ легко построить, зная, что:

Въ самомъ деле, если изъ точки D  (фиг. 12), какъ изъ центра рад1усомъ 
а , опишемъ кругъ, то кругъ этотъ пересЬчетъ ось X , очевидно, въ точ- 
кахъ 1 и 2, т. е. въ фокусахъ. Разстояше с называютъ э ксцентрисите- 
томъ. Если с —  0, то а — Ь и эллипсъ обращается въ кругъ:

х2 4" у2 — &2
следовательно кругъ есть частный случай эллипса.",

,Г§ 14. Гипербола. Даны две точки, найти геометрическое место то- 
чекъ, коихъ разность разстояши отъ данныхъ точекъ есть величина по
стоянная?

Если означимъ разстояше данныхъ точекъ черезъ 2с, а разность раз- 
стоянШ, какой нибудь, точки на кривой отъ данныхъ точекъ черезъ 2 и 
пом'Ьстимъ координаты, какъ въ эллипсе, то замечая, что:

Гл — г2 =  2 а

мы легко найдемъ, какъ выше, для эллипса, уравнеше искомой кривой:

х
а2

Г
ь2

1 (13)

если положимъ:
с2 =  а2 -J- Ъ2

а и Ъ называются осями кривой, какъ въ эллипсе.
Изъ уравнешя (13) мы видимъ, что х  не можетъ быть меньше а, 

а у можетъ возрастать неопределенно. Легко видеть, что между парал
лельными оси Y, проведенными на разстояши -f и — а отъ начала 
координата, нетъ ни одной точки, при
надлежащей кривой; въ остальной части 
плоскости хи у не имеютъ пределовъ; 
оне могутъ возрастать до безконечности, 
следовательно гипербола есть кривая, про- 
стирающая свои ветви въ безконечность.

Чтобы ближе видеть форму кривой, 
проведемъ прямую черезъ начало коор
дината нодъ угломъ <р къ оси X  (фиг. 13) и розыщемъ точки кривой, 
лежаиця на этой прямой.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Означимъ черезъ г разстояше такой точки отъ начала координата и 
положимъ:

х  =  г  cos <р , у =  г sin <р

подставляя эти выражешя въ ypaBHeHie кривой (13), найдемъ:

_____ 1 _
cos2<p sin2tf

Следовательно на каждомъ рад1усгЬ находятся две точки кривой, такъ
какъ г определяется изъ уравнешя второй степени. Если, начиная съ нуля,

 ̂ cos2<p sin2<pмы оудемъ увеличивать уголъ ф , то членъ „ 1 уменьшается, а
Ь2

увеличивается, т. е. г возрастаете непрерывно, начиная съ и при:

cos2tp
Ч 2”

sin2<p (15)

Д'Ьлается безконечностью; для величинъ угла <р болынихъ, знаменатель въ 
уравнеши (14) делается отридательнымъ, а г мнимымъ. Если означимъ 
черезъ ос уголъ удовлетворяющей уравнешю (15) и дающш направление 
безконечно-удаленной точки на кривой, то будемъ иметь:

Следовательно есть два направлешя, симметрично разсположенныхъ отно
сительно координатныхъ осей, къ которымъ кривая приближается неопре
деленно, но никогда ихъ не встречаете. Эти две црямыя называются 
ассимптотами кривой.

Данныя две точки, какъ и въ эллипсе, называются фокусами и связь 
ихъ съ осями дается уравнешемъ:

X

Фиг. 14.
N

Y ..... Ч  j
Л

■ _̂****̂~ • * % 

ry'

г - %f У ' "
к \ F

Л *

а2-\-Ъ2 =  с

съ помощью котораго ихъ легко по
строить.

15. Парабола. Найти геометри
ческое место точекъ, находящихся въ 
равномъ разстояши отъ данной точки и 

-X данной прямой?
Пусть данная прямая будетъ N R  

(фиг. 14), данная точка F. Изъ точки 
F  опускаемъ перпендикуляръ на данную

' \

* •' щ  прямую и возъмемъ его за ось аосциссъ.
Разстояше F K  — р  делимъ пополамъ, изъ точки делешя возставимъ
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периендикуляръ Y Y  къ оси абсдиссъ и возьмемъ его за ось ординатъ, 
пусть М  будетъ точка на кривой, тогда будемъ имйть:

У2 +  (*  —  ~ х-\- Р
2

откуда, раскрывая скобки и сдйлавъ приведение, пол^югь

У \рх

Это опять кривая втораго порядка—парабола, коей уравнеше не заклю
чаем. второй степени величина х.

Форма уравнения показываетъ, что кривая проходим черезъ начало 
координатъ и вся лежитъ съ положительной стороны оси X , т. е. х  не 
можем быть отрицательной величиной, такъ какъ, въ этомъ случай у 
дйлается мнимымъ. Легко также видйть, что вйтвь параболы безконечна 
и осью X  дйлится на дв-Ь совершенно тождественная части: одна съ по
ложительными ординатами -\-у, а другая съ отрицательными —у.

Законъ образовашя параболы даетъ легкш снособъ построить сколько 
угодно ея точекъ. Для этого около данной точки F  (фиг. 14), какъ цен-

•о

тра, описываютъ кругъ, произвольнымъ рад1усомъ г\ на разстояши г отъ 
данной прямой (директрисы) по оси X  возставляютъ къ этой последней 
пер|1£щ «куляръ,который . встречаем описанный кругъ въ двухъ точ- 

нринаДлежййцйх’Ъс щараболй: одна съ положительной ординатой, дру
гая съ отрицательной.

■'1НБ.
§ 16. Уравнешя эллипса, гиперболы и параболы могутъ быть выве- 

дег&йеДДе. изъ следующей задачи:
Найти геометрическое мйсто точекъ, отношеше разстоянш которыхъ 

о м  Данной прямой и о м  данной точки было-бы постоянное?
перпендикуляръ FK , опущен

ный изъ данной точки на данную прямую
«

N Ii , за ось X  (фиг. 15), означимъ черезъ р

Фиг. 15.

У
Р Of-CC-fP

F X

разстояше данной точки отъ данной прямой, 
возьмемъ на оси X  произвольную точку О, 
па разстояши а отъ данной прямой N R , за 
начало координатъ, и пусть наконецъ \  бу
детъ данное отношеше.

Легко видйть, что уравнеше искомаго геометрическаго мйста будетъ:

г2 == у2 Д- (х— а — р)2 —  \ \ х — а)2

жЛ

иди:
у'1 +  (х— а —р )2 —  Уа(х— а) О

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я. 2
‘ • у »  . .  -vx  .  ̂ . 1.

Устной а адукзды»
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откуда им^емь:

(X2— 1)ж2—-2 {(X2— 1) а —р  }#-f-X2ot2— (p-f-a)2— у О (16)

такъ какъ а есть величина произвольная, то можно положить для упроще- 
шя уравнешя:

a Р
X2— 1

вслед ствш чего предъидущее уравнеше сделается:

х
г1 Х2р + У2

Х2р 1

(1—X2)2 1 — X2

Очевидно, что это уравнеше будетъ эллипсъ, если X <  1 , и гипербола, если 
Х > 1. Изъ этого сл^дуетъ, что если даны точка и прямая и если другая 
точка скользитъ по плоскости такъ, что OTHonieHie разстояшя ея отъ дан
ной точки къ разстоянш отъ данной прямой, есть величина постоянная, 
то точка опишетъ эллипсъ, если она постоянно будетъ ближе къ данной 
точке, и опишетъ гиперболу, если она постоянно ближе къ данной 
прямой.

Мы здесь им'Ьемъ некоторую точку и прямую, которым тесно связаны 
съ двумя кривыми, эллипсомъ и гиперболой. Простое вычислеше покажетъ, 
что данная точка есть одинъ изъ фокусовъ, съ которыми мы уже познако
мились выше. Въ самомъ дЬле, положимъ Х < 1—это эллипсъ. Квадраты
осей эллипса будутъ:

а2 = XV
(1- Х 2) Ь2

Х.2р2
1 — X2

откуда:

а Ь2
Х4р2

( I - * 2)
ИЛИ

X2»
1 — X2

Но растояше данной точки отъ начала есть:

Р +  a 1 — X2

а это есть разстояше фокуса отъ начала, следовательно эти дв'Ь точки 
тождественны.

Есть еще другая прямая, которая играетъ туже роль относительно
другаго фокуса, требуетъ симметр1я кривой относительно оси Y.

*

Эти две прямыя называются директрисами эллипса. Выражеше разстояшя
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директрисы отъ центра эллипса, или начала координатъ, даетъ способъ 
построить эту прямую. Въ самомъ д&л'Ь:

ср =  Ъ2

следовательно разстояше:

даетъ:

f = c  +  p

f = c + P  

Ъ2 +  с2 а2

V а2— Ъ2

т. е. большая полуось есть средне-пропорцюналъная между разстоятемъ 
директрисы отъ начала и эксцентриситетомъ эллипса.

Съ помощью этого свойства легко построить директрису, следующимъ 
образомъ. Изъ центра эллипса О рад!усомъ а описываютъ кругъ (фиг. 16), 
изъ фокуса F  возставляютъ перпендику- Фиг. 16.
ляръ къ оси X  и продолжаютъ его до 
пересЬчешя съ окружностью; точку пере- 
сЬчешя А  соединяютъ съ центромъ и изъ 
той-же точки А  возставляютъ перпенди-
куляръ къ проведенному рад1усу; пере- х 
еЬчеше этого перпендикуляра съ осью X
даетъ точку, изъ которой возставленныи 
къ.оси X  перпендикуляръ и будетъ иско
мой директриссой.

Вторая директриса будетъ параллельна первой, на такомъ же раз- 
стоя ши отъ центра съ другой стороны оси X . Следовательно эллипсъ 
весь лежитъ между директрисами .7

§ 17. Разсмотримъ теперь тотъ случай, когда Х =1, т. е. когда сколь
зящая точка находится всегда въ равномъ разстоянш отъ данной точки 
(фокуса) и отъ данной прямой (директрисы). Въ этомъ случае уравнеше
(16) § 16 сделается:

у2 — 2рх ~\~р(р"Ь 2а) =  О

Если положимъ а =  — , то будемъ иметь:

у2 =  2рх

а это, какъ мы выше видели, есть уравнеше параболы.
Изъ предъидущаго видимъ, что уравнешя: эллипса, гиперболы, па

раболы и круга, какъ частный случай эллипса, все вторагб порядка; ниже
. . • *  ■ -» ?

увидимъ, что самое общее уравнеше между координатами х  и у вторагб
'•Н ”

9*
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порядка будетъ алгебраически представлять одну изъ этихъ трехъ замгЬ- 
чательпыхъ кривыхъ, названныхъ древними mpiadou Менаихмп, которому 
приписываюсь ихъ открьше. Формы уравненш, полученныя нами для этихъ 
кривыхъ, самыя простыл, поэтому о не называются каноническими.

г

§ 18. Уже въ У-омъ в. до Р. X. греческихъ геометровъ занимали 
три задачи: квадратура круга, трисекщя угла и удвоеше куба или Делш-
екая задача, который они старались решить съ помощью линейки й круга;

/
последняя задача была сведена Гиппократомъ Хюскимъ на рйзыскаше 
двухъ средне-пропорщоиальныхъ отр'Ьзковъ прямой лиши между двумя 
данными отрезками, т. е. если а и Ь суть данные отрезки, то требуется 
найти друпе' два х  и у таше, чтобы:

или:

или еще:

а:х  == х :у , х :у

X а у
у ~ х  Ь

м = ау II

у:Ъ

Ъх

Если изъ перваго уравнешя определить у и вставить во второе, то най-
демъ:

х а2Ъ

полагая Ь —  2а, будемъ иметь:

х.3 2а 3
ч *

решить это уравнение значить найти сторону х  такого куба, который
оылъ-оы вдвое больше куоа, построеннаго на дапномъ отрезке а.

Три задачи: отьгскаше двухъ7 средне-пропорщональныхъ, трисекщя 
угла и удвоенie куба занимали многихъ греческихъ геометровъ. Начиная 
съ Платона вопросы эти не переставали интересовать древнихъ геометровъ, 
которые придавали имъ особенное з начете и важность.

Древше геометры стремились решить эти задачи съ помощью пря
мой лиши (линейки) и круга (циркуля), но только въ последнее время, 
въ 1837 году, была доказана Вапцелемъ (Wanzel) невозможность такого
решетя.

Некоторыми геометрами даны были реш етя при помощи коническихъ 
сечешй, другими были изобретены особый кривыя, изъ числа которыхъ 
наиболее известны: конхоида Никомеда, циссоида Дюклеса, одна изъ кри-

А -  ’

и друпя. Также быливыхъ двойной кривизны, предложенная
геометрами, приборы для решен in этихъ задача,

Т. е. инструменты для черчешя различныхъ кривыхъ, решающихъ вопроса.
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Изъ такихъ приборовъ извФстенъ мессолабъ (messolab), предложенный Эра- 
тосееномъ для р'Ьшешя задачи объ удвоенш куба. Перейдемъ теперь къ 
разсмотр'Ьнш н’Ькоторыхъ изъ этихъ кривыхъ:;

§ 19. Конхоида Никомеда. Конхоида (черепахообразная) была изоб-
*

Р'Ътена Никомедомъ для трисекцш угла. Вотъ ея образоваше. Дана пря
мая Н Н  (фиг. 17) и внгЬ ея точка О, дапъ отргЬ- 
зокъ прямой линш Ъ. Данная точка О называется 
полюсомъ, прямая Н Н  директрисой, а отр'Ьзокъ Ъ

Фиг. 17.

У

куляръ O F  на Н Н  и проведемъ прямую Х О Х  а 
параллельно НН. Возьмемъ полюсъ О за начало х-

-  Л

а /
г Я
У

J) -X
координатъ, а X X  за абсциссу и O Y  за ординату.

Проведемъ черезъ точку О, какую' нибудь, прямую О А, которая пере- 
сФчетъ Н Н  въ точкФ А', отъ точки А', на прямой О А, отложимъ въ обй 
стороны отрезки А 'А  и А ’А" равные Ъ. Геометрическое мФсто, такимъ 
образомъ, полученныхъ точекъ, проводя черезъ О прямыя во вейхъ на- 
правлешяхъ, есть конхоида. Пусть координаты точки А  будутъ х  и у,1Л \ у

пусть разстояше ф €= а. Изъ прямоугольныхъ треугольниковъ ОНА и 
А 'В А  имФемъ:

А Н  _ _ А В  
ОН А В

или У_ _ JJ— a 
х  А В

но:
А 'В  = А 'А

2
А В  или А  В 2 — ( — а)2

откуда будемъ имйть следующее:

2 (у— а)У_ = _________
х2 Ъ2— (у—а)

или:
(х2 +  г/) (у— а)2 =

При построенш конхоиды можетъ быть три случая:
7. Случай, Ъ >  а. Въэтомъ случай конхоида имФетъ форму (фиг. 18)

Фиг. 18. Фиг. 19.

Y

Я -Я

случай форма конхоиды будетъ (фиг. 19).
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3. Случай,Ъ <  а .Форма конхоиды будетъ (фиг. 20).
Фиг. 20.

Л

Y

Ветви конхоиды на безконечности встрй- 
чаютъ директрису Н И , поэтому она есть 
асимптота ветвей конхоиды.

20. Трисекщя угла. Пусть НОС бу- 
■К детъ данный уголъ, который требуется раз

делить на три равныя части. Возьмемъ за 
директрису конхоиды перпендикуляръ ЕС 
къ ОС въ какой нибудь точке С (фиг. 21). 

Построимъ конхоиду, которой бы полюсь былъ О, а параметръ Ъ =  20Е. 
Проведемъ Е Р  параллельно ОС до встречи съ конхоидой въ точке Р, 
соединяя О съ Р  и положивъ /_ Е О Р = у  мы будемъ иметь:

Фиг. 21 А _ Р О С = ^ /_ Е О С

Въ самомъ деле, если /_% =  /_Е Р О  — /_РОС, 
то Е Р  =  Ъcos 0 =  2 ОЕcos б, а треугольникъ 
ЕО Р  даетъ:

Е Р __sin
ЕО  sin б

Ъ cos б

" F

2 cos б

sm<p 2sin6.cos6 =  sin26

Следовательно <р =  26. Если <р =  26, то:

- I ¥ I  А  ЕОС

Фиг. 22.
21. Циссоида (клинообразная). Данъ 

кругъ, коего рад1усъ г. Изъ концовъ д!аметра
I

OL (фиг. 22) проведены касательный O Y и LB, 
д1аметръ OL нринимаютъ за ось X ,  каса-

I

тельную О Y  за ось Y. Черезъ начало О про- 
водятъ безчисленное множество прямы хъ, въ 
роде OD, каждая изъ этихъ прямыхъ пересе- 
каетъ окружность и касательную L B  въ точ- 
кахъ, какъ С и Р . На каждой изъ такихъ 

прямыхъ откладываютъ отрезокъ О31— С Ц  геометрическое место точекъ 
М  и будетъ кривая, носящая назваше циссоиды Дгоклеса.

Такъ какъ точка М  на кривой, то OF — E L  =  х, a Изъ
прямоугольныхъ треугольниковъ OMF  и ОСЕ имйемъ:

MF: OF =  С Е : ОЕ
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следовательно:

откуда:

СЕ 2  =  О Е . E L  —

у2: х 2 =  (2 г — х ) х : (2 г — х)2

2 г— х

Изъ этого уравнешя видимъ, что циссоида есть кривая третьяго порядка, 
состоящая изъ двухъ тождественяыхъ ветвей: одна съ положительными 
ординатами, другая съ отрицательными. Обе эти ветви неопределенно
приближаются къ касательной L B  и сливаются съ нею на безконечности,

%

когда х =  2г, следовательно касательная L B  есть ихъ общая асимптота. 
Кривая вся лежитъ съ положительной стороны оси X  и вся заключена 
между касательными O Y  и L B ,а для ж >2  и д л я — х  ординаты делаются
мнимыми. i

\  *

/• •

§ 22. Найти два средне-пропорщональныхъ
отрезка, между двумя данными отрезками и Ь?

Опишемъ кругъ A IIB , коего рад1усъ есть а. *
Построимъ циссоиду AHD(фиг. 23): 

Изъ центра С возставимъ нерпендикуляръ 
ЕС  =  Ь, соединимъ Е  съ В, Е В  встретить цис
соиду въ точке G, проведемъ АС, которая встре
тить СЕ въ точке F, отрезокъ СЕ  .и буДетъ 
искомый въ пропорщяхъ: —

Въ самомъ деле:

а
х

СЕ  2 а— х у—  и -------= f
у а о

Откуда, замечая что:

У
х

2 а— х
найдемъ:

СЕг а2Ъ =

§ 23. Фолгумъ Декарта. Эта кривая дается уравнешемъ:

у%— 3 аху-f- — О

Такъ какъ оно симметрично относительно х  и у, то и ея фигура распо
ложена также симметрично.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Легко видеть, что выражен in:

х 3 at
1 - Н 3

и У
Ш 2

l+ t*

Ф,1Г- 24. удовлетворяютъ уравненш кривой, какое бы
значеше не имЬло переменное t, поэтому, да
вая различныя чис-ловыя значетя t, мы бу- 
демъ иметь координаты точекъ кривой, кото
рая им’Ьетъ форму, показанную на фигуре 
(фиг. 24). В'Ьтви ея ОД  и 0 0  имЬютъ асимпто
той прямую LM .

§ 24. Овалъ Кассини. Найти геометри
ческое м^сто точекъ, коихъ произведете раз- 
стояшй отъ двухъ данныхъ точекъ было бы 
величина постоянная?

Пусть данныя точки будутъ F  и F ', разстояше между ними F F '= 2 c
(фиг. 25), произведете разстоянш каждой 
точки геометрическаго места отъ точекъ F  
и F ' пусть „будетъ

/  ‘

Разделимъ, въ точке О, разстояше F F ' 
пополамъ, возьмемъ F F ' за абсциссу, а О Г, 
перпендикулярную F F ', за ординату.

Если точка Р  находится на геометри- 
ческомъ месте, то:

Фиг. 25.

F 'P . F P т
Г

Такъ какъ ОД и Р Б  суть координаты и точки Р , то мы имеемъ:

Фиг. 26.

{У2 +  ( х + с )2} {у2 +  (х — с)2 } т

или:
(х2 с2)2 — 4с2ж2 т

Овалъ будетъ иметь форму (фиг. 25) если
х  Ш>с.

Если же т —  с, то мы будемъ иметь
ли, коей уравнете есть:лемнискату

(х2-\-у2)2 — 2 с2(х2— у2) — О

Форма лемнискаты будетъ (фиг. 26).
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Если-же т <  с, то овалъ Кассини состоитъ изъ двухъ отд'Ьльныхъ
оваловъ (фиг. 27).

§ 25. Трансцендентных кривыя. 
ВсЬ до сихъ поръ разсмотр'Ьнныя 
кривыя называются 
такъ какъ вей онй выражаются ал
гебраическими уравнениями различ- 
ныхъ степеней. Коничесшя сйчешя

Фиг. 27.

суть кривыя 2-ой степени, конхоида—4-ой, циссоида—3-ей и т. д. За ал
гебраическими кривыми сл'Ьдуютъ трансцендентный, т. е. ташя кривыя, 
въ уравнешя которыхъ входятъ трансцендентныя функцш: sin ж, cos ж,

I

tg х, loga?, ех и т. д.
§ 26. Синусоида. Уравнеше этой кривой есть:

у =  sin х

Чтобы видйть ея форму дадимъ х  вей значешя, начиная съ 0, и опред'Ь- 
лимъ у:

X--0,... тс
X—

7С
X—4

ТС 5тс 
"" 0 — ТС,... X -

7тс
— ?••• х

Зтс
- Q »••• =2тс

у==0,... у= 1
2’"‘ У

1—.... у -
1/2 J

=  1,... у —
1
2 ’" ' У

0,... у 1
2 '"'У 1,.. у-=0

Эта кривая имйетъ следующую 
форму (фиг. 28).

Въ болйе общей формй 
уравнеше синусоиды будетъ:

s

у —  asm (Ъх)

гдй а к Ъ произвольный ко
личества.

Фиг. 28.

27. Косинусоида. Эта кривая выражается уравнешемъ:

у =  cos ж

Если изсл'Ьдуемъ ея форму, какъ это 
мы сделали для синусоиды, то уви- 
димъ, что она имйетъ следующий видъ 
(фиг. 29).

Видъ ея показываетъ, что кри
вая перееЬкаетъ ось ординатъ на раз- 
стоящи равномъ единиц'Ь отъ начала
координатъ

Фиг. 29.

* .



28. Кривая тангенсовг. Кривая эта выражается уравнешемъ:

У=* tgas

Если изсл^дуемъ ея форму, какъ сделали это для двухъ предъидущихъ 
кривыхъ, то найдемъ, что:
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X = =  0 , . . . X -
Т С

g  ,  •  .  •  X '
Т С

—  4  ’ '  *  *
х  —

т с

2  ’  ’  * '

1

Х ==  Т С ,  .  .

у = =  о , . . . у = =  - , / 2V  з !

У 1  ? •  •  • У==  ОО , . . . У 0 , . . .

Згс 
2

У СО

Кривая инйетъ форму (фиг. 30).
Фиг. 30. i

§ 29. Жогаривмическая кривая. Кри
вая эта выражается уравнешемъ:

ж =  log (у)

которое можно написать въ форм!}

У я

если log есть неперовскш.

х ОО,.., х —  0 , . . .  Х =  оо

У • • • У 1?• • • У со

30. Кривая секансовъ. Кривая эта выражается уравнешемъ:

у =  sec ж

и ин'Ьетъ форму (фиг. 32).
Фиг. 31. Фиг. 32.

§ 31. Квадратрикса Деиносшрата. Если ордината D P  (фиг. 33) рав
номерно движется по д1аметру А В  круга О, начиная съ точки В  къ А, 
и въ тоже время рад1усъ ОВ вращается также равномерно около центра,
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Фиг. 33.

то точка пересЬчеим ординаты и рад1уса,| образуетъ геометрическое место, 
которое и называется квадратриксой.

Если рад1усъ круга есть г, а 
/_ В ОР=<р, то очевидно, изъ усло- 
Bia движешя, мы будемъ иметь:

т с

г — X

то а

a f. Если при х = 0 ,  <р= —,

2 г г — х
— , откуда Ф =  ——  . тс.

т с 2г
Но мы им'Ьемъ:

-  =  tg(p
X

откуда:
У
х tg

X
2 г

\

Это и есть уравнеше квадратриксы. Эта кривая была изобретена Дейно-
ж = 0,стратомъ для отыскашя квадратуры круга, откуда ея назваше.'

2 т
то ордината ОЕ будетъ равна — , это можно показать съ помощью нъ-

т с

которыхъ преобразованШ уравнешя, следовательно надобно только по
строить точку Е ,чтобы найти тс. Но nocTpoeHie точки Е  представляетъ

•  * .

ташя-же трудности, какъ и построеше тс. Съ: помощью квадратриксы можно 
также разделить уголь на три равныя части, для этого надобно разделить 
на три равныя части отрезокъ DB, тогда ординаты этихъ точекъ встре
тить квадратриксу въ точкахъ, которыя соединивъ съ центромъ, разделимъ 
уголь <р на три равныя части.

32. Циклоида. Циклоида есть кривая, описанная точкою бкружно-

Фяг. 34.
сти круга, который катится, не скользя, по прямой лиши. Пусть ОХ  будетъ
прямая, по которой катится кругъ, 
коего рад1усъ есть г (фиг. 34). 
Пусть г будетъ точка каеашя
круга и прямой ОХ, пусть Ж
будетъ точка, описывающая кри
вую. Мы полагаемъ, что въ на
чале движешя точка Ж  совпа- 
даетъ съ точкою каеашя О, прямой и окружности.

Возьмемъ за ось X  прямую ОХ, О за начало координатъ, O Y  пер
пендикулярную О Х  за ось Y. Въ томъ положенш, какое шгЬетъ кругъ на 
фигуре, координаты точки Ж  будутъ:

х OP — OR — P R у — CR



Означимъ черезъ <р уголъ, который рад1*усъ составляетъ съ началь
ны мъ своимъ положешемъ СВ. По свойству движешя мы им'Ьемъ:
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Но:
OR =  дуге M il  =  г<р

\

Е Р  =  M S  =  г sin с р , S C = г cos ср

подставляя въ (17), найдемъ:

х r (ср — sin ср) , у — г (l — cos ср)

Откуда найдемъ:

cos ср

Следовательно:

г У
г s in .  -

<0 arc sin - - ~

г

-у— У

(18)

подставляя это выражеше ср въ первое изъ выраженШ (18), найдемъ

х г . arc cos г У
L /*  —

2 ту— у 2

Таково уравнеше одной изъ самыхъ заме ч а т е л г. п ы х ъ кривыхъ по своимъ 
геометрическимъ и механическимъ свойствамъ. Она состоитъ изъ безко- 
нечнаго числа тождественныхъ частей, изъ коихъ только одна дана на

* ч Ччертежъ.^\

^ 3 3 .  Вотъ еще замечательная кривая, выражаемая уравнешемъ:

У ах а п ж у  хV
* •

Чтобы построить эту кривую, ностро имй. сначала параболу у ах2.
Фиг. 35.

X

f л  и

\ в г Жу ж/7)в
\А ' 1 /  Jt

к ^ Л / У *
г / у Т АL ^ /

О ----Р

■ Y

Пусть она будетъ С'ОС (фиг. 35). Если 
будемъ прибавлять и отнимать отъ ординатъ
параболы] величину sin ж к ж, то съ положи-
тельной стороны получимъ овалы: PH, K L

\
1

и M N . ..;, а съ отрицательной отдельный 
точки А 1, В 1, О ' , . . . ,  на ветвяхъ параболы,

выражеше sin будетъ мнимое, а дей-
»

ствительное, равное нулю, только въ точ- 
|щхъ А', В ', С . . .  Длина оваловъ и разстояшя точекъ А', В' ,  С ' . . . ,  счи
тая по оси X, будутъ все равны я,
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§ 94. Спираль Архимеда. Прямая О А  вращается равномерно около 
точки О (фиг. 36), точка Ж, начиная съ О, скользить равномерно по пря
мой О А  и притомъ такт», что когда фиг. 3 q,
прямая сделаете полный оборот!», точка 
Ж  проскользитъ на прямой разстояше 
г всегда одно и тоже для всехъ пол-

У
/

пыхъ оборотовъ.
в

При такихъ движешяхъ, съ пря-
*

мою и по прямой, точка Ж  одишетъ 
кривую, состоящую изъ безконечнаго 
числа оборотовъ около точки О. Кри- 
ва'я эта известна подъ именемъ спирали 
Архимеда.

Возьмемъ нолярныя координаты: 
точку О за полюсь, а постоянная прямая пусть будетъ первоначальное 
наиравлеше прямой О А.

Пусть ОА' будетъ такое ноложеше рад i уса вектора О А . при которомъ 
уголь <р будетъ шестнадцатая часть окружности. По уело Biro точка Ж  прой-

V

детъ шестнадцатую часть г, следовательно:

откуда:

полагая =  а, искомое уравнеше спирали будетъ:

р =  аср (19)

Уголъ у можетъ возрастать неопределенно, какъ въ положительномъ, такъ 
и въ отрицательномъ направлены, въ обоихъ случаяхъ получатся две 
ветви тождественныя, но съ противуположными оборотами.

Если изъ точки О возставимъ перпендикуляръ и возьмемъ его за
•  л

ось Y, а О А  за ось X , то будемъ иметь:
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или:

уравнеше трансцендентное, между тЬмъ съ перваго раза кажется, что въ 
полярныхъ координатахъ (19) оно алгебраическое. Чтобы выяснить это 
противоречие, надобно вспомнить, что р и <р величины разнородныя.

35. Этихъ примеровъ достаточно, чтобы показать, какъ съ помощью 
метода Декарта, всякую кривую, которой свойство, общее всЬмъ ея точ- 
камъ, известно, служащее для ея опред'Ьлешя, выразить алгебраическимъ

N

уравнешемъ, и обратно, каждое алгебраическое уравнеше представить гео
метрически. Такимъ образомъ, всЬ геометричесшя изсл'Ьдовашя обращаются 
въ алгебраичесшя комбинацш и преобразоващя, геометричесшя конкретныя 
представлешя обобщаются въ отвлеченныхъ алгебраическихъ символахъ и 
часто, переставая существовать конкретно для глаза, идеализируются въ 
алгебраическихъ символахъ и ихъ законахъ. Тамя обобщешя, или такая 
идеализащя, ведутъ ко многимъ теоремамъ, которыя безъ этого были-бы
для насъ всегда скрыты, существуя только въ отвлеченной комбинацш

\

алгебраическихъ символовъ.

/г
>

I
J

Г Л А В А  III.

Преобразование координатъ .

§ 36. Часто встречается необходимость определить положеше точки 
на плоскости относительно другаго начала или другихъ координатныхъ 
осей. Такой переходъ отъ однехъ координатныхъ осей къ другимъ назы

вается преобразоватемъ координатъ. Въ пе
реходе отъ однехъ осей къ другимъ встре
чается несколько случаевъ:

Случай 1. Перенесете начала. Пусть 
О Х  и (фиг. 37) будутъ старыя оси, 
О'Х1 и О' Y ' новыя, параллельныя старымъ.

Черезъ х  и у мы будемъ обозначать 
координаты точки М  относительно стары хъ 

осей, а черезъ х ’ и у  координаты той-же точки относительно новыхъ осей. 
Пусть координаты новаго начала, относительно старыхъ осей, будутъ 
О Л  =  « и АО' =  Ь. Координаты точки М, отнесенной къ старымъ осямъ,

Фиг. 37.



ГЛАВА III.— ПРЕОБРАЗОВАНЫ! КООРДИНАТЪ. 3 1

будутъ х =  ОР, у =  РМ; отнесенной къ новымъ, будутъ х' — О'Р', 
у’ =  Р ’М. Но:

ОР =  О А  +  А Р =  О А  +  О'Р'

М Р  =  РР' +  М Р 1 =  0 'А - \-  М Р'
или:

х а -4- х' У —  Ъ-{- ( 1 )

Это формулы, съ помощью которыхъ переменяется начало, а направлеше 
осей остается тоже; а и Ъ суть величины данныя.

Пр. 1. Что сделается съ уравнешями:

у А"— 7 = 0  , х 2-\-у2— — 1 = 0

если начало координатъ иеренесемъ въ точку (2, —1)?

Отв. у'-\-4х'=0, xf2-\-y '2— 6.

11р. 2. Что сделается съ уравнетем ъ

жЧ-у 2тп 
т — п х — 0

если новое начало находится на оси ОХ, па разстоянм
тп

т — п отъ стараго начала?

Отв. х '2-\-
тп 

\т—п 0.

v Случай 2. Перемгьна направлен!я осей. Пусть ОХ  и будутъ, ста
рым оси, а ОХ' и OY'—новыя, имЗдашдя общее начало со старыми осями. 
Пусть а и р  будутъ углы, которые новыя оси ОХ' 
и О Т  составляютъ съ осью ОХ  (фиг. 38), эти углы 
опредйляютъ положеше новыхъ осей. Какъ прежде 
мы будемъ обозначать черезъ х , у  координаты точки 
Ж  относительно старыхъ осей, а черезъ у' коор
динаты тои-же точки относительно новыхъ осей. 
Пусть наконедъ б будетъ уголъ между старыми 
осями ОХ  и OY.

%

Следовательно мы имеемъ:

6= Г О Х  , а —  Х 'О Х  , р = Т О Х  

х  — ОР , у — М Р  , х' —  ОР' , у — М Р'
#

Чтобы выразить х  и у черезъ х'и у',проведемъ ОР перпендикулярно O Y  
и OS перпендикулярно ОХ  и проектируемы полигонъ ОРМ РО  на ОМ. 
Въ силу теоремы, что алгебраическая сумма проэкщй сторонъ замкнутаго 
полигона, на какую нибудь прямую, равна нулю, мы будемъ иметь сле
дующее уравнеше, пробегая полигонъ въ направленш ОРМРО:

ч

OP'-cos Р'ОМ +  Р'М - cos МО Y'-j-MP,cos МО РО . cos О
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или:
х  cos ВОР' +  if' cos ВО Y ' — х  cos B O X  =  О

проэкщя стороны М Р  на ОВ равна нулю, такъ какъ уголъ B O Y  есть 
прямой. Но мы им'Ьемъ:

Х О В  =  YOB — YO X  =  ~  —  б

а также:

Х 'О В  =  Х 'О Х +  Х О В  =  а +  |  — б =  |  — (б— а)

. /

r o B = Y ' o x + x o B = $  +  ~  — о =  ~ — (е— р)

подставляя, найдемъ:

# 's in (6— а) +  У* sin (б— (J)— д?sin 6 =  0 (2)

Если тотъ же полигонъ проэктируемъ на OS, то найдемъ:

О Р cos X 'OS +  Р М , cos Y'O S — М Р . cos YOS — Р О . cos XO S =  О 

но:

Ш = ^ - я  , Г О £ = |  — р , б

а сторона О Р ^перпендикулярна OS, следовательно ея проэкщя равна нулю; 
подставляя найдемъ:

х' sin a  4 -  «/' sin {J — у  sin 0 =  О (3)

Уравнешя (2) и (3) даютъ искомыя величины для х  и у:

х
х' sin (б— а) -{- у' sin (б— ft)

sin б У
х  sin а  -(- у' sin fi 

sin б (4)

Эти формулы служатъ для перехода отъ одной системы косоугольныхъ 
осей, къ другой косоугольной, имеющей тоже начало; оне редко употре
бляются во всей ихъ общности.

Мы разберемъ те частные случаи, которые часто встречаются.
1 . Перейти отъ системы прямо угольныхъ осей къ системе косо угол ь-

к
ныхъ? Въ этомъ случае б =  - ,  sin б 1, следовательно формулы (4)

х  — х' cos a  у' cos р 

у =  х' sin a  -f- у' sin fl
(5 )
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2. Перейти отъ системы прямоугольной къ другой прямоугольной?

Въ этомъ случай 9
7С

2
sin 9 = 1  и р 2

а cos В sin а и

sin р =  cos а. Въ силу этого формулы (4) сделаются:

х  =  х' cos а — «' sin а

у =  ж' sin а +  У cos а
(6)

Это самыя употребительныя формулы.

3; Перейти отъ системы косоугольной къ системй прямоугольной?
Въ этомъ случай мы имйемъ:

Р
ТС

2
-f- а sin (9 —М cos (9 и sin (J =  cos а

въ силу чего формулы (4) сделаются:

X

У

х  sin (9— а) — у' cos (9— а)
sin 9

х' sin а +  у 'cos а 
sin 9

СО

Случай 3. Общее преобразовате. Опо состоитъ въ перенесенш начала 
и въ~ измйнеши направлешя осей.

Этого можно достигнуть съ помощью двухъ предъидущихъ преобра- 
зовашй. Если координаты новаго начала О' будутъ (а, Ъ), а оси проведен
ный черезъ это начало, параллельно старымъ, будутъ ОХ" и О'Т", то 
мы будемъ им'Ьть:

х а +  х" , у =  Ъ +  у"

Остается перейти отъ системы О'Х", O'Y" къ системй О 'Г 1, О Х 1, сохра-
л

няя начало О'. Для этого надобно преобразовать х" и у" по формуламъ (4),
что даетъ:

х а -4-
х ’ sin (9—а) -J- у' sin (9 — fi)

у — Ъ-\-

sin9

х1 sin a-f~ysin ft
sin 9

Bcl> предъидущ>'я формулы, служащая для перехода отъ одной системы къ 
другой, первой степени относительно ж' и у', имйютъ форму:

х — а +  рх' +  qy у —  Ъ - rx' -f- sy1
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТПЯ
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Подстановлеше этихъ выражетй въ уравнение n -ой степени вместо х  и у 
ведетъ къ уравнешю той-же стеиени относительно новьгхъ координата 
х' и у .  Въ самомъ д'йлФ, очевидно, что степень не можетъ повысится, 
возвышая полиномъ въ п-ую степень и не дастъ членовъ въ х' и у' выше 
м-ой степени; степень и не понизится, ибо возвращаясь обратно, она бы
повысилась.

___ / ' ___

Пр. 1. Показать, что уравнеше:
%2-\-у2 = , . 2

будетъ такой-же формы для всйхъ прямоугольныхъ осей, имЬющнхъ тоже начало: 
- Пр. 2. Что сделается съ уравнешемъ:

х2-\-у2—2 ах—2 b
если начало координата неренесемъ въ точку («, &)?

1 Отв. х12-\-у '2= г 2.

Пр. 3. Что сделается съ уравнешемъ:

■>

у 2— х  = 6

въ прямоугольныхъ осяхъ, если за новыя оси возьмемъ равнод'Ьлятдя углы между 
старыми осями?

Отв.х'у' — Ъ-
Пр. 4. Написать формулы, служащая къ переходу отъ одной системы прямоу

гольныхъ осей къ другой косоугольной, сохраняя начало и ось X?
Отв. х  =  х’-)-у' cos(3 , t/=i/'sin[3.
Up. 5. Дано уравнеше въ прямоугольныхъ осяхъ:

2а;2 — Sxy +  2y2= l

какую форму оно будета тгЬть, если оставить ось 
щую уголъ между старыми осями?

Отв. 4х'2+ у '2 4- х'у' 1 2 =  2.

X, а за ось X взятг, равнодйля-

§ 37. Переходъ отъ декартовыхъ къ полярнымъ и обратно.
Предъидушдя формулы даютъ возможность перейти отъ одной системы де-

Фиг. 39.

м
. 4  4

<в X

картовыхъ координатъ къ другой, но часто неоохо- 
димо бываетъ отъ декартовыхъ координатъ перейти 
къ полярнымъ и обратно. Если мы им’Ьемъ прямоу
гольную систему координатъ и желаемъ преобра
зовать уравнеше кривой въ декартовыхъ коорди-
натахъ, въ полярныя, коихъ полюсъ находится въ 

начала, а направлеше дается осью X, то будемъ им^ть следующую за
висимость:

х  =  р cos ср у — р sin <f 1
X tg<p

гд'Ь p есть разстояше точки (х, у )отъ начала координатъ О, а <р уголъ, 
который р составляет!» съ осью абсциссъ (фиг. 39); подставляя вместо
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х  и у ихъ выраженш черезъ р и ср въ данное уравнеше, мы получимъ 
уравнеше кривой въ полярныхъ координатахъ. Если, обратно, требуется 
перейти отъ уравнешя въ полярныхъ координатахъ къ декартовымъ пря- 
моугольнымъ, то предъидущ1я уравнешя даютъ:

р = 1/  х 2-\-у2 , cp =  arctg —
СО

Фиг. 40
Подставляя эти выражения въ полярное уравне
ше, найдемъ уравнеше въ координатахъ Декарта.

Если оси X  и Y  (фиг. 40) не прямоугольны, 
а составляюсь уголъ <о, то мы будемъ имФть 
слФдуюнця пропорцш:

2/: р =  sin ср: sin со , # :p=sin(co—<f):sin(o 

откуда:

У
р sm  ср 
sin (о X р sin (о)— <р)

Sin 0)

Эти формулы и служатъ для перехода отъ косоугольныхъ декартовыхъ 
координатъ къ полярнымъ, если начало координатъ есть полюсъ.

Г  Пр. 1. Преобразовать слйдуютдя уравнешя въ прямоугольныхъ координатахъ, 
въ полярныя:

х2-\-у2==5ах , х 2—у 2~ а 2

Отв. г =  5а cos ф , r2cos2p =  a2.

А Пр. 2 . Преобразовать схЬдуюпця уравнешя въ полярныхъ координатахъ, въ 
прямоугольный:

r2sin2^ — 2a2 г2 == a2 cos 2o t
i

r2 cos —<p1
2

Ome. xy = a 2)2 — a2(x2— y 2) , x 2-\-y2 =  (2a—x)2

ГЛАВА IV.

П р я м а я  л и н i я.

§ 38. Въ главЪ II § 12 мы выведи уравнеше прямой, основываясь 
на ея опред'Ьленш; въ настоящей главФ мы дадимъ этому ypавнeнiю раз- 
личныя формы и изслЬдуемъ вей свойства прямой, какъ въ отдельности,
такъ и въ связи съ системою прямыхъ на той-же плоскости.

(  .

Въ § 12 мы нашли, что уравнеше прямой, проходящей черезъ две 
данныя точки (а?,, у,), У2Х произвольно выбранныя на плоскости, есть:

у — У\ _ У\— У% 
х —а:, ' Х\— х2

или у у — у-2
.Г[ — х.г

(х — Х
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или еще:
(У \ —  Уа) х  —  {х х —  щ )  +  —  ж2 у х =  О

X

Зам'Ътимъ, что форма этого уравнешя независитъ отъ наклонешя коордч- 
натныхъ осей между собою.

Фиг. 41. Одна изъ самыхъ зам'Ьчательныхъ формъ

координатныхъ осяхъ. Подставляя эти величины въ уравнеше (1), иайдемъ:

-  +  |  =  1 (2) а о

Если положимъ:

а —  — \  , Ъ =  — -  (3)
? •»)

то предъидущее уравнеше сделается:

&  +  Щ +  1  =  0  ( 4 )

Это одна изъ самыхъ замйчательныхъ формъ уравнешя прямой. Она также 
не зависитъ отъ наклонешя осей.

Отрезки а и Ъ опред’Ьляютъ положеше прямой или-же Е, и ij, свя- 
занныя съ а и Ъ уравнешями (3). Величины £ и ?) называются координа
тами прямой, фиксирующая ея положеше на плоскости, такъ точно, какъ 
координаты точки фиксируюсь ея положеше.

'Ч-

- Въ уравненш (4) х н у  называются бтущими или скользящими коор
динатами, он'Ь остаются неопределенными и должны удовлетворять только 
уравненш (4). Когда х  и у удовлетворяютъ уравнешю (4), точка, коей 
координаты суть ж, у, скользить по прямой, фиксированной координатами £,?).

'  * N

Форма уравнешя (4) замечательна въ томъ отношенш, что она сим-
_ * ;  *

метрична, относительно координатъ к) прямой, и координатъ ж, у точки. 
Ниже увйдимъ важное значеше этой симметрш. J

(  При изучеши Аналитической геометрш необходимо выяснить геомет
рическое значеше каждаго алгебрап гескаго выраженья или уравнен in, безъ 
этого аналитичесшя формулы навсегда остаются только отвлеченными ком- 
бинащями алгебраическихъ символовъ, которые теряютъ, такимъ образомъ,
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конкретное представлеше. Возьмемъ, напримгЬръ, уравнеше (2), которое вы- 
ражаетъ только то, что прямая проходить черезъ точки (а, 0), (О, Ъ)\ но 
если мы его папшпемъ въ форме:

Фиг. 42
Ъх -\~ау =  аЬ

то видимъ, что площадь прямоугольника аЪ 
(фиг. 42), построеннаго на отргЬзкахъ а иЪ всегда 
равна сумме площадей прямоугольниковъ Ъх и ау, 
гдф бы точка (х, у) ни была взята на д1агонали 

х  прямоугольника, т. е. на прямой (2) ]).

§ 39. Если уравнеше (2) помножимъ на пер-
пеыдикуляръ р, опущенный изъ начала координата 
(фиг. 43), то получимъ:

на прямую

р  | Р 
а Ъ J Р

Но — есть cos угла,
a J

»

Фиг. 43.

Y

который перпендикуляръ р  составляетъ съ осью X ,
\

а ^  есть sin того-же угла, следовательно, озна-
*

чая черезъ а этотъ уголь, найдемъ:

х cos а -f- у sin а — р  =  0 (5)

Это уравнеше прямой, которой положеше фикси- 
X  руется координатами а и Эта форма называется

4 .

нормальной—ниже увидимъ почему. ЗамФтимъ, что:

ОА а 1
о в = ъ

Т]
о с р Z_AOC=a.

\  •

§ 40. Мы видели въ § 12, (6), что уравнение прямой, проходящей
черезъ точки {х{, у{), (х2, уА, можно дать следующую форму:

У— У\
X— Хл

или:
У —  У\=(® —  Х j) tg ш (6)

Это есть уравнеше прямой, проходящей черезъ данную точку (ад, ух) и 
составляющей уголь <р съосью Х  Точку (xu yt) можно выбрать где угодно

1) См. Ваи^енко-Захарченко, Элементарная геометр1я, Шевъ, 1883, in-8, сгр. 73
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на прямой. Возьмемъ точку пересЬчешя прямой съ осью Y, координаты 
этой точки будутъ (0, Ъ); Ъ есть отр^зокъ, который прямая дйлаетъ на
оси Y. Полагая въ уравнены (6) ж ,=  0, найдемъ:

у =  x tg y  -\-Ъ

или полагая tg ср =  а,- уравнеше сделается:

у —  ах +  Ъ (7)

Значеше коэфищента въ этомъ уравнены объяснено выше. Уравнеше (6) 
можно написать еще въ следующей форм'Ь:

у Ух _ Х  Хх 
• (8)sin cos ср

или, полагая:

• 
1

1 г ** & Н* (9)sm ср cos <р
найдемъ:

У —  У \ г• sin <р , х —  -}- . cos ср (10)

гд'Ь г  есть разстояше скользящей точки отъ данной точки (хи ух). Если 
прямая проходитъ черезъ начало координатъ, то въ уравнеше (7) отрй- 
зокъ Ъ—  0, следовательно:

у =  ах (11)

будетъ уравнеше прямой, проходящей черезъ начало координатъ и со
ставляющей съ осью X  уголъ, коего тангенсъ равенъ числу а.

Если въ . уравнены:

Фиг. 44.

У— У\ _  У \~  У2
X ----------Х\  ----------Х 2

пом4стимъ точку (х2, у2) въ начало коорди
натъ, т. е. положимъ х2 =  0, у2 — 0, то 
ypaBHeHie сделается:

У~У\ =  У\
X — Х х ,

или у Ух
Х\

X ( 12)

будутъ
то значеше а въ уравнены:

у  =  а х  - \ - Ъ ( 1 3 )
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найдемъ, нанисавь уравнеше (13) въ форм'Ь:

или:

откуда:

У Ъ =  ах или У Ъ
х

у — Ъ
X

а

smcp
sin (со— (р) 

sin ср
sin (о— ср)

а

(И )

"  /  *

§ 41. Мы исчерпали веЬ формы, который уравнеше прямой" можетъ 
получать, выбирая HeBicTHbiMB образомъ величины (координаты), опреде
ляющая положеше прямой. Вс'Ь эти уравяешя первой степени относительно 
х , з/, откуда представляется самъ собою вопросъ: всякое-ли уравнеше пер
вой степени, въ х  и з/, представляетъ прямую линда?

Мы сейчасъ покажемъ, что это такъ. Въ самомъ- д'ЬлЬ, самая общая 
форма уравнешя первой степени относительно х , у будетъ:

А х  +  By  +  ( 7 = 0

которое можно написать въ форм’Ь:
• • * .

Л +Л ^  < 1 6 )

А  В

но это ничто иное, какъ уравнеше Прямой въ формЬ (2) § 38, гд'Ь:

С
В

откуда заключаемъ, что каждое уравнеше первой степени относительно 
х  и у представляетъ прямую линт.

§ 42. Мы вид'Ьли въ предъидущемъ параграфе, какъ прямая, данная 
въ самой общей форме:

V

А х +  Ву +  С=0(17)
приводится къ форме:

| • /

но чаще всего требуется уравиешю (17) дать нормальную форму:
’ <   ̂ ‘ * _ .

х  cos a -f- у sin а —р  — 0 (18)
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для этого помножимъ уравнеше (18) на неопределенный множитель X, 
тогда получимъ:

\ х  cos а +  Хр sin а — Хр =  О

Если это уравнеше тождественно съ (17), то мы должны иметь:

Xeos а =  А  , Xsina =  .B , — Х р = С  (19)

1 \

откуда, возвышая въ квадратъ первыя два уравненш и складывая, наидеыъ:

Ха =  А 2 +  В 2
или:

X V л2 +  в 2

Подставляя въ уравнешя (19), получимъ:

cos a __ А ____

V a ^ T b 2

вsma V А 2 +  В 2
Р

С

V А 2 -1-  В 2
= ( 20)

Перпендикуляръ р ,  онущенный изъ начала координатъ, на прямую, мы 
будемъ всегда принимать за величину положительную, поэтому въ выра- 
женш:

Р
С

V А 2 +  В 2

радикалу нужно давать такой знакъ, чтобы вторая часть была положитель
ная. Этимъ услов1емъ определяется знакъ радикала. Если С  будетъ коли
чество положительное, то радикалу нужно дать знакъ — , а если С  будетъ 
количество отрицательное, то радикалу надобпо дать знакъ + .  Опреде
ляешь, такимъ образомъ, знакъ радикала, мы будемъ иметь sina и cosa.

Следовательно если уравнение (17) разделимъ на V А 2 +  В 2, то оно 
приметъ нормальную форму:

А х + В у + С
V А 2 +  В 2

Заметимъ еще, что sina и cosa выражаются только коэфищентами и 
и не зависятъ отъ С .

§ 43. Если въ уравненш прямой:

х
a
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изм'Ьнимъ а и Ъ на па и nb, то получимъ уравнеше:

или:

t

прямой, очевидно, параллельной прямой (23).

Если въ уравненш:

ajcosa-j-ysina = р  (25)
V

изм’Ьнимъ р  на р 1, то прямая перенесется параллельно самой себЬ, такъ 
какъ ея наклонеше, при такомъ замЬщенш, неизмЬняется. СлЬдовательно 
прямая:

xcosa +  уsina

параллельна прямой (25).

Такъ какъ наклонеше прямой, данной общимъ уравнешемъ:

А х  +  j By С=

выражается только коэфищеитами А  и Д  то съ измЬнешемъ С прямая
переносится параллельно самой себЬ.

%

Наконецъ въ уравненш:

у =  ах-\-Ъ

оставляя «, угловой коэфищентъ, безъ перемЬиы, а измЬняя только Ь, мы 
будем'ь переносить прямую параллельно самой себЬ.,

§ 44. Задача. Найти уравненщ прямой, проходящей черезъ данную
точку ( x ^ y j t

Pmueuie. Возьмемъ уравнеше прямой въ самой общей формЬ

А х -\-В у  +  С =  0 (26)
 ̂ (

Если эта прямая должна проходить черезъ точку (хг, yt), то координаты 
ж, и у}должны удовлетворять предыдущему уравненш, т. е. мы должны
имЬть:

А х1 +  Ву\ + 0 = 0
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вставляя въ уравнеше (26), найдемъ:

А ( х — х х) -+- Б (у — 2/i) =  0 (27)
4

Это и есть уравнеше прямой, проходящей черезъ точку {хх, ух).

Легко видеть, что если уравнеше прямой будетъ дано въ формахъ:

a; cos а 2/ s m a = p (28)

у =  +

то уравнешя прямой, проходящей черезъ точку (a^, м,), будутъ:

« 1  I Г !> = 0
а Ъ

(х — a;i)cosa-{-(?/— i/i)sina =  0
г  I

y — yl= a ( x — x l)

(29)

/

Если въ уравнешяхъ (29)-будемъ изменять коэфищенты а,Ъ, уголъ а и 
угловой коэфищентъ а, то прямая выраженная этими уравнешями, будетъ 
вращатся около точки (хх, ух), принимая вей возможный направлешя. ,

45. Задача. Дано уравнеше прямой въ нормальной форме:

ж cos a -+- уsma (30)

и точка (хх, у х) вий этой прямой; найти длину перпендикуляра, опущен-
%

наго изъ данной точки (ж,, ух) на данную прямую?

Ptbrnenie. Черезъ данную точку (хх, ух) проведемъ прямую параллельно 
прямой (30), уравнеше ея будетъ (§ 43):

ж cos a-4-i/sin 01===^ (31)

если р х будетъ разстояше, проведенной прямой отъ начала координатъ. 
Если означимъ черезъ 8 искомый перпендикуляръ, то легко видеть, что:

8 = р ,  — р

Но точка {хх, «/[•) находится на прямой (31), следовательно:
% -

Рх =  х х cos a  -f- ух sin a
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откуда:
8 ~ Р \ — р  —  а?! cos а -J- ук sin а — р

Откуда видимъ, что если прямая дана въ нормальной формй и точка внй 
ея, то результатъ нодстановлешя координатъ ж, и у{ въ данное уравнеше, 
дастъ длину перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (ж,, ух) на прямую.

Если данная точка лежитъ съ той стороны прямой, съ которой ле- 
житъ и начало координатъ, то длину перпендикуляра принимаютъ за ве
личину положительную, въ противномъ случай за величину отрицательную.
Слйдовательно мы должны писать:

8 =  -f (^COSa -1 у . sin а
•

- р ) (33)

въ первомъ случай, и: - ■

8 — (Ж) COSа (- ух sin а Р) (34)
во второмъ.

Если уравнеше прямой будетъ въ общей формй:

А х  -J- B y  -(-(7 = 0

то надобно его привесть въ нормальную форму, какъ 
зано (§ 42, 22):

А х  +  B y  +  С _  0
± У а ? - \ - в *

это было уже пока-
- с

подставляя координаты хх и ух въ это уравнеше, найдемъ:

А х1 -f- B yi -j- С
+  У а * +  в *

знакъ радикала надобно такъ выбрать, чтобы перпендикуляръ 8 имйлъ 
величину положительную или отрицательную, смотря ио положенью точки 
относительно прямой, какъ сказано вышшУ

Пр. 1. Найти длину перпендикуляра, опущеннаго изъ начала координатъ -на ̂ *

прямую:
Зж —|— 4?/ 20 =  0 -

Оше. 8 =  4.

Пр. 2 . Найти длину перпендикуляра, опущеннаго изъ тонки (2, 3) на прямую:

2 х-\-у  — 4 =  0

Отв- тонка находится съ противуположной стороны напала координатъ,
У 5

Пр. 3. Найти длину перпендикуляра изъ начала на прямую:

а(х — а)-]-Ъ(у— fr)=Q
Ошв. V а2-\-Ъ2
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46. Задача. Найти координаты точки иересЬчешя двухъ прямыхъ:

Ло х  -j-  В 2у  -f- — О

Решете. Координаты точки перес'Ъчешя должны удовлетворять обо- 
имъ уравнешямъ, следовательно должно изъ этихъ уравненш определить 
х  и у:

_  А Д - В Д
а хв 2— А 2В х У

_4-2 С\ 4.1 (72
4 i 1>2 4 2Д

(37)

иди: ■
X У 1

(38)
В\ С2 JB2 4 2 Ci А хС2 4} JB2 4 2 В\

Выражешя (37) и будутъ координаты точки Пересе чешя прямыхъ. Если
въ уравнешяхъ (36) коэфищенты находятся въ такой зависимости, ЧТО
знаменатель у ж и  у:

4-1 jf?2 -— А 2В х —= 0 (39)

то х = с о  и у =  оо, если при этомъ числители остаются величинами ко
нечными; следовательно въ этомъ случае прямыя (36) встречаются на 
безконечности, т. е. оне параллельны.

Услов1е параллельности (39) можно написать въ форме:

А х В х 
А 2 В 2

»

т. е. коэфищенты у ж и  у въ уравнешяхъ (36) пропорщональны.
Пр. Прямыя:

(40)

Зж +  5 у ф -1 = 0  6ж +  10у +  7 =  0

параллельны, такъ какъ:
3 _  5_ 
6 ~  10

Если при условш (39) случилось бы, что и одинъ изъ числителей, 
напримеръ:

Д С 2 — В 2Сх =  0

то и другой числитель, какъ известно, будетъ также равенъ нулю и ко
ординаты примутъ неопределенную форму:

следовательно две данньш прямыя тождественны.
V
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Задача. Найти координаты точки перееЬчешя прямой, проходящей 
черезъ точки (жь  уу ), (х2, у2), съ, прямою, данною уравнешемъ:

А х  +  Ву +  С =  0 (41)

Очевидно, это предъидущая задача въ другой форме.

Рпшете. Прямая, данная предъидущимъ уравнешемъ, встречая пря
мую, соединяющую точки (х.2, у2), делитъ разстояше между этими
точками въ некоторому отношеши (внутренне или внешне); если это не
известное отношеше означимъ черезъ X, то координаты искомой точки пе
рес'Ьчешя будутъ:

х X] -f- lx-
1 -j- X У

у  i +
1+Х

эти координаты 
им'Ьемъ:

должны удовлетворять уравнешю (41), следовательно

А
Х \  +  Хя?2

1 + х +  В У\+ Ц'.
1+Х +  ( 7 = 0

откуда:

X А х1 +  Вуг +  С
А х 2 +  B y  2 +  С

(42)

Если это выражеше напишемъ въ формЬ:

А хх+ Byi +  С

X V Агл-В
А х 2-\-Ву2~\-С

V a 2+ b *

(43)

то легко вид'Ьть, что числитель и знаменатель этой дроби суть перпенди
куляры, опущенные изъ точекъ (Х \,у\), (х2,у 2) на прямую (41). Знакъ 
передъ дробью произошелъ отъ того, что если искомая точка иересЬчешя 
находится между точками {х\, у г), (х2, у2), то упомянутые перпендикуляры

Ф

им'Ьютъ противные знаки, вслЬдствш чего X будетъ величина положитель-
кду точекъ (%х, ух), (х2, y2)J

Фиг. 45.5 47. Съ помощью вкражешя для X (42) 
можно легко доказать следующее свойство треу
гольника:

>

Если прямая лишя (фигА 45) пересекаетъ 
стороны ВС, СА, А В  треугольника АВС  въ 
точкахъ N, L , М,  то мы будемъ иметь:

B L . СЙ. A N  
CL.

1
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Пусть координаты вершинъ треугольника' будутъ , ^ , (хъ у2)
(х3, у3), то мы будемъ иметь (42):

B L   А х 2 —)— B y 2 Н- С
CL =  i+ +  By г + О

)

также:
CM  A x z-j- -(- 
A M  . +  -\-~Вух +  С

и наконецъ; -
A N  _  А х х +  J3& +  С
B N  ■ А х .2 +  By.2 +  С

перемножая эти выражешя, найдемъ зависимость (44).

Если въ предъидущей задаче, уравнеше(41) прямой будетъ дано въ
форме:

(?/з— 2+# — 0*8 — xi)y  +  #з2/4 — #42/з =  О

проходящей черезъ данныя две точки (ж3, (xi , t/4), то X’ будетъ:

X
(2/з

2/4+1 
2/4.) #2

+3 *4) 2/i ;  
*4) 2/2 -

^3 2/4— 4̂2/3
«3  2/4 —  * 4  2/3

(45)

§ 48. На основаши этого последняго выражешя для X; можно пока
зать еще следующее свойство треугольника:

Если, какую-нибудь, точку О (фиг. 46), взятую на плоскости, соеди-
*

нимъ прямыми лишями съ вершинами треугольника 
А В С  (фиг. 46), то эти прямыя встречаюсь противу- 
положныя стороны ВС, СА  и А В  въ точкахъ Д  Е, F,

V

деляпця стороны на отрезки, которые удовлетво-

Фиг. 46.

ряютъ всегда /следующему условш:
»

t iD .C E .A F  
G D .A E .B F (46)

/

Если координаты взятой точки будутъ (ж4, + ), а вершинъ треугольника1 . .
(#1 , У\)> (#2, 2/2), (#3, 2/з), то мы будемъ иметь (45):

B D _ #i (2/2 - 2/4)4 #2(2/4 2/1)+#4 (2/1 2/г)
CD " #1 (2/4 - 2/з+ •1 >*• 00 1 2/1) +  #3(2/1- - 2/4)

СЕ _ #2(2/3“- 2/4) н # 3(2/4- -  2/2) +  #4 (2/2 2/з)
JLE #1(2/2 2/4+h|#2 (2/4♦1 “  2/1) +  #4 (2/1 --2/г)

J .E _ #1 (2/4 -
* *

- 2/3) +  #4(2/3- -2/1) +  #з (2/1 “- 2/4)
Е Е  " #2 (2/3- - 2/4) I00 - 2/2) +  #4(2/2-~2/з)

перемножая эти выражешя, найдемъ зависимость (46).
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49. Задача. Даны уравнешя двухъ нрямыхъ:

А ххД  -(- = 0

А 2х -(- “Ь =  0
(47)

найти уголъ между ними?

Pmueuie.Уголъ между двумя прямыми лишями равенъ углу между 
перпендикулярами, опущенными изъ начала координатъ.на прямыя. Если 
означимъ черезъ ах и а2 углы, которые перпендикуляры, опущенные изъ 
начала на прямыя, составляютъ съ осью X , то будемъ имЬть (§ 42, 20):

COSOCj А

sm а

21 +  В \

Д

COS «,
«•4

А ,
V  А \ + В 22

1 V А \ + В \  ’
sm а2 В<

V А?2-f- 2

Изъ этихъ выраженш мы им^емь:

sin (ах— а2) АъВ\ А\Вп
V А \  4 - В \  V А \  +  В*.

C0s(a! — я2) =  — А \ А 2 -\~В\ в 2

(48)

откуда:

tg(«i— «2)

V a \ + b \ V a \ + b \
\

-4-2 Д. A\I>2
A\A% —{— Be

(49)

Если данныя прямыя параллельны, то ax— a2 =  0 и мы будемъ имгЬть:

А%В\ А\ === О

т сЕсли прямыя перпендикулярны, то ах— а2 =  ̂ ,  следовательно мы им&емьЛ
cos(«!— a2) =  0, откуда:

А \А 2 -f* Д  Во — о (50)

Это услов1е перпендикулярности прямыхъ (47), т. е. если сумма произве- 
денш коэфищентовъ у х  и у равна нулю, то прямыя перпендикулярны; 
ycHOBie (50) можно написать еще въ следующей форм$:

А
Д

Д
а 2

(51)
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Если урапнешя прямыхъ даны въ форме:

у =  а\ х  -j- Ъ\

то у ш ш е перпендикулярности будетъ:

пх й~> -j- 1 =  О

Следовательно, уравнеше прямой перпендикулярной къ прямой:

будетъ:
у =  (ц х  +  Ъх

если обе прямыя проходятъ черезъ точку (0, Ьг);'если оне проходятъ че- 
резъ, какую-нибудь точку (хх, ух), то ихъ уравнешл' будутъ въ общей
форме:

у —  У \=  ах{х —  х х)

Если уравнеше прямой дано въ общей форме:

А \(х  %\)-\~В\(у Jft) =  0 (55)

то уравнеше прямой, проходящей черезъ туже точку (ж, , у х) и перпенди
кулярной (55) будетъ:

B i(x — x1) —  A i(y — yi) =  0 „ (56)

Если прямая дана въ общей форме:

А.хх  -j- В \у  -f* С\ =  0 (57)

то уравнеше прямой перпендикулярной къ ней и проходящей черезъ 
точку (а?}, ух) вне ея будетъ (56), где точка (жх, ух) не лежитъ на пря
мой (57)?

/
* У

§ 50. Задача. Найти уравнеше прямой, проходящей черезъ данную 
точку (a?i, уц)и составляющей съ данной прямой данный уголъ?

Рньшенге. Пусть данная прямая будетъ:
/  * -

у =• ах -{- Ъ (58)

данная точка (жь  ух), данный уголъ <р.
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Если означимъ tg угла, который искомая прямая составляетъ еъ 
осью X , черезъ щ,  то ея уравнеше будетъ (§ 44, 29):

У —  =  — а*) (59)
уголъ между этими прямыми будетъ:

а —  !
1 -J- acti

откуда tg искомаго угла ах будетъ:

п а  — tgcp 
1 l - + a t g j

Пр. 1. Найти уравнешя перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ вершинъ (2, 1),
*

(3, —2), (—4, —1) треугольника, на протнвуположныя вершинамъ стороны?

Отв. Уравнешя сгоронъ (§ 38, 1):

ж +7г/ +  И = 0 , 3 у — х — \ , Зх-\-у =  1

Уравнешя перпендикуляровъ:
1х— у =  13 , Зх-\-у =  7 \ 3 у  — х — 1

Пр. 2 . Найти уравнешя перпендикуляровъ, возетавленныхъ изъ срединъ сто-
ч

ронъ того-же треугольника?

Отв. Координаты срединъ будутъ (§ 4, пр. 3):

а перпендикуляры:
.  /

7х —у-\-  2 =  0 , 3 — 0  ̂ з у — #-|~4 =  о
*  •  •  •

эти перпендикуляры пересекаются въ одной топке

Пр. 3 . Найти уравнешя перпендикуляровъ, опущенныхъ изъверпшнъ [оси уг), 
(#2, */2), (ж3,3/з) треугольника на противуиоложныя стороны?

Отв.
(х2 — х 3) х + (у2 — 2/3) у  - |-  (х, х 3 +  Ух У2 ) — (*! х 2 + у ,  у2) =  О

(ж* — xi )х + (У.г — У\) У +  (xi Хз+УгУг) — хз+УзУз) =  °
(x1 — xi)x-\r (y1—y2)y-\-(x t xi + y 1yi) — (xl xs + y 1yi) =  0 

эти три прямыя пересекаются въ одной топке.

Пр. 4. Найти уравнешя перпендикуляровъ, возетавленныхъ изъ срединъ сто-
ронъ того-же треугольника?

Отв.
( х г —О х + ( у 2 — У * ) У + \ ( Х * —  Ж»2) +  ^(У*2— У з )  =  0

(x s—x ,) x * f ( y s^-2/i)y-l-|-(a?ss — x i 2) +  \(Уз2~Ух2) - О
' ' *

(х2 -  Х2) X-{-(2/t — Уз)у+ \ ( х ^  —  X,*) + j ( y 12—Уз2) =  о 

эти три прямыя пересекаются въ одной топке.
/

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕ0НЕТР1Я. 4
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Лр. 5. В зявъ за осп- основаш е треугольника и перпендикуляръ изъ вершины 
на основаш е, найти уравнеш е двухъ оетальныхъ пернендикуляровъ и точку ихъ пе- 
ресЬчен1я?

Отв. Координаты вершннъ треугольника въ этомъ предположены! будутъ 
(О,?/,), (ж ,,0), (—ж2, 0), а  пскомыя уравнеш я:

х О ; х2(х—ж,) -)- У\У =  0 ; — О

точка пересЬчеш я будетъ: ( 0, j .
2 )

\

§ 51. Задача. Найти уравнеше прямой равнодЬлящей уголъ между
прямыми:

iccosaj -j-t/sina! — р х = 0  

х  cos a2 +  i/sina2 — p 2 =  0
(62)

Pmueuie. Если вспомнимъ, что перпендикуляры, опущенные изъ каж
дой точки прямой, равнодЬлящей уголъ между прямыми (62) на эти пря- 
мыя, равны, то уравнеше равнод'Ьлящей, очевидно будетъ:

Ф

«eosaj +  я/sin — р х =  rPCOsa2 +  i/sina2 — (63)
t

t

Такъ какъ скользящая точка (х, у) находится на равнодЬлящей, то обЬ 
части уравнешя (63) и выражаютъ длину перпендикуляровъ на пря- 
мыя (62).

Такъ какъ прямыя (62) заключаютъ еще и другой уголъ, дополнеше 
перваго до двухъ прямыхъ, то очевидно, что уравнеше равнодЬлящей дру
гой уголъ будетъ:

х  cos oq-j- у  sin ocj— р j — — (х cos a2 -f- у  sin a2 — p 2) 

Если уравнешя даны въ общей формЬ:

А\ ж ~h Д  +  — О

А 2х  - ( -  Т32у  -}- О

(64)

(65)

то уравнешя обЬихъ равнодЬлящихъ углы между этими прямыми, оче
видно, будутъ:

А \х  Вру -\- Сх
V А 2 4 -  д *

А 2х  -}- JB2y  -{- С2

V a ^ T b ?
(66)

Если начало координатъ дано, т. е. показано въ какомъ изъугловъ между 
данными прямыми оно находится, то легко, по принятому условно (§ 42) 
относительно знака перпендикуляровъ, опущенныхъ на прямую, опредЬ- 
лить, какой знакъ надобно принять для равнодЬлящей тотъ уголъ, въ ко- 
торомъ лежитъ начало и какой знакъ для угла дополнительнаго^
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Лр. 1. Дать равнод'Ьдящей между прямыми нормальную форму:

х cos а 4- у  sin а — р  =  О
Ошв.

X  С08 4  (« i-N i)  +  7j } +  У sin { +  тг
f t 1

2 2
2>i—

2 sin -  (а, — а2)

ж cos i  (aj + а 2) +  2/ sin i  (aj-j-acj) JPl +P:
2 cos -  (« !— а»)

Up. 2. Если напало коордйнатъ лежитъ внутри треугольника, коего стороны
суть:

х  cos <хг +  у  sin ах - -P i == 0

х  cos ос2 +  у  sin а2 -~Рг == 0

х  cos а8 +  у sin а8 -~Рз == 0

то равнод1;лящ1я внутренше углы треугольника будутъ:

х  cos <xt +  у sin ах - - А - -  (х cos а2 +  у  sin а2 -- А )  == 0

х  cos а2+ 2/ s*n <*2 - - f t "
-  (х cos а3 +  У sin Оз ‘-Р з ) = 0

х  cos аз + t /  sin а3 - -  (х  cos (хг -{- у  sin ос* -- P i )  == 0

показать, что onf, пересекаются въ одной точке?

Лр. 3. Найти уравненгя равноделящихъ углы между прямыми:

Ошв.
Я т -j- 4у — 9 =  0 ; 12.г -j- 5у О

1х— 9*/-}-34 =  0 ; 9ж-(-7г/ — 12 =  0

52. Задача. Найти услов1е пересечешя трехъ прямыхъ въ одной
точке?

Ргьшете. Пусть уравнешя прямыхъ будутъ

ахх Ъ ху с х = 0
У

а -j- Н— <?2 =  О

агх  +  Ъ3у +  с3 =  0

(67)

Если эти прямыя пересекаются въ одной точке, то координаты этой точки
должны удовлетворять всемъ тремъ уравнешямъ, что влечетъ за собой

'  Ч“ * .

услов1е:

лежатъ на

ах h С\ /

а2 ъ, с2 =  0 (68)

ав h с3 л?
-

•

53. Задача. Найти условш, что три точки (a’j , ух); (#2, у3); (х3, y;t)

4*
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Pmueuie. Пусть уравнеше прямой будетъ:

А х  +  В у +  С = 0  (60)
ч.

такъ какъ вей три точки лежатъ на этой прямой, то мы должны имйть:

откуда:

А х  1 -f- Вух -f- С =• 0

А х  2 -j- Ну 2 "~f- С — О (70)

А х  з-■Ь Вуз  Н~ с  — 0

хх У\ 1

Хо
тЛ У2 1 =  0

•

(71)

х 2 Уз 1

Если это услов1е сравнимъ съ выражешемъ § 5 для площади треугольника, 
то увидимъ, что оно съ нимъ тождественно. Если три данныя точки ле
жатъ на одной прямой лиши, то площадь треугольника Д  =  0.

54. Задача. Найти площадь треугольника, коего стороны суть:

ai% ~ \~ h y  +  Ci =  ф

а2х  +  %  +  с2 = (72)
Кч

К

а3х  +  Ъ3у +  с3 =  0

Ргьшете. Съ помощью этихъ уравненШ опред'Ьлимъ координаты вер- 
шинъ треугольника; пусть (хх, ух) будетъ трчка пересЬчешя двухъ послед-

*  v  N

нихъ прямыхъ; (%, у2)—первой и третьей; (fb3, уф—первой и второй. Опре- 
д’Ьливъ эти координаты, надобно вставить 1ихъ въ определитель § 5.

Координаты эти будутъ:

Хх =
~

d 2b 3

-  Ьзс2 '
У \ Г

С2а 3 ~

а ф  з -
- с 2а 2

— а ф 2

х 2 —
_ h C3 ~  

Щ —

— ЪгС\

-~ и ф \
У4 =

_ Сх <*3 “ 
а {Ь ь -

\

~ с йах 

-  аф х

х 3 =_  h C2 -
d \b 2 *”

~  Ь2С\
Уз =

*•

1;

_  C ia2 -  

а хЪ2 -

«
1

it

( 7 3 )
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Числители и знаменатели этихъ выражешй суть миноры определителя:

h C\

а 2 2̂ c2

«3 h cS

Л \ Д
Х \  —

:д
•) 2/i a

А 2 JB2
%2 =

С~2
•5 2/2

А $ Д
х ъ =

1 Д
•5 2/3

Gz

Следовательно площадь искомаго треугольника будетъ:

Л  = ^ г

яли:

Л
1

2 С\ С-> С3

A
Ci 5

Д
: Ci

, 1

_  i a 2 Д 1
2 c2 5 •

\ ?. C,
*

, 1
■ -

~

As ■ Д • 1
Gs *

;Сз
•  *

A t Д Cl
f

аг bx Cl

a 2 Д C-2 ~  2
1

G\ C2G%
a2 o2

CO Д Gs a3 b3 Сз

/76)

(77)

Ниже мы еще встретимся съ этимъ последнимъ'выражешемъ для площади 
треугольника.

§ 55. Задача. Найти уравнеше прямой, проходящей черезъ точку 
пересечешя двухъ данныхъ прямыхъ?

а\ х  - 1- Ъ\ у —|—Cj =  О

azx  -f- Ъ%у-\- —  О
(78)

Pmuenie, Если какое-нибудь изъ двухъ предъидущихъ уравненш
множитель X и сложимъ ихъ, то получимъпомножимъ на 

уравнете:
"f* ̂  (а%х-{- Ъ$у - } ~ — О (79)<hx-\-Ъху-\г  сх
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также прямой, которая проходить черезъ точку пересЬчешя данныхъ пря- 
мыхъ. Въ самсмъ дЬл Ь, координаты точки пересЬчешя прямыхъ (78), 
очевидно, обратить въ нуль и уравнеше (79), независимо отъ произволь- 
наго множителя X. Давая всЬ возможный значешя X отъ — оо до -f- со, 
мыполучимъ безчисленное множество прямыхъ, проходящихъ черезъ точку 
пересЬчешя данныхъ (78). Между всЬми этими находятся и данный (78), 
именно когда Х =  0 и Х =  оэ.

Пр. 1. Н айти уравнеш е прямой, соединяющей начало координате съ точкой 
пересЬчеш я прямыхъ:

ахх  -f- Ъху  +  с, =  О 

а2х  +  Ъ2у-}- =  О

Умножимъ лервое на с„ а  второе на с, и вычтемъ, иолучимъ ypaBHeHie:

x (a 1c2 — a2c1)- \- (b 1c2~ b 2c1)y  =  0 (81)

Эта прямая проходить черезъ начало координатъ, такъ какъ  уравнеш е (81) удовлет
воряется координатами х  =  0, у =  0 и по предъидущему она проходить черезъ точку 
пересЬчеш я прямыхъ (80).

Пр. 2 . Найти уравнеш е прямой, проходящ ей черезъ точку пересЬчешя пря
мыхъ:

и параллельной оси X? 

Отв.

ахх  -j- bty  -}- — О

агх  Ъ2у +  % =  О

(Ьхаг— Ъ2ах)у  4 - сха2— с2ах =  О

(82)

Пр. 3. Н айти уравнен1е прямой, проходящ ей черезъ точку пересЬчешя пря
мыхъ:

агх  +  Ьху  -{- сх =  О 

агх  +  Ъ2у-j- Съ = О
(83)

и черезъ точку (хи у,)?

Отв. Если прямая проходить черезъ точку пересЬчеш я прямыхъ (83), то ея 
уравнеш е будете:

«х* +  КУ +  ci 4" Хч (а2х  +  с,) =  0 (84)

Но эта прямая, по у с л о в т , должна проходить и черезъ точку («,, у х\  слЬдовательно:

Откуда:
«i*i +  ъгУ1 +  «1 +  Х (а2х г 4 - Ь2у х +  с2) =  О (85)

Хч «1*1 4~ 4" С\
а2х х +  b2y t +  с2

вставляя въ уравнеш е (84), найдемъ ypaeneHie искомой прямой:

(«*ж1 4* \ у х +  с2) (%а? 4 - Ьху  +  е,)-—(а ,* , +  Ъхух +  с,) (а,а? +  Ъ2у  -j- с2) =  0 (86)

Пр. 4. Найти уравнен1е прямой, проходящей черезъ точку (2 ,3 ) и черезъ пе-
* •

ресЬчеше прямыхъ:

Отв.
2х  -f- by 4-1 =  0 , Зх — 4у =  5

11 (2а; 4" 3*/ 4* 1) 4" 14 (За? — 4у -  5) =  0 или 64а: — 23 =  59
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Пр. 5. Мы видели (§ 44, 29), что:

у — у1 =  а(х — %1)

есть уравнеше прямой, проходящей черезъ топку (хи уг). Если а разсматривать, какъ 
неопределенный множитель, то это есть уравнеше прямой, проходящей черезъ точку 
пересечешя прямыхъ:

У —  Уг =  0 , х —  хг =  О

т. е. черезъ точку, данную координатами у =  у 1у x =  xv
f  с-

§ 56. Усл/ше, данное (§ 52, 68) для пересЬчешя трехъ прямыхъ въ
одной точке, часто можно заменить следующими правиломъ:

1 . * * *

Три прямыя пересекаются въ одной точке, если ихъ уравнешя, бу
дучи помножены на прилично выбранные множители и алгебраически 
сложены, тождественно равны нулю, т. е. если:

-f- biy -f- Ci) -f- у.((ЦХ + Сг) +  v (а%х h y  +  сз)

кашя бы нибыли х н у .

Въ самомъ деле, координаты точки пересечешя первыхъ двухъ обра- 
щаютъ въ нуль первые два члена предъидущаго тождества, но въ силу 
тождества теже координаты должны обращать въ нуль и третий: членъ,

Пр. 1. Три прямыя, соединяются вершины (хи у,), (ж2, i/2), (ж3, у3) угловъ треу
гольника со срединами противулежащихъ сторонъ, пересекаются въ одной точке.

Отв. Легко видеть, что уравнешя равноделящнхъ суть:

(у2 +  У з-
•

- 2 у1)х - —  ('*'2 +  Х 3 2хг) у  +  (ж2г/, — ххУг) +  {хзУ\ - -  х\Уз) == 0

(Уз +  2/1- 1СЧ1 -  (х3 +  Х 1 — ■ 2ж2) у  + — хгУг) +  (+2к  -
4

-  хгУ\) -= О

(У\ +  Уз ~- 2у3) х  - -  (ж, +  ж2 — 2ж5) У +  (ж^з хгУ*д ~Ь (̂ 2 Уз “-  хзУг) == 0

Такъ какъ эти три уравнешя будучи сложены даютъ тождественно нуль, то оне пе
ресекаются въ одной точке, коей координаты суть:

„ _  xi +  х3 +  хг _  «/I -f- у% -(- у3
Х~  3 1 ------

Пр. 2. Если уравнешя перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ вершинъ треуголь
ника (#1, 2/1), (я^Уъ), (#3>Уз) на противулежашдя стороны (§ 50, пр. 3), сложимъ, то 
иолучимъ въ результате тождество—нуль, следовательно они пересекаются въ одной 
точке.

Пр. 3. Приложить тоже къ примеру 4, § 50.

Пр. 4. Показать тоже, взявъ за координатный оси стороны треугольника, коихъ 
ддина есть а и &? -

Отв.
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§ 57. Мнимая прямая. Если въ количественны# матертлъ введемъ
V

и числа составныя, то переменный или скользяшдя координаты могутъ
%

иолучить и составныя формы:

х  =  ах- \-а р  , у =  Ъх-\-Ър

соответствующая этими координатами точка есть мнимая. Две мнимыя 
точки называются сопряженными, когда онй отличаются только знакомь

S

передъ г,таковы:

Х\  = ~ ах - f -  a2i ,
•

Ух =- Ъ х~Ь  ър

Х2 =
•

— й\' , У 2 = = А - -ър

Точка равно делящая разстряте между сопряженными точками д'Ьйстви-
ч

тельная, такъ какъ ея координаты суть (§ 4, пр. 3):

или:

Прямая, проходящая черезъ две сопряженный точки, действительна. Въ 
самомъ деле, если въ уравненш:

иодставимъ выражения для (хх, ух), (ж2, у2), (8в), то найдемъ:

или:

Г

у —А - ■ ър __ър - ЪЛ
х  — CL\ —-a2i а2г а2

у-- h
«2

(х — ах)

а это уравнеше прямой, проходящей черезъ точку (ах, Ъх) и составляющей

съ осью X  уголъ, коего tg равенъ h.
а2• ! .

Мы выше видели, что точра (ах, Ъх) лежитъ на средине между точ
ками (а\~(~ ap t Ъ\~\~Ър\ (ах ар. Ъх Ъ2ъ)̂  
проходить черезъ эту точку.

§ 58. Уравнеше прямой:

*

прямая (91)
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где А, В, С суть количества действительный, удовлетворяется действитель
ными координатами точекъ, лежащих®- на этой прямой, но оно удовлетво- 
ряется еще безчисленнымъ множествомъ точекъ мнимыхъ, поэтому можно 
сказать, что прямая (92) содержитъ еще безчисленное множество мнимыхъ 
точекъ.

Пусть «2̂-. -f- Ъ2% будутъ координаты мнимой точки, удовлетво
ряющая уравнешю (92), то Мы будемъ иметь:

А  (а, -I- a2i) 4~ В  (Ьх -f- Ъ2%) А - С — О
откуда:

А<Х\ -f- ВЪ\ О Аа  2 —(~ ВЬ2 — О

числа ах и Ъу, а2 и Ъ2 суть координаты двухъ действительныхъ точекъ, 
изъ коихъ одна лежитъ на прямой (92), а другая на прямой:

4
Т *

Ла2 J3&2 =  О
A  JBСъ помощью уравненш (93) можно определить отношенья и
(у О ко

торый входят’ъ въ уравнеяю прямой, проходящей черезъ данную мнимую 
точку («! -\-аУ, Ъ\~\-Ъ2г).

Уравнетя (93) даютъ только одну систему величинъ для этихъ от- 
ношетй, следовательно есть Только одна прямая, проходящая черезъ дан
ную мнимую точку.

§ 59. Самое общее уравфше мнимой прямой есть:

(A t +  А 2г)х  - f -  (Щ В 2i) у  -(- Су '-j- СЫ =  О
*

Это уравнеше можно написать въ форме:

А\ х  +  Д  у-f- ( \  +  i (А2х4" +  СУ О

(94)

•(95)

изъ этой формы видно, что прямая (94) проходить черезъ точку пересе- 
чешя прямыхъ (§ 55, 79):

А хх У - В ху У-Сх =  0-

А 2х  -(- В 2у -f- С2 —  О

(96)

/

Следовательно, каждая мнимая прямая, проходитъ только черезъ одну дей- 
ствительную точку на плоскости.

двухъ сопряженнЬхъ прямыхъ суть:

(Л, +  АУ) X 4 - (д  + Ш )  у +  =  О

(d-i-— АУ) х  4 - (By Су —  су  =  о
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Эти уравнешя можно написать въ форме:

А\ х  -j- JBi у -f- Ci -J- i (.A 2x  -f- B 2y -f- C2) — О 

x  - f  - Д  у  - j -  Ci — i(A2x -j- -f- =  О
( 9 8 )

Откуда видно, что обе эти прямыя проходятъ черезъ точку пересеченья
i  '

прямыхъ (96). Следовательно две сопряженный прямыя пересекаются въ 
действительной точке.

Ни мнимыя точки, ни мнимыя прямыя, це могутъ быть построены 
геометрически, т. е. не могутъ быть видимы Для глаза, темъ не менее 
оне ведутъ къ аналитическимъ комбинащямъ, |которымъ давая геометри
чески смыслъ действительныхъ значенш, полуЧаютъ весьма замечатель
ные выводы и обобщешя,

60. Уравнение прямой въ полярныхъ Пусть (фиг. 47)
будетъ прямая, отнесенная къ прямоугольнымъ 
осямъ О Х  и OF. Изъ начала О проведемъ ОР 
перпендикулярно А В  и возьмемъ ОР за начало 
угловъ, а О за полюсъ.

Если В  есть, какая-нибудь точка на пря
мой А В , то Изъ А Р О В
мы имеемъ:

Фиг. 47.

откуда:

если ОР

OB  cos РОВ ОР

р cos у — р (99)

Если бы за начало угловъ была взята ось X,  то уравнеше прямой, 
если /  Х О В  —  у,  будетъ:

р cos (<р— а) — р (ЮО)

где а  есть уголъ ХОР.

Уравнение (100) можно получить преобразовашемъ уравнешя:

х  cos а -ф- у sin а = р

Известно, что (§ 37)
х  =  р cos ip р sin

р (cos <р cos а +  sin<р sin а
откуда:

peos

О
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Пр. 1. Преобразовать уравнете:

Р 2a sec

въ прямоугольный координаты?

Пр. 2. Найти полярныя координаты точки Пересе чешя прямыхъ:

р cos\ f  — -g )  =  2 а , р cos U  — | а
/

н уголъ между ними?

Р 2 а ТС тс
-  , уголъ есть —Л о

Up. 3. Найти полярное уравнете прямой, проходящей черезъ точки (р„ <р,), 

(р», ?»)?
Отв. PiP* sin (?1 — <р,) +  рр, sin (ор2 — ©) +  ррх sin (у —<р0 =  О

Ч.

Пр. 4. Найти услов!е перпендикулярности двухъ прямыхъ:

рсов(ф— ft) = p t, р COS (<J> — <р,) =  Pj

О тв. f a— fi  =  j .

Г Л А В А  Y.
0

Двойственность  координатъ.

Прямая и точка.

§ 61. Если обратимъ внимаше на геометрическое опред4леше пря
мой и точки, то увидимъ, что он4 въ отвлеченномъ смысл'Ь тождественны, 
то есть по опред'Ьлешю, между прямою лишею и точкою, нЬтъ разницы. 
Отличаются же онгЬ только конкретнымъ геометрическимъ представлешемъ. 
Йзъ этой отвлеченной тождественности вытекаетъ методъ известный въ
аналитической геометрш, подъ именемъ двойственности координатъ.

Вотъ свойства прямой и точки,
1. Прямая литя вполне опреде

ляется двумя точками.
2. Если две точки одной прямой 

совмещаются съ двумя точками другой 
прямой, то обе прямыя совмещаются.

3. Две прямыя могутъ пересечься 
только въ ОДНОЙ точке,

даютдя начало двойственности.
1. Точка вполне определяется дву

мя прямыми лишямн.
2. Если две прямыя одной точки 

совмещаются съ двумя прямыми другой
* «М* .

тонки, то обе точки совмещаются.
3. Две точки могутъ лежать только 

на одной прямой,
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Изъ иредъидущаго видимъ, что между, прямою и точкою разница 
заключается въ словахъ: прямая и точка, точка и прямая.

§ 62. Методъ Декарта состоять въ томъ, что ноложеше точки на 
плоскости определяется относительно двухъ прямыхъ, нроведенныхъ про
извольно на плоскости; прямыя эти называются координатами, а точка 
ихъ пересечешя называется началомъ

Въ силу двойственнаго смысла опред'Ьлешя прямой или точки, выра- 
женнаго въ предъидущемъ параграфе, можно представить другую коорди
натную систему, въ которой вместо двухъ прямыхъ берутъ двгь точки, 
которыя и будутъ соответствовать абсциссгъ и ординапт Декарта, а пря
мая, соединяющая две взятыя точки будетъ соответствовать началу коор
динатъ. Въ этой системе всякая прямая такъ определяется относительно 
координатныхъ точекъ и прямой соединяющей ихъ, какъ точка опреде
ляется относительно декартовыхъ координатъ и точки ихъ пересечешя—
начала.

Въ силу такого услов1я, положите прямой на плоскости оудетъ опре-
%

делятся двумя числами (координатами) или двумя уравнешями, а точка 
однимъ уравнешемъ первой степени между координатами прямой. Въ де
картовой системе точка, коей координаты удовлетворяютъ уравнешю пер
вой степени, скользить по прямой, которой алгебраическое представлеше
и есть это уравнеше, а въ настоящей систем Ь, прямая, коей координаты

/

удовлетворяютъ уравнешю первой степени, вращается около точки, коей 
алгебраическое представлеше и есть это уравнеше. Въ этой системе всякое 
уравнеше, какой бы нибыло степени, между двумя координатами прямой, 
будетъ определять безчисленное множество положешй прямой на плоско
сти, последовательное пересечете которыхъ образуетъ геометрическое 
место или кривую, которой движущаяся прямая касается во всехъ своихъ 
положешяхъ.

Следовательно, разъ геометрическое место есть непрерывный рядъ 
точекъ, удовлетворяющихъ известному уравнешю, а другой разъ геометри
ческое место или кривая есть непрерывный рядъ прямыхъ, удовлетворяю
щихъ известному условно; напримеръ: окружность есть геометрическое 
место точекъ или прямыхъ, находящихся въ равномъ разстоянш отъ 
данной точки—центра.

Мы не станемъ развивать эту систему координатъ, такъ какъ въ 
такомъ npieMe мы потеряемъ въ единстве координатной идеи, а мысль 
двойственности мы разовьемъ изъ декартовой системы.

Мы видели, что въ декартовой системе координатъ ноложеше точки 
на илоскости определяется двумя числами, координатами, или что тоже,
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двумя уравнешями, а геометрическое место точекъ, однимъ уравне- 
шемъ.

Геометрическое место точекъ, лежащихъ на прямой представляется 
алгебраически однимъ уравнешемъ первой степени между координатами 
точекъ.

Въ уравнеше прямой входятъ величины во нервыхъ, определяются 
положеше прямой относительно координатныхъ осей, а во вторыхъ вели
чины, определяющая положеше, каждой точки на прямой; первый изъ 
этихъ величинъ для одной и той-же прямой постоянны, а вторыя должны 
удовлетворять уравнешю прямой, следовательно величины перемгьнныя— 
о не называются бтущимиили скользящими координатами точекъ на пря
мой.

Величины, входящая въ уравнеше прямой и определяются ея поло- 
жеюе суть координаты двухъ данныхъ точекъ. Эти две точки, выбранныя 
известнымъ образомъ, даютъ различныя формы уравнение прямой. Самое 
удобное положеше точекъ для нашей цели, есть то, въ которомъ одна изъ 
точекъ взята на оси X  (а, 0), а другая по оси Y  (О, Ъ). Уравнеше прямой 
при такомъ выборе точекъ, какъ мы видели, принимаетъ форму:

1 + 1 = 1 <‘ >
или:

Ьо +  W  + 1  =  0 (2)
полагая:

« — i  ■ ч — г  (3)
/

•  .  в '

форма уравнешя (2), какъ видно, замечательна въ томъ отношеши, что 
она симметрична относительно хи у и £ и ij. Эта симметргя и следствия, 
изъ нея вытекающгя, и были причиною выбора этой формы уравнешя.

• * I

Въ уравненш:
&с —|— i)2/ -f- 1 =  О

ч

ij, к) суть координаты прямой, определяются ея положеше, а коор
динаты точекъ на прямой. Первыя величины—постоянный, а вторыя ве
личины—переменный.

.. ^

§ 63. Возьмемъ на прямой:

Ърс-{-1)«/ -f-1 == 0 (4) 

определенную точку ) . Координаты этой точки должны удовлетворять
. * ’ •• * I«

уравнёнш (4), следовательно:

=  0 (5)
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Если въ этомъ уравненш, оставивъ координаты х х, ух постоянными, будемъ 
изменять £, 7) такъ, чтобы он'Ь удовлетворяли уравнен!ю (5), то мы полу- 
чимъ безчисленное множество прямыхъ, которыя всгЬ будутъ проходить 
черезъ точку (ж,, у{), т. е. будутъ вращатся около точки (ж,, ух).

Следовательно, если въ уравнении

S# ЧУ +  1 =  0 (6)

5, т] будутъ величины постоянный, а х, переменный, то точка, коей ко
ординаты удовлетворяютъ предъидущему уравненш, будетъ скользить по 
прямой, коей положеше определяется постоянными величинами £, тр Если 
въ томъ же уравнеши х, у будутъ величины постоянныя, а £, т] перемен
ный, то прямая, коей координаты удовлетворяютъ тому-же уравнение, 
будетъ вращатся около точки, коей положеше определяется величи
нами х, у.

Поэтому уравнеше:

^ 5  +  2/1*) +  1 = 0

называютъ уравнешемъ точки (хх, у х), около которой вращаются все пря
мым, коихъ координаты £, т) удовлетворяютъ предъидущему уравнение.

Изъ этого вытекаетъ двойной взглядъ на уравнеше первой степени:

"Ь ЧУ +  1 — О

Оно есть уравнеше прямой, если т) суть величины постоянныя, а 
переменныя;—оно есть уравнеше точки, если §, т) -суть величины пере- 
менныя, а х, у постоянныя.

Это начало двойственности. Оно вытекаетъ изъ тождественности опре- 
деленШ точки и прямой. Определена точки переходитъ въ опредЬлеше 
прямой, а определите прямой переходитъ въ определеше точки, замеще- 
шемъ слова: точка—прямою, а прямая—точкою.

Смыслъ уравнения (6) можно выразить, говоря: что оно есть совмест
ное представлеше прямой и точки, т. е. представлеше положешя, въ ко- 
торомъ точка находится на прямой, а прямая проходить черезъ точку.

Такъ какъ геометричесшя теоремы относятся или къ системе точекъ 
или къ системе прямыхъ, или къ тому и другому, то изъ предъидущаго 
видно, что точка въ геометрш прямой играетъ такую-же роль, какую пря
мая въ геометрш точки.

Итакъ въ аналитической геометрш есть два основные элемента для 
йзследовашя—точка и прямая, обе Даются и координатами и уравнешемъ,
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о64 въ отвлеченномъ представленш, т. е. въ алгебраическомъ, тождест
венны, а различаются только конкретнымъ пред став лешемъ.

§ 64. Иеренесемъ теперь теоремы, по смыслу двойственности, най
денный въ теорш прямой, на теоремы въ теорш точки.

1. Уравнеше первой степени отно
сительно координатъ ж, у  представллетъ 
прямую л;шда.

1. Уравнеше первой степени отно
сительно коордиватъ 2, Y) представллетъ 
точку.

Въ уравненш:
&  +  чу - f -1 — О

постоянные коэфищенты суть вм4ст4 и координаты, представляемаго урав- 
нешемъ элемента, т. е., если предъидущее уравнеше представляетъ пря
мую, то коэфищенты 2, tj суть ея координаты, а если оно представляетъ 
точку, то постоянные коэфищенты х, суть ея координаты.

2. Если положен ie прямой дано ко
ординатами 2d тп то ея уравнеше:

»

+  ЬУ + 1  =  0

■ 3. Если прямая дана уравнешеыъ:

&Я +  Ч1У +  1 =  0

то ея координаты суть:

& . ч»
4. Если уравнеше прямой дано въ 

самой общей форм4:

А х  -[- B y  - [ -0  =  0

то ея координаты суть:

.  А  В
С ’ Г)~ с

2. Если положеше точки дано ко
ординатами #i, у, то ея уравнеше:

+  Vit\ + 1  =  0
3. Если точка дана уравнешемъ:

+  УгП +  1 =  0 "
то ея координаты суть:

xi 1 У\

4. Если уравнеше топки дано въ 
самой общей форм'Ь:

то ея координаты суть:

А  В
х = с  ’ У = с

Эта взаимность не им4ла-бы м4ста, если мы за координаты прямой 
взяли-бы отрезки, которые она дФлаетъ на координатныхъ осяхъ.

5. Уравнеше прямой, проходящей 
черезъ двгЬ данныя точки:

Od 2/i), («*, У*)
есть:

х
X-

_  У — Ух 
У1—У%х,

5. Уравнеше точки находящейся на 
пересЬчеши двухъ данныхъ прямыхъ:

есть:
(5d 4i) > <&i4»)

1 — ч — 4i
§» %—ч*

Изъ предъидущихъ примФровъ видимъ, что д4йств1я и результаты 
изъ нихъ вытекаю шдя, въ обоихъ случаяхъ однЬ и т4же, только значеше 
постоянныхъ и перемФнныхъ величинъ различно.
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§ 66. Но_ тамъ. где входятъ отрезки и углы такого преобразовашя
сделать непосредственно нельзя, а можно сделать перенося задачу на пря
мую, коей координаты входятъ въ задачу. Возьмемъ для примера задачу, 
уже решенную для прямой (§ 45).

Задача. Найти разстояше точки, данной уравнешемъ:

отъ прямой данной координатами , т)1)?

Ртиете.Мы видели (§ 64, 2), что уравнение прямой, данной коор
динатами (^i, к)!) есть:

Si я - f  "«li 2 /+  1 =  0
а въ нормальной форме:

/ Iv w T
о

Но координаты точки, данной уравнешемъ (7) суть (.'гь ?/1), следовательно, 
если искомое разстояше означимъ черезъ г, то будемъ иметь:

/ iv F ?T

Если въ этомъ уравненш сделаемъ координаты 6Ь vj! переменными, удо
влетворяющими постоянно этому уравненш, то прямая, перемещаясь, бу- 
детъ находится постоянно на разстоянш г отъ точки, коей уравнеше бу- 
детъ следующее:

а координаты (жг, у}).

Следовательно:
1 _  г

V W + 7
или:

O i S  + ! / ! • » )  +  1 ) 2 =  г 2 ( | 2 - } - ' » ) 2)  ( 9 )

будетъ уравнеше круга, тогда какъ уравнеше круга въ декартовы хъ ко- 
ординатахъ есть:

(х —  ж,)2 +  (у —  ухУ; =  г2

где #i, ухсуть координаты центра.

Изъ этихъ выражешй видимъ, что вругъ, какъ въ одной, такъ и въ 
другой системе координатъ, относительно переменныхъ—втораго порядка 
и втораго класса.
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§ 66. Задача. Найти уголъ между двумя прямыми, данными коощи- 
натами (5i,4i), (^,Ча)?'

/■ - >«-

Вмиеиге. Уравнения прямихъ, коихъ координатъ (?i , k)i), (̂ 2, kj2) бу 
дутъ (§ 64, 1):

5i® +  4i « / - f 1== 0  , 5в® +  % у +  1 = 0

следовательно уголъ между этими прямыми будетъ (§ 49, 48)

( 10)

sin ш 5i4a «■>Qi & s

Н~ Vi ^
cos <p 5a +  %

1^1 1 I Vl V l 22 +  TQ2:
( U )

Изъ этихъ выраженш найдемъ услов1е параллельности прямыхъ:

sin ср =  0 или £,к)3 >аЧ1 О (12)

а услоые перпендикулярности:

COS <р =  О или +  т\\Ъ —  0 (13)

67. Въ § 43 мы видели, что если въ уравненш прямой, оставляя 
коэфищенты при ж, у  (переменныхъ) постоянными, будемъ изменять только 
постоянный членъ, то прямая будетъ переноситься, на плоскости, парал
лельно самой себе. Что сделается съ точкою, если въ ея уравнеши сде- 
лаемъ тоже, т. е. оставимъ коэфищенты при £, т( неизменными, а будемъ 
изменять постоянный членъ?

Пусть уравнеше точки будетъ дано въ самой общей форме:

( 1 4 )

Координаты точки будутъ (§ 64, 4):

X А
С У

в

с

Если постоянное С  будемъ изменять, то координаты точки, изменяясь, бу
дутъ удовлетворять уравнеше:

У
х

В
А

(15)

\\\
Г.--

точка, данная уравненГемъ, будетъ скользить по прямой 
, проходящей черезъ начало координатъ.

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР!Я. 5
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§ 68. Задача 1. Даны у р а в н е тя  ! 
двухъ прямыхъ:

&  +  'W  + 1  =  0

%ях +  ЪУ + 1 = 0

Найти координаты точки нхъ нересйче- 
ш я?

Координаты точки пересФ.чешя дол
жны удовлетворять об'Ьимъ уравнешлмъ, 
следовательно нужно определить х  и 
нзъ данныхъ у р авн етй .

Задача 1. Даны уравнения двухъ 
точекъ:

■■̂1? -4- 2/iY) +  1 = 0  

х я\ +  а д  +  1 =  0

Найти координаты прямой, проходящей 
черезъ эти точки?

Координаты прямой, проходящей 
черезъ данный точки должны удовлетво
рять обеимъ уравнеш лмъ, следовательно, 
нужно определить \  и т) изъ данныхъ 
уравиешй.

Поставимъ еще въ параллель слФдукифя две  задачи относительно прямыхъ и
точекъ.

Задача 2. Найти услов1е пересече- 
ш я трехъ прямыхъ, данныхъ уравнешямн, 
въ одной точке?

Три ирямыя:

+  гпУ + 1  =  0 

+  ЩУ +  1 =  0

+  ъу + 1  =  0

Если эти три ирямыя пересекаются въ 
одной точке, то координаты ж, у  этой 
точки должны удовлетворять все три 
предъидупця у р а в н е т я , а для этого не
обходимо y e .io B ie  между коэфищентамп:

& Чг

Чг

З̂ Чз

О

%

Задача 3. Найти услов!е, при ко-
торомъ три точки, данный координатами

t >

(* i ,2/i), (ж2, з/2), (ж „2/3), лежать на одной 
прямой?

Г

Если три точки:

(«1, Ух), <+, 2/г), (хз, Уз) 

лежать на одной прямой:

%хх +  ЧхУ +  1 =  0

Задача 2. Найти yc.ioB ie , при ко- 
торомъ три точки, данный уравнешямн, 
леж ать на одной прямой?

Три точки:

хЛ +  г/ivj +  1 =  о

х-Л +  ад +  i =  o 

ХЛ +  ад  + 1  =  о
/

Если эти три точки леж ать на о д н о й  

прямой, то координаты "б этой пря
мой должны удовлетворять все три предъ- 
идутдл у р ав н етя , а  для этого необходимо 
yc j io B ic  между коэфищептамн:

x t Ух 1

Уг 1

хг Уз 1

О

Задача 3. Найти yc.ioiiie, при ко 
торомъ три ирямыя, данный коорднна 
тами ( + ,  чО, (&, Чг), (?з, г,я ) ,  пересЬка- 
ются въ одной точке?

Если три ирямыя:

( Л и  f a ),<&, Чг),(^з, Чз)

пересекаются 'въ одной точке:

«1| +  ад  +  1 =  0
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то мы имЬемъ:

+  W* + 1  =  0
+  щу3 +  1 =  0

откуда имЬемъ искомое услов1е:

Хх У1 1
& Ъ 1

х 2 У2 1 =  0 ^ 2 Ъ 1

x z Уз 1 ! S3 Ъ 1

то мы имЬемъ:

®i5x +  Ухтп +  1 =  0

х£г +  ViTn +  1 =  О

%Лз +  УхЪ +  1 = 0  
откуда нм^емь искомое yc.noBie:

О

Если сравнимъ эти послЬдшя youoBifl съ предъидущими, то увидимъ, что то, 
которое въ одномъ случаЬ стоить въ правомъ столбцЬ, переходить, въ другомъ слу- 
чаЬ, въ лЬвый и обратно.

§ 69. Задача. Найти уравяешя точекъ пересЬчешя трехъ прямыхъ:

а\ х  +  Ъ\ у  +  С\ — О 

а2х  -j~ Ь2у +  с2 =  О 

а$х +  Ъ$у +* с3 =  О

(16)

Pmueuie. Если черезъ £ и т) означимъ координаты, какой-нибудь, 
прямой, проходящей черезъ точку пересЬчетя прямыхъ данныхъ посл-Ьд-

‘ 4 * t

ними двумя уравнешями (16), то ея уравнеше будетъ:

\х  -\-yiy-{- 1 =  0 (17)

Координаты точки пересЬчешя трехъ прямыхъ:

&  Щ "h 1 — о

а^х +  hy~\~c2— 0 (18)

аъх  &з У~+ Сз =  О

должны удовлетворять этимъ тремъ уравнешямъ, следовательно (§ 52)
* '  ’  « •

между коэфищентами этихъ уравнешй должно существовать

£ Щ 1

а2 Ъ2 с2 

Яз Ъ2 е2

О (19)

Если v) координаты прямой (17), изменяясь, будутъ всегда удовлетво
рять предыдущему уравненда, то прямая (17) будетъ всегда проходить

5*
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черезъ пересечения посл'Ьдеихъ двухъ прямыхъ (16); следовательно (19) 
будетъ уравнеше этой точки. Если изъ коэфищентовъ уравненш (16) со- 
ставимъ определитель:

Я] Ъ\ С\

ft 2 Ьо С3

Я'З 8̂

В

то легко видеть, что коэфищенты при ? и •/) въ уравненш суть миноры 
определителя В, соответствующее элементамъ щ ,Ъи с}. Если эти миноры

ГЧ . ' I

означимъ черезъ A 1,B i ,C l , то определитель (19), или уравнеше искомой
«*

точки, можно написать въ следующей форме:

Д ч  4~^i = 0  (21)

Изъ сказаннаго легко видеть, чу о:

А 2% 4“ B 2f i -f- 63 =  О
(22)

Аз%  B 3t\ -}- с 3 —  О

будутъ уравнешя точекъ Пересе чешя прямыхъ (16): первой и третьей, 
первой и второй. А 2,В 2,С 2, А 3, В 3 и С3 суть миноры определителя В  (20), 
соответствующее а2, Ъ2, с2, о3, Ъ3 и с3.

§ 70. Задача. Найти уравнешя трехъ прямыхъ, \проходящихъ черезъ 
точки:

«|5 +  М '+ « 1  = °

П2̂  +  М  +  с2 =  °

«з£ 4" ^з7) 4-Сз =  0

*Ртиенге. Разсуждеше подобное лредъидущему,
Д1Я уравнешя:

Ai%~\-В \у  4~ (л “ О

4~

А%х 4* В 3у 4 -  С’з =  о
ч *

где А, В , С суть миноры определителя В  (§ 69)»

даетъ намъ следую-

ч

видеть, что если бы были даны} уравненш (21), (22) или
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(17) въ минорахъ, то подобный пр1емъ, какой изложенъ выше, приведетъ
л

къ уравнешямъ (23) и уравйешямъ (18). Заметишь при этомъ, что:

А1 Вх11
4*

6']
t

А '2 Д з Й
4

= $2 ^2 ^2

-4з Д з Й Яз Ьз 6>з

2

§ 71. Задачу § 54 можш» решить теперь гораздо
роны искомаго треугольника даны уравнениями:

\
«1 х  -\- Ь| у -f- сх =  О

О

+ : h y  +  Сз =  о
V/•

ч
J

то уравнешя его вершинъ будутъ (§ 69, 21, 22)
• \

‘ »

Д х £ + д ч + а = о
4

-J-  Д?) -{- =  О

Дз? -f- Д ч  “Ь G3 =  О

проще

Следовательно координаты вершинъ .будутъ:

А  Д
Сх ’ С,

Дз Д
c 2 ’ l a

Да В,
с ,  ’ а

г

откуда площадь треугольника, коего вершины-суть (27), будетъ:

(25)

сто-

(26)

(27)

(28)

д>
a

В х

’ Сх
, 1 iii д  a «1 &1 Cl

1 Д , 1
1 \

д уд  д\j ■
_  1 а2 ь3 С22 G3 ’ Д 2ДДД 2б| С2С3

Д
Д  

’ Д , 1
■ j

Д3;\Д Д • «з &з Сз

72. Найти площадь треугольника, коего вершины даны уравнешями:

%Л “Ь +

хз? УМ 1

о

о

о

(29)

эти, урэднррщ щредставляють верщины треугольника, то координаты
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этихъ вершинъ будутъ (#1, ?/i X (ж2> 2/2)1 (а%, Узь Следовательно треугольникъ
будетъ (§ 5): 1

Х\ у х 1

#2 У'1 1

Ч  fa 1

Если уравнешя вершинъ даны въ самой j общей форме:
?
I •

« 1Ъ “Г  С у  —  о
i

а£~\~ 2̂*5 Ч-  Сф,== О
i

f
f

Ч~ ^з7) +  с3 =  о

то координаты этихъ вершинъ оудутъ:

Ьз
с3

следовательно площадь треугольника будетъ:

Д
1

2 С[ С0С3

I
кх Ъ\ С\

«2 Ъ-> С-7.

Н h  С3

ГЛАВА IYI.

П р я м а я  и т о ч к а .

§ 73. Въ уравненш прямой:
и

/  •

IxX-j-rjiM-f-1 =  О ( 1 )
неподвижный элементъ есть сама прямая, данная координатами (£lt т^), 
а элементъ есть скользящая уточка; координаты х, у этой точки

. * : • Г-

должны удовлетворять уравнеше (1). Следовательно элементъ постоянный
/ '

въ уравненш (1) есть ( |ь г(1)-, а переменный х, у.

Въ уравненш точки:

хЛ +  ум о (2)

элементъ есть точка,/ данная координатами (Ч , ), а под-
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вижный элементъ есть прямая, постоянно, проходящая черезъ точку , гд)
и коей коордииаты £, г, должны удовлетворять уравненш (2).

Следовательно уравнешя:

5i® +  4i у +  1 =  Q

+ 1 = 0

представляютъ неподвижные элементы, первое прямую, а второе точку.

Изъ двухъ неподвижныхъ элементовъ, принадлежащихъ одной сис
теме, можно построить одипъ неподвижный элементъ, принадлежащей 
другой систем'Ь.

Въ самомъ Д'Ьл’Ь, пусть:

li^  +  ^i 2/ +  1 = 0

+  ЪУ + 1 = 0

будутъ уравнешя двухъ прямыхъ. Если одно изъ этихъ уравненш, напр. вто
рое, помножимъ на неопределенный параметръ X и сложимъ съ первымъ, 
то получимъ ypaBHeuie прямой, проходящей черезъ точку нересЬчешя пря
мыхъ (3) (§ 55):

или:
+  ГПУ +  1 +   ̂(?2Ж +  Y)2*/ + 1 ) ---О

*

+ )

(о)

координаты этой прямой суть:

Съ изменешемъ параметра X, прямая, выраженная уравнешемъ (6), вра
щается около точки перееЪчешя прямыхъ (3), имея всегда своими коор
динатами выражения (6). Это будетъ подвижный элементъ, принадлежащей 
второй системе. Если между выражениями (6) исключимъ параметръ X, то 
найдемъ уравнеше:
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или:
1 *} 1

*31 1 =  0 (7)
ч

?2 % 1

Это уравнеше точки или неподвижный элемента второй системы.

74. Если все то, что мы сказали въ предъидущемъ параграфа от
носительно двухъ прямыхъ, перенесемъ на двгЬ точки, коихъ уравнешя 
суть:

то найдемъ, что:

или:

^  +  */i*3 +  1 = = о  ,  х%% +  у Я  4  1 — 0 (8)

что:

Х& +  У1'П +  1 •+  М % £  1 УмП-'г 1 )  — о ( 9 )

Х\ -f- \'Х>1 у .

1 + Х  ? '
+ 1  +  ^ 2  _ ! _ 1 = 0  

1 + Х - 4  1 1
( 1 0 )

есть уравнеше точки, лежащей на прямой соединяющей точки (8). Коор
динаты этой точки суть:

Изменяя параметръ X, точка (9, 10) будетъ двигаться по прямой, им'Ья 
всегда своими координатами выражения (11).

Уравнешя (9) или (10) будутъ представлять неподвижный элемента
второй системы, а выраженья (11) подвижный элемента первой системы.

___  \

Если между уравиешями (11) исключимъ параметръ X, то найдемъ 
уравнеше прямой, проходящей черезъ точки (хи уг), (х2,

или:

х Х\ У —  У\

Х\ У\— У2

X У 1

*1 IJi 1

У\2 1

О

О

кавъ это уже видели выше.
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х

Уравпешя:

_^Уч
~  1 + Х У

Ух +  ")\Xi
1 X

даютъ самое общее нредставлеше прямой, 
какъ осповаше ряда точекъ.

Уравнен ia:

<51 4" Хч£2
1 +  А 'Ч

‘Чх +  Mi
1 + Х

дають самое общее нредставлеше точки, 
какъ центръ связки лряммхъ.

Итакъ, разъ прямая или точка дается однимъ уравнешемъ, другой
разъ онЬ даются, каждая, двум# уравнешями, съ нерем'Ьннымъ парамет-/
ромъ, исключеше котораго ведетъ къ уравненио прямой или точки./

§ 75. Разсмотримъ теперь геометрическое значеше иеремЬннаго па
раметра X, какъ въ уравнеши прямой, такъ и въ уравнеши точки.

Въ § 4 мы видели, что въ выражешяхъ:

X Х[ +■ Ха’2
■ 1-4-Х

1
У Uijj-Jyj

1 -4-х ' (1 2 )

ч т т . / ч v
а =  —, если — есть отношеше, въ которомъ точка ( , делить разстоя- 

Hie между точками (хх,у г), (х2, у2). Если означишь черезъ а и г разстоя-

шя точки (х, у) отъ точекъ (х\, ух), (х2, у2), то т
п s

X. Сл’Ьдователь-

но въ уравнеши:

V! Y] +  1 +  X (х, №  +  1) =  О (13)

X есть отношеше разетояшй точки, выраженной предъиду щимъ 

отъ точекъ (x i, y i) ,  (х.г, у 2) черезъ которыя эта прямая проходитъ.

Если уравпеше точки будетъ дано въ самой общей форм'Ь:

А \ % В \ Ч - \ -  С\~Ь }а ( А >£,-|- JBpi -{- С2) =  О (14)

то, очевидно, что отношеше X, въ которомъ точка (14) делить разстояше
t

между точками:

А \ ? -f- jBi*o ~f* С\ — О А%$ -j- С% — О
будетъ:

X =  § V  (15)

§ 76. Уравнеше:
> .

*1*  +  гяУ  +  1 +  * (%.2х +  ЧаУ - f  1 )  =  О ( 1 6 )
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представляетъ прямую, проходящую черезъ точку нересЬчешя прямыхъ:

Эти уравнешя, нанисанныя въ нормальной форм'Ь, будутъ:

Выражешя, заключенным въ скобкахъ, для точекъ лежащихъ внЬ прямыхъ, 
будутъ имЪть числовое значеше перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ точекъ 
на прямыя. Если для такихъ точекъ означимь перпендикуляры черезъ рх, 
на первую прямую, а черезъ р2 на вторую, то будемъ тгЬть:

Фиг. 48. Пусть прямыя (17) будутъ О А, и ОЛ2
(фиг. 48), то прямая (16) будетъ О А; пусть 
углы А  О А 1 =  аь  АО Аг =  а2.

Такъ какъ въ ypaBnenin (16), точки 
лежащая на этой прямой относительно пря
мыхъ (17) будутъ вн'Ь, то это уравпеше

можно написать въ формЬ:

V  S2 +  •*)21 -Р\ + ч

откуда:

Но очевидно:

елЬдовательно:

j p  sin «1
Pi sin «2

_sin «г j / | 2j_ + 4 2i
" sin «а V Щ Т ч К

Если уравнешя (17) будутъ даны въ нормальной формф, то есть:

(19)

(20)

(21)

(2 2 )

х  cos pi 4- у sin Pi — qx =  0 , х  cos у sin fJ2— (h  —  О
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то въ уравнеши:

х  cos Pi -f- у sin Pi— X (x cos P2 -f- у sin p3 — g2) =  0

коэфид1ентъ:

X
P 2

sin al
sm a2

(23)

(24)

Наконедъ, если уравнешя прямыхъ (17) даны въ самой общей формЬ:

■А\ х  -j-  у ~(~ 0\ — О Л2х  4" В 2у -j- С2 —  О (25)

то въ уравнеши:

A iX -\-B iy-\~  Ci~j- р. (Л2х  -f- В 2у 4~ С2) —  О

коэфид1ентъ р., опевидно, будетъ:

!Х X<\
С,

(26)

(27)

Ч.

Изъ всего сказаннаго выше видимъ, что если уравнешя двухъ прямыхъ, 
или двухъ точекъ, даны въ нормальной форм!;:

х  cos <*i - f  у sin aj—j> i= 0  , x  cos a2-j- у sin a2—j>2 =  0
(28)

a^S +  y i^ -M
V \ 2 +  -<32

0 ~i~ 1 о

то въ уравнеши прямой, проходящей черезъ точку ихъ перееЬчешя, или 
въ уравненш точки, лежащей на прямой, соединяющей эти точки:

х  cos ai~\~y sin at —  ̂(x  cos a2 -j- У sin a2 — p2) =  0

giS +  yii
Vl2 4 -

(29)

- +  [ 0

%

коэфиц1ентъ X, въ первомъ случай, будетъ представлять отношеше пер- 
пендикуляровъ, опущенныхъ изъ каждой точки прямой (29) на прямыя
(28), а во второмъ X будетъ отношеше разстоянш точки (29) отъ точекъ 
(28) или отношеше перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ точекъ (28) на 
вс4 прямыя, проходящая черезъ точку (29).
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ГЛАВА V II.— СОКГАЩЕННЫЙ СПОСОБ!

Прямая.

§ 77. Если въ уравнеши прямой или точки, паиисаниыхъ въ нор
мальной форме:

х  cos a -j- у  sin а — р  =  0 (1)

-\- уп -f  1

V  F T T 2

вставимь координаты точки, лежащей вне прямой или координаты прямой 
не проходящей черезъ точку, то мы видели въ § 45, что числовым зна- 
чешя, полученным отъ такого подстановлешя, будутъ выражать длину пер- 
иендикуляровъ, опущенныхъ изъ данной координатами точки на прямую, 
данную уравнешемъ, или изъ данной уравнешемъ точки на прямую, дан
ную координатами. Следовательно, если означимъ черезъ х х, координаты 
точки вне прямой (1), то:

^  cos а у 1 sin а

будетъ длина перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (хх, на прямую (1). 
Если C j,^ будутъ координаты прямой вне точки (2), то:

*5i+ уч 1 + 1

будетъ длина перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (2) напрямую (^ , та).

Если точка (хх, ух) находится на прямой (1) или прямая (Н[, у]х) про- 
ходитъ черезъ точку (2), то д.тина перпендикуляра А  равна нулю. На 
основаше такого свойства, прямую (1) и точку (2) обозначаютъ просто 
одной буквой А , подъ которой разумеютъ или уравнеше (1) или уравне- 
Hie (2). Следовательно уравнеше:

А =  О

будетъ показывать, что длина перпендикуляра, опущеннаго изъ точки на 
прямую, равна нулю, т. е. точка лежитъ на прямой (1) или прямая про
ходить черезъ точку (2). Такой способъ въ аналитической геометрш на
зывается сокращенным>•; съ помощью его мнопя иредложешя доказываются 
проще и задачи решаются легче.



ГЛАВА V II.— СОКРАЩЕННЫЙ СПОСОБЪ 7 7

78. Условимся разъ навсегда обозначать символами А и Л 2, А 3, . . . ,
прямым:

х  cos Щ-{-у sin а! —р х = 0  , х cos. а2 У sin а2 —р 2 =  0 ,

или точки:
ж cos а3 У sin а3 • • t

О +  Уз~»1 +  1 ♦

такъ, что индексы при углахъ а, и при координатахъ х, у соответствуют 
индексами при А. Такъ, наприм^ръ, будетъ представлять или прямую:

или точку:
х  cos а„ - f  - у sin а„ — =  О

хЛ  ~}~ у»ц -~Ь 1
V W T r f

(3)

(4)

смотря потому изображаетъ-ли А„, сокращенно, прямую или точку. Сле
довательно подъ уравнешемъ А» =  0 мы будемъ всегда подразумевать урав-

%

нешя (3) или (4).

§ 79. Если:
А = 0 Ао =  0 (5)

будуть уравнешя двухъ прямыхъ въ сокращенной форме, то уравнеше:
t

А\ +  U ,  =  О (6).

где I есть неопределенный коэфищентъ, будетъ ypaBHeHie прямой, про
ходящей черезъ точку пересечешя прямыхъ (5).\

Фиг. 49. Давая X все!значешя отъ — оо до -{-со
мы получимъ всф прямыя, проходянця че
резъ точку пересечешя прямыхъ (5).

\

Чтобы определить геометрическое зна- 
чеше \  возьмемъ две прямыя ас и М  (фиг. 49), 
пусть первая будетъ А х = 0 ,  а вторая А 2— 0.

Пусть ef будетъ прямая:

А \ У. А  о — О
i

Для всехъ точекъ на прямой ef, А х и А 2 будутъ числовыя значетя пер*
пендикуляровъ, опущенныхъ на прямыя:

\ • * .

—- 0  ̂ А о=== О
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Возьмемъ на ef, какую-нибудь, определенную точку к; пусть перпендику
ляры кт и кп, на ас и hd, будутъ ал и то мы будемъ им'Ьть:

а-\ -f- Х«2 =  О
откуда:

X а.
а 2

следовательно уравпеше (6) сделается:

А
«1
«2

Ао —  0 или А
ах

А
а2

О (7)

Если начало координатъ въ томъ же углу, въ которомъ лежитъ и прямая 
ef, т. е. въ /_аоЪ, то перпендикуляры, опущенные изъ точекъ ef, на ас 
и bd, будутъ или оба положительные или оба отрицательные, смотря по
тому, будутъ-ли они опущены изъ точекъ прямой ef, лежащихъ въ угле 
аоЪ или лежащихъ въ угле cod, въ обеихъ случаяхъ X будетъ величина 
отрицательная. Если-же прямая (6) лежитъ въ угле hoc, то перпендику
ляры ал и а2 будутъ иметь форму:

А  I А
«1 а*

О (8)

Если ^  и р2 будутъ углы, которые прямая e f составляетъ съ ас и bd, то, 
очевидно, мы имеемъ:

ах sin р1
а2 sin р2

следовательно уравнешя прямыхъ e f  и gh можно написать въ форме:

А А
sin Pi •sin р

О А  I А  
sin Pi sin р2

О ( 9 )

§ 80. Если прямыя с/' и gh будутъ равноделятдя углы aob и hoc, 
-----0 — р2, следовательно уравнешя равноделящихъ углыто ах =  а2 или pi

между прямыми А х —  0 и А 2 —  0  будутъ:

А х — А 2 —  0  и Ах +  А 2 —  О ( 1 0 )

Очевидно, что уравнешя:

А
«1

А 2
«2

О и — -f- —
«1 а2

О

будутъ уравнешя прямыхъ, делящихъ углы между прямыми ас и bd въ 
одномъ и томъ-же отношеши.



§ 81. Мы видели въ § 56, что если уравиешя трехъ прямыхъ, по- 
мпожениыя на прилично выбранные коэфищенты, даютъ въ сумме тождество, 
то ташя прямыя пересекаются въ одной точке.

Пусть:
Aj =  0 , А-2== 0 , Ад =  0 (11)
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будутъ уравиешя трехъ прямыхъ, которыя, пересекаясь, образуютъ треуголь- 
никъ. Назовемъ углы этого треугольника, противулежапце сторонамъ (11) 
черезъ (3,, (З3. Если прямыя, проходяшдя через ь вершины треуголь
ника (11) будутъ иметь форму:

то, очевидно, ташя прямыя пересекаются въ одной точке, такъ какъ ихъ 
сумма даете тождество. Легко также видеть, что прямыя:

1

также, проходянця черезъ вершины треугольника (11), пересекаются въ 
одной точке, такъ какъ сумма перваго и последняго уравиешя безъ вто- 
раго даетъ тождество.

Если въ уравнешяхъ (12) сделаемъ:

то оне сделаются:

А] А 2 —  О

Если начало координатъ находится внутри треугольника (11), то уравне- 
шя (14) будутъ уравиешя равподелящихъ внутренше углы треугольника 
(11), следовательно эти равподелянця пересекаются въ одной точке.

Если въ уравнешяхъ (13) сделаемъ:

С1\ —  (%2 — '  «3

то оне сделаются:
\  .

Л.14~ Л 2 =  0 , А-2-{- Аз =  О , — О

Первыя два уравиешя будутъ равноделяшдя внешнее углы треугольника, 
а последнее будетъ равноделящая внутреннш уголъ, следовательно, две

* ’ ’s '  ‘ • • • •

равноделяшдя два внешше угла и равноделящая одинъ внутренш'й уголъ, 
пересекАтся въ одной точке.
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Задача, 1. Найти уравнешя трехъ перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ 
вершине, треугольника (11) на противулежаиця стороны, и показать, что 
эти перпендикуляры пересекаются въ одной точке?

Р/ьшете. Если стороны треугольника будутъ:

Л\ =  0 , А% =  0 , =  О

то легко вид'Ьть, что синусы угловъ, которые перпендикуляры составляютъ 
со сторонами треугольника, равны косинусамъ угловъ треугольника, следо
вательно уравнешя этихъ перпендикуляровъ будутъ:

А _____  4а  —  о 4а_ 4 — о _А> _  _  q
COS,32 COS& ’ COS 03 cos 02 ’ COŜ , cosP3~~
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формы которыхъ показываютъ, что они пересекаются въ одной точке.

Задача 2 . Написать уравнешя прямыхъ, проходящихъ черезъ вершины 
треугольника и черезъ средины противулежащихъ сторонъ?

Ргьшенге. Пусть (фиг. 50) стороны треугольника будутъ:

Фиг. 50. Если точка В  будетъ средина А В ,  то CD будетъ 
одна изъ искомыхъ прямыхъ. Если перпендику
ляры B E  и D F  на АС  и ВС  назовемъ черезъ 
я, и а2, то уравнеше прямой В С  будетъ:

но очевидно:
г

0, ==  А В  sin % , я2 =  В В  sin |3,

откуда, замечая, что:
А В  = ■ В В

найдемъ:

^)S in^— ^ 2sin02= O  , L̂2sin32— A 3sinP3= 0  , _43sin!33— ^.isinfl^O

форма этихъ уравненш показываетъ, что искомыя прямыя пересекаются
А*

въ одной точке. Последшя два уравнешя получаются такимъ же образомъ, 
какъ и первое.

Up. 1. Показать, что если въ треугольнике изъ конца основав1я возставимъ 
нерпепдикуляръ, то его уравнеше будетъ:

А х -{- Л 2 cos (Ь3 =  О

Пр. 2 . Если перпендикуляры, опущенные изъ вер инъ одного треугольника
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на стороны другаго, пересекаются въ одной точке, то перпендикуляры опущенные 
изъ вершинъ втораго треугольника на стороны перваго, также пересекутся йъ одной 
точке?

Ртиеме. Пусть стороны треугольниковъ будутъ:

А х =  0 , Л 2 =  0 , А3 =  0 ; А \  =  0 , Л \ — О , А'3 =  О 

Означимъ черезъ (Ах Л2), вообще, уголь между прямыми А х =  0 и А2 — 0, то уравне
H ie перпендикуляра 

будетъ (§ 81, зад. 1):

будетъ:

изъ вершины (Ах Л2) на А'3

А х cos (А2 А!3) — А2 cos (Ах А*3) — О
/

изъ вершины (А2 А3) на А! х

А 2 co s (А3 А \)  — А3 cos (А2 А \)  =  О 

изъ вершины (Ах А3) на А’2
будетъ:

А3 cos (Ах А'2) — А х cos (А3 А'2) — О 

Услов1е, что эти три прямыя пересекаются въ одной точке.-
I

cos (Аг А )  . cos (А2 А 'г) . cos ( А3А \)  =  cos ( А\А)  . cos ( А ) . cos А )

коего симметргя показываетъ, что друпе перпендикуляры пересекаются въ одной 
точке.

Пр. 3. Показать, что прямая:

Ал — 7ч А =  О

составляетъ такой уголт» съ А  =  0, какой прямая:

ХА — A = f O
9

составляетъ съ А2= 0 , или, что эти прямыя одинаково наклонены къ равноделящей:

А х — А2 — О

Пр. 4. Если черезъ вершины треугольника:

Ах — 0 , А2 — 0 , -̂з — О
!

проведемъ три, катая-иибудь, прямыя, нересекаюпцяся въ одной точке, то прямыя 
одинаково наклоненныя съ ними къ равноделящимъ углы треугольника, также нерв' 
секутся ВЪ ОДНОЙ точке?

Ртьшете. У р авн етя  трехъ прямыхъ, пересекающихся въ одной точке будутъ
(§ 81): \1

А г 11 
О

*
 ! 

^11• - о  , А г - А з  _ А= о , —8 - А
а х (Х2 а 2 а3 «3 а х

Уравнешя прямыхъ одинаково наклоненныхъ съ этими последними къ равяоделя 
щимъ углы треугольника, очевидно, будутъ:

или:
dxAx - ct2A.2 —- 0 , ct2A2 г ct3 Аз О

которыя, очевидно пересекаются въ одной точке.

йз

«аА ®\А\ —• О

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я. в
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Пр. 5. Выведемъ еще предложеше изъ уравненш  прямой следующей формы:

At +  ^2 Н~ -̂ 3 -- О

■А.} := О , А 2 =  0 , г= - О

суть уравнеш я сторонъ треугольника.

Уравнеш е (15)
нешй:

можно разсматрмвать, какъ  происшедшее 

А г =  О и А 2 -\- А 3 =  О

нзъ сложешя урав-

но второе уравнеш е есть равнод'Ьлящая вгИпиши уголъ треугольника между сторо
нами ф  =  0  и А3 =  О, следовательно точка п ер есй ч етя  равнод'Ьлящей вн'Ьшшй уголь 
треугольника съ нротивуположной стороной леж ать на прямой (15). Д'Ьлая тоже раз- 
суждеше относительно уравнений:

u4.2 =  0 , A i Л3 =  О , А 3 —  0 , А 3 А2 =  О

будемъ иметь следующее предложеше:

Предложеше. Три точки нересЬчеш я равноделящ ихъ BoemHie углы треуголь
ника съ противуположными сторонами, леж ать на одной прямой линш.

Если тоже разсуждеш е сделаемъ надъ прямою:

Aj -(- А2 А =  О

то нолучимъ следующее предложеше:

Предложеше. Три точки пересечеш я двухъ равноделящ ихъ внутренше углы 
въ треугольнике и одной—внешний съ нротпвулежащнми сторонами, лежать на одной

Ь ^

прямой лиши.

Задача. Съ помощью сокраще
треугольника, доказанное выше

аго спосооа можно доказать свойство 
47, 48).

Точна.

§ 82. Если уравнешя двухъ точекъ въ нормальной форме будутъ:

А х = 0 А , =  О (16)
то:

А\ -J- Х.42 — О (17)

будетъ уравнеше точки, лежащей на прямой проходящей черезъ точки (16).

Числовыя значешя А х и А-2 въ уравненш (17) будутъ перпендику
ляры, опущенные изъ точекъ (16) на прямыя, проходянця черезъ точку 
(17). Следовательно X въ уравненш (17) будетъ отношеше этихъ перпен- 
дикуляровъ. Если точка (17) будетъ находится между точками (16), то 
эти перпендикуляры будутъ иметь противные знаки, если-же эта точка 
будетъ вне точекъ (16), то они будутъ иметь одинаковые знаки, то есть 
будутъ или оба положительные или оба отрицательные.
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Пусть А ХА 2 будетъ прямая (фиг. 51), проходящая черезъ точёи (16).
Пусть О будетъ точка на А х Л2 между и

Если А ХС
СВ мы будемъ иметь:

Ъ2, то для прямой Фиг. 51.

откуда:
Ъх \Ъ О

X h
ы

но Ъх и Ъ2 имЬють противные знаки, следовательно:

X Ъ\ ОА\
Ъ. ОА

ах

откуда уравнеше (16) сделается:

А\ +  — А 2 =  0 или — -J-а2 О#1 0,2
(18)

Если точка О будетъ лежать вне точекъ А х и А 2, то ея уравнеше 
видно, будетъ:

А х А 2

оче-

0
& \ &  2

(19)

Очевидно, что (18) и (19) суть уравнешя точекъ, деляшдя разстояше А х А ъ 
первая внутренне, а вторая внешне, въ Отношенш а1: а2.

Если ах = а 2 въ уравненш (18), то:

А х -J- А 2 — О

будетъ уравнеше точки, делящей пополамъ разстояше А ХА 2. Если ах =  а2 
въ уравнеши (19), то:

А х — А. О

будетъ уравнеше точки на безконечности.
»

§ 83. Если уравнешя трехъ точекъ:

А х = 0 А О Ая — О

помноженный, на прилично -выбранные коэфищенты, даютъ въ сумме тож 
дество, т. е. если мы имеемъ:

X̂4.j —|- \>.А2 =  О

то татя  три точки лежать на одной прямой лиши, 
какъ и въ § 56.

Разсуждеше такое,

6*
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Если:
•>

суть уравнешя вершинъ треугольника, то очевидно, что точки, лежащих 
на сторонахъ треугольника и данныя уравнешями:

А\ А<% 
«1 «2

=  0 , А-2 Л 3 _
«2 «3

= 0 Аз
’ а з

А\ _ 
«1

= 0 (20)

или уравнешями:

Л, 1 А 2
«1 ' а,г =  0 ,

Л-2 , Л 3 _
а-2 «з

= 0 Аз Л ,_
а\

= 0 (21)

лежатъ на одной прямой лиши. •

11р. 1. Если въ уравнснш  (20) ах =  =
I

«з, то три точки данный уравнениями: 

, А 3 А , =г О

находятся на безконечности и леж ать на одной прямой лиши.
»

,Пр. 2. Если а, =  а2 =  а 3въ уравнениях?» (21), то средины двухъ сторонъ тре
угольника и точка на безконечности на третьей сторон!» леж ать на одной прямой 
лиши.

Пр. 3. У равнеш я (20) ноказываюгь, что если разстояш я между точками А х и Аг 
разд’Ьлимъ внеш не въ отношен!н а , : а.2, разстояш е между и А 3 раздйлимъ въ 
отнотенш  а.2:а3 п нарионецъ р азсто яте  А 3 и А г вт> отношении а3:а и то построенныя 
три точки леж ать на одной прямой лиши.

Пр. 4. Сделать выводы изъ уравнен! й:

А х А 2 А 3 =  О , А х -f- А 2 — А 3 =  О 

канпя мы сделали относительно прямыхь линШ въ § 81.

Пр. 5. Тоже сделать и относительно уравнений

Г Л А В А  VIII.

Геометрическое место точекъ  есть прямая лин1я.

§ 84. Геометрическое место есть непрерывный рядъ точекъ или пря- 
мыхъ лишй, каждая изъ коихъ удовлетворяетъ известному условно. Это 
ycxonie выражается уравнешемъ, въ которое, если введемъ или координаты
точекъ или координаты прямыхъ, выбравъ известную систему координатъ,

•  •  •

то получимъ ypaBHeHie между координатами, которое и будетъ представлять
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геометрическое мЬсто. В ъ главЬ II мы уже познакомились съ пр1емами, 
съ помощью которыхъ по даннымъ услошямъ мы выводили уравнешя гео- 
метрическихъ мЬстъ. Въ настоящей главЬ мы займемся, только тЬми усло- 
вгями, которыя даютъ, какъ геометрическое мЬсто точекъ—прямую лишю 
и какъ геометрическое м'Ьсто прямыхъ линш—точку. Пр1емъ для соста- 
влешя по извЬстному условно уравнешя геометрическаго мЬста есть слЬ- 
дующш: берутъ двЬ, кашя-нибудь, прямыя за координатный оси и съ по
мощью, даннаго условгя ищутъ зависимость между координатами точекъ 
или прямыхъ геометрическаго мЬста. Таковъ пр1емъ въ общихъ чертахъ, 
но выборъ координатъ имЬетъ большое значеше, какъ относительно легко
сти составлешя уравнешя геометрическаго мЬста, такъ и относительно 
простоты самаго уравнешя. Указать правило для выбора координать нельзя 
по безконечной разнообразности условШ дающихъ геометричесшя мЬста. 
Единственный для этого указатель есть cnMMeipia условш, навыкъ и со- 
ображеше.

При симметрш условШ координатныя оси такъ выбираются, чтобы, 
данныя, услов!ями геометрическаго мЬста, были расположены симметрич
но относительно выбранныхъ координатныхъ осей. Иногда вводятся 
параметры, которые затЬмъ исключаются и въ результатЬ исключешя по
лучается геометрическое мЬсто. НижеслЬдуюшре примЬры пояснять все 
сказанное.

Up. 1. Найти геометрическое мЬсто вершинъ треугольника, коего основате 
дано и дана разность квадратовъ его сторонъ?

Ргъшете. Такъ какъ основате треугольника дано, то концы его будутъ сим
метрично расположены относительно координатныхъ осей, если’ это основате возь- 
мемъ за ось абсциссъ, а иериеидикуляръ, возставленный изъ его средины, за ось ор
дината.

Прямая.

Фиг. 52.
Пусть (фиг. 52) А В  будетъ данное основате, его 

средина О, O Y  ось ордината, С одна изъ точекъ геомет
рическаго мЬста.

По условш задачи:

АВ =  2а , АС — СВ2 =  т 2

Если С есть точка геометрическаго мЬста, то:

ОВ — х , ВС — у

откуда:
(a -f- х)2 +  у2 — (а — ж)2 — у'2 =  w 2 или ( +  ж)2 — (а — ж)2 =  т'2

MitskevichOA
Прямоугольник
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Следовательно геометрическое место будетъ:

4ах =  т? или х т‘ 
4 а

т
прямая перпендикулярная къ основанш  на разстояш и — отъ его средины.

Пр. 2. По данному основанш  треугольника и cotg A  -f- т cotg найти геомет
рическое Micro вершины?

Ргъшете. Пусть основаш е А В  =  2а, a  cotg А  -|- cotg (фиг. 52). Возь
мемъ теж е координатныя оси, что и въ иредъидущемъ прим ере, то легко видеть что:

cotg А A D  _ a -j- х
т = ~ у ~ cotg В D B

CD
a x

У
откуда:

а 4 - х  . а — -------\-т  —
■ — X 1 ----- =  0

или:
У У

или:
(а -}- х) -f- т (а — х) — Ъу О

(1 —m) x  — by -f- a (1 +  w) =  0

следовательно геометрическое место есть прям ая д и т я .
н

’’ Ир. 3. Дано о с н о в ате  треугольника и сумма двухъ другихъ сторонъ; высота 
треугольника продолжена такъ, чтобы вся ея длина была равна одной изъ сторонъ. 
Н айти геометрическое Micro конца этой высоты?

Ргъшете. Возьмемъ туже фигуру (52) и гЬже координатныя оси. Мы HMieM'b:

А В  =  2а , т А С  =  Ш

Изъ этихъ данны хъ имieмъ:

ВС =  т  — у

или зам ечая, что АС — GD  =  у,
Ч ВС2 =  А В 2 +  АС2 — 2А В  . AD

(т — у )2 =  4а2 +  у 2 — 4а (a  -j- х)

2 ту — 4 ах т

1 S

откуда: 

прям ая лиш я.

Пр. 4. Н айти геометрическое место точекъ, коихъ разность разстояши отъ
s.

двухъ данныхъ прямыхъ есть величина постоянная?

Фиг. 53. Ргъшете. Возьмемъ данныя ирямыя (фиг. 53) за 
координатныя оси. Пусть он'й будутъ О Х  и О Г.

Если М  есть одна изъ точекъ геометрическаго 
места, а  М А  и М В  суть иериендикуляры къ ОХ  и О Г,
то мы будемъ иметь, если /_ и М В — М А= к:

М А  =  у  sin ф

У х

М В — х  sin <? 

к
sm<p

Очевидно, это нрям ая параллельная равноделящ ей уголъ <р.
%

Пр. 5. Если сумма разстоянНК будетъ дана, то геометрическое мЬсто будетъ:
,"\ ку =  - х -f  V—вщ у

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
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Пр. 6. Найти геометрическое место точекъ, комхъ разиость квадратовъ раз- 
стояшй отъ двухъ данныхъ точекъ есть величина постоянная?

Ртшете. Возьмемъ для симметрш разстояше данныхъ двухъ точекъ за ось 
X , иерпендикуляръ, возставленный изъ средины этого разстояшя, за ось Y. Пусть 
это разстояше будетъ равно 2а; разность квадратовъ разстоянШ точки геометрическаго 
мЬста пусть будетъ к2, то мы будемъ имгЬть:

у 2 (х — а)2 — у 2 (х -f- а)2 =  к2
откуда:

4 ах — — к2

Пр. 7. Даны двй прямыя лиши О А  и ОБ, проведена, какая-нибудь, прямая 
Л Б, параллельно третьей данной прямой 0 0 , АВ  пересЬкаетъ прямыя О А  и ОБ въ

точкахъ Л и Б, на Л Б взята точка Ж, 

мйсто точекъ Ж?

такъ чтобы
МА
АВ =  п. Найти геометрическое

Ргьшете. Возьмемъ О А  и 0 0  за координатным оси 
X  и Y  (фиг. 54). Пусть уравнеше данной прямой ОБ 
будетъ у  =  тх,

Такъ какъ точка В лежитъ на прямой у  =  тх} то:

АВ  =  ш . ОА =  тд?
\

♦

Но по y c iO B iio  МА =  п . АВ, следовательно геометри
ческое место будетъ:

Фиг. 54.

у =  т .п .х

Пр. 8. Проведена прямая ЛБ, какъ и въ предъидущемъ прим'Ьр'Ь, параллельно 
данной прямой 0 0 .  Перес'Ькаетъ она прямыя, коихъ уравнешя суть:

у =  тх , у =  т±х +  щ , у — т2х  -(- п2 , у — тгх  +  Wg,. . .  i .

въ точкахъ Б, В 15 Б 2, Б 3-----. 'На этой прямой взята точка Ж такъ, чтобы отр^зокь
ЛЖ былъ нропорцюналенъ сумм-Ь ординатъ ЛБ, АВи АВ2, ЛБ3. . . . .  Найти геомет
рическое мЗюто точекъ Ж?

Ргьшете. Если:
ЛБ 4“ АВ-1 -|- ЛБ2 . . . .  7

; ЛЖ - =  *
то мы будемъ имйть:

ку =  тх 4~ тгх  4 “ Щ 4“ ш2х  4-7г2 4 - ___
или:

ку =  {т +  ш1 4 - w2 4 - .........) а ? 4 - % 4 - % 4 - ------

Яр. 9 . Даны основашя и сумма площадей н’Ьсколькихъ треугольниковъ, им4ю-
щихъ общую вершину, найти ея геометрическое мйсто?

_ \ 
Ргьшете. Пусть уравнешя основанШ треугольниковъ будутъ:

• I

хcos at-J- у sin а — р  =  0 , ж cos ^  -f- sin Oj— рх =  0 , . (1)

ихъ основашя а , аи а2, ...Сумма площадей пусть будетъ тг. Если въ уравненш (1) 
вставимъ координатн общей вершины треугольниковъ, то чпсловыя ихъ величины 
будутъ длины перпендикуляровъ изъ вершины на основашя (§ 45). Следовательно:

а(хcos « -\-уsin а — р) +  (ж cos at +  у sin xt —р ,)+ «2 (ж cos аг -\-у  sin х ,—р2) 2 т 2

а потому геометрическое место есть нрямая лингя.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Пр. 10. Дана сумма двухъ сторонъ въ треугольны к’Ь и уголъ между ними. Сто
рона иротивулежащая данному углу разделена въ данномъ отношение Найтн геомет
рическое м4сто этой точки?

Фиг. 55.

откуда:

или:

Ртиете. Возьмемъ (фиг. 55) стороны О А и ОБ, за 
ключаюпця данный уголъ ЛОВ, за координатныя осы. Сто

рона А В  въ точкЬ М  разделена въ отножепш 

П о уело Biro мы идгЬемъ:

АО -f- ОВ =  к ОС х МО У
X  Изъ подоб1я треугольниковъ Д  АОВ  и Д  М В Б  им'Ьемъ:

О А  т -f- OB т - |- it
х т У 11

т 4 - п , т +  п 
~ х ~\---- г— кт п

.У
т ' ii

к
т-\- ii

4

Пр. 11. Даны двф прямыя О А  и ОВ н прям ая -j- (АВ) (фиг. 56).
И зъ какой-нибудь точки М  прямой А В  опущены перпендикуляры МС и М В  на ОВ 
и ОА. Н айти геометрическое м1;сто срединъ Р  отрезка ВС?

Фиг. 56.

мое геометрическое мФсто:

Ртиет е. Возьмемъ О А  и ОВ за оси и Г. 

Если Z. АОВ =  у,а координаты точки М  будутъ 

а  и (3, то координаты точки Р  будутъ:

ОС  =  O N -f- NO — 2х =  a  -J- $ cos у ,

ОВ  =  ОК  -(- К В  =cos <р

откуда вставляя а  и |3, нолученныя изъ этихъ 

уравненШ , въ у р а в н е т е  у  =  ах +  Ь, найдемъ иско-

или:
2у  — 2х cos ф =  2а (х  — у  cos <р) +  & sin3 <р

(1 +  a cos <р) у  — (а +  cos <р) х  =
Ъ sin2 <р 
~2

Пр. 12. Найти геометрическое 
CD дано и дано отношеше А М : N B

Л1
к частей даннаго отрфзка

коего основаше 
=  а, иараллель-

наго основашю?

Фиг. 57. Ртиете. Возьмемъ А В  (фиг. 57) за ось X, а 
A F  иерпендикуляръ къ А В , за  ось Y.

Пусть координаты точки Р  будутъ (х, у), коор
динаты точекъ С и В  пусть будутъ (ж,, у,), (ж2, у,), 
ордината у, одна для обЬихъ точекъ О и В , такъ 
какъ  СВ  параллельно АВ. Уравнеше прямой PC бу- 
детъ,если бФгупця координаты обозначимъ ч ер езъ Д у ’:

(У — Ух) Р  — О® — у' ух, — ху,

MitskevichOA
Прямоугольник
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полагая вт> этомъ уравпеши у' — О, ж', будемъ им^ть:

A M Ухх — хуу
У — 1

Точно также пайдемъ AN:
AN  _ / уаг2 — хуг

У — Ух

такъ какъ А В =  а, то oT H oineH ie AM  =  k .B N  даетъ:
*

ХхУ — У\Х h ( х2у — у хх
У — Ух У — Ух

откуда будемъ пмЬть искомое геометрическое мЬсто:
9I -

х хУ —  Ухх  =  й {'« ( У  — Ух) ~  (х ъУ — Ухх ) }
*' 9 ,

)

Пр, 13, Дань уголь X O Y  и точка Р  (фиг. 58); проведемъ, кавдя-нибудь двгЬ 
сЬкушдя РВА  и РРС, которыя иерес'Ькаютъ 0 7  и ОХ  въ точкахъ А и Б, С и D;
найти геометрическое мйсто точекъ пересЬчешя прямыхъ A D  и ВС?

*

Ргьшете.Возьмемъ О Х  и 0Yза координатныя оси. •
Пусть координаты точки Р  будутъ (ж,, у х).

Уравнешя двухъ, какихъ-нибудь, сЬкущихъ РА  и PC 
будутъ:

А

(РА) у  — у, =  а, (х — ж,) , у  — у { — а2 (ж — хг)(PC)

Полагая въ этихъ уравнешяхъ у =  0, найдемъ отрезки ОБ 
и ОТ):

Фиг. 58.

ОБ Ух ~  *хх\ 
*1

ОБ Ух а2ж,
а2

полагая ж =  0 будемъ им'Ьть отр-Ьзки О А  и ОС:

О А — у1 — а,®. ОС Ух —

Им'Ья эти отрЬзки, мы будемъ им$ть уравнешя прямыхъ А Б  и ВС (§ 38):

(А Б )
а,ж У

— |-----------------
«1^1 — Ух Ух — <*,х.{

оих
+

У
< * 2 Х Х  — Ух Ух GttpOĈ

(ВС)

Точка М  пересЬчешя А Б  и ВС должна удовлетворять об4нмъ уравнешямъ (А Б ) и 
(ВС), каше бы ни были параметры а, и а2. Если ихъ нсключимъ, иолучимъ иско
мое геометрическое м$сто. Вычтемъ нредъидупця уравнешя, то найдемъ:*

Ухх +  х хУ — О 
Это уравнеше прямой, проходящей черезъ точку О.

\  Пр. 14. Дв'Ь вершины треугольника АВС  скользятъ но двумъ даннымъ пря- 
мымъЧЬМ и LN,три стороны этого треугольника проходить черезъ три данныя точки 

О,Р и Q,лежанця на одной прямой. Найти геометрическое мФсто третьей вер
шины?

Pmuenie. Возьмемъ за ось X  прямую OPQ (фиг. 59), а за ось Y  прямую 0L , 
соединяющую точку О съ точкою L  пересЬчешя прямыхъ M L  и NL.
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Пусть координаты точки С будутъ (ж, у), пусть OL =  Ъ, ОМ =  a, ON а
О Р =  е, OQ =  с,.

и

Фиг. 59. Очевидно, что уравнения прямыхъ LM  и L N
будутъ:

<£ *> ^ + 5 -  =  1
Л  У
а, Ъ 1 (iiV)

а  уравнен1е прямой СР, проходящей черезъ точки 
Р (с , 0) и С(ж, у) будетъ:

(ж — с) у' — ух' -j- ус =  О (PC)

Координаты точки Л  пересЬчешя этой прямой съ
прямой Р Ж б у д у тъ :

•х аЪ (х  — с) -j- асу 
Ъ(а — с) -j- ay Ух

Ь(ж — с) у  
Ъ(а — с ) а у

Координаты точки В, перееЬчеш я прямой CQ съ L N , получатся изъ предъидущихъ, 
давая индексы буквамъ а  и с:

х. агЪ(х — сх) -f* «iCxу  
Ъ (ах — сх) 4 -  а^у Уг

Ъ(х — с1)у
Ь(«1 — 0  +

Н о мы должны иметь:

Ух
X,

ь
&2

такъ какъ  прям ая А В  должна проходить черезъ начало, следовательно мы имеемъ:

Ъ(а — с) у Ь(а1 — с1)у
аЪ (х — с) -}- асу ахЪ (х — сг) -(- агу

откуда nocjrfc приведен!», найдемъ:

(а^ — сал)х У
ссг( а — ах) — ааг (с — сх) 1 Ъ+

/
Пр* 15. Н айти геометрическое место вершины С въ предъидущемъ примере, 

прям ая PQ проходить не черезъ О, а  черезъ L?

Отв. Если за координатный оси взять L M  и L N , а  у р ав н ете  прямой PQ бу
детъ ,у =  тж , то:

х3х2 (у —  у ,) — уАхх (ж — ж2) =  х1хг (тх — у)

Up. 16. Н айти геометрическое место пересечения д1агоналей, вписаннаго въ 
треугольнякъ, прямоугольника?

Ргьшсигс. Пусть (фиг. 60) данный треугольникъ 
будетъ АВС.

Возьмемъ основан1е А В  и высоту СО за коор- 
динатныя оси. Пусть ОС =  h, ОВ  =  а, О А  = 
у р а в н е т я  прямыхъ АС  и ВС  будутъ:

Фиг. 60.

Oj, то

У
h

х
а ) У , ® 

h + a (2)

E F  параллельно А В  на разстоящи к отъ Абсциссы и GO то
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OD =  а 1

чекъ Е  и F  найдутся изъ уравнешй (2), положивъ въ нихъ Следовательно
мы будемъ иметь:

к )  ' 0б =  - « - ( 1- |
Имея абсциссы точекъ Еи Fмы найдемъ абсциссу средины которую если на-
зовемъ черезъ х, то найдемъ:

(X/ ‘' (Х/л f  - к
l ~~hх (3)

очевидно это абсцисса пересечешя д1агоналей и GE. Но ордината этой точки 

есть к, следовательно геометрическое место получится изменяя к на 2у, именно:Ж
2х

или:

или еще:

(«—«О Г1
2х , 2у

-----------Г ~гГ =  *а — ах h

а — а, п

Следовательно искомое геометрическое место есть прямая, проходящая черезъ сре
дину основашя АВ  и черезъ средину высоты h.

/
Лр. 17. Въ данномъ треугольнике АВС  проведена прямая F E  параллельно 

■.4В, х'точки F  и Е  пересечешя этой прямой съ АО и ВС соединены съ данными 
точками Р  и Qна основанш АВ. Найти геометрическое место точки М  пересечешя 
прямыхъ FQ и Е Р  ("фиг. 61)?

Ртиете. Возьмемъ за координатныя оси основаше 
АВ  и высоту 00 . Пусть координаты данныхъ точекъ Р
и Q будутъ (т, 0), (п, 0). Пусть ОВ =  а, О А — — аи 
ОС — h, то уравнешя прямыхъ ВО и АС  будутъ:

Фиг. 61.

(ВС) - + | -  =  1 а 1 h
°^\У _
ал ' h 1 (АС)

С/

к

A s

- а  I
точекъ Е  и F  получатся изъ уравнешй (ВО) и (АС), полагая въ нихъ 
даетъ:

OG =  а 1 h OD «1 ( 1

Следовательно уравнешя прямыхъ QF и Р Е  будутъ:

У
к

а
( - »

(х — п) У
к

п «1 I1 — jr-
(X — »l)

т

исключая изъ этихъ уравненШ ft, найдемъ искомое геометрическое Micro:
(а — п) { xty  — 1ь (х — т) } — (ах -j- т) { ay — h (х — п) }

Пр. 18. Решить туже задачу если точки Р  и Q совдадаютъ съ А и Щ  

Ome. (a — +  +  = 0

что
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Пр. 19. Даны две параллельны я лиш и и и три точки Р , Q, на од
ной прямой лиши, черезъ точку Р  проведена, какая-нибудь, секущ ая P E F y точки

г

Е  ц Е  нересЬчешя этой секущ ей съ прямыми А Е  п B F  соединимъ съ точками В  
и Q прямыми Е В  и FQ. Найти геометрическое место точки Ж  нерес’Ьчешя нрямыхъ 
Е В  и FQ  (фиг. 62)?

Фиг. 62. Ртиете. Пусть А и Л  будутъ точки пересечения
прямой PQB  съ А Е  и BF. Возьмемъ РА  за ось X, а 
А Е  за ось Y.

Пусть АВ я, я ,, Л Р  =  я2, 3, то 
координаты точекъ Р, Q, В  будутъ:

(а„ 0) , (я2, 0) , («з, 0) •

Пусть А Е  =  и, то уравнеш я нрямыхъ B E  и Е В  будутъ:

Чтобы найти уравнеш е прямой QF , замЗш ш ъ, что абсцисса точки F  есть а, следо
вательно ордината B F  получится изъ уравнеш я:

х +  У
а и

подставивъ а вместо х  пайдеыъ:

у — B F  =  и (  1 +
а
at

и 
а, (а +  «О .

такъ какъ прямая QF  проходить черезъ точки (я2, 0) и (au B F ), то мы шгЁемъ:

У
B F  ■ . ч и а -4- я, , .

(сс- я2) =  (ж — я2)
я — я а. а — я.

исключая и  изъ этого уравнеш я и уравнеш я:

найдешь геометрическое место:
а3 • и

я2) fli«3 ( я -(- я,)
аг) "t" «в(a

которое есть прямая параллельная оси Y.
•  9

Пр. 20. Рассмотреть въ предъидущей задаче те  случаи, когда точки и
совнадаютъ съ 1  и В  и когда точка Р  находится на безконечности, т. е. когда 
Р Е  || АВ?

• **
4
)
I

Реш ить еще следуюпця задачи:
* * * ,<■ “

IIp. 21. Данъ треугольникъ А ВС; на его оенованш  А В  даны три точки Р ,
•/

Q, В, черезъ точку Р  проведена секущ ая, которая встречаетъ стороны АС  и ВО
въ точкахъ Е  и Р , точки Еи Fсоединены съ и прямыми Е В  и FQ. Найти 
геометрическое мЬсто точки пересЬчешя прямыхъ Е В  и PQ?

Разобрать тЬ случаи, въ кбторыхъ точки Q а В  совнадаютъ съ А  и В  и ког
да точка Р  находится на безконечности, т. е, когда Р Е  || А В . Показать, что up. 19 
есть частный случай настоящаго? •



11р. 22 . Проведены двЬ прямыя РР' и QQ' параллельно сторонамъ АВ  и АС 
даннаго параллелограмма. Точки Р, Т \  Q и Q' суть точки встречи прямыхъ Р Р ' и 
QQ' со сторонами параллелограмма. Найти геометрическое мЬсто точки встрЬчи пря
мыхъ PQ и P ’Q'?

Пр. 23. Дана точка и дв-Ь нрямыя лиши, черезъ данную точку проведены двЬ 
сЬкущш и точки нхъ встречи съ данными прямыми соединены крестообразно. Най
ти геометрическое мЪсто точки ихъ встрЬчи?

11р. 24. Данъ треугольникъ АБС, на его основан!и дана точка Р; проведена, 
какая-нибудь, прямая аЬ || А В . точки ея пересЬчешя а и Ь съ АС и ВС соединены 
съ Р  и А прямыми аРи АЪ. Найти геометрическое Micro точки ихъ пересЬчешя?

Г

Пр. 25. Данъ треугольникъ АВС, на основами его даны точки Q и Р , черезъ 
точку Р  проведена секущ ая РаЬ, которая в стр З тетъ  стороны А С  и ВС въ точкахъ

‘i* ^

« и Ъ, черезъ точку а проведана прямая ас || АВ, точка Ъ соединена съ Q прямою
л  *~

bQ. Найти геометрическое мЬфо пересЬчешя ас и bQ?
)

С

Пр. 26. Даны д в i параллельным прямыя А Х  и B Y  и три точки Р , В  на 
прямой параллельной первьшъ двумъ, черезъ точку Р  проведена с Ткущая РаЬ, 
которая встр'Ьчаетъ А Х  и JLY въ точкахъ а и 6, точка а соединена съ Р , а точка 
Ь съ Q прямыми аР  и bQ. Ь|айти геометрпческое мйсто точки встречи прямыхъ аР  
и bQ?

Геометрическое м%сто прямой лижи есть точка.
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§ 85. Во всЬхъ предъидущихъ примЬрахъ услов1я были таковы, что 
весточки, удовлетворяются этимъ услов1ямъ, находились на одной прямой 
линш. Въ нижеслЬдующихъ прим’Ьрахъ уелов1я будутъ таковы, что всЬ
прямыя, коихъ координаты удовлетворяютъ этимъ условгямъ, будутъ про-

\

ходить черезъ одну точку, которая и называется геометрическимъ мЬстомъ
прямыхъ лишй.

Задачи этого рода, также какъ и предъидупця, можно рЬшать съ 
помощью каждаго изъ методовъ двойственности, т. е. въ координатахъ 
точки и въ координатахъ лиши. Но по послЬднему методу, за исключе- 
шемъ не многихъ случаевъ, рЬшешя бываютъ вообще сложнЬе, такъ какъ 
выборъ координатъ стЬсняется нЬкоторыми особенностями метода, такъ 
напримЬръ, если даны двЬ прямыя въ услов1яхъ задачи, * то въ методЬ 
Декарта можно всегда эти прямыя взять за координатныя оси, что сейчасъ-
же упрощаетъ ихъ уравнешя; въ другомъ-же методЬ это нельзя сдЬлать,
такъ какъ всякая прямая, проходящая черезъ начало, опредЬляется коор-

% »

динатами £ =  с о ,  д —  со, а ея уравнеше дается парадоксомъ (7 = 0 , т. е. 
постоянное количество равно нулю, что въ Декартовой системЬ коорди
натъ соотвЬтствуётъ прямой на безконечности. СлЬдуюпця примЬры пояс- 
нятъ сказанное. ЗамЬтимъ сначала, что если даны Координаты точки (хх, «д),
то ея уравнее!е будетъ (§ 63):

• • • • • • •

+  О
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а если даны координаты прямой (£ь  ?],), то ея уравнеше будетъ:
ч ;

&

5itf +  4 i y + i  =  o

Если даны координаты двухъ точекъ , ), то уравнеше прямой,
проходящей черезъ эти точки будетъ (§ 68):

х У 1

Х\ У 1

х 2  у 2 1

О

а если даны координаты двухъ прямыхъ ( |2, т)2), то уравнеше
точки ихъ пересЬчешя будетъ (§ 68):

$

1̂ 4i

2̂ Ч*

1

1

1

О

Пр. 1. Даны дв4 прямыя ОА н ОВ, третяя прямая аЬ пересЬкаетъ ОА и ОБ 
что:

1  +  1
Оа ‘ ОЪ к

к  есть число постоянное. Найти геометрическое Micro прямой аЬ?

Фнг. 63.

Т

Рпшете. Возьмемъ за координатныя оси 
О А  и ОБ (фиг. 63), то изъ условШ задачи вндимъ, 
что координаты |  и yj прямой которыя суть

1 1
ничто иное к ак ъ  щ  и ^ , должны удовлетво

рять уравнешю:

|  +  -п =  А или и + Ьк 1

а  это уравнеш е точки, коей координаты:

х 1
к 1 У

1
к '

Фиг. 64.

i

Пр. 2. Даны двФ парадлельныя АС  и Б В  и дв-fe точки Р  п Q. Черезъ точки
Р  и Qпроведены дв4, кашя-нибудь, параллельный 
Р а  и Qb, точки а  и пересЬчеш я ихъ съ прямыми 

А С  и  B D  соединены прямою аЬ. Найти геометри
ческое м^сто аЪ7

\  ,

Рньтеше. Проведемъ прямую PQ и возьмемъ 
PQ  и АС (фиг. 64) за координатныя оси. Пусть ко
ординаты данныхъ точекъ Р  и Q будутъ (ж„ 0), 
(ж2, О). Если положимъ А В  — а , то уравнеше прямойI  3

ВЬ’ будетъ х  =  а.

MitskevichOA
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Если АО и А В  суть координатный оси, то уравнетя прямыхъ Ра и Qb 
будутъ:

у  =  а(х — ж,) , у =  а(а? — гс2) (4)

абсциссы точекъ а и Ь суть 0 и а, чтобы получить ординаты надобно въ уравнешяхъ 
(4) положить въ нервомъ х =  О, а во второмъ х  — а, что даетъ -г- ахи а (а — #2), сле
довательно координаты точекъ а и Ъ будутъ:

О )  (0 , — с№х) , (а ,а (а  — х2)) (Ь)

Следовательно уравнеше прямой аЪ будетъ (§ 63):

х  , У ,

О  ̂ ,

а , а(а — #2) ,

откуда координаты этой прямой будутъ:

Изъ чего видимъ, что прямая проходить во всехъ своихъ положешяхъ черезъ точку:

. 3 . Даны две точки А  и В  на прямой АВ  и две друпя а и Ъ на другой 
прямой, которая встречаешь АВ  въ точке С; около этой точки (фиг. 65) вращается 
прямая аЬ. Во всехъ ея лоложенгяхъ проводятъ прямыя Аа  и ВЪ, который встре
чаются въ точке £, черезъ точку S  проводятъ прямую SO || аЬ. Найти геометриче
ское место прямой SO?

Ргьшете. Возьмемъ СА за ось X, CY\ ' Фиг. 65.
перпендикулярную С А , за ось Y . Въ этомъ пред
положены! уравнеше вращающейся прямой Са 
будетъ:

у  — ах

Въ известномъ положеши прямой Са пусть ко
ординаты точек ъ а и Ъ будутъ (х \ у '), (х '\ у"),

\

то очевидно, что:
^  ш

У* =  ах' , у" си"

Если означимъ разстояте Са — р, аЬ =  w, то:

~ еЪ =  р -|- (о

Такъ какъ координаты точекъ а и Ъ суть (ж', «ж'), (ж", аж"), то ихъ уравнетя бу
дутъ:

«

(а) х '\  +  аж'к} =  1 , х"\ =  1 (Ь)
<

(М  =  ж, , СБ =  ж.
Полагая:
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координаты точекъ А п  В  будутъ (хи 0), (ж2, 0), следовательно ихъ уравнеш я будутъ:

(-4) х £  =  1 , х 2 1 (В)

Если им4емъ уравнеш я точекъ (а) н (6), (А) и (В), то легко найти координаты пря- 
мыхъ Аа  и ВЬ. Эти координаты получатся, определяя изъ уравнен!it (а) п (Л), (Ъ)
и (В), £ и vj, что даетъ:

{Аа)
х, — хJ X< XJt

ос ахгх' ОС2 1 (ХХ'Х2
т

И м ея координаты (Л я) и (ВЪ\ найдемъ ypaBHenie точки ихъ пересечеш я В (§ 63):

1 х XJ
X1 (хх'хг

X, Xft
0С2 (XX" х2

О (В)

Откуда будемъ иметь координаты точки В.

И зъ уравнеш я мы найдемъ, что координаты (х3, yz) точки В будутъ:

Jt/у .г  г /V* . /у* s p t  I  Ф  — f f j  Г Л  Ф  1 -  / y b t  n / J  t / уь  f f j  / y * t  t  ( /V» ____ _ /у» Ч
Us U/jU/o (V Us 0/2 us 0 /^2  I О/ О/ tOj ____ О/ tv Jx z --------------------------------- ;------------------- i  V z----------------------:—  a

х лх It x'x< Хл Х tf x'x,

У равнеш е прямой, проходящ ей черезъ точку (В) параллельно прямой Са, будетъ:

у  —  Уз =  и (х  —  ж3)

Чтобы найти точку ея встречи съ осью X , надобно въ этомъ уравненш положить 
у  — 0, то х  =  СО, если О есть точка ея  встречи:

СО
ихз — у л

a

подставляя предъидугщя вы раж еш я для найдемъ:

СО
Х , Х гЫ

* i(p +  <•>) — рхг

величина постоянная, следовательно прям ая постоянно проходить черезъ точку О, 
т. е. эта точка есть геометрическое место прямой ВО.

'  Цр- 4. Даны три ирямыя ОА , ОВ, 0 0 , проходяпця черезъ одну точку О
(фиг. 66); вершины треугольника скользятъ по 
этнмъ тремъ прямымъ, две изъ его сторонъ АС и 
ВС  проходить черезъ две данный точки (х„ у,), 
(ж2, & ) • Найти геометрическое место третьей сторо
ны АВ?

Фиг. 66.

PiMuenie. Возьмемъ О А  и ОВ за координат
ный оси, то уравнеш е прямой 0 0  будетъ:

у  =  и х  (ОС)
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Координаты точекъ А и В  будутъ (х', О), (О, у'), если положимъ ОА =  at, ОВ =  у', 
следовательно уравнеше прямой А В  будетъ:

У =  “  f r  (* -  »0

Уравнешя пряыыхъ АС и А В  будутъ:

(АС) у  =  - - - — Г (ж -  О  . * (ВС)ivj w *̂2

Но эти прямыя должны пересекаться на ОС, следовательно мы будемъ иметь коор
динаты точки С, определивъ хи уизъ уравнешй ОС и АС, ОС и ВС, что даеть:

ж = г___  У г *  х =  ХМ'
Ух —  о.(х, —  х ') ax2 — —  у')

« Ух̂
Ух — <х(х, • -  х')

<хх2у'
ах2 — (у2 — у ’)

Но такъ какъ эти выражешя равны, то мы будемъ иметь:

Ух х' ХгУ
Ух -  <х(х. — х') (Х&2

1
X У' =

= 1 .

(Уг — У’)

Ух («к, — У г )ц + Х г(лХх —  У х )\ —  (Ю г ~  Ух) =  О
или:

Ух(а^2 — Уг) . хЛ*Ях— Ух)г ,------- ------- тг) -|----------- ---- 5 — 1аж2 — ух —
Это уравнеше точки, коей координаты суть:

t

•А

(XX, — у, 
(ХХ2 — у.

Следовательно геометрическое место прямой А В  есть точка. Решить
примеры:

Пр. 5. Даны две прямыя 8А  и SB  и две точки Р  и Q на одной прямой съ 
точкою S. Если черезъ точки Р  и Qпроведемъ къ каждой изъ точекъ, данной третьей 
прямой ML, прямыя, которым встретятъ SA  и SB  въ точкахъ и то геометри
ческое место прямой тпесть точка.

Пр. 6. Даны две прямыя SA  и SB  и точка В. Если черезъ эту точку прове
демъ, какую-нибудь прямую, которая встретить SA  и SB  въ точкахъ т и п; черезъ 
две друпя данныя точки Р  и Qпроведемъ прямыя Рт и Qn, которым встретятъ 
SA  и SB въ точкахъ т, и %, то геометрическое место прямой т,«1 будетъ точка.

Пр. 7. Даны три прямыя SA, SB, SC, проходяпця черезъ одну и туже точку 
S, прямыя эти встречаютъ третью данную прямую въ трехъ точкахъ В, С. Если 
черезъ каждую изъ точекъ М  прямой SC, проведемъ прямую МВ, которая встре
чаешь SA  въ точке а и параллельную АВ, которая встречаешь SB  въ точке черезъ 
точку Ъ проведемъ ЪА, которая встречаешь SC въ точке с, то геометрическое место 
прямой ас есть точка. Чертежи къ каждой изъ задачъ читатель можешь легко сде
лать по указашямъ въ задаче. ~

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТИЯ. 7
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Реш ить наконецъ прим^ръ:

Пр. 8. Если изъ данныхъ точекъ, въ какомъ угодно числг1;, о it уст им в  перпен
дикуляры на такъ выбранную прямую, что сумма произведены этихъ перпеядику- 
ляровъ на данныя числа равна нулю, то геометрическое мЬсто такихъ прямыхъ есть 
точка.

Ргьшете. Пусть у р а в н е т е  искомой прямой будетъ:

х  cos а +  у  sin а — =  0 (5)

9 8  ГЛАВА V III.— ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ М'ВСТО ТОЧЕКЪ ЕСТЬ ПРЯМАЯ ЛЙНШ.

пусть координаты, данны хъ точекъ, будутъ:

( x i ,  2/i), ( x i ,  У г ) ,  ( х з ,  У з ) , .......... ( Х Щ  У >0

а  данны я числа ти тг, ms..т» .

По условш  задачи мы будемъ имйть (§ 45):

- т1(х1 cos а  +  у, sin а  — р) +  «ч(ж2 cos а  +  уг sin а  — р) - f - .........

-j- mn (xn cos а  ун sin а  — p) =  О
откуда:'

(ih^Xi -j- тгх 2 + .........+  mnX„) cos a -f- t nhlh +  ЩУг + ...........mnyn) sin a

— р(тг -f- m2 - f - ......... -{- 0

О пределяя отсюда p  и вставляя въ  уравнеш е (5), найдемъ:

П 9»
х  cos « +  у  sin aiLmr —

i i
откуда, найдемъ:

П П
cos а ЪтгХг — sin <xLmryr =  О

i i

n n n n
(x'Lm.r —  2 mrXr) -J- tg  a(yZ m r  — 2,mry r) =  0

i i  i i

И зъ формы этого уравнен{я виднмъ,' что эта прямая проходитъ черезъ точку пере- 
ейчеш я двухъ прямыхъ:

п м п п
хЪгпг — Ъшгхг =  о , yZ m r  — Ъшгуг =  О

i i  i i

Координаты точен пересЬчеш я, или геометрическаго м^ста, будутъ:

и
ЪтгХг

1

п
Ъшгуг
J____

п

1

§ 86. Геометрическгя мгъста въ полярныхъ координатахъ. Иногда по 
характеру задачи удобнее брать или составлять уравнешя въ полярныхъ 
координатахъ.

Вотъ нисколько приагЬровъ:
Пр* 9 . Даны дв'Ь точки А  и !В (фиг. 67), черезъ точку В  проведена, какая- 

нибудь, прям ая В Р , изъ точки А  оиуетимъ на нее дерпендикуляръ А Р  и продол*
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жимъ его до точки Q такъ, что A P .A Q  =  k2, к есть величина достоянная. Найти 
геометрическое м^сто точки Q?

Ргьшете. Возьмемъ А  за полюсъ, АВ
, Z В А Р  =  ф , zL$ =

за начало Фиг. 67.
угловъ, пусть А В  =  а ,

По условш мы им'Ьемъ:
Р-

но:
=  fc2 

=  a cos <р

слЬдовательно геометрическое м^сто будетъ:
к2
арa cos у — к2 или р cos <р

|

а это, очевидно, прямая перпендикулярная къ АВ.
Пр. 10. Даны углы въ треугольник^ , вершина А  неподвижна, вершина 

В  скользить по данной прямой ВР. Найти геометрическое иЬсто третьей вершины С?

Ргьшете. Возьмемъ А  за полюсъ, А Р  перпен- Фиг. 68.
днкулярную В Р  за начало угловъ (фиг. 68), пусть

Z ^  =  a , Z .B  =  $ , Z .C =  Y , AC = P
Z РАС <p A P a.

Такъ какъ углы въ треугольник^ даны, то мы 
им'Ьемъ:

А С  sin (3
А В sm

1е

Но А Р  =  А В  cos (<р — а) =  а, откуда:

р cos (<f — a) =  aJc
*

а это есть уравнеше прямой, составляющей уголъ а съ данною прямою В Р  и пере-
*

сЬкающей ее на разстоянш ак отъ к>чкп А.
Пр. 11. Дано основая1е АВ  треугольника АВС  и сумма сторонъ, изъ конца В  

основашя возставляемъ лерпендикуляръ В Р  къ сторон^ ВС. Найти геометрическое 
MiCTO точки его встречи съ равно делящей СР внЬшняго угла ВСЕ?

Ргьшете. Возьмемъ точку В  за полюсъ,
*

А В  за начало угловъ (фиг. 69), то В Р  =  р,
Z PB D  =  <?.

\
/

Означимъ черезъ а, 6, с стороны треу-
4

гольника, противулежапця угламъ А, , С.
1Легко видЬть, что /_В С Р  =  90 — —С, а 

изъ Д Р Б О  мы будемъ им-Ьть:

Фиг. 69.

а ptg-s-C

СдЬдовательно, если выразимъ а ф tg — С черезъ <у, то будемъ имЬть уравнеше гео-
'  J U

метрическаго мЬста точки Р. Изъ Д  АВС  мы имЬемъ:
)

Ъ2 =  я2 -ф-с2 — 2яс cos Б

MitskevichOA
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но если сумма сторонъ есть т ,  то:

следовательно, такъ какъ:

то:

откуда:
т

Но мы имеемъ:

а такъ какъ:

т — а

cos В  =  sin <р

2ma +  a 2 =  a 2 +  с2 — 2ac sin <p

ma
2(m  — csin  <p)

tg^r 0 b sin C
&(1 +  cos C)

b sin C =  c sin 2? =  c cos <p и b cos (7 =  a — c cos В  =  a — c sin ф
to:

tg ± c C COS ф

m — c sin (p

подставляя въ уравнете (6) найденныя вы раж етя для а и tg — 0, найдемъ уравне-Л
Hie геометрическаго места:

ш2 — с2 р с cos <р 
2 (т — с sin <р) т — с sin ф

m2 — с2
илн р cos ф 2с

Откуда видимъ, что геометрическое место есть перпендикуляръ къ основанш АВ ,
^ 2  —_  2̂

проведенный на разстоянш — - ------отъ В.*dC
Решить туже задачу относительно внутренней равнод'Ьлящей уголь АС В?

Пр. 12. Дано и нрямыхъ линпг и точка О, проведемъ черезъ О, какую-нибудь
прямую, которая встретить данныя прямыя въ точкахъ ги г2----- ги, на этой прямой
построимъ точку В  такъ, чтобы:

i

Найти геометрическое. м'йсто точекъ В?

Рпшете. Пусть уравнешя прямыхъ будутъ:

p cos(?  — a ,) = р 1 , р cos (ф — а2) =  Р г ,----- , р cos — а„) =

Легко видеть, что уравнеюе геометрпческаго м^ста будетъ:

п
Р

cos(<p — «,)  , cos(<p — Oj) ,_1 ——---------(_ . .
Pi P-2

очевидно, прямая линш

87. Мы уже выше вид'Ьли, какъ по изв'Ьстнымъ даннымъ услов)'ямъ 
отыскивается геометрическое мЬето точекъ, положеше которыхъ удовлетво- 
ряетъ даннымъ услов1ямъ. Сл'Ьдующю примеры даются для упражненш, 
въ которыхъ уравнетя геометрическихъ м^стъ выше 1-ой степени.
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Пр. 1. Найти геометрическое место вершины треугольника, коего основаше 
дано и сумма квадратовъ сторонъ?

Ошв. х2 -f- у 2 == т2 — а2.Л
Пр. 2. Даны: основаше и сумма или разность т разъ взятый квадрагь одной\ .

стороны и п разт. взятый квадратъ другой?

Отв. (т +  п) (х2 -\-уг) +  2 (т n) ах Д- (т +  и) а2 == 1с2.
*

Пр. 3. Даны основаше и отнонгеше сторонъ.

Пр. 4. Даны основаше и произведете тангенсовъ угловъ при основами.

Ошв. у 2 +  т2х 2 =  т2а2.

Пр. 5. Даны основаше, уголъ въ вершине или что тоже сумма угловъ при 
основанш.

Ошв. х 2 у 2 — 2аху cotg <р =  а2.

Пр. 6. Даны основан1е и разность угловъ при основанш. 

Ошв. х 2 — у 2 -}- 2аху cotg у =  а2.

Пр. 7. Даны: основаше и одинъ изъ угловъ при основанш равенъ удвоенному 
другому.

N

Ошв. Зх2 — у 2 -{- 2ах =  а2.
Пр. 8. Даны: основаше и tg С =  т tg Б.

Отв. т {х2 -{- у 2 — а2) =  2а(а — х),

Пр. 9. Проведена прямая МВ параллельно ОС (см. пр. 7, § 85), пересекаю
щая две данныя прямыя въ точкахъ Б  и Б' и взято А Ш  — Р В . Р В найти геомет
рическое место точки Ж?

Оше. тх(т'х -|-п ') =  у  (тх +  т'х +  п').
Пр. 10. МА есть средне-гармоническая между А В  и АВ'.
Оше. 2тх{т'х п') — у{тх -}- т'х +  w').

Пр. 11. Дань уголъ въ вершине треугольника, найти геометрическое место 
точки, въ которой основаше разделено въ данномъ отношенш, есда приэтомъ дана 
площадь треугольника?

Ь2

Оше. ху  =  постоянному.

Пр. 12. Если дано основаше.
„ х2 , у 2 2ху cos со
ОШв. —о Ч о---------------— /  —\л“ •т2 п2 тп (т п у  
Пр. 13. Если основаше проходить чрезъ ̂ данную точку.

О т в .------ 1- —  =  т -\-п .х у
1р. 14. Найти геометрическое Micro точки Р  (см. пр. 12,

CD не параллельна основанш?

Пр. 15- Дано основаше CD треугольника, найти геометрическое Micro верши
ны, если АВ  на данной прямой есть постоянный oipi30Kb (см. пр. 12, § 86)?

Отв. (х'у — у'х) (у — у") +  (х"у — у"х) (у — у') =  а (у  — у ') (у — у").

86), если прямая
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Г Л А В А  IX.

А н г а р н к т я ,  г а р м с м п я ,  и н в о л к н и я .

§ .88. Отрезокъ прямой лиши между точками а и Ь изображается 
черезъ аЪ, принимая а за начало отрезка, а б за конецъ.

Тотъ же отрезокъ, но взятый въ противуноложномъ направлены изоб
ражается черезъ Ъа. Если примЗшимъ здесь геометрическое значеше зна- 
ковъ -f- и — , то мы должны положить:

аЪ — — Ъа или аЪ-\-Ьа =  0 (1)

т. е. если отрезокъ, откладываемый въ изв^стномъ направлении на прямой, 
принимается за положительный, то отложенный въ противуположномъ на
правлены онъ принимается за отрицательный.

§ 89. Предложенге. Какое бы нибыло относительное положеше трехъ 
точекъ а, Ъ, с на одной прямой линш мы. всегда будемъ иметь:

а Ъ Ъ с с а  —  0 (2)

Доказательство. Если точки находятся на прямой въ порядка а, Ь, с 
(фиг. 70), то уравнеше (2) очевидно, потому что сумма отр^зковъ:

аЪ -(- Ъс =  ас , а ас =  — са

следовательно мы имеемъ (2).

Фиг. 70.

а

Если точка с будетъ между точками а и Ъ, то мы имеемъ (фиг. 71):

аЪ =  ас -4- сЪ
но:

ас са , сЪ

подставляя, найдемъ снова (2).

Фиг. 71.

Ъс

а
I

Точно также легко показать и для другихъ положешй точекъ 'и 
относительно а, что уравнеше (2) веегда имеетъ место.

MitskevichOA
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На основанш этого свойства можно, какой-нибудь, отрезокъ Ъс вы
разить разностью ас— аЪ, где а есть, какая-нибудь, тонка на прямой Ьс. 
Въ этомъ случае точка а служитъ началомъ отечитывашя отрЬзковъ...

§ 90. Предложете. Какое бы нибыло относительное положеше четы
рехъ точекъ а, Ъ, с, d, на одной прямой лиши, мы будемъ всегда иметь:

аЪ. cd -(- ас . db -f- a d . Ъс —  О (3)

Доказательство. Если точки находятся на прямой въ порядка а, Ъ,
с, d, то мы будемъ иметь, отсчитывая всЬ отрезки отъ точки а:

*

\

cd =  ad— ас , db — da — Ъа , Ъс — ас — db

подставляя въ (3), вместо отрЬзковъ cd, db, Ъс эти выражешя, найдемъ,
что выражеше (3) равно нулю (фиг. 72).

«

Фиг. 72.

а Ъ с

Если бы точки были въ порядке Ъ, а, d (фиг. 73), то для этого 
порядка, по предъидущему, мы будемъ им'Ьть:

Ъа. cd Ъс. da —(— bd . ас =  О

но по условда мы имЬемъ:

Ъа db bd db da ad

подставляя, найдемъ (3).

Фиг. 73.

а d

Точно также можно показать, что уравнеше (3) имЬетъ мЬсто и при 
другихъ положешяхъ точекъ.. \

§ 91. OnpediMeme. Возьмемъ четыре точки a, d на одной пря- 
мой лиши (фиг. 72) и будемъ ихъ разематривать по-парно соответствен-

’ ’ * j

ными, напримЬръ, а и Ъ, с и d. Эти четыре точки образуютъ шесть от- 
рЬзковъ db, ас, ad, Ъс, bd к cd.

Составимъ изъ этихъ отрйзковъ следующее выражеше:

ас Ъс ас. bd
a d ’ bd a d .b e ( 4 )
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т. е. отношеше разстояшй первой точки а, изъ первой пары (а, Ь), отъ 
точекъ (с, (I) второй пары, разделенное на отношеше разстояшй второй 
точки Ъ, изъ первой пары, отъ точекъ второй пары.

Такое выражеше называется ангармоническимъ отношешемъ четырехъ 
точекъ. Мы его будемъ изображать символомъ (abccl), гдЬ а и b, c u d  
суть пары соответственных^ точекъ. Следовательно символъ, напримеръ, 
(edab) будетъ изображать выражеше:

са _ da
db''db

Такъ какъ вторая часть выражешя (4) можетъ быть написана въ четы
рехъ формахъ:

1

ас Ьс ас bd ас bd bd ас bd ас
•  _ _ _ _ _ _ _  ш .  ■—    _ _ _ _ _  ■     - -  - ■ -      -  - , -      

ad ' bd a d ‘be b e * ad ad be be ad
или также:

то есть:

ac be • ■ ca da — • - - db cb
—  9

bd ad
--------------------------------- Ф

ad ’bd cb ‘ db da ’ ca be ’ ac

(abed) == (edab) =-  (deba)-— (bade) (5)

следовательно, если соответственными парами будутъ аЪ и cd, cd и ab, 
dc и Ьа, Ъа и dc, то ангармоническое отношеше неизменяется. Эти пере- 
становлешя получаются изъ (abed), второе перестановлешемъ паръ а и Ь, 
c u d  между собою, третее получается изъ втораго перемещешемъ буквъ 
с и d, а и b между собою, а четвертое получится такъ изъ перваго, какъ 
третее получено изъ втораго.

Такъ какъ изъ четырехъ буквъ всехъ перестановлешй двадцать че
тыре, то различный ангармоничесшя отношешя суть только следующая
группы: _

—- (abed) , (aedb) , (adbc)
... - . (6)

U- (abdc) ' ,  (acbd) , (adeb)

Первая группа получается изъ (abed) круговымъ перемещешемъ трехъ 
буквъ bed, а вторая группа получается изъ первой, перемещая между со
бою сопряженныя точки вторыхъ паръ. Легко видеть, что произведешя 
соответственныхъ паръ ангармоническихъ отношенш (6) равны единице,

(abed) . (abdc) =  1 

(aedb) . (acbd) —  1 

(adbc). (adeb) — 1

( 7 )
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СлЬдовательно ангармонически отношешя второй группы (6) суть обрат
ный ангармоническимъ отношешямъ первой группы. Три ангармоничесшя 
отношенья первой группы (6) мы будемъ называть основными. Слйдова-

, ' \ Т ‘ ’ ’ • v V

тельно основныя ангармоничесшя отношешя суть сл'Ьдуюшдя

ас Ъс ad cd ab db __ ♦ ___ __ • __ __ • _
a d 'b d  ’ ab 'cb  ’ , ас 'Нс

Если обратимъ внимаше на нанравлеше отр'Ьзковъ въ предъидущихъ 
трехъ ангармоническихъ отношешяхъ и на услов1е относительно знаковъ, 
то увидимъ, что ангармоническая отношешя первое и третее (8) суть по
ложительный, а второе отрицательное ■

# V

§ 92. Мы видели въ § 90, (3), что если четыре точки а, b, с, d на
ходятся на одной прямой лиши, то мы всегда им’Ьемъ следующее выра- 
жеше:

ab. cd -j- ас. db - J-  a d . be =  О

разделяя всЬ члены этого тождества на посл'Ьднш членъ ad.be, найдемъ:

или:

ас . db , a b .c d . ^ 
ad .be 1 a d . be ‘

*1

* ac be .a b  cb 0  
ad ’bd ad' cd

или: •
(abed) -j- (acbd) =  1 (9)

Точно также найдемъ:
(aedb) +  (adeb) =  1 

(adbc) +  (abdc) =  1
(10)

Ангармоничесшя отношешя, коихъ сумма равна единиц^, называются до-
-Г

полнителъными. >

Изъ уравненш (7) и (9), (10) мы видимъ, что вс4 : 
ническихъ отношенш, такъ связаны между собою, что 
выражены въ функцш одного изъ нихъ. Если положимъ:

есть ангармо- 
быть вей

(abed) =  а, то

дополнительный имъ:

(acbd) =  1 — а
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и обратныя посл'Ьднимъ двумъ:

Какое бы изъ этихъ выражешй ни означили одной буквой, напримЬръ 
1 — a =  (S, всЬ функцш (11) получаютъ тЬже формы только въ другомъ 
порядкЬ:

Фиг. 74. § 93. Возьмемъ, какую-нибудь, 
точку О (фиг. 7 4), внЬ прямой, на ко
торой находятся четыре точки а, Ъ, 
с, d. Проведемъ черезъ точку О и 
точки а, Ъ, с, d  прямыя Оа, ОЪ, Ос и 
Od. Означимъ углы между этими пря
мыми символами (О ), (Оа, Ос)....

Площади треугольииковъ Д аОс,
образомъ:A b O d , Д  aOd, А а О Ь , Д  ЪОс, A  можно выразить двоякимъ

2 Д  аОс ~ а с  . p  =  0a.0c.sin (Оа, Ос)

2 A b 0 d  —  b d .p  —  0 B . 0 d . s i n ( 0 b , 0 d )

2 A a O d  =  a d . p  —  0a.0d.sin (Оа, Od)
(1 2)

2АаОЪ —  а Ъ .р  —  О а .О Ъ . sin (Оа, ОЪ)

2 АЪОс — Ъс.р=ОЪ.Ос.sin (ОЪ, Ос)

2 A c O d  —  c d .p  =  0 c . 0 d .  sin (Ос, Od)

Если въ каждомъ изъ ангармоническихъ отношенш точекъ а, Ъ, с, d  но-
ставимъ вместо отрЬзковъ ас, a h ,........ихъ выражешя, полученныя изъ
выражешй (12), то найдемъ, наприм'Ьръ:

(abed)
ас Ьс sin (О а, Ос) sin (ОЪ, Ос)
a d  ’ bd sin (Оа, Od) ' sin (ОЪ, Od)

точно Taxia же выражешя найдемъ и для другихъ ангармоническихъ от

MitskevichOA
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Выражеше:
sin (Оа, Ос) sin (Ob, Ос) 
sin (Оа, Od) ' sin (Ob, Ос)/

называется ангармоничесщт отнощенгем связки четырехъ прямыхъ
Оа, ОЪ, Ос, Od, нроходящихъ черезъ точку О. Оно обозначается симво- 
ломъ (О. abcd)\ следовательно:

(abed) —  ( О abed)

§ 94. Предложение. Изъ уравнешя (13) сл'Ьдуетъ, что ангармони
ческое отношеше (О .abed) связки, не будетъ изменятся, при переменяв
ши точки О на плоскости, если прямыя проходятъ постоянно черезъ точки 
а, Ъ, с, d. И, обратно, ангармоническое отношеше (abed) точекъ на пря
мой не будетъ изменятся, если прямая X Y  перемещается на плоскости, 
а связка Оа, ОЬ, Ос, Od не изменяется, т. е:

(abed) =  (a'b'c'd1) , ( О abed) (O', abed) (16)

§ 95. Вообще шесть выражешй (11) ангармоническихъ отношешй 
четырехъ точекъ имеютъ различныя числовыя значешя, но въ частности 
точки а, Ь, с, d могутъ быть такъ расположены, что некоторый изъ этихъ 
выражешй будутъ равны между собой. Такъ можетъ случится, что:

1)
_  1 

а откуда а 1

2) а 1 — а откуда а 1
2

3) а а 1
а откуда а а 1 =  0 (17)

4) а
1

1 а
откуда а а —f- 1 =  О

5) а
а

а 1 откуда а 2а =  0 , а = 0  и а = 2

фЛ

Изъ этихъ значенш только три различны. Въ самомъ деле, если а  = 1 ,
*: - . 

то мы будемъ иметь следующая числовыя значешя для шести ангармо-
• оническихъ отношенш:

1
а ’ « а 1

а
а

1 а
а 1 а а 1

1 , 1 , 0  , 0  , оо , оо
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Такъ какъ одно изъ этихъ значенШ есть 0, а это пятый случай (17), то 
пятый случай даетъ т'Ьже числовыя значешя, только въ другомъ порядке:

ОО

Положимъ а =  — 1, то ангармоничесшя отношешя будутъ:

и такъ какъ между ними находятся второй и пятый случаи (17), т, е. -  , 2, 

то он4 дадутъ т'Ьже числовыя значешя.

Зам’Ьтимъ, что третш и четвертый случаи тождественны, следова
тельно четыре точки на прямой могутъ иметь только три исключительныя 
положешя, при которыхъ ангармоническая отношешя будутъ:

ч V —3
2

Разсмотримъ каждый изъ этихъ случаевъ. 
1) а =  1.
Въ этомъ случае мы имеемъ:

а с __Ъс
acl bd

т. е. отношешя разстояшй двухъ точекъ а и Ъ отъ другихъ двухъ с и d 
равны, следовательно точки а и Ь, с и d совпадаютъ.

2) а =  — 1.

Въ этомъ случае мы имеемъ:

или:
ас Ъс• _____

a d ' bd

Четыре точки, находящаяся въ такомъ положены называются гармони
ческими. Если второе изъ уравнешй (18) напишемъ въ форме.-

ас
Ъс ( 1 9 )
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то легко видЬть, что точки e n d  дЬлятъ разстояше между точками a nb  
одна внутренне, а другая внешне, въ одномъ и томъ-же отношеши. Если 
тоже уравнеше напишемъ въ формЬ:
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db
Г)
&

da
ас

(20)

то легко вид'Ьть, что разстояше между точками e n d  дЬлится точками 
Ъ п а, одною внутренне, другою внЬшне, въ одномъ и томъ-же отношеши. 
Поэтому точки а и Ъ, с и dназываются сопряженными гармоническими
парами. 1
« ’ ■ I

Если уравнеше (19) напишемъ въ формЬ:

а с_ad
сЪ bd

и положимъ, что точка d находится на безконечности, то:

а оо  =  Ъ оо

слЬдовательно:
ас —  сЪ '

т. е. точка с дЬлитъ разстояше ab пополамъ. Откуда слЬдуетъ, что двЬ 
точки, ихъ средина и точка на безконечности суть четыре гармоничесшя 
точки (фиг. 75).

Фиг. 75.

а с Ъd 
I I I_________  I

Если уравнен1е (21) напишемъ въ формЬ:-

J.
сЪ

2_
аЪ

то изъ него легко видЬть, что если точка с будетъ приближаться къ точкЬ 
Ь, то точка d также будетъ приближаться къ точкЬ Ъ и обЬ съ нею совпа- 
дутъ

Если точка с, перейдя средину ab, будетъ приближаться къ а, то d
V

перейдетъ на другую сторону отрЬзка аЪ и будетъ къ нему приближаться 
пока не совнадетъ съ точкою а.

1 _4_ т/__я
3) а2 — a -j-1 =  0 , ------ или a3-f-l = 0
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Въ этомъ случае а  есть кубичесшй корень изъ — 1, следовательно 
имеетъ три значешя:
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а 1 1 +  ] / — 3 1 — V — з
2 2

Въ первыхъ двухъ случаяхъ мы имеемъ три системы по два равныхъ 
ангармоническихъ отношенш, а въ настоящемъ случае две системы по 
три равныхъ ангармоническихъ отношешй. Кремона, итальянскш геометръ, 
это последнее расположеше точекъ назвали эквгангармоническимъ.

Проэитивность.

/

96. Если на двухъ данныхъ ирямыхъ А В  и А В ' , пересекающихся 
въ точке О, возьмемъ по три точки а, Ъ, с, на А В , и а', V, с', на А В 1, то 
по данной четвертой d, на А В , можно найти всегда четвертую d', на А  В', 
такъ чтобы ангармоническое отношеше точекъ , Ь, с, d было равно ан
гармоническому отношешю точекъ а/, Ъ', с', d \  т. е., чтобы:

ас ad а!с' aid/ ЛI

Ъс ' Ъа Ъ'с' * Vd '
(23)

точки а и а', Ъ и У, с и с\ d u d '  называются соответственными.

Такъ какъ четвертая точка d взята произвольно, то можно построить
i

напрямыхъ А В  и А  В ' безчисленное множество соответственныхъ точекъ, 
коихъ ангармоничесюя отношешя съ точками я, и а , V, с' равны. 
НапримЬръ, по данной еще точке е, на прямой А В , можно построить 
точку в', на А  В ', такъ чтобы:

ас ае ale' ale'
f JЪс * be Ъ'с' Ъ'е

(24)

Если, такимъ образомъ, построимъ ряды на А В  и А В ',  то ангармониче
ское отношеше четырехъ, произвольно выбранныхъ изъ ряда, точекъ на А В  
всегда равно ангармоническому отношешю четырехъ соответственныхъ 
точекъ на А В 1.

Такъ, напримеръ, если разделимъ (24) на (23), то найдемъ:

ad ш ае ___ a'd' # а!el

т. е. ангармоническое отношеше точекъ я, Ъ, d, е равно ангармоническому 
отношен1ю соответственныхъ точекъ я', Ъ', d', е'.

MitskevichOA
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TaKie два ряда на прямыхъ А 7? и А!В' называются проактивными. 
Шаль ихъ назвалъ гомографическими, а Мёб1усъ колинеарными.

Изъ этого видимъ, что три данныя пары
точекъ на прямыхъ А В  и А 1 В ' вполне опре-

1

д'Ьляютъ проэктивные ряды.

Следовательно, если а и а', Ъ и У, 
с и с' (фиг. 76) суть три данныя пары, то, 
какая-нибудь, четвертая проэктивная пара

t

х  и х' найдется изъ уравнешя (23):

I
ах ас  а'х' _ а’с'
Ъх: Ъ с ~ Ш :Ш

Фиг. 76.

§ 97. Точки соогтгътствующгя безконечно удаленнымъ. Если на двухъ 
прямыхъ расположены два проэктивные ряда, то каждой точке одного 
ряда соотв'Ьтствуетъ точка другаго. Посмотримъ кашя точки соотв^тству- 
ютъ точкамъ на безконечности.

Если въ уравненш (25) положимъ х' = .  оо, а х = 1 ,  то найдемъ:

а I  ас 
И :Ъс

1: а 'с'
ш

или:
аТ
Ы

ас а'с'
Ъс ' Ус' (26)

•  *  Г*

Полагая я =  со, а х  = 1  изъ того-же уравнения (25), найдемъ:

или:

1: ас

а 'В __
У Г  Ус' : Ъс

Г/ „1Jd  1 О/ с
/ т/ • ъиЪс У Г  Ус

а’с' ас (27)

Съ помощью уравненш (26) и (27), определяются точки I  и Г , соответ
ствующая безконечно удаленнымъ точкамъ на прямыхъ А В  и А  В ' двухъ 
проэктивныхъ рядовъ, которые определяются тремя данными парами а, а1; 
Ъ, У; с, с' соответственныхъ точекъ. Эти точки связаны следующею зави
симостью, которая получается, разделивъ (26) на (27):

а I  ЪТ
Ъ1 аТ ( 2 8 )
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Такъ какъ проэктивные ряды вполне определяются тремя парами соот- 
ветственныхъ точекъ, то въ уравнеши (25) можно или одну изъ данныхъ 
паръ заместить парою I , °о или со, Г  или две пары данныхъ точекъ 
заместить двумя парами I ,  оо и со, Г .

Если оставимъ пары а, а' и Ъ, У а вместо пары с, с' возьмемъ I, со,
\

то въ уравнеши (25), которое можно написать въ форме:

ах а’х' ас
_ _ _ _ _ _ _ _ _  •  —  ■ ■ ■ ■ ■

Ъх ' Ух' Ъс

надобно заместить вторую часть выражешемъ (26), что даешь

ах
Ъх

а ! I !а х  
~гтЫ  Ух (30)

Это уравнеше проэктивности двухъ рядовъ, определяемыхъ тремя парами 
о ,  а'; Ъ, У и I ,  с о  .

Точно также проэктивность техъ же рядовъ определяемыхъ парами 
а , а '; Ъ, У и оо, 1 \  выражается уравнешемъ:

а’Г
У Г

Наконецъ, если пары &, У и с, с' заместимъ парами 
найдемъ:

а х __а!х'
I x ~ ~ d l r

J , о о  и  с о ,  I ' ,  ТО

Таковы уравнешя (29), (30), (31), (32) проэктивности двухъ рядовъ.

§ 98. Назовемъ точки I  и i ' ,  соответствующая безконечно удален- 
нымъ точкамъ главными.

Если бы два проэктивные ряда были такого свойства, что / = о о ,  
то и Г =  о о ,  какъ показываешь уравнеше (28), въ этомъ случае проэк
тивность двухъ рядовъ выразится уравнешемъ:

а х __а'х'
Ъх Ух1 ’

\

полученнымъ изъ (30) или (31), полагая въпервомъ I
Г

=  с о ,  а во второмъ
о о .  Изъ предъидущаго уравнее1я видимъ, что проэктивность, въ этомъ

случае, обращается въ пропорщональность. TaKie два ряда называются по
добными. Следовательно въ подобныхъ рялахъ на двухъ прямыхъ, точке 
на безконечности, въ одномъ изъ нихъ, соответствуешь точка на безконеч- 
ности въ другомъ и обратно.
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§ 99. ТТредлооюете. Если въ двухъ проэктивныхъ рлдахъ на двухъ 
прямыхъ А В  и А  В' соответственный точки, наприм'Ьръ, а и а1 совпа-

Фиг. 77.даютъ, то всгЬ прямыя, прохо- 
дягадя черезъ соответствен
ный точки, проходятъ черезъ 
одну точку, которая назы
вается цемпромъперспекти
вы.

Доказательство. Пусть , I S  
а, Ъ, с, d .... и а, У, с\ d \... 
суть (фиг. 77) соответственный точки на А В  и А  В ', т. е. а есть общая 
точка или сама себе соответственная.

Такъ какъ эти ряды проэктивны по услов[ю, то мы имеемъ:
•V

ас т Ъс_ ас' _ Ъ’с'
ad: Ы  ~ Ш

Проведемъ прямыя ЬУ и с с' и точку ихъ пересечешя р соединимъ съ об
щею точкою а, проведемъ прямую pd, если она не пройдетъ чрезъ соот
ветственную точку сГ, то она встретитъ А  В ’ въ точке d", следовательно 
мы будемъ vиметь (§ 94):

(abed) =  (ab'c’d")

соображаясь съ (34), найдемъ равенство:
• ч ^

( ab'c'd') —  (ab'c'd”)

изъ котораго видимъ, что точка d" совпадаетъ съ d'.

TaKie два проактивные ряда называются перспективными. Если про
активные ряды подобны, центръ перспективы находится на безконечности.
Ч '

Два проактивные ряда могутъ быть сделаны перспективными; для 
этого одну изъ прямыхъ передвигаютъ параллельно самой себе до техъ 
поръ пока одна изъ точекъ одной прямой не совпадетъ съ своей соответ
ственной точкой другой прямой. Очевидно, что въ этомъ положеши проак
тивные ряды делаются перспективными.

 ̂ *

Въ двухъ перспективныхъ рядахъ легко построить главныя точки I/ ,

и Т . Пусть а, Ъ, с, d,_и а, У, с', d ' , . . .  (фиг.77) будутъ два перспек
тивные ряда на прямыхъ А В  и А  В'. Если черезъ центръ р перспективы 
проведемъ прямую р / || А  В ' и рГ || АВ, то эти прямыя встретятъ А В  и 
А В 1 въ точкахъ I  и В, которыя, очевидно, и суть главныя точки соот
ветственный точками на безконечности па прямыхъ А В  и А В '.

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я. 8
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§ 100. Легко также построить тонки I  и Г  въ двухъ проэктивныхъ 
рядахъ (фиг. 78).

Пусть а,Ь, с, d , . . . ;  а',Ъ\ с', . . .  будутъ два проактивные ряда
на А В  и А 1 В'; передвинемъ прямую А В  параллельно самой себе въ по- 
ложеше А 'В "  такъ, чтобы Фиг. 78.
одна изъ ея точекъ, напри- 
м'Ьръ а, совпала со своей со
ответственной а! на А'В'; 
проведемъ прямую аа и 
Ъ$ || а а , c'i || аа', db || аа! и  
т. д.; рядъ полученныхъ, та- А-' 
кимъ образомъ, точекъ а, §, А:
Y, 8 ,... на А  В  будетъ пер
спективный съ рядомъ а , V, с,d ' , . . .  Центръ перспективы р получится, 
проводя прямыя б'Р и с'у до встречи въ точке р. Если черезъ р проведемъ 
прямыя р I "|| А  В ' и р /' || А В , то точки I"  и I '  на прямыхъ А 'В "  и А В '  
будутъ главными точками перспективныхъ рядовъ а1, [3, у, §,... и а, Ъ', с', 
d 1, . .  Если наконецъ проведемъ Г 1 1| аа!, то точка I , полученная-на АВ, 
будетъ искомая. Очевидно, что точки I  и I ', полученныя на А В  и А В ',  
будутъ главныя двухъ данныхъ проэктивныхъ рядовъ.

101. Проэктивность двухъ рядовъ на двухъ прямыхъ можетъ быть 
выражена еще въ более общей форме, следующимъ образомъ.

Возьмемъ три пары соответственныхъ точекъ, произвольно выбран- 
ныхъ изъ двухъ данныхъ проэктивныхъ рядовъ.

Три выбранный пары вполне определяютъ проэктивность рядовъ, 
какъ мы видели выше. Возьмемъ на каждой изъ прямыхъ А В  и А 'В ' по 
точке и примемъ каждую изъ этихъ точекъ за начало, такъ что все точки 
на прямыхъ А В  и А 'В ' определяются разстояшями ихъ отъ точекъ при- 
нятыхъ за начало. Пусть три пары точекъ определяются абсциссами хх, 
х х; х 2, х'2 и хг , ж'3 и наконецъ, кашя-нибудь, скользяпця точки опреде
ляются абсциссами x v i x ' .

Легко видеть, что уравнеше проективности (23) сделается, если точки 
а, Ъ, с, d; а', Ъ', с', d' будутъ иметь абсциссами х х, х2 , х; х'х,
х 3 , х :

Х \--- Хъ Х \ — X

Х2---х2 ’ х2— X

X \— x s ai
х'2 X3 X X (35)

откуда, после всехъ приведешй, это уравнеше приметъ форму:
I, » ,

А хх' + ’ В х  -j- Сх' +  — 0 (36)

где коэфищенты А , В , С, В  суть функцш трехъ паръ данныхъ точекъ.



Такимъ уравнетемъ связаны два проэктивные ряда на двухъ пря- 
мыхъ.

Обратно, если между абсциссами точекъ на двухъ прямыхъ, суще- 
ствуетъ зависимость выраженная уравнешемъ:

А хх В х Сх' ~~j~ D  == 0 (3 7)

то эти два ряда будутъ проэктивньт. Въ самомъ д'Ьл'Ь, изъ этого уравне- 
шя мы им'Ьемъ:

, Р -\-В х
С + А х
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Возьмемъ на прямой А Б , кашя-нибудь, четыре точки; пусть ихъ абсциссы 
будутъ хх, х2, хг , х4 , то абсциссы соотв'Ьтственныхъ точекъ х \ , х'2, х'3 , 
х \  определятся изъ уравнешй:

х D В х i
С + А х х’ х Б  -\-В х2

С А х2 X'
Р + В х  з
С -|- А хз

х Р -\-В х4 
С -f- А х4

откуда легко видЬть, что:

X 1 Хо X1
ш

•х
х \  Х 3 ’ —х\

х \---- х 2 . х 2-----Х 3

Ху— х 3 х 2---х 4

т. е. ангармоническгя отношешя, произвольно выбранныхъ четырехъ то-
•ч.

чекъ и четырехъ имъ соотв'Ьтственныхъ, опред’Ьляемыхъ изъ уравнешя 
(37), равны, следовательно ряды проактивны.

§ 102. Уравнешю проэктивности:

А хх1 —(~ В х Сх1 ~)~ D  — 0 (38)
Ч

можно дать различный формы, определяя коэфищенты А, , , I)  точками 
выбранными известнымъ образомъ.

Если даны три пары проэктивныхъ точекъ хх, х \ ; х'2\ то
оне должны удовлетворять уравненш (38), следовательно:

А хх х\- j -  Вхх +  Сх\ +  =  О

А х2х'2 Н- Вх2 Сх'2 ~j~ В  =  О 

-f- В х2 Сх'% -)- В  =* О
8*



116 ГЛАВА IX .— АНГАГМ0Н1Я, ГАРМОН1Я, ИНВОЛЮЦ1Я.

присевокупляя къ этимъ уравнешемъ, уравнеше (38) для, какой-нибудь, 
пары скользящихъ точекъ, найдемъ:

х х 1 ж ж' 1

Ж] х \ Хх х \ 1

х 2х'2 ж2 ж'а 1

ж3ж'3 ж3 ж'з 1

г'

таково уравнеше проэктивности двухъ рядовъ опред'Ьляемыхъ тремя на
рами соотв’Ьтственныхъ точекъ.

Выбирая известными образомъ пары соотв'Ьтственныхъ точекъ, урав- 
ненш проэктивности можно дать различный формы. Въ уравненш одинъ 
изъ коэфищентовъ можно положить равными единице, наприм'Ьръ А , 
следовательно уравнеше проэктивности будетъ:

I

х х  В х  -f- Сх' -j- D  =  О

Если за начало, на прямыхъ А В  и А ’В 1, нримемъ соответственный точки, 
то, очевидно, при ж = 0  мы должны иметь и ж1—О, а это требуетъ, чтобы 
D  —  0, следовательно уравнеше (40) сделается:

х х ’ -f- В х  -f- С х1 —  0 (41)

Если вместо абсциссъ ж и ж '  возьмемъ отрезки а х  и а'ж', где а и а' суть 
соответственный точки, то предъидгщее ypaBHeeie сделается:

а х . а'ж' -f  - В а х  -ф- Са'х' —  О

Определимъ В  и Ссъ помощью главныхъ точекъ I  и Г , для этого поло- 
жимъ въ (42) последовательно ах =  aJ, а'ж' =  оо и а'ж' =  а Т , аж =  со, 

.то будемъ иметь:
В  -ф- а ' / ’ =  0 , -}- аТ. =  О

откуда уравнеше (42) сделается:

или:
а х . а'ж' — а'Т . а х  — а ! . а'ж/ Т 1 / О

а /  , а 'I '  
а х  ■ а 'ж' 1

(43)

(44)

§ 103. На основаши этого уравнешя (44) можно решить следующая 
задачи:

Задача 1. По данной точке а въ одномъ изъ двухъ данныхъ проэктивныхъ 
рядовъ, найти такую точку ж, чтобы отр4зокъ ах былъ равенъ соответственному

Ч

отрезку а'х' или равенъ, но съ противными знакомъ?
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Pmucuic. Эта задача решается, иоложивъ въ уравненш (44) ах =  а'х1 или 
ах =  — а'х\ Таюя ноложешя даютъ:

ах =  а1 +  а'Г u ах = a l — а1 Г

Для построешя этихъ отрезковъ необходимо условиться въ какомъ наиравленш, отъ 
точекъ а н а', считать отрезки положительными и въ какомъ отрицательными.

Задача 2 . Даны две ирямыя ОА и ОА' и точка р, провести черезъ точку р 
такъ прямую, чтобы она, пересекаясь съ О А  и О А1 въ точкахъ х  и х ' дала отрезки 
Ох =  Ох' или Ох =  — Ох'.

Pmuenie. Если черезъ точку р (фиг. 79) будемъ проводить прямыя, пересе
кающая ОА и ОА\ то получимъ на этихъ лрямыхъ два проактивные ряда точекъ 
(§ 94), въ которыхъ точка О сама себе соответственная, следовательно соответствен
ный точки будутъ удовлетворять уравненш (44):

полагая Ох■= Ох' или Ох

o i , q r
Ох ' Ох

Ох' будемъ иметь:

. Ох =  0 1 — OV
Фиг. 79.

Ох =  0 1 + ОГ ,

проводя черезъ р прямыя р Г  || О А  и р! || ОА' найдемъ 
главный точки I  и Г . Следовательно задача решается 
построешемъ главныхъ точекъ I  и Г .  Условимся считать 
отрезки по наиравленш отъ О къ I  и Г  положительными.
Если отъ точки I  отложимъ 1х =  ОГ it Ох1 =  — OJ, то 
ирямыя рх и рх' будутъ ИСКОМЫЙ.

Задача 3. Черезъ данную точку р на основанш
треугольника АА!В провести прямую рхх', такъ чтобы отрезки А х  и А'х' были равны 
или равны съ противными знаками?

Ггьшете. Прямая, проведенная черезъ точку р, пересекаясь съ сторонами 
А В  н А 1 В  треугольника АА*В (фиг. 80) образуетъ проэктивные ряды. Если по- 
строимъ главный точки I  и Г , какъ показано выше (§ 100), то соответственный точки 
будутъ удовлетворять уравнешю:

A I  А ’Г  _
Ах  ‘ A ’x* ~~

А  и А! суть соответственный точки. Полагая
А х =  +  А 'х \ найдемъ:

>

Ах =  A I  +  А' Г

Если условимся считать отрезки, отсчитываемые 
отъ А  и А! по наиравленш къ 2 и Г , то, откла
дывая отъ точки I, 1х =  А 'Г  и 1х =  — А 'Г , най
демъ точки х и х , черезъ который, проведенныя 
прямыя рх и рх, рЬшаютъ задачу. Если бы въ 
лредъидущихъ задачахъ требовалось найти т а т е  
отрезки Ах  и А*х\ чтобы отйошеше между ними 
было данное \  то надобно только въ уравнешяхъ положить:

Ах  =  +  }\А'х'

Фиг. 80.
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§ 104. Если въ уравненш:

х х В х  -f- С 0 (45)

будемъ считать отрезки на прямыхъ А В  и А  В ’ не отъ соотв'Ьтственныхъ 
точекъ, а отъ какихъ-нибудь, а на А В  и V на А'В ', то предъидущее 
уравнеше будетъ иметь форму:

а х . Ь'х' +  В ах  -f- Cb'x' -j- —  0 (46)
*

Полагая х  =  I  и х  —  Г , найдемъ:
»

В  =  —  Ъ Т  , С =  —  а1

следовательно уравнеше (46) будетъ:

а х . Ъ'а' — Ь' I а х  — a l. Ь'х' +  В  =  0 (47)

чтобы определить В  положимъ х  =  а, то подставляя найдемъ:

B  —  al.b'a'

следовательно уравнеше приметъ форму:

ах.Ь'х' — Ь'1'.ах — al.b 'x  -f- al.b'a! —  0 (48)

Если въ (47) положимъ а =  1,а Ь' =  1 ’,то это уравнеше приметъ весьма
V \

простую форму:
(49)I x . I  X —  a l.a H  =  к

к есть величина постоянная, a B  =  a I .a 'I ' =  к2.
#

105. Если въ уравненш:
I

. Аах. V'х'-f- Вах-f- СЬ‘-f- В~ О

коэфищенты В  и С определимъ, полагая последовательно х  —  1, х'
X о о , х' =  1,то найдемъ:

\

(50)

оо:

откуда:
В  +  А.Ь'1 =  0 , С + А .а 1 = =  О

ЪЧ' в
А

a l
С
А

вательно
лается:

ряды подобны, то a l — oo и оо  (§  98), следо
необходимо иметь А  — 0, въ силу чего уравнеше (50) еде-

Вах-{- СЬ'х'-f" В  == О
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полагая х - -  а, х' — а1; х' II ОН II С*
V

* найдемъ:

С 1 в 1
В

1II

в аЪ
/

I
9

подставляя в ъ . предъидущее уравнеше, получимъ:

' Ъ'х'
аЪ Ъ'а'

119

Если вместо Ъ'х подставимъ ах' — аЪ’, то уравнеше преобразуется въ:

форма, изъ которой видна пропорщональность соотв’Ьтственныхъ отрез- 
ковъ.

§ 106. Если одну изъ прямыхъ, на которыхъ расположены два про
активные ряда, совм'Ьстимъ съ другою, то оба проактивные ряда распо
ложатся на одной прямой. -

Пом’Ьстимъ прямую А 'В 1 на А В  такъ, чтобы точка V совпала съ 
точкою а, то уравнеше (48) проективности двухъ рядовъ расподоженныхъ 
на одной прямой, если отрезки отсчитываются отъ одной точки , будетъ:

ах.ах' — а !'.ах  — a l.a  -j- al.aa ' =  0 (52)

какъ бы прямая А! В' ни была наложена на А В  всегда найдутся так in 
две соответственный точки, который совпадутъ. Так1я точки называются 
двойными. Чтобы найти ати точки надобно въ уравненш (52) положить
х  — х \  полученное уравнеше:

✓

t

ах2— ( a l -\-аГ ) а х -\- a I . ad  0 (53)
. *■

даетъ возможность определить положеше двойныхъ точекъ. Такъ какъ 
это уравнеше второй степени, то проактивные ряды на одной прямой лиши 
имеютъ две двойныя точки, действительныя, совпадающая или мнимыя.

Если двойныя точки означимъ черезъ е и f, то ае и a f будутъ корни 
уравнешя (53). Изъ свойствъ квадратнаго уравнешя мы имеемъ:

ае -j- a f=  a l -J- a l 1

а это показываетъ, что средина между е й f  есть вместе и средина между 
J  и JV Если О есть средина, то:

2 аО =  a l  -j- аТ
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следовательно уравнеше (53) можно написать въ форме:

ах2 — 2 а О . ах -f- a l. аа 0 (54)
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Если за начало отрезковъ возьмемъ точку О, т. е. положимъ а = 0 , то 
уравнеше (54) сделается:

Ox -f- 0 1 . 00 ' =  0 (55)
I

где О’ есть соответственная точка точки О. Такъ какъ О есть средина 
между I  и Т , то 0 1 —  — ОТ , следовательно:

‘ч

Ох2 =  ОТ. 00 ' (56)
откуда: _______

Ох =  ± \ /  ОТ. 00 '
т. е.:

O e=  +  V  ОТ. 00 ' , O f=  —  V O l \ W  (57)

Следовательно двойныя точки находятся по обе стороны точки О на раз- 

стоянш У О Т . 0 0 '.

Если точки О' и Т  находятся по одну сторону точки О, то двойныя 
точки будутъ действитсльныя, въ противномъ случае оне мнимыя.

Выражеше (56) даетъ легшй снособъ построить двойныя точки; для 
этого надобно только построить отрезокъ средне-пропорщональный между 
отрезками ОТ и 00'.

§ 107. Мы видели, что три пары точекъ а, а'; Ь, Ь'; с, с опреде-
« ‘ >

ляютъ проэктивность двухъ рядовъ, а четвертая, какая-нибудь, пара опре
деляется изъ уравнешя:

ас а х  а!с' _ а'х'
Ьс ’ Ъх Ъ’с' ’ Ь'х'

или:

(58)

где \  есть величина постоянная. Если и суть двойныя точки
/  V % •

то мы имеемъ:
ех
Jx

\ ех
7*

или ех _ ех 
fx  ’ fx

\ (59)

т. е, ангармоническое отношеше двухъ, какихъ-нибудь, соответственныхъ 
точекъ съ двойными точками, есть величина постоянная.

л  '■ .

§ 108. Такова Teopia проэктивноети рядовъ точекъ расположенныхъ 
па прямыхъ лишяхъ. Съ помощью свойствъ такихъ рядовъ легко рента-
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ются задачи, которым занимали уже древнихъ и считались трудными. Аппо- 
лошй посвятилъ имъ три сочипешя: ,,De sectione determinata “, ,,De sec- 
tione rationis" и ,,De sectio spatii“. Первую задачу онъ р'Ьшилъ съ по
мощью 83-хъ предложены, вторую съ помощью 181-го и третюю съ по
мощью 124-хъ.

Задачи эти суть сл'Ьдуюпця.
1. Даны на прямой четыре точки, требуется найти пятую, такъ что

бы отношете произведенья разстоятй ея отъ двухъ данныхъ точекъ къ 
произведет») разстоятй отъ другихъ двухъ было величиною данною?

i

2. Даны две прямым О А  и ОВ и на нихъ две точки и черезъ 
данную точку р провести такъ прямую, чтобы она, пересекаясь съ О А  и ОВ 
въ точкахъ а и а, дала отрезки Аа  и отношете между которыми 
было бы данное X?

. N

3. На двухъ прямыхъ О А  и О В  даны две точки и провести 
черезъ данную точку р прямую такъ, чтобы отрезки Аа  и Ва', которые 
она делаетъ на данныхъ прямыхъ, дали произведете данной величины X ?

Читатель найдетъ реш етя этихъ задачъ въ главахъ XIV и XV со-
* _ п

чинешя Шаля !).

Инволющя.
. «

§ 109. Когда два проективные ряда, расположенные на двухъ пря
мыхъ лишяхъ, переносятся на одну изъ нихъ, то есть замечательное по
ложенье этихъ рядовъ, при которомъ главных точки совпадаютъ. Въ этомъ 
случае проективность двухъ рядовъ, на; одной прямой лиши, носитъ на- 
зваше инвомощи.

Говорятъ, что рядъ точекъ есть инволюцюнный.
Посмотримъ какую форму ириметъ уравнеше проэктивности въ этомъ

случае.
______  л  i

Если изъ уравнешя проэктивности:

А хх  -f- В х  +  Сх В  — О (60)

определимъ главныя точки I, Т  въ фуикцш коэфищентовъ, то найдемъ, 
полагая, последовательно, х  =  1, х  — оо, ж— со,

I С
А  ’ I В

А

‘) , Traitё de gedmetrie supdrieure. Paris, 1852, in-8.
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Изъ этихъ выраженш видимъ, что если точки I  и 1' совпадутъ, то мы
должны иметь 
метъ форму:

С, следовательно ypaBHeHie проэктивности (60) при-

А х х - f- В  (х-\-х)  -I- Т) == О (61)

Такъ какъ это уравнеше симметрично относительно х  и то пары со- 
ответственныхъ точекъ, опредгЬляемыхъ этимъ уравнешемъ, взаимно со
ответственны, т. е. оне меняются ролями, когда одну изъ нихъ разсма- 
тривать, какъ принадлежащую, то къ одному, то къ другому ряду. Если 
точка х  принадлежите къ первому ряду, то соответственная х  находится 
во второмъ ряду, а если точку х  разсматривать, какъ принадлежащую ко 
второму ряду, то х  будетъ находится въ первомъ ряду. Вследствш та
кого свойства рядъ точекъ былъ названъ инволюцгоннимъ.

Уравнен1е инволющоннаго ряда (61), выраженное въ отрезкахъ, от- 
считываемыхъ отъ известной точки а, получится "изъ (52), полагая въ 
немъ a l  =  a l '=  аО:

а х . ах — аО (ах +  а х )  +  аО . ad  —  0. (62)

Точка О, совпадешя главныхъ точекъ I  и I ' , называется 
ценпгромъ. Соответственная ей точка находится на безконечности. Изъ этого 
видимъ, что инволющонный рядъ точекъ отличается отъ проэктивнаго толь
ко относительнымъ положешемъ проэктивныхъ рядовъ на одной прямой 
лиши. Следовательно онъ имеетъ такую же общность, какъ и ряды про
активные.

ч

§ 110. Чтобы получить уравнешя двойныхъ точекъ инволющоннаго 
ряда, надобно положить въ уравненш (62) х  —  х ,  что даете:

*  ч

ах2 — 2 аО, ах-\- аО. =  0 (63)

если означимъ двойныя точки черезъ и то и будутъ корни урав
нешя (63). "Изъ свойетвъ квадратнаго уравнешя мы имеемъ:

ае 4- a f  или аО
ac-\-af

2

т. е. дентръ инволюцш находится на средине разстоянш ef двойныхъ то
чекъ. Эти точки могутъ быть действительныя, совпадающая и мнимыя, 
смотря потому будетъ-ли:

аО (аО—ad) — аО . а'О
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Если соответственный точки а и а будутъ по одну сторону центра О, то 
двойныя точки будутъ действительный, если же а и а находятся по обе 
стороны О, то двойныя точки мнимыя, наконецъ двойныя точки совпа- 
дутъ, если центръ будетъ точка сама себе соответствующая, а это тогда 
случится, когда центръ О будетъ самъ на безконечности, т. е. когда ряды 
подобны и соответственные отрезки равны. Мы видели (49), что:

I x .I 'x  =  a l.a 'I '

если рядъ будетъ инволющонный, то 1 = 1 — 0, следовательно уравнеше 
сделается:

Ох. Ох' =  Оа. Оа

если вместо точки а возьмемъ двойную точку то уравнеше сделается:

O x.O x'= O ei (64)
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Мы показали, что въ проэктивномъ ряду мы имеемъ (59):

ех ех _,
fx  : /У ~

X есть величина постоянная; если рядъ инволющонный, то положивъ х  ==>О, 
х ’=  со, найдемъ:

Ое__J
o f -

[

но Ое =  — Of, следовательно X =  — 1; откуда видимъ, что две, какщ 
нибудь, соответственныя точки суть сопряженно - гармоничесшя съ двой
ными точками инволющоннаго ряда.

Проэнтивныя связки.

§ 111. Если черезъ точки О и О' проходятъ лучи, черезъ первую 
Л, В, О, а черезъ вторую А!, В ', С , то по данному четвертому лучу D, 
проходящему черезъ точку О, можно определить четвертый лучъ В', про- 
ходящШ черезъ точку О' такъ, чтобы:

gin (А, С) > sin(J., В) 
sin (В, С) ' sin (В, В)

sin (А , С) sinQi', В  ) 
sin (В', С) ' sin(В \ В ')

т. е., чтобы ангармоническое отношеше первой связки лучей было равно
отношешю второй.
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>

Такъ какъ четвертый лучъ В  можетъ быть взятъ произвольно, а В' 
определяется по немъ изь уравнешя (65), то образуются, такимъ обра- 
зомъ, две связки лучей, коихъ ацгармоничесшя отношения съ лучами 
А , В, С и А 1, В 1, О' равны.

И равны вообще каше бы соответственные лучи ни были взяты изъ 
связокъ.

Ташя две связки называются проактивными, лучи А  и А , В  и В \ . . .  
называются соответственными.

Изъ этого видимъ, что проэктивныя связки определяются тремя на
рами соответственныхъ лучей и выражаются уравнешемъ:

sin (А, О) _ sin (А , X )  sin (И', О') _ sin (А 1, X )
sin (В, О) ‘ sin (В, X )  sin (В 1, О') ’ sin (В ’, )

V

которое можно написать въ форме:

sin (А , X)_sin
sin (В, X )  sin (В , X )- (67)

где X есть величина постоянная.

Если бы лучи А  и В  я соответственные лучи А' и В ' были пер
пендикулярны, то предъидущее уравнеше будетъ иметь форму:

tg (А,X) =  X. tg (А', X)(68)

§ 112.. З а д а ч а . Показать, что если въ двухъ проэктивныхъ связкахъ 
два соответственные луча совпадутъ, то все друпе соответственные лучи 
пересекутся на одной прямой линш?

Мы не станемъ развивать свойства проэктивныхъ связокъ, а напишемъ 
только уравнешя, соответствующая уравнешямъ проэктивныхъ рядовъ.

Уравненш (25) § 96 соответствуетъ (66).
Уравненm  (42) § 102 соответствуетъ:

sin (А,X). sin (А,О) . sin (O', X )  . sin (O',
sin (В,X ) : sin (B, 0 ) ' sin ( B \  X ) : sin A')

или:
. sin ( A ,  X )  . sin (O', X ) 1 (69)

лучъ А  перпеидикуляренъ къ В,  а лучъ О' къ В', то это уравнеше

, X) +  a  tg (И', Х')== 1 (70)



Уравнеше соответствующее (46) § 104:

sin (А, X) sin (Б ', X') , . sin (А, X ) ;. sin (Б ',Х ') 
sin (Б,X) • sin ( Б X') +  sin (Б, X )  ^ sin (Б ', X ) +  V

ГЛАВА IX .---- АНГАРМ0Н1Я, ГАРМОНИ, ИНВОЛЮЦШ.

если лучи А  и Б, Б ' и Б ' перпендикулярны, то уравнеше будетъ:

tg (А, X ) . tg (Б ', X') 4 - >- tg (X, X) 4  Р- tg (Б ', X') 4  V =  О (72)

§ 113. Если обе проэктивныя связки исходятъ изъ одной точки, то 
всегда есть лучи соответственные сами себе,—эти лучи называются двои- 
ными. Если эти лучи назовемъ черезъ Б и  Б, то проективность можно 
написать въ форме (67):

sin (Б, X) e . sin (Б, X )  
з т (Б , X) sin (Б, X )

I

Если это уравнеше напишемъ въ форме:

\ Ч

sin (Б, X ) . sin (Б, X') 
sin (Б, X ) : sin (Б, X')

то мы будемъ иметь предложеше (§ 107):

Ангармоническое отношеше двухъ, какихъ-нибудь, соответствепныхъ 
лучей съ двойными лучами есть величина постоянная.

Если двойные лучи перпендикулярны, то уравнеше (74) будетъ 
иметь форму:

tg (Б, X) =  X tg (Б, X )  (75)

§ 114. Если въ уравненш (71), . где лучи Б ' и Б ’ взяты ироизволь- 
но, положимъ, что они совпадаютъ съ лучами и Б и назовемъ черезъ 
I  и Т  два луча, которые соответствуютъ въ первой и во второй связке 
одному и тому же лучу Б,разсматриваемому, какъ принадлежащш и пер-

• ч

вой и второй связке, то уравнеше (71) приметъ форму:

sin( А, X ) 
sin (Б, X)

sin (А, X )  
sin (Б, X )

sin(X,X)
sin(<7,X)

sin (A, X ') 
sin (С, X )

полагая, последовательно, X  =  Б и X —  С,найдемъ, соображаясь съ ска- 
заннымъ выше, значеше коэффищентовъ X и р.:

sin (А, I ') 
sin (Б, Г )

sin (А, 
sin (Б, I )1
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Следовательно уравнение (76) сделается:

sinU , X )  s in U ,^ )  sin(Z ,7 ') s inU .X ) sinU , 7) sinU ,X ') 
sin(<7, X ) ' sin(<7, X )  sin(<7, Г )  * sin(Cr, X) &m(C; 1 )* sin(<7, X ) +  v =  0 (7 7 )

чтобы определить коэфищентъ v положимъ въ у равней! и (77) Х  =  А ,
то наидемъ:

sinU , 7) s in U U ’) 
sin (С, 7) sin (О, A ')

Следовательно уравнеше (77), наконецъ, сделается:
I  *

sinU , X )  s in U , X )  sin (A , I  ) sinU ,X ) s in U , 7) sin U ,X ')
n +sin «7,X )  sin ( С, X ')  sin (G, I  )sin X )  sin (С, I )  sin

sin (A , I )  sin (A , A ')  
sin (G, I )  sin (G, A ’)

0. (78)

Полагая Х = Х ,  найдемъ уравнеше, определяющее двойные лучи:

fs in U ,X ) ,2_  /s in U 7 )  , s in (Z ,jQ is in (Z ,Z )  s in (Z ,7 ) _ s in U U ')
|sin((7, I) sin (G, 7')jsin(<7, X )  ‘ sin(0 ,7) sin A )0 -(79)jsin(6r, X )

Лучи А  и G выбраны произвольно, следовательно можно ихъ взять пер
пендикулярными, въ этомъ случае уравнешя (78) и (79) сделаются:

.tg (А,X) Ag (А, X )  -  tg (А, Г). tg X) -  tg I ) . tg X )  +
i t# w

- tg (A,I)  . tg ( A ,A '  —  0  (80)

tg2 (A, X )—  { tg (A, I ) +  tg (А, Г ) ) tg (A, X )  +  tg (A, 7 ) . tg (A, A') =  0  (81)

Если бы вместо А  поставили лучъ G, то въ предъидущихъ уравнешяхъ 
(80) и (81) надобно только изменить на a tg на cotg.

115. Инвох'юцгоншя связка. Если проэктивность будетъ такого свой
ства, что лучи будутъ взаимно соответственными, то такая связка назы
вается шволюцюнной.

Если лучи связки взаимно соответственны, то разсматривая лучъ С, 
какъ принадлежащей къ первой или второй связке, соответственный лучъ 
будетъ I ,  следовательно уравнешя проэктивности (78) и (80) при 
сделаются:

sinU ,X ) sin (А, X )  _  s in U ,7 )[s in U ,X ) , sin (А, X ') 
sin(G, X )  sin (G, X )  sin(C, 7){sin((7, X )  sin (G, X )

, s in U ,7) s i n U U ) __
^  sin((7,7) sin( C U ') (82)

tg (Z ,Z ).tgU ,r)-tg(Z ,7){tgU ,X )+tgU ,r)} +  tgU,7).tg(X,Z,)= 0  (83)
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а уравнешя для двойныхъ лучей примутъ форму:-

s in U .Z )
sin(C', X )

п sin(J.,I) sin(M,X) . sin(J., sin(M,
2  * sin (G, I )  ’ sin (0 ,Z )+  sin j ’ sin(<7, A')

0 (84)

tg2 (A, X) -  2 tg (A, I ) . tg (A, X ) +  tg (A, I ) . tg (A, A ’) =  О (85)

§ 116. После этой общей теорш проэктивности и ея особенной фор
мы—инволюдш, разсмотримъ эту последнюю, выраженную известною зави
симостью между тремя парами точекъ сопряженныхъ по две.

Мы видели, что три пары точекъ вполне опред’Ьляютъ инволюдш 
ряда, если эти три пары такъ даны, что ангармоническое отношеше че
тырехъ, произвольно выбранныхъ, изъ трехъ паръ точекъ, равно ангармо
ническому отношенто четырехъ имъ сопряженныхъ.

Разсмотримъ всесторонне связь между этими тремя парами точекъ
N.

опредгЬляющихъ инволюдш:
Пусть а и а , Ъ и У, с и с, будутъ три сопряженным пары точекъ. 

Если он'Ь опред'Ьляютъ инволюдш, то (§ 91) мы будемъ иметь, наприм^ръ:

(аЪсс) =  (а'Ъ'с'с)

§ 117. Предлооюете. Если три пары точекъ:

а, а ; Ъ, У ; сс
i

составляютъ инволюц!ю, которая определяется комбйнац1ей:
v

(аЪсс) =  ( )
✓

то это уравнеше будетъ удовлетворено, какую бы ни выбрали комбинад1ю 
четырехъ изъ шести точекъ.

Доказательство. Положимъ что инволюд!я шести точекъ а, Ъ, 
с, с определена сочеташемъ:

(аЪсс) —  ( ) (86)

Мы говоримъ, что уравнеше будетъ иметь место, какое бы сочеташе ни 
взяли изъ шести точекъ по четыре.

1 . Такъ какъ уравнеше (86) по условш ймеетъ место, то мы име- 
емъ (§ 91):

(сЪса) =  {die а!)
или:

с'с Ъс ее' Ъ’с'
___________,  #  _ _______ _  — ■ ■ я  ■ •  -

с'а ’ Ъа са! ’ Ъ'а1
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Если въ этомъ уравпенш с'с и сс' замЬпимъ отрезками а'а и аа', то бу* 
демъ имЬть:

ala Ъс аа' Ь'с’
_______________________ •  ___________________  - -  | _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  •  _ _ _ _ _ _ _

с'а ' Ъа са '' Ь'а'
или:

ale Ъс ас' Ь'с'
___________________________________  •  _   - -  - -  — _ _  •  _______

а’а ' Ъа аа1 ‘ Ъ'а!

Это уравнеше показывает ь равенство ангармоническихъ отношенш:

а1, Ь, с, а и а, Ъ', с1, а'

2. Равенство ангармоническихъ отношенш сочетанШ (86) можно 
выразить и въ формЬ:

(сс'аЪ) =
или:

са _ с'а  с'а' _ са'
~cb : 7b ~  Тъ1: W

которое можно написать въ форм!»:

са с 'а  с'а _ са'
c V : W ~ 7 b  : сЪ

а въ этой формой уравнеше выражаетъ равенство ангармоническихъ отно- 
шешй сочеташй а, Ъ', с, с' и а1, Ъ, с', с и т. д.

118. Если три пары сопряженныхъ точекъ с и с1

составляюсь инволющю, то слЬдуюшдя семь уравнений им'Ьютъ мЬсто; и 
обратно, каждое изъ этихъ уравненш выражаетъ инволюцш и заключаетъ 
въ себ*Ь остальныя шесть:

аЪ. ah' _ а'Ъ'. а'Ъ
асас' а'с'.а'с

Ъс. Ъс' Ъ'с'. Ъ'с
Ъа. Ъа! а ' Ъ ' . Ъ'а

с а . са! с ' а ' .с'аIIИ©О♦ %
-О“Ъ•

“ЪII

ч.

аЪ'. Ъс'. cal — —- а ' Ъ . Ъ'сс'а

aV . Ъс. с'а! — —  а'Ъ.Ъ'с'са

аЪ. Ъ'с’. са' = • —  а’Ъ'. Ъс . с'ач

ah . Ъ'сс'а! —: — а'Ъ'.Ъс'. са
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Каждое изъ этихъ уравнены можно написать въ форме, выражающей ра
венство ангармоническихъ отношены четырехъ точекъ, изъ шести, четы- 
ремъ сопряженнымъ. Это равенство им'Ьетъ место, такъ какъ, по услов1Ю, 
шесть точекъ составляютъ инволюцш; следовательно предъидушдя уравне
ны им'Ьютъ место.

§ 119, Обратно, каждое изъ этихъ уравнены (87 и 88) выражаетъ 
равенство ангармоническихъ отношешй, т. е. инволюцш шести точекъ, 
следовательно остальныя имеютъ также место. Такъ, напримеръ, первое

V

изъ уравнены (87) можно написать въ двухъ формахъ:

аЪ а'Ъ аЪ' аЪ а'Ъ а'Ъ' аЪ'
ас ас а! с' ас ас а! с’ ас ас

первое выражаетъ равенство ангармоническихъ отношены сочеташя а, Ъ, 
с, а' и а', V, с1, а, а второе сочеташя с', а! и V, , а. Второе
изъ уравнены (88):

аЪ'. Ъс. с'а' =  — аЪ. Ъ'с'. са
/  '  ;

вводя множитель аа1 въ обе части, можно написать въ форме:

а'а са_аа! > с'а1

а'Ъ " сЪ аЪ' ’ сЪ1

которое выражаетъ равенство ангармоническихъ; отношены сочетаны Ь,
с, а1 и а\ Ъ1, с', а.

Введя множитель ЪЪ' наше уравнеше можно написать въ форме вы-
I -

ражающей равенство ангармоническихъ отношешй сочеташй а, Ъ, с, V и 
а\ Ъ' с', Ъ.

Наконецъ, введя ̂ множитель сс\уравнеше можно написать въ форме, 
выражающей равенство ангармоническихъ отношешй сочеташй а, V, с, с1

и а', Ъ, с\ с.
§ 120. Опредчьлете. Если одинъ изъ двухъ отрезковъ находится 

частью на другомъ, а частью вне, то мы будемъ говорить, что одинъ от- 
резожъ налеюетъ на другой.

§ 121. Предложете. Если три отрезка аа!, ЪЪ1, сс' составляютъ инво- 
лющю, то если одинъ изъ отрезковъ ,налегаетъ На другой, то онъ нале- 
гаетъ также и на треты.

Доказательство. Пусть отрезокъ аа' налегаетъ на одна изъ то
чекъ а или а' будетъ на ЪЪ’, а другая вне ЪЪ', следовательно нроизведе- 
шя аЪ. аЪ' и а'Ъ. а'Ъ' будутъ иметь противные знаки, а если эти произве-

АНАЛНТИЧЕСКАЯ ГЕОМВТР1Я. 9
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дешя имЬютъ противные знаки, то изъ перваго уравнешя (87) видно, 
что и произведешя ас. ас' и а'с'. а'с им'Ьютъ также противные знаки, а это 
показываетъ, что одна изъ точекъ а или а' находится на отрезке сс', т. е. 
что отрезокъ аа' налегаетъ и на сс. Откуда слгЬдуетъ, очевидно, что если 
отрезокъ не налегаетъ на ЪЪ', то онъ не налегаетъ и на сс'.

§ 122. Даны четыре точки а, а', Ъ и пятую точку с можно взять 
произвольно, а сопряженную ей с' определить изъ уравненш (87) и (88).

Произвольный выборъ точки с даетъ два случая, въ которыхъ инво- 
лющонная зависимость им'Ьетъ место только между пятью точками: это 
когда точка с будетъ взята на безконечности или когда она совпадаетъ 
со своей сопряженной.

§ 123. Положимъ, что точка с находится на безконечности, назовемъ 
черезъ О сопряженную ей точку с, то (87) и (88) сделаются:

\  . 

4

d b . ah'  аО
а'Ъ . а'Ъ' а'О

Ъа. Ъа! _
Ъ'а . Ъ'а' ~~ Оа. Оа' =  .

Оа ah' Оа' а'Ъ
ОЪ "~  Ъа' ’ ОЪ'-~ Ъ'а

Оа ah Оа _ а'Ъ'
ОЪ’ - ~ Ъ'а' ’ ОЪ Ъа

124. Уравнеше:
Оа. Оа! =  Ob . Ob'

(89)

показываетъ, что если точки а и а находятся съ одной стороны точки 
О, то и точки Ъ и Ъ' находятся также съ одной стороны, такъ какъ, въ 
этомъ случае, отрезки Оа и Оа' будутъ иметь одинаковые знаки, а сле
довательно, и отрезки ОЪ и ОЪ’ должны иметь также одинаковые знаки. 
Еели точка О находится между точками а и а', то, очевидно, что она 
должна находится и между точками Ъ и V. Изъ этого следуетъ, что если 
отрезки аа' и ЪЪ' налегаютъ одинъ на другой, то точка О должна находится 
на общей обеимъ отрезкамъ части, такъ какъ въ противномъ случае, т. е. 
если бы точка была "вн е  отрезковъ аа и ЪЪ', одно изъ произведенШ
было бы больше другаго.

Наконецъ, если-бы два отрезка были одинъ вне другаго, то точка О 
должна находится между отрезками. Она не можетъ, находится на одномъ 
из ь отрезковъ, потому что произведешя Оа. Оа' и ОЪ ОЪ' имели-бы раз
личные Знаки; она не можетъ находится вне. обоихъ отрезковъ, потому 
что одно изъ произведенШ Оа. Оа' и ОЪ. ОЪ' было-бы больше другаго.



ГЛАВА IX .— АНГАРМ0Н1Я, ГАРМОШЯ, ИНВОЛЮЦ1Я.
i > >
131

§ 125. Двойныя точки. Положимъ, что две точки с и с, составляю
щая инволюцпо съ двумя парами аа и ЪЪ', совмещаются въ одну, которую 
мы назовемъ двойною точкою инволюцщ означимъ эту точку черезъ е, то 
семь уравнешй (§ 118) сводятся на сл'Ьдуюиця четыре:

аЪ. аЬ а е 2
dV  . db а'е2

9

Ъа. Ъа' Ъе2
Ъ'а . Ъ'а ~ Ъ ' е 2

аЪ'. Ъе. еа —  - -  а'Ь. Ъ'е. еа

аЪ. Ъ'е. еа'=  —-  а'Ъ'. Ъе. еа

Каждое изъ этихъ уравнешй выражаетъ, что точка с составляетъ съ двумя 
парами точекъ а, а! и Ъ, V инволющю, въ которой точка е есть сама себе
сопряженная (фиг. 81).

/  *

Фиг. 81.

а I а f

Положен1е точекъ имеющихъ это 
изъ четырехъ уравнешй (90), которыя, 
положешя для точки е. Следовательно 
инволюцш.

свойство, определяется каждымъ
второй степени, даютъ два 

существуетъ две двойныя точки

Означимъ вторую изъ этихъ точекъ черезъ f, тогда мы будемъ иметь:

<

Знакъ — взятъ потому что съ положительнымъ знакомь точки е й  
совпали-бы, что не имеетъ места.

Точно также имеемъ:

1
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Такъ какъ двойныя точки определяются квадратнымъ уравнешемъ, 
то о не могутъ быть и мнимыя, что бываетъ тогда, когда отрезки и 
налегаютъ одинъ на другой.

§ 126. Обратно, если две точки е й  f  делятъ гармонически въ одно 
время два отрезка аа и ЪУ, то каждая изъ этихъ точекъ составляетъ съ 
парами а, а и Ъ, У, инволющю, въ которой она будетъ сама себе сопря
женною.

Въ самомъ деле, если точки е й /1 дЬлятъ гармонически отрезки 
аа' и ЪУ, то мы имеемъ (§ 95):

-  =  - !  
ef еа еУ

откуда:

или:

или еще:

откуда:

1 1 1 1
еа еЪ уса' ёУ

еЪ — еа ёУ-— еа11

•К

еа'. еУ

аЪ _ а У11гС>• еа’. ёУ

аЪ . Ь'е. еа — — а ’Ъ'. Ъе

а это одно изъ уравнетй (90) § 125, следовательно и т. д.
I

127. Одна изъ двойныхъ точекъ можетъ быть на безконечности. 
Пусть эта точка будетъ е. Делая это положеше въ уравнешяхъ (90), 
найдемъ:

аЪ. аЪ' —

аЪ. Ъа' — а'Ъ'.

аЬ =  У а ; аУ =  Ъа

а вторая точка f  будетъ находится на средине каждаго изъ отрезковъ 
аа' и ЪЬ' (§ 95).

Ч

§ 1 2 8 . Предложение. Если три пары точекъ а ,а ';Ъ ,У ; с, с' состав- 
ля ютъ инволющю, то четвертая пара d, d', составляющая инволющю съ 
двумя первыми парами, составляетъ инволющю съ третьей парой и каж
дой изъ двухъ первыхъ паръ.

Доказательство. Такъ какъ три пары точекъ составляютъ инволю
щю, то мы имеемъ, напримеръ:
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или:
ah ' cb __а Ъ' с'Ь'
ah’ ' cb' a'b ' cb
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но по уеловш три пары точекъ a, a ; b, b'\ d ,'d ' составляютъ инволющю, 
следовательно мы им'Ьемъ также:

или:
(adbb') =  (a'd'b'b)

ah db_
~ah' : dV ~  ~db : ! fb

(94)

изъ уравненш (93) и (94), найдемъ:

Yf /cb . db m d'b
cb ': d b '  cb: d'b

а это показываете, что ангармоническое отношеше точекъ Ъ, с, d равно
ангармоническому отношен!» точекъ V, Ь, d'\ следовательно три пары

✓  ф

точекъ b, V; с, с;d, d' составляютъ инволюцш.
/

§ 129. Центральная точка. Мы видели § 123, что если три пары
точекъ:

а, а ; Ь, Ь\ О, со

составляютъ инволюцш, то:

О а . Оа —
* i -

Если с, с есть третяя пара, составляющая инволющю съ двумя первыми 
парами а, а' и Ь, Ь\ то, по предъидущему предложешю, мы также имеемъ:

ОЪ. OV == Ос. ’
Ф

т. е. если три пары точекъ составляютъ инволюцш, то всегда существуетъ 
такая точка, коей произведете разстояшй отъ сопряженныхъ точекъ есть
величина постоянная. Эту точку называютъ центральною точкою инволю-

, . • * • *

цш. Эта точка, какъ мы уже выше видели, составляетъ инволющю съ 
двумя, какими-нибудь, изъ трехъ паръ, имея сопряженную точку на без-
конечности.

/

V ’  *

§ 130. Обратно, если три пары точекъ связаны услов1емъ:
• ■ . «

У  . .

Оа. Оа' =  Ob. Ob' =  Ос. Ос

то оне составляютъ инволющю.
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Въ самомъ дЬлЬ, если точка с съ пятью точками а, Ь, У и не 
составляла бы инволюцш, то существовала бы другая точка с", которая со
ставляла бы инволющю съ а, а; Ь, У и с', т. е. мы имЬли бы:
4 \

Оа . Оа — Ос . Ос"

сравнивая съ предъидущимъ, найдемъ:

Ос. Ос —  Ос . Ос'
откуда:

Ос =
слЬдовательно и т. д.

§ 131. Предложете. Если на двухъ отрЬзкахъ аа и ЬУ описаны 
два KaKie-нибудь круга, то ихъ общая хорда пройдетъ всегда черезъ цен
тральную точку О.

Доказательство. Пусть g будетъ одна изъ точекъ встречи этихъ 
двухъ окружностей, мы говоримъ, что прямая Од пройдетъ и черезъ другую 
точку встречи окружностей. Въ самомъ дЬлЬ, если черезъ д и озна- 
чимъ точки встречи окружностей съ Од, то мы будемъ имЬть:

Од. Од =  Оа . Оа и Од. Од"—  ОЬ. ОУ
/

но мы им’Ьемъ:
Оа . Оа =  ОЬ. ОУ

откуда:
Од =

ffт. е. точки д и д совпадаютъ.

CAndcmeie 1. Изъ этого предложешя сл'Ьдуетъ, что если на трехъ 
инволвощонныхъ отр4зкахъ опишемъ три окружности, проходящ1я черезъ 
одну и ту же точку, то эти три окружности пройдутъ всЬ и черезъ вто^ 
рую точку и ихъ общая хорда пройдетъ черезъ центральную точку.

Сшдствгв 2. Окружности, описанныя на трехъ инволюцюнныхъ от- 
рЬзкахъ, какъ на д1аметрахъ, всЬ три проходятъ черезъ двЬ однЬ и тЬ же 
точки. Въ самомъ дЬлЬ, обпця хорды этихъ окружностей, взятыя по двЬ, 
проходятъ всЬ три черезъ центральную точку, а такъ какъ онЬ перпенди
кулярны къ прямой, соединяющей ихъ центры, то совпадаютъ.

§ 132. Точки пересЬчешя окружностей могутъ быть мнимыя, а это 
имЬетъ мЬсто, когда отрЬзки не налегаютъ одинъ на другой; въ этомъ 
случаЬ говорятъ, что окружности имЬютъ общую радикальную ось ').

См. Ващенко-Захарченко, Элементарная Геометр1я. Шевъ, 1883, in-8. См. стр. 138.
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Если три окружности им'Ьютъ общую радикальную ось, то касатель
ный, проведенныя изъ центральной точки, къ тремъ окружностямъ равны.

§ 133. Если три окружности, описанныя на трехъ отрйзкахъ аа, 
ЪУ, сс, какъ на д1аметрахъ, пересекаются, то прямыя, проведенныя изъ 
точки пересЬчешя окружностей къ концамъ отрезковъ, перпендикулярны.

Откуда сл'Ьдуетъ, что если три отрезка, на прямой, составляютъ ин
волющю, то есть две точки, действительный или мнимыя, изъ которыхъ 
все три отрезка видны подъ прямымъ угломъ.

Обратно: если прямой уголъ вращается около своей вершины, то 
отрезки, которые онъ делаетъ своими сторонами, на какой-нибудь прямой 
составляютъ инволющю.

§ 134. Возвратимся опять къ свойствамъ двойныхъ точекъ инволю- 
цш. Пусть оне будутъ е й  f, каждая изъ нихъ составлять инволющю съ 
двумя парами а, а и б, У изъ пяти точекъ, въ которой оне сами себе
сопряжены. Въ силу предложешя § 116 эти точки имеютъ тоже свойство 
и относительно двухъ паръ Ъ, У и с, следовательно оне делятъ гар
монически въ одно время три отрезка а а , ЪУ, сс. Изъ этого Мы имеемъ

✓

следующее предложеше:
Предложенге. Если три пары точекъ а, а'; Ъ, У; с, с' составляютъ 

инволющю, то существуетъ пара точекъ, действительный или мнимыхъ, 
которыя делятъ гармонически три отрезка аа\ ЪЪ',сс'. Мы выше видели, 
что это суть двойныя точки.

§ 135. Двойныя точки лежатъ по обе стороны центральной точки.
+  •

«* »

Въ самомъ деле, точка е составляетъ инволющю съ двумя парами 
точекъ а, а! и Ъ, У, следовательно:

Оа. Оа =  ОЪ. ОУ —  Ое2

точно тоже имеемъ и относительно точки f, следовательно:

Ое2 =  Of2 , Ое =  — Of

Знакъ — взятъ потому что со знакомъ -(- точки е й / ’ совместились бы. 
Изъ этого видно, что точки е й  f  лежатъ, одна съ одной, другая съ дру
гой стороны точки О, на равномъ отъ нея разстояши.

Уравнеше:
Ое2 =  Оа. Оа

\

показываетъ, что точки е й  /  будутъ мнимыя, если точка О будетъ нахо
дится на отрезкахъ аа и ЪЪ', что бываетъ, когда отрезки аа и W  нале- 
гаютъ одинъ на другой. Напротивъ, точки е и /  будутъ действительный, 
если одинъ отрезокъ заключенъ въ другомъ или одинъ лежитъ вне другаго.
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жатъ
ИЗЪ I

136. Предложенге. Двойныя точки инволюцш, которой принадле- 
дв'Ь пары сопряженныхъ точекъ а, а'; Ь, Ъ' составляют! инволюцш 

пести точекъ съ двумя парами а и Ъ\ а и Ъ.

Доказательство. Мы выше вид'Ьли, что точки е й  /  д’Ьлятъ гармони
чески кагЖдый изъ отрфзковъ аа и ЪЪ' такъ, что мы имйемъ:

ае а е be b'e
a f a f И bf b'f

откуда:
ае а е • «_ b ' f b f

* a f ' a f b'e ' be
а это показываетъ, что:

(aa'ef) ■=  (b'bfe)

а изъ этого слЬдуетъ, что три пары точекъ а и Ъ\ и и f  состав- 
ляютъ инволюцш.

Гармоническая связка.
«

§ 137. Въ § 93 мы видели, что если черезъ четыре точки а, Ъ, с, d, 
находящаяся на одной прямой лиши, проведемъ прямыя лиши, проходя-

I

пця черезъ одну точку О, лежащую вн£ прямой точекъ Ъ, с, то мы

ас Ъс___sin (Оа. Ос) sin (Ob. Ос)
ad ’ bd sin (Оа . Od)' sin (Ob. Od)

(95)

Если точки а,Ъ, c, d будутъ гармоническая, то и связка . abed) будетъ
4

гармоническая и мы будемъ имгЬть:

ас Ъ с__sin (Оа . Ос) sin (Ob. Ос)
a d ' bd sin (Оа. Od) ’ sin (Ob. Od)

Изъ уравнетя:
sin (Oa sin (05. O c)_
sin (Oa. Od)' sin (Ob. Od)

легко видеть, что если сопряженный прямыя Ос и Od перпендикулярны,
то сопряженный прямыя Оа и ОЪ составляютъ равные углы съ Ос.

• _ . »

И обратно, прямая, делящая уголъ между двумя прямыми и прямая
перпендикулярная къ ней, составляютъ гармоническую связку. 1

’ ^

Легко также видЬть, что если прямая Ос, проближаясь къ совпа
дает! съ нею, то и сопряженная ей прямая будетъ приближатся къ
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ОЪ и совпадем съ нею вместе съ прямою Ос. Это видно изъ свойства 
гармоническихъ точекъ а, Ъ, с, й, черезъ которыя проходятъ прямыя 
Оа, ОЪ, Ос, Ой.

Инволющонная связна.

138. Шесть прямыхъ линш, проходящихъ черезъ одну точку и
«-попарно сопряженныхъ ооразуютъ инволющонную связку, если ангармони

ческое отношеше четырехъ прямыхъ лишй, взятыхъ изъ трехъ паръ, равно 
ангармоническому отношенш четырехъ имъ сопряженныхъ прямыхъ.

Очевидно (§ 137), что инволющонная связка пересекается всякою
*  i

прямою въ шести точкахъ, которыя образуютъ инволюцюнный рядъ и все
I

свойства этого ряда, въ который. входятъ только ангармоническгя отноше- 
шя, распространяются и на связку прямыхъ.

§ 139. Если шесть прямыхъ попарно сопряженныхъ Оа и Оа', ОЪ и 
ОЪ', Ос и Ос назовемъ просто нумерами 1 и Г, 2 и 2', 3 и 3', а углы
между ними символами (1, Г); (1, 2);........, то легко видеть изъ § 93,
что между синусами ихъ угловъ существуетъ семь уравненш нодобныхъ 
уравнешямъ (87) и (88) § 118:

sin (1, 2) . sin (1, 2' ) _sin (1', 2'). sin (1', 2)
sin(l, 3).'sin(l, 3') sin (l', 3 ') .s in (l', 3) (97)

sin (l, 2 ) .sin(2', 3 ).s in (l', 3') sin(l', 2' ) . sin(2, 3 ') .s in (l, 3)

каждое изъ этихъ уравнены определяетъ инволюцш связки и заключаем, 
все остальныя шесть, какъ следств1е.

§ 140. Двойными точками инволюцш ннаго ряда соответствием двой
ные радiусы связки, которые могутъ быть действительные или мнимые. 
Эти двойные рад1усы составляютъ гармоническую связку съ каждой парой 
сопряженныхъ рад1усовъ и составляютъ инволющонную связку съ радау- 
сами Оа и -Ob', Оа и ОЪ. Но въ связке нетъ рад!уса, соответствующаго 
центральной точке ряда шести инволюцюнныхъ точекъ. Отличительное

■ I

свойство центральной точки есть то, что сопряженная ей точка находится
на безконечности и исчезаетъ изъ уравнешй инволюцш ннаго ряда, между

•  *

теми какъ въ инволюцюннбй связке все радiусы не имеютъ никакой осо
бенности относительно другихъ и ни одинъ не можем исчезнуть изъ урав
нешй инволюцш.

I •  ' I
\  I . ■

§ 141. Предложете. Если въ инволюцшнной связке два радауса со
ответственно перпендикулярны къ ихъ сопряженными радоусамъ, то и два 
друие сопряженные рад1усы также перпендикулярны между собою.
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Доказательство. Проведемъ секущую; пусть а, ; Ъ, Ъ'; с, с' будутъ 
точки пересЬчешя ея съ инволющонной связкой. По предъидущему эти 
три пары точекъ образуютъ инволюцш, а следовательно окружности, опи
санный на отрезкахъ аа и ЪЪ', какъ на д1аметрахъ, проходятъ черезъ вер
шину связки, такъ какъ рад!усы Оа и Оа', ОЪ и ОЪ', по условно, перпен
дикулярны; сл'Ьдовательно окружность, описанная на отрезке сс', какъ на

*

д!аметре, пройдетъ также черезъ точку О, а следовательно радгусы Ос и 
Ос также перпендикулярны. Поэтому если три прямые угла имеютъ общую 
вершину, то ихъ стороны или рад1усы образуютъ инволющонную связку.

142. Предложение. Если углы, которые два pafliyca инволющонной 
связки, составляютъ съ ихъ сопряженными рад1усами имеютъ одну и ту же 
равноделящую, то эта прямая будетъ равноделящая и угла составляе- 
маго двумя сопряженными рад1усами.

Доказательство. Углы аОа и ЪОЪ', по условш, имеютъ общую равно
делящую, требуется доказать, что она будетъ равноделящею и угла сОс'. 
Мы выше видели, что равноделящая и перпендикулярная къ ней прямая 
делятъ углы аОа и ЪОЪ' гармонически, следовательно это двойные ра- 
д1усы связки, а потому они делятъ гармонически и уголъ , но такъ

*  - ч .

какъ эти рад1усы .перпендикулярны, то они суть равноделящая одинъ угла 
сОс, а другой его дополнительнаго.

Г

Въ этой главе мы изложили геометрически основную часть геометрш, 
которую называютъ высшей геометрией или проэктивной. Это послужить 
къ более ясному представлепш техъ аналитическихъ изследованШ, которыя 
будутъ составлять предметъ следующей главы. Большая часть изследованШ 
будетъ относится къ свойствамъ настоящей главы, но съ аналитической 
точки зрешя.

Г Л А В А  X.

Ангармон1я, гармошя, изложенныя аналитически.

§ 143. Ангармотя Если:

(а) А, =  О и А О (Ь)
уравнешя двухъ точекъ или двухъ прямыхъ, то вся 

(с), находящаяся на прямой (фиг. 82), проходящей через1
или всякая другая 
мыхъ (а) и

черезъ точку

(1 )

ая другая точка 
точки (а) и (&)

пря-
уравнешемъ:

А]— Ы а О (2)
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Точки или прямыя (а), (Ъ) мы будемъ называть основными или координат
ными, такъ какъ онФ служатъ основашемъ для представлешя уравнешями 
другихъ точекъ или прямыхъ.

Фпг. 82.

а Ь с

Если уравнешя (а), (Ъ) даны въ нормальной формгЬ, то значеше коэ- 
фищента X для точекъ будетъ (§§ 76 и 77)

а для прямыхъ:
sin(l, 3)
sin (2, 3)

Фиг. 83-

если символы (1, 3), (2, 3) будутъ изображать углы между прямыми 1 и 3, 
2 и 3 (фиг. 83).

§ 144. Принимая точки или прямыя (1) за основныя напишемъ урав- 
нешя четырехъ точекъ, находящихся на одной прямой лиши, или четы
рехъ прямыхъ, проходящихъ черезъ одну точку. Уравнешя эти будутъ 
(фиг. 84):

{a) A i~ 0 (Ъ) А %— О (с) А\ — —О (d) А \— m̂ 42 =  0 (5)

Значеше коэфищентовъ X и р., 
если это четыре точки, будетъ:

Фиг. 84.

X ас
Ъс 9-

ad
М (а) (6) (с) (d)

Следовательно ангармоническое 
отношеше четырехъ точекъ (5) будетъ:

ас ad ас Ъс
Ъс * bd ad ' bd а

X
(6)

Если же (5) будутъ четыре прямыя, то ангармоническое отношеше этой 
связки будетъ:

sin (1,3) _ sin (1, 4 ) sin (1,3) \ sin (2, 3)
sin(2,3 ) ' sin (2, 4) sin (1, 4) 1 sin (2, 4)

a X
( 7 )

Изъ этого видимъ, что если четыре точки 
нешями въ форм'Ь (5), то ихъ ангармони

шеше ~ —  коэфищентовъ.

ли четыре прямыя даны урав 
еское отношеше будетъ отно
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145. Но уравнешя четырехъ точекъ или четырехъ прямыхъ не всегда
бываютъ даны въ форме (5), а часто оне даются въ

А х II<м

А"1 = 0 , А у ^2̂ -2 == 0

А х- —Х3-4 2 —= 0 , А у 11С*

✓<1 = 0
(8)

Въ этомъ случай выражеше для ангармоническаго отношешя точекъ или 
прямыхъ находится, приводя уравнешя (8) къ форме уравненш (5), слгЬ- 
дующимъ образомъ:

А\— 'к\А2 ==А \  ̂ 4]  Х2_42 ==

опред'Ьливъ изъ этихъ уравненш А\ и Л 2 черезъ А \  и А ' 2 

два посл'Ьдшя изъ уравненш (8) черезъ эти величины.

Это преобразоваше даетъ следующая уравнешя:

выразимъ и

А\ Х3.42
(Х2 X3U 1 (Xj Х3)/1 2

Х2 Xi

А\ Х4_42
(Х2 X,)^l j (X, \ ) А

Х2 \ \

Следовательно уравнешя (8) сделаются:
\

А * =  0 , А ! 2--= 0

Г  X!
А -1 А2~

^3 А. _
\ А- 2 -“А3

= 0 , 1̂“
Х2—т * л = 0“А4

Эти уравнешя имеютъ форму уравнешй (5), следовательно ихъ ангармони
ческое отношеше есть:

а Xi
X

Х3 Xj- _Х,-- х3 х2 х8
Х3 Х2~""̂ 4 1̂“—\± Х2 х̂ (Ю)

выражешя для ангармоническаго отношенш легко получить изъ 
этихъ, перемещешемъ индексовъ нри X.

* i

146. Гармотя. Если (5) есть рядъ гармоническихъ точекъ или
** •* . ' * '  .* * < . «* . ш .

связка гармоническихъ прямыхъ, то мы

X
1 или X J* (П )

MitskevichOA
Прямоугольник
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Следовательно уравнешя четырехъ точекъ или гармоническихъ прямыхъ 
будутъ:

-4, =  0 — О , А.[— Х̂ 42 =  О , А . \ =  О ( 1 2 )

Если уравнешя будутъ даны въ форме (8), то ихъ гармония выражается
условщмъ:

откуда:

*3 . 2̂ Л
\  Х4 2̂ ^

XjXo

1 8̂ _|_ 2̂
—Х4 X

1
2

■ X .

2 'Л4

Oi + ^ 2) (Х3-1-Х4) -f- XgX4 — О

о (13)

(14)

Пр. 1. Если въ уравненш (12) X =  1, то \ гармонически точки или ирямыя
будутъ:

A t — 0 , А г — 0 , А г А г — О i , А 1 А 3 — О (15)

Если (12) будутъ уравнешя четырехъ точекъ, то гармоничесшя точки будутъ: точки 
4 , = 0  и 4 г =  О, ихъ средина А л -{-J .2 =  О и A t -4  4 ,  =  0 точка на безконечности.

Если (12) будутъ ирямыя, то ирямыя (15) будутъ ирямыя А х 0, 4 ,  =  0 и 
равнод’Ьлящ1я углы между ними А 1 — А 1 =  0 и А 1 .42 = 0.

I

Пр. 2. Уравнеше (14) можетъ служить для онредйлешя четвертой гармони
ческой точки или прямой, если даны, наприм^ръ, три* уравнешя точекъ или прямыхъ:

о
I

А̂  *̂2-̂ -2 ==: 6 1 Хз̂ 42 О

то Х4 определяется изъ услов!я (14):

Х1Х3 — 2X1X2 Х2Х3
\  —- 2Х3 -{- х2

слЬдовательно четвертая гармоническая точка или прямая, будетъ:

(Xi — 2X3 -f* Х2) At +  (XiX3 — 2XiХ2 -}“ ХгХзУ г̂ =  О

Пр. 3. Проведемъ прямую лишю, которая-бы пересекла стороны треугольника, 
коего вершины даны уравнешями:

А О , А О •) Jo = 0 (16)

Уравнешя точекъ пересЬчетя, проведенной прямой со сторонами треугольника, оче
видно, будутъ:

- н

оII
41

*
*̂ 2 1 л— +  — =  0 1 “̂ 3

«1 2̂ 7 % «3

I

1
3  =  о

Четвертая гармоничесшя точки, точекъ (16) и каждой изъ иредъидущихъ, будутъ:

а _ |W и о 4
А% _ оII

<
11 щ ^3

аг л2 1 л2 аг 1 аь
. А, л+  —==0
. «1

а эти уравнешя показываютъ, что двй первый точки (18) и последняя (17) находятся 
на одной прямой лиши.
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Если проведенная прямая Пересе каетъ стороны треугольника внешне, то урав- 
неш я (17) будутъ:

А
«1

_2

а2 О А*
а,

_8

аг О

а  точки гармоничесюя этимъ посл'Ьднимъ будуф>:

^1 | ^2 
Я, Ct>2

О а»
Л
«з

О

А > _ 4  =  0
Я 3 «1

(19)

^  -1-  —1 =  0 
а3 ах (20)

откуда выведемъ тоже заклю чете .

Пр. 4. Если:
А о , А О , А о

будутъ уравнеш я сторонъ треугольника, то уравненш:

А
а

А  л щ А2 _ -^з _= 0 А
а2 1 &2 Л3 t

1 а з
А
ai

о (21)

будут» уравнеш я прямыхъ, проходящихъ черезъ вершины треугольника и пересе
каю щ ихся въ одной точке.

Четвертый гармоничесюя, 
б у дутъг

каждой паре сторонъ и одной изъ прямыхъ (20),

А-1 | 2 Оа а.
Аг ■ А 3
«2 ‘ а3

О А  I А  
а3 ' a t

О (22)

изъ этихъ уравненШ видимъ, что первый две прямыя (22) и последняя (21) пересе
каются въ одной точке.

Гармоничесюя свойства полнаго четыреугольника

147. Пусть:

(1) А х = 0, (2) Л .2 0 , (3) Л  =  0(4 ) А  =  О (23)

Фиг. 85.

будутъ уравнешя сторонъ четыреугольника дЪск (фиг. 85). Если соединимъ 
а и А  Ъ и к, д и с, то это будутъ д1агонали четыреугольника, который 
называется полнымъ. Проведемъ еще прямыя Od и Оа. \

у

Прежде ч^мъ мы излЬжимъ свой-
•«

ства этого четыреугольника, пока- 
жемъ, что изъ четырехъ уравненШ 
(23) можно составить тождество:

•V •/  Y

•̂JLi Н~ 1*-Аг vA% -f- 8J .4 ее 0 ;"(24)
х

гд'Ь X, (л, v, 8 суть числовые коэфи- 
щенты, определенные известнымъ

, пусть онТ»образомъ. Напишемъ уравнешя (23) въ ихъ полной
ъ:

А,

Ag —  а^х  - f -  Ъ - f -  =  о

О

а±х + И* с4 =  О
(2 5 )



Если эти уравнешя сложимъ, помноживъ на X, р, у, 8, и отберемъ коэфи- 
щенты при х, у, то найдемъ:

(aiX-f-<t2p.-f-a3v-f-a48)a;-]-( îX-|-&2ia -l- 3̂v_(- ^4^)2/"b(ei^_l-e2ta-b c3v_h<;4^)=:=0 (26)

Если приравняемъ нулю коэфищенты:
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ft2X “f" <*2̂  ~1~ (1'А "Ь $46 — б 

&jX -|- Ъ2\К "I-  &3V “f" 4̂8 =  О
/

схХ +  с2[Х +  c3v +  с4§ =  О

и изъ этихъ уравненШ опредЬлимъ X, р., у, 8, то уравнеше (26) будетъ 
удовлетворено произвольными значешями ж и у, а следовательно оно 
будетъ тождество (24). Такъ какъ, помножая уравнеше прямой лиши на 
какой-нибудь числовой коэфищентъ, прямая неизм'Ьняется, то коэфи-

г

щенты X, jA, v, 8 можно включить въ символы А 3, А± и напи
сать тождество (24) въ форм'Ь:

A  -f- А 2 -f- А 3 +  А 4 =  0  (27)

§ 148. Зам$тйвъ это, возвратимся къ нашему четыреугольнику. Тож
дество (27) даетъ следуюпця три тождества:

А\-{-А2  — —  (А + А^✓

Ai - j "  Аз — —  (А  +  AJ

А  ~ Ь  А  — —  (А  +  A3 )

(28)

Легко видеть, что прямая:
А\ -{- А 2 =  О

V .  «

(29)

проходя черезъ точку перееЬчешя (1) и (2), проходитъ и ч^резъ точку 
перееЬчешя (3) и (4), такъ какъ эти уравнешя можно написать, въ силу 
перваго изъ тождествъ (28), и въ форм'Ь:

А 3 4- Ал == О

Следовательно прямая, коей уравнеше есть (29), будетъ д1агональ ad.

Уравнеше прямой:
А 2 О

можно написать въ Г О  •

А\ -— А 2 =  А\ +  А 3 — (А 2 *+- A 3)
ч
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эта прямая проходитъ черезъ точку пересечешя (1) и (2), что видно изъ 
формы первой части; она проходитъ черезъ пересечете дс и Ък, т. е. че- 
резъ точку О, вследствш тождества. (28), следовательно прямая (30) есть

Изъ этого видимъ, что уравнешя связки da, dg, dO, db, суть:

■A-i == 0 , A%== 0 , == 0 . Hi A.2 =r 0
что показываетъ, что это гармоническая связка (§ 146).

Точно также легко показать, что и связка ad, ас, аО, аЪ есть гар
моническая.

Если связка da, dg, dO, db гармоническая, то точки a, I, с, также 
гармоничесмя, следовательно и связка Ос, 01, Ок и Оа гармоническая. 
Изъ этого всего видно, что и точки а, д, Ъ\ Ъ, е, с, дл т, к, d суть 
гармоническЁя. Откуда легко видеть, что две д1агонали полнаго четыреу-
гольпика делятъ третею гармонически.

*

Техъ же результатовъ мы бы могли достигнуть, если бы уравнешя
\

(23) представляли не стороны четыреугольника, а точки пересечешя его 
сторонъ.

Съ помощью свойствъ полнаго четыреугольника легко построить, съ 
помощью только прямой, четвертую гармоническую точку къ тремъ дан- 
нымъ или четвертую гармоническую прямую къ тремъ даннымъ прямымъ.

§ 149. Задача. На прямой даны три точки (фиг. 86); по
строить четвертую гармоническую, сопряженную точке Ы

Pmuenie. Для этого черезъ произвольно взятую точку О, вне пря
мой, проведемъ прямыя Оа, ОЪ, Оа!. На прямой Оа возьмемъ какую-ни
будь точку е, проведемъ прямыя ае, be и продолжимъ ихъ до встречи съ 
Оа и ОЬ въ точкахъ f  и д, проведемъ прямую fg\ эта прямая встречаешь, 
данную прямую въ искомой точке V.

Фиг. 86. Легко видеть, изъ этого построешя, какъ
следуетъ построить а!, если бы точки а, & и V 
были даны.

Если бы были даны три прямыя, прохо
дящая черезъ одну точку и требуется построить 
четвертую гармоническую, то следуетъ данную 

связку пересечь, какою-нибудь, прямою и къ тремъ точкамъ пересечешя 
построить четвертую гармоническую, какъ показано выше; соединивъ, по
строенную точку съ вершиною данной связки, получимъ искомую прямую.

Задача. Показать гармонически свойства полнаго четыреугольника, если даны
уравнеЕЙя трехъ его сторонъ:

•« /

~  0 у  *£s 0  ̂ — О
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а четвертая сторона дана въ форм4:

-f- \ьА2 -}~ Ля — О
т. е. выражена черезъ три данный стороны?

*

N

ПрОЭКТИВНОСТЬ И ИНВОЛКИЩ.\
»\

♦

§ 150. Проэктивность двухъ рядовъ точекъ можетъ быть изложена 
въ бол'Ье общей форме сл'Ьдующимъ образомъ;

Пусть:

Aj =  0 А<> — О А \  — О J А  2 — О (31)

будутъ уравнешя двухъ паръ точекъ. Уравнении точекъ на нрязиыхъ, про- 
ходящихъ черезъ каждую пару нредъидущихъ точекъ, будутъ:

Ах — О А 1 [ьА'з — О (32)

давая всевозможныя значешя X и р. мы будемъ иметь уравнешя веЬхъ 
точекъ на прямыхъ {А\А2) и (А'хА'2). < ■■ |

ч

Чтобы каждой точке на одной прямой соответствовала одна, и только 
одна, точка на другой прямой необходимо, чтобы одинъ-изъ коэфйщентовъ, 
наприм'Ьръ [а, былъ линейная функщя другаго X.! Но самая общая линей
ная функция отъ X им'Ьетъ форму:

о+_|Х
Y -J- SX

- *

Следовательно самая общая соответственность между точками на прямыхъ
%

(А\ А 2) и (А \А '2) будетъ дана уравнешями: \

А\ — ХЛо — О А Y +  6X А ', =  О (33)

Легко видеть, что эти два ряда проэктивны. Въ сдмомъ деле, возьмемъ,
кашя-нибудь, четыре точки:

< ' I л  у  • •V

Ах — X, А 2 — 0 , А\ Х2Л2 О Ах ХдЛ-2 О Ах Х4Д О

имъ соответственный будутъ:

_  а +  г  = 
Ах Y+&X, 2 О Л1 а ~ Н Х2 41

Лх Y + ^ 2  2

А> _ ?_ ± 1 Ь  Л '
Лх у 4- 8Х3

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я.

О '№
а ~Ь л,
Y

Л ̂ А
ч

О

10
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если положимъ:

f t

а 3),
Y "I-  bXj М- 2

ос 4 - 8 5 » 
Y + 8 L М-з <* ~Ь

Т  -4 “  8Хд М*4 а ~f~ ^4
y H-8X4

то легко видеть, что:

— Х3. Х-2 X 3 _М-t I-1-з. М-2 М-з
Xi Х4  Х2 Х4 Mi - М4 М- 2  М- 4

т. е. ангармоническое отношеше четырехъ произвольно взятыхъ точекъ 
изъ перваго ряда равно ангармоническому отношешю четырехъ соотв'Ьт- 
ственныхъ точекъ изъ втораго ряда, следовательно два ряда (33) будутъ 
проактивны.

151. Если даны два проактивные ряда:

Д, —  X Д О j_' _  g + ^  j i О (34)

то, выбравъ, три совершенно произвольныя точки изъ йерваго ряда, на- 
прим^ръ:

Л у —  XL д о Ал —  Х 2Д о  —  О А \  — Х3Д О (3 5 )

мы можемъ ос, j3, y, б такъ определить, что точками (35) будутъ соответ-- < \
ствовать совершенно произвольныя три точки со втораго ряда, напримеръ:

Л \  — Mi А О А \  — и.2А О А \  — Мз Д 2 =  О

для этого надобно только положить:

а -}- (SX,
тН-sXi М- 1

ос “J- ВХ<)
Y Ы М- 2

а  ~f~ рх3
Y +  8 Х3

а р у

М-з

и изъ этихъ уравненш определить отношешя г или просто поло-О О О  \
жить 8 =  1 и Определить а, (3, у* \

■■ ’  \
152. Полагая въ уравнешяхъ (33) Х = 1  мы будемъ иметь:,

А у— А  г— О л' _  а +  Р -
A l  Y +  8 2

О

изъ коихъ первое уравнеше представляетъ точку на безконечности на 
прямой ( Д  А 2), а второе точку Г  на (Д , До). '

I Ж‘ Ж -1 Ж,

ос-|-Х{&
V

1
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мы будемъ иметь:

А
а 7
5 - ?

А 2 — 0 , Ал А О

изъ коихъ первое уравнеше есть точка I  на (A iA 2), а второе есть точка 
на безконечности на прямой (А \А '2)- Следовательно уравнешя главныхъ 
точекъ двухъ проэктивныхъ рядовъ (33) будутъ:

( I )  А
а Т
8 — 0 А» =  0 А '  _ а  +  Е А'

A l  у + о (Г ) (36)

Если:
а Y
8 - 3

1

то точка I  будетъ на 1, то у -1-8
а  — y аоезконечности, но если —-г- =о — р

s

следовательно и точка Т  будетъ также на безконечности, или ряды 
добны (§ 98).

1,

по-

§ 153. Если два проактивные ряда имеютъ общш соответственный 
элементъ, напримеръ точку 4̂; — 0, то уравнешя проэктивныхъ рядовъ 
будутъ:

А г— ХА О A i—  1с\А О

вычитая эти уравнешя, найдемъ:

или:
--  М '2=

А% —- Ы '2=

О

О

а это есть уравнеше точки, лежащей на прямой, проходящей черезъ две
t

соответственны я точки. Но такъ какъ это уравнеше независитъ отъ \  то
вей прямыя, проходяшдя черезъ соответственный точки двухъ проэктив-

\  ,

ныхъ рядовъ, пересекаются въ одной точке (37).! ■ >
*  - •

§ 154. Глазныя точки. Если прямыя совместимъ и оба ряда отне-5
семъ къ основнымъ точкамъ:

A i—  0 и А 2== О

то проактивные ряды на прямой (AtA выразятся двумя уравнешями:

А, \А 2 — О , Ai«2 ~t~ Ь2\
-4- bjXАо =  О

10*
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Уравнешя главныхъ точекъ I  и Г , очевидно, будутъ:

( Г )  ( 3 9 >

§ 155. Двойныя точки. Если соответственный точки рядовъ (38) 
совпадаютъ, то мы должны иметь:

откуда:

х — а2 ~1~ ЪД
(%\ j Ъ\ X

• ч

ЪД2 -f- ( ах— б2)Х— а2 =  О

Это квадратное уравнеше даетъ для X два значешя:

а\ &2 7 ( а\ ~ \ \ 2 t «2 -о
w =  )  + b 7 = j R

найдемъ: ,
Xj =  Тс -}- у /  I t  , Х2 — Тс — ] /  М

Следовательно уравнешя двойныхъ точекъ будутъ:
л

А х— (Тс +  V  R ) Л 2 =  О , А {— (Ъ— У В )А ъ =  0 (41)
ч ,: ‘

§ 156. Е сли проэктивные ряды' будутъ такъ совмещены, что глав- 
ныя точки (39) совпадутъ (§ 109), то рядъ, какъ мы видели, будетъ инво-

I

лющонный. Чтобы точки (39) совпали необходимо иметь:

а 2 _а2-)-6.2
- Ъ\ - &2 «1 +  &1

этому уравнешю можно дать следующую форму:

(«1 Ъ2) (й2 --- Ъг а 1 -f- Ъ2)
откуда, или:

(сн

01
 

СМ
г-О1

или:
^  _ л Щ —  Ох CQ11

или еще: >

— «1 4~

|
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второе и третье изъ этихъ уравненш даютъ тотъ случаи, когда главныя 
точки совпадаютъ на безконечиости (§153), т. е. когда ряды подобны, сле
довательно инволющонный рядъ дается нервымъ услов!емъ:

ах -\- Ъо =  0 или а\ Ъ,

и выразится уравненшми:

Л ,— ХЛ2 О ■Л-Х
(1'2 d\ X
П\ Ь\\ Ао =  0 (42)

Легко проверить, что соответственный точки, представляемыя этими урав- 
нешями, взаимно соответственны. Въ самомъ деле, если, какую-нибудь,
точку втораго ряда, напр:

$2---X
ах X

разсматривать, какъ принадлежащую первому ряду, 
ная точка втораго ряда будетъ:

\то ей соответствен-

С ~  '
а2

Л\ “I- Ъ\к
I  ,  —  0/ \  А

а 1 + г ,‘ ^ + м

X

а это показываетъ, что эта точка находится въ первомъ ряду

157. Отнесемъ проэктивные ряды:

Ал — ХЛ О л __Я-2 Н~ л■̂-*-1 1 т > -“-2а\ +  0\ \
о

#

къ двойнымъ точкамъ (40), для этого положимъ:
*

.  ■ - V

Ал — (к +  / Л) А2 =  X  , ’ Ах — (к — 1/Д)Л2 =  Y

Заметимъ, что при совершенно произвольныхъ значешяхъ X', X" мы имеемъ
тождество:

Ах —  1 А
(X — X") (Ах— ХЛ2) — (X — 1')(Ах — Х"Л2)

X' — X" (44)

Г

если въ этомъ тождестве положимъ X' =  X,, X" =  Х2, \  и СУТЬ корни 
уравнешя (40), то найдемъ:

Ах — X Л; (X — Х2) Х — (X — Х,)Г
\*2
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Следовательно уравнеше:
А\ — X Л —  О

сделается:

(X — Х2) Х — (X — X]) F = 0  или X X — Xj
X, г = о ( 4 5 )

точно такимъ же ооразомъ преооразуемъ уравнеше:

( «2 +  М  4 _  АЛ-1 7 i Т \ Л-2 — О

в ъ:

откуда:

или:

CL\ Ъ\\

02 +  Ъ̂ к
сь 1 ~f~ Ъ\\ 1Лх а '2 ^2  ̂

-)- Ъ\\
\

\  г = 0

|б&2 &\ ̂ 2 ”Т~ (®2 ^1 ̂ 2) ^ } -X” |^ 2  ^1 ̂ 1 ~Ь ,(^2 &1 ̂ Ч1) ̂  } У  О

х +  f2 ~  ) х  -  hizhh(х +  1 г=о
/ &2 \ &2 ; ̂ 1X,& (46)

Такъ какъ при X =  \это уравнеше должно дать двойную точку =  0, а 
при Х =  Х2 оно должно дать F = 0 ,  то мы должны иметь:

>4 + С1‘2 (Х\ Хч|

b2 —  Wh
О и Х2 -4- (Ь>) 0 1 Х*2

&2---Х2
О (47)

но легко видеть, что эти уравнешя суть ничто иное какъ уравнеше (40), 
написанное въ другой форме после подстановлешя въ него корней и Х2;

I

следовательно ypaBHefiie (46) можно написать въ форме:

x _ h = b ^ \ _ = \г = 0
&2 2̂ ^ *2

Следовательно уравнешя проэктивныхъ рядовъ, отнесенный къ двойнымъ 
точкамъ, будутъ:

X X — X Y —  О X Ь2 Ъ\ Xj X Xi rc

ч2 ъ &jX2 X X F =  О (48)

Изъ этихъ уравнешй видимъ, что ангармоническое отношеше двухъ соот- 
ветственныхъ точекъ съ двойными точками есть величина постоянная (§ 107):

Ъ%— 5jX.
% — X

( 4 9 )
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Если эта величина равна — 1, то уравнеше ~ (48) сделается:

X  — Y =  О , Х  +  ^ =:^ - Г =  О (50)
А ----/42 А /»2

• Г

т. е. дв'Ь кашя-нибудь соответственный точки съ двойными точками суть 
гармоническтя, а это свойство принадлежитъ инволюдкшному ряду (§110). 
И въ самомъ деле, мы им’Ьемъ:

Л

:

Ъ'2 bx\  1   j

откуда:
2&2 =  Ь-1 ( î “Ь ^2) =  (ai — ^2)

'
Следовательно = — &2, а это условие инволюдш (§ 156).

§ 158. Инволюционный центръ. Мы вид'Ьли, что инволющонный дентръ 
(§ 109) есть точка совпадешя главныхъ точекъ, и действительно при усло- 
вш Ь2 = — ах уравнешя (39) главныхъ точекъ тождественны, следова
тельно уравнеше инволюцюннаго дентра будетъ:

О/ 2 ---С1\

<h +  h

Очевидно, что уравнеше ему соответствующей точки есть:

— А-2 == о

4

т. е. точка на безконечности.

§ 159. Легко показать, что дентръ есть средина между двойными 
точками:

A x —  (h - \-V R )A i =  0 , А х— (Тс — V  B )A i  = 0 (52)

для этого надобно только найти уравнеше точки делящей разстояше 
между двойными точками (52) пополамъ. Уравнеше этой точки будетъ (51);

Задача. Даны две точки Аг — 0, Л2 =  О и две друия:

Л, -— 0 , Л, —* ХдД, о

Найти уравнеше средины между этими последними?

Отв. (2 — X, — Х2) Л, — (X, -{- Х2 — 2ХД2) Л2 =  0

§ 160. Уравнешя двухъ проэктивныхъ рядовъ на одной прямой ли
ши могутъ быть всегда написаны въ форме:

О
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ангармоническое отношеше этихъ рядовъ есть к, а

Ах =  О , 4 2 == О

суть двойныя точки ряда.
Точке X соответствуете 1:1, а этой последней, если ее разсматривать

какъ принадлежащую первому ряду, соответствующая во второмъ ряду
* .  .  -  .  '  • .  •

есть 7с2Х; если эту последнюю опять разсматривать, какъ принадлежащую 
первому ряду, то ея соответственная во второмъ будетъ 7с3Х; продолжая 
такимъ образомъ получимъ рядъ точекъ:

X, А’Х, к21 ,.к>1~ 4 , ки1

въкоторомъ каждая точка соответствуете предъид-ущей. Если рядъ будетъ 
такого свойства, что:

к”\  =  X

то рядъ замкнется, т. е. возвращается въ начальную точку X. Такой рядъ
г

называется крую-проэюпивнымь п-то порядка. Инволющонный рядъ есть 
вруго-проэктивный, втораго порядка, а подобный перваго.

Въ инволющонномъ ряде к =  — 1, следовательно уравненш, пред
ставляются такой рядъ будутъ:

А-1 —  Х 4 2 ==: 0  , А\ - J -  Х 4 2 =z О

или однимъ уравнешемъ:
А х2 — \ 2А \  =  0 (54)

Инволкнвя точекъ.

161. Изложивъ аналитически въ самой5 обикей форме проэктив-
ность и инволющю, мы теперь изложимъ инволющ 
раллель съ §§ 143— 149.

аналитически въ па-

Есди шесть точекъ по-парно сопряженныхъ и и и с,

(а )  А х - - О  , ,(«  л , - -  Х42 == 0  , A f 4 a =  0

(«') = 0 , ( Ь ' ) А х - -Х '4 2 == 0  , (с') Ах •р ьг Ю II О

(55)

находятся въ такой зависимости, что ангармоническое отношеше четы
рехъ, произвольно врорармыхъ,... изъ _ шести; точекъ, равно ангармоничес
кому отношешю четырехъ сопряженныхъ точекъ (§ 116), то говорятъ, что 
шесть точекъ соетавляюте ивволюцюиный рядъ. Выберемъ, напримеръ, 
изъ (55), следуЮ1щя четыре точки а, а \ У и с':

(«) А \  =  О , (а ') А 2 —  О , (Ъ') 4д  — Х'4а =  О , (с') А х — р.'4а —  О (56)
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Если рядъ точекъ (55) составляете инволюцш, то ангармоническое отно-
V

шеше (56) — , должно быть равно ангармоническому отношешю Ъ, с:
,а

(а1) Л 2 =  0  , (а) Л\ =  0 , (Ъ) А х— 1А2 =  О , (с) Ах — М г =  0 (57) 

Эти уравнешя можно написать въ формЪ:

1(а') А 2 =  0  , (а) А г — О ,  (Ь) А 2 — у Д = 0  , <с) А 2 ~ А Х
Р-

О (58)

ангармоническое отношеше этихъ точекъ будетъ:

X . 1
X : и.

М-

Следовательно для инволюцш мы должны имЪть:

1

И- X или . X. У =  р., р.1 (59)

Если примемъ въ 
X, X', [х и р', то найдемъ:

X аЪ
а'Ъ

откуда (59) сделается:

геометрическое значеше ко;

или:

v  db'
”  IJ.Iао

> %

ас
5 Р* !ас

аЪ аЬ'
ч

ас ас1

а’Ъ ‘  а'Ъ''

/

а'с * а'с'
Ф

аЪ.

г  . *  • *

а'Ъ'.  а’Ъ
- ас .  ас%

!  1 tас .ас

f*
ас
а'с'

(60)
N Ч.

а это первое изъ условШ (87) § 118 инволюцш
положимъ:

£
X

У
9-'

к

то данныя уравнешя (55) сделаются:

(а) А х=, А х —  XJ2 — 0 ,

(а1) А % —  0 , ( ') А х
. .  *  ^ - »  —к  у * * О ,

А\

\ н

о

1- А
к А 2

О

( 6 1 )
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такую форму им'Ьютъ уравнешя шести инволющонныхъ точекъ, если две 
изъ нихъ (а) и (а') приняты за основныя. Изъ этихъ уравнений легко 
видеть, что какую бы мы не взяли комбинащю четырехъ точекъ изъ шести, 
всегда услов1е (59) инволюцш будетъ удовлетворено.

Возьмемъ, наприм'Ьръ, такую комбинащю:

(а) 1 О , (а’) А -2 —  О , (6) А\ — ХН2 — 0 j (с) О

уравнешя сопряженныхъ этой комбинацш точекъ, будутъ:

(<*') А 2 =  0  , (а )  А \  =  О , { Ъ ' ) А 2 — 0 , (с1) А Х —  ^ А Х=  О

Очевидно, что ангармоническое отношеше обеихъ системъ будетъ^-.
к

I

Изъ шести точекъ, пять можно взять произвольно, а шестую опре
делить изъ услов1я (59) и мы будемъ иметь шесть инволющонныхъ то
чекъ.

162. Предложение. Если три пары точекъ составляютъ днволющю,
то всегда можно найти четвертую пару точекъ, действительную \или мни-\
мую, которая будетъ сопряженно гармоническою каждой изъ трехъ дан-

s

ныхъ инволющонныхъ паръ. \
\

Доказательство. Если три пары точекъ составляютъ инволюйш, то 
форма ихъ уравненш будетъ:

( а ) А  =  0 ,, ( Ь )
А -

- х и 2 == 0 , (с)
А -

ОII<мI

( а )

О1!<м , ф ' ) А г - - 1 ' А 2  = =0 , (с1) -̂1” оIIсм1

(62)

Пусть уравнешя искомой пары будутъ:

А \  р А 2 — О А А  рн2 =  о (63)

Форма этихъ уравнещй потому такая, что эти точки должны быть сопря
женно гармоничесшя точкамъ (а) и ( а 1 ) .  Но эта пара должна быть гармо
нична

Аг— Ы О А , — 1'А О (64)

следовательно мы должны иметь (§ 146):

X Р . X’ Р Р) +  р)
х+р-хч-р 1

или р2==ХХ (65)
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откуда:
р =  =+= /  X X 7 ( 6 6 )

Следовательно искомая пара будетъ:

A.] j/ ')ЛА-2—О , |— XV_43 == О (67)
в  -

Легко убедиться, что эта пара гармонична и последней данной паре. Эти 
точки будутъ действительный или мнимыя, смотря потому, будутъ-ли X и 
X1 иметь одинаковые знаки или разные.

§ 163. ТТредложете. Если три пары точекъ такъ связаны между со
бою, что каждая изъ паръ есть сопряженно гармоническая четвертой паре,

• •

то три данныя пары составляютъ инволющто (Обратное).

Доказательство. Возьмемъ за основную пару, ту, которая сопряженно 
гармонична тремъ даннымъ; пусть эта пара будетъ:

Л | = 0  , Л2 =  О

то уравнешя трехъ данныхъ наръ будутъ:

А ,— ХЛ2 =  0 , А х — р.Л2 =  0 , Ах— vA -2 — О
' : (68)

А \- \- \А <2 — 0 , ^.i-j-(A^2 =  0 , +  vj.2 =  О
* ^

. Чтобы показать, что эти три пары точекъ составляютъ инволющю, возьмемъ! 
за основную пару:

А\ 'ЬАъ —  А\ , А\ -j— —  А12
щ  *

тогда данныя пары (68) сделаются:

^ , =  0  , а \ + ^ * 4 ш= о , ^ + ^ Л ' 2 = 0

(69)

А!2 =  0  ,  А] А'.2== О , А'х +  ^  А'2 — 0

Изъ формы этихъ уравненш видно, что услов1е инволющи (59) удовле
творено.

% ’

§ 164. Мы выше видели, что пара точекъ:
. \

(е) А \—* V А -2 гг̂ 0 , (f) А \-\- ]/Хк'А% — 0 (70)
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волюдш:
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(а) А }-= 0 , (Ъ) А ,- - х л 2 =- о  , (с) ■ А ,- 7ЛА2 —

(а1) А '2 == 0 , ОТ А \- -  г а 2 == 0 , (с') А г
X' .
т А 2 —

О
(71)

О

Дегко видеть, что каждая изъ точекъ (70) будетъ составлять инволюдш 
съ двумя нарами изъ (71), шгЬя саму себя сопряженною. Въсамомъ деле, 
возьмемъ уравнешя:

(а) А \ - = 0 ,  (Ъ) А \——  ^А 2 —=  0  ,  (е) -  V  х х ' л 2  =  о

( « ' ) Л 2 - =  0  ,  О Т А \ - -  х  д 2  = =  0  ,  (е) А х- -  / Х Х Д 2  0

услов1'е инволюдш будетъ (§ 161, 59):

XX’=  |/ХХ' |/XX

следовательно удовлетворено.
t

Поэтому точки (е) и (/') называютъ двойными точками инволющон-
\

\  \

наго ряда.
. .  ____  j  ■

Одна изъ двойныхъ точекъ можетъ быть на безконечности; для этого 
необходимо иметь XX' =  1, что даетъ А х — Л 2 — 0  и i |  + 4  =  0, т. е.
другая двойная точка будетъ средина точекъ а и а'.

- ' \
Ч. •

-  .  «

Уравнешя двойныхъ точекъ (е) и ( f)  (70) можно получить, сделавъ 

въ последней паре уравнешй (71) \Тс =  — или /с2 =  ^  > откуда к =* к А
Подставляя вместо Тс его выражешя въ последнюю пару (71), найдемъ 
уравнешя двойныхъ точекъ (е) и ( f  ).

• -Г
. Ч •

Двойныя точки (е) и ( f ) составляютъ инволющю съ точками (а) и (6'), 
(а )  и (Ь) взятыми какъ сопряженные изъ трехъ инволющонныхъ Паръ
а и а', Ъ и Ь', с и с', т. е. три пары

Л  - = 0 , (а) А 2 ==  0

ОТ А  - -Х 'Л  == 0 , (6) - - \ А

(«) л 1 V  XX1А О

О , ( f)  А х + \ /  XXд2 =  О
(73)

составляютъ инволкнцонный рядъ (§ 161):

Легко видеть, что:

А „а а
|/ХХ

a'f



или:
аЪ.аУ аег __ аЪ.аЪ' __a f2

— db.dV ~  d7* ’ а’Ь. а'Ъ' ~  d p

а это суть формулы (§ 125).

§ 165. Положимъ теперь, что одна изъ точекъ цнволющоннаго ряда: 

(d) А\ — О , (Ь) Ах — ~̂ А2 == ^ , (с) -4i Тс^А2 == О
(74)

(d) А г =  О , - (&'). -Ах — d’A 2 =  О - (с') А '-— у 1 2 =  0А;
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наприм'Ьръ точка (с), находится на безконечности, въ этомъ случае, мы 
должны положить /сХ = 1  (§ 82); въ этомъ предположеши; сопряженная 
точка (с1) будетъ:

(О) А\ — ХХ'^2 =f = О (75)
А

Следовательно инволюцюнный рядъ будетъ:

(а) А\ - = 0 , (6)
■

Ах--  х л  == 0 , (со) А] -~ А>2 —

(d) а 2 = оII Ах--  у а 2 == 0 , (0) Ах--  XX' а

зъ уравнешя (О) будемъ иметь (§ 123, 89)

Оа
Od

db . aV
Г "  ■- ■ ■

а '6 . а'6'

„  „  * *  f  4

Такъ какъ двойныя точки (е) и ( f)  суть гармонично сопряженныя съ 
точками (§ 162):

(со) Ах~' А 2 —"j0 (О) Ах — XX’ О

то точка (О) находится по средине отрезка ef.
Точка (О), какъ мы уже выше видели (§ 129), называется инвомо- 

цгоннымъ центромъ ряда точекъ. Если положимъ:

то уравнеше центра сделается:

Ахр2-42 =  О
/  , , */ -

Если къ двойными точками е й  f  инволющоннаго ряда (74) будемъ строить
.. #

безчисленное множество пари точекъ гармонически сопряженныхъ, то 
получимъ безконечный рядъ точекъ, по-парно сопряженныхъ, каждый три 
пары изъ котораго, произвольно выбранный, составляютъ инволюцш. Та-



к1я пары мы получимъ, давая въ ряде (74) коэфищенту всевозможным 
величины оть — оо до +  °°- Если коэфищенты еопряженныхъ паръ будутъ 
X и X', fx и р.', v и v ',___ , то мы будемъ иметь:

р2  =  XX' =  {jujx' . =  vv1 = ...............
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166. Задача. Даны две пары точекъ:

А  -—х, а 2- = 0 , А - 1 >* Ю to II о

А - -  Р-1А  2 == о , А - И-2 ^ 2  — 0

найти третюю пару, которая была бы сопряженно гармоническая каждой 
изъ данныхъ паръ?

Ргьшете. Пусть искомая пара будетъ:

А \ — X J2 =  0 , — \).А2 =  0

Если эта пара гармонична первой паре, то мы им'Ьемъ (§ 146):
ч •|

*

0  Г

Хр. — — (Хх -j- р.!) (X -J- р.) Д- X, р.,=  О
• ‘  .  I

f

но она гармонична, по условш, и второй паре, следовательно:
С>

Хр. — — (Х2 -f- р.2) (X -f- р.) -f- Х2р,2 =  о

Эти два уравнешя линейны относительно неизвгЬстныхъ Хр. и X-j-p., сле
довательно ихъ можно определить; пусть будетъ:

* /

X —{— р. =  а\ , Хр, == а2

то X и pi будутъ корни квадратнаго уравнешя:

+  а2 =  О

Следовательно искомыя точки будутъ действительныя или мнимыя.

167. Задача. Найти услов1е инволющи трехъ данныхъ паръ то
чекъ:



Ртиенге. Мы видгЬли (§ 134), что если три пары точекъ составляютъ 
инволюдш, то есть четвертая пара, сопряженно гармоническая каждой 
изъ данныхъ паръ, поэтому если эта последняя пара будетъ: .
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(е) А \ — — О , ( ) — — О

то мы будемъ иметь:

Xu, 2 Оч ."Ь f t ) Н- Р-) 4~ Ai Pi О

Xtt 2 (^2 4" Рг) 4~ р) “Г 2̂Р2 О

Хр 2 <h 4" Рз) СА 4~ р) 4~ з̂Рз О

Эти три уравнешя, линейныя относительно Хр и -f- р, должны быть сов
местно удовлетворены значешями Хр и X -f- р, поэтому мы должны иметь:

1 , . X, +  Р! у 1̂р1 ■

1 , Х2 -f- р2 , Л.2Р2 ==D \ (77)

1 > 3̂ 4~ Рз ) АзРз
*

Это услов1е инволюдш лежду тремя парами точекъ.

Если развернемъ предъидулцй определитель, то найдемъ:
• s

(?ч —  Рз) (^2 — Рз) {\ —  Рт) 4“ (Pi Аг) (р2 — >^з)(Рз--)ч) =  0 (?8)

Если примемъ въ соображеше геометрическое значеше коэфищентовъ 
Хь  Х2, Х3; рь  р2, р3 и тождество § 89, то найдемъ, что это уравнеше 
есть первое изъ условШ (88) § 118 инволюдш, а именно:

ah' . Ъс' . са' а'Ь. Ус. с'а

§ 168. Предложете.Всякая прямая пересекаетъ три пары пря-
мыхъ лиши, проходящихъ черезъ четыре точки, въ шести точкахъ, со-
ставляющихъ инволюцюнныи рядъ.

Доказательство. Пусть уравнешя четырехъ точекъ будутъ:

А\ — О ^* =  0 А$ -— О ^ i  =  0 (79)

числовыя значешяПусть «!, а2, «з, а4 
нихъ подставимъ координаты секущей.

когда въ

MitskevichOA
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Уравнешя точекъ пересЬчешя сторонъ и д!агоналей съ секущею,
очевидно, будутъ: • V' \ •

(а) -̂ 1 4 i .- --Г „=  0 У м , - -
_ Л 3 == 0

Qj\ а4 а2 а-А

л , Л тт=  0 , (V) А _ = 0 (80)
а2 а4 «3 ах ; « • 1 »

(с)
л 4 * •=  0 , (с') — -

А2_ :0
«3 а4 ах ^2

Положимъ:

к 1_ , л \ ^2 Л 4 __А! 2 Л _ а 4 _
а\ а4 Л 9 а2 а4 [л «3 а4 V

а. {х и v суть множители, которые даютъ уравнешямъ, (а), (с) канони
ческую форму:

аЯ +  УпН-1  = 0

Такимъ образомъ уравнешя (80) сделаются:

- (а) Л '2 ==  0 , (Ь) А , =  0 . , (с) Л '3:=  0

(а') Л  9 1 СО II о , {У) Л '3_
V

II= 0 , V ) Л )
X

откуда: У - . •
и-__Ъа! V X ас

- V со! ’ X аУ ’ ^ “ Ьс'

А \
У-

о

перемножая, найдемъ:

аУ  .ЪУ.
а'Ъ. Ъ’с . с а

1 (81)

а это первое изъ условШ (88) § 1 1 8  инволюдш.

§ 169. На основанш этого свойства полнаго четыреугольника можно 
решить следующую задачу:

Задача. По даннымъ пяти точкамъ, на одной прямой лиши, изъ 
трехъ паръ, составляющихъ инволюдш, построить шестую точку?

точекъ
(фиг. 87).

данный пять 
а и а', Ь и Ъ\ с

ной
Черезъ три точки с, Ь, а', дан- 

прямой А В  проведемъ, кашя- 
, три прямыя лиши, которыж 

прямым 3а и 26', соеди-
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нимъ точку ихъ пересечешя О прямого съ точкою 1; прямая 0 1  встре
тить данную А Ввъ искомой точке с'. Это построеше дало четыреуголь- 
никъ 0123, въ которомъ данная прямая А В  пересекла четыре стороны 
и две д1агонали, а по § 168 шесть точекъ пересечешя составляютъ инво- 
люцюнный рядъ. Построеше шестой инволюцюнной точки, по пяти дан-

ч

нымъ, какъ видимъ, делается только съ помощью прямой лиши.

170. Если:

Инволюционная связна.

суть уравнения двухъ прямыхъ въ нормальной форме, то уравнешя:

(а) А\ —

1Чс*
оII - Х Л 2 = II о А \- 1 to 1 II О

(«') А-2 - о  , (V) А - - г а 2 ==  0  ,  (с1) А - -  р i a 2 =  о

будутъ прямыя, проходящш черезъ точку нересечешя (а) и (а’). Все пред- 
ложешя относительно инволющонныхъ свойствъ (82) связки получаются 
весьма просто изъ свойствъ инволющоннаго ряда точекъ, если слово точка 
заменить словомъ прямая во всехъ предложешяхъ относительно точекъ, и 
если вместо X, X', р. и р' поставимъ ихъ геометричесшя значешя:

sin ( а, Ъ) 
sin [а\ Ъ)

_sin (а, Ь')
sin (а1, V)

sin ( а, с) 
sin(a', с)

sin (а, с') 
sin (а', с')

где а,Ъ; а, с ,........означаютъ углы между прямыми а и Ъ, а и с и т. д.
• •

Принимая во внимаше это геометрическое значеше коэфищентовъ 
мы будемъ иметь следующее результаты:

I

1. Уcлoвie инволюцш связки (82) будетъ (59, § 161).
v

2. Въ силу' чего уравнешя инволюцюнной связки будутъ иметь 
форму (61, § 161).
I ,  *

3. Двойные лучи будутъ выражены уравнениями (67, § 162).
4. О лучахъ на безконечности не можетъ быть и речи, а соответ-

\

ственные лучи (§ 165) центру и точке на безконечности будутъ (73):
• '

. I

'  ‘  v
*  -

jL\ “7“ А% ~ 0 ) Ai" U А% ̂  О

5. Если въдвойныхъ лучахъ будемъ иметь XX'=  1, то лучи будутъ:

А — At — 0 , Ах-\- А% — О
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЫ. 11
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это показываетъ, что эти лучи д'Ьлятъ углы между прямыми (а) и (а1) по-
\

поламъ, а инволющонная связка будетъ:

(а) = II О
V

#

1Р
-Н

1 to II II о к 1 к to II о

to II= 0 , {V)
г

А х\ - А 2 -= 0 , (П

оII+ч
форма второй пары показываетъ (§ 81, пр. 3), что лучъ (Ъ) д'Ьлаетъ съ 
лучемъ (а) такой уголъ, какой лучъ (Ъ) Д'Ьлаетъ съ лучемъ (а1).

6. Уравнеше (77) будетъ услов1е инволюцш связки, имеющей фор
му (76).

§ 171. Заключимъ свойства инволющонной связки следующими двумя
0

замечательными предложешями:

Предложенье. Если вершины, какого-нибудь, треугольника соединимъ
* щ

прямыми лингями съ произвольно взятою точкою въ плоскости треуголь-
J.

ника, то стороны треугольника к проведенный прямыд находятся въ ин-«• *
волющонной зависимости, т. е. - прямыя проведенным, черезъ какую- 
нибудь, точку параллельно сторонамъ треугольника и нроведеннымъ пря
мыми, составляютъ инволющонную связку. \

• .

V

Докамтель'-тво. Пусть уравнешя сторонъ треугольника и проведен- 
ныхъ черезъ одну точку лиши будутъ:

(а) А \ — 0 , (Ь) А 2 — 0 •, (с) Аз — 0\
\

Изъ геометрическаго значения коэфищентовъ a , р., v  будемъ иметь:

X  sin (а,а') р. _  sin ф,Ъ') ^  sin (с,с')
‘ р. sin (Ъ,а') ’ v sin (с,Ъ') ’ р. sin (а,с')

перемножая, найдемъ:

sin (а ,« '). sin (Ь, Ь '). sin (с, с ')_
sin (Ь, а ') . sin (с, Ъ' ) . sin (а, с')

,

Изъ этого выражешя, соответствующего выражешю (81), видимъ, 
что стороны треугольника и три проведенныя прямыя находятся въ ин
волющонной зависимости, т. е. составляютъ углы между собою, которые 
уДовлетворяютъ инволющонной зависимости. Следовательно, если черезъ,

•  '  •» г "

какую-нибудь, точку нроведемъ прямыя, параллельно сторонамъ треуголь-
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ника и проведенными прямыми ки вершинами, то получими инволюци
онную связку.

Это свойство треугольника даети возможность решить следующую 
задачу.

Задача. По данными пяти прямыми изи трехи пари ви инволюцш, 
проходящихи черези одну точку, провести шестую?

Pmueuie. Пусть данныя пары будути Оа, Оа’, ОЪ, ОЪ', Ос\ требуется 
построить Ос'. Проведеми, какую-нибудь, прямую лишю 11. Точки пере- 
сЬчешя этой лиши си прямыми Оа' и ОЪ 
соединими си произвольно взятою точкою 
на прямой Ос (фиг. 88). Эти прямыя будути
22. и 33. Соединими точки пересЬчешя 22 
и Ob', 33 и Оа прямою А, то прямая А  и 
11 пересекутся ви точке, находящейся на
искомой прямой. СлгЬдовательно, соединили

/

эту точку си О, найдеми искомую шестую 
прямую.

Предложете. Если шесть вершини четыреугольника соединими си 
какою-нибудь, точкою. взятою ви его плоскости, то шесть прямыхи будути 
составлять инволющонную связку.

Доказательство. Пусть уравнешя сторони четыреугольника будути:

Если, теперь, ау, а.2, о3, а4 будути числовыя значешя предиидущихи урав- 
ненш, когда ви нихи лодставими координаты взятой точки, то уравнешя 
шести прямыхи будути:

Ъ

А А 4 _= 0
а 2 _

)
А 4 = 0 Аз3

А 4 = 0
а4 а 2 а4 а3 а4

-̂2 А 3 = 0 Аз _
)

А\ =  0 А а 2 = 0
а2 а» аг

. V

ах а2

Пусть X, (А, V, будути 
треми уравнешямн:

множители, даюппе нормальную форму
\

I

первымъ
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Следовательно предъидупця уравнешя сделаются:

(а) А  =  0 , 0 , (с) — О

но:

(а')
в _

- 5 - 0  .
V ОТ v - f = °  • (с')

А __В
X [А

sin (Ъ, а1) v _ s in (c ,6 ') X sin (а,с’)
V sin (с,а') ’ Xsin (<*,&') ’ Р- ~ sin (6, с')

О

откуда, перемноживъ:
sin (5, а') . sin (с, V) . sin (а, с1) 
sin (с, a1) . sin (а, Ъ1) . sin (b, с')

1

а это показываетъ, что шесть прямыхъ составляютъ инволющонную связку.
решить при помощи свойствъ проэктивныхъ рядовъ и связокъ задачи § 84, 

прим. 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, и т. д. до 26 включительно, и задачи § 85, прим. 
2, 3, 4, 5, 6, 7.

Г Л А В А  XI.
*

Геометрическое значеше однород|ныхъ уравнены.

§ 172. Если:
А у = 0  , Л2==0 ( 1 )

%

суть уравнешя двухъ прямыхъ въ нормальной форме, то уравнеше:

А\ ^ Л-2 — 0 (2)

представляетъ прямую, проходящую черезъ точку пересечешя прямыхъ (1). 
Числовое значеше А х, А 2 и X въ уравненш (2) было объяснено выше.

Если обратимъ внимаше на форму уравнешя (2), то увидимъ, что 
оно ничемъ не отличается отъ обыкновеннаго уравнешя въ декартовыхъ 
координатахъ:

х  —  Ху =  0( 3 )

прямой, проходящей черезъ начало координата, т. е. черезъ точку пере
сечешя прямыхъ:

х = 0  , у — О

разница заключается въ томъ, что въ уравненш (3) координаты точки на 
прямой проводятся параллельно осямъ, а въ уравненш (2) А\ и Л 2 суть пер-
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пендикуляры, опущенные на прямыя (1) изъ точекъ прямой (2), какъ бы 
нибыли наклонены между собою прямыя (1). Но такъ какъ эти перпен
дикуляры нропорцюнальны прямымъ, параллельнымъ координатамъ, то 
уравнешя (2) и (3) не им'Ьготъ между собою разницы—параллельныя мо- 
гутъ быть зам'Ьщены перпендикулярами и, обратно, значеше уравненш 
(2) и (3) неизм'Ьняется.

Д'Ьло только въ томъ, что въ уравненш (3):
«

х — 0 , у — О

суть сами координатныя оси, а въ уравненш (2):

А\ =  0 , Л-2 — О
V

суть прямыя отнесенныя къ координатамъ Декарта, и если эти прямыя 
принять за координатныя оси,, то уравнеше (2) будетъ тождественно съ 
уравнешемъ (3).

Если вместо X напишемъ отношеше щ : —а0. то уравнеше (2) при
меть форму:

аох -(- <Л\у =  О (4)

значеше отношешя было показано въ § 79.

§ 173. Если уравнешя (1) пред став ляютъ точки въ нормальной 
форме, то уравнеше (2) будетъ представлять точку на прямой, прохо
дящей черезъ точки (1). Числовое значеше и X въ уравненш (2)

ч

было объяснено въ § 82:

Если отношеше X дано, то дано и положеше точки (2) на прямой 
(Ау А 2). Въ самомъ деле, означимъ разстояше между точками (1) черезъ 
Тс, черезъ р  и q разстояше точки (2) отъ точекъ А\ = 0 ,  А 2 =  0, то со
ображаясь съ значешемъ X, найдемъ:

#

V

p-j-q^=Tc ', p  —  q\ 

откуда р  и q будутъ определены.

Если теперь оставимъ въ стороне координаты Декарта, въ которыхъ 
выражено уравнеше (2), а перпендикуляры А х и Л2, опущенные изъ то
чекъ (1) на прямую (2), означимъ черезъ х  и у, то уравнеше (2) приметь 
форму:

или для большей общности, полагая рр —  а0,

aox-\~<hy —  Q

рq — щ будемъ иметь:
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Въ этомъ уравненш точки, координатами становятся не двЬ прямыя, какъ 
въ декартовой систем1!, а дв’Ь точки ж =  О и у —  0, которыя мы будемъ 
называть координатными.

Итакъ однородное уравнеше 1-ой степени:

а$х -f- а\ у === О

представляетъ или прямую или точку, смотря потому придаемъ-ли мы
✓

уравнешямъ:
ж =  0 , у = О

значеше пр'ямыхъ или точекъ.

§ 174. Посл'Ь этихъ пояснешй легко показать геометрическое значе
ше однороднаго уравнешя «-ой степени:

а0жн +  «1 х п~~1у +  а2хп~2у 2 - f - ........ an- ix y n~ 1 +  ануп =  О (G)

Это уравнеше можно написать в'ъ форм1!:

которое можетъ быть решено относительно —. Если его корни означимъ
У

черезъ аь  а2, »• • • • то уравнеше (7) можно написать въ форм1!:

или:
а0(х  — *\у)(х — а2 у).(х — О

(8)

( 9 )

которое, такимъ образомъ, представляетъ п прямыхъ или точекъ:
I

*

х  — а.ху =  0  , х  — <*2у —  0 , . .  . .  , х — а«г/ =  О (10)
N

смотря потому будутъ-ли уравнешя х  = 0, у — 0  представлять прямыя или
\

ТОЧКИ.

Если бы мы выразили и корни аь  а.2, ........ап отношешями:

►

Хх х% Хп

Ух ' Уъ"
t « Ф •

Уп
\

то уравнешя (10) представились-бы въ форм’Ь:

ххх  — У\У =  0 , х %х —  УъУ — О . , ХпХ — упу —  О (11)



§ 175. Если уравнешя:

ж =  О , у —  О (12)

представляютъ прямыя, то:

ж— у — О , х О (13)

суть равнодЬляпця углы между прямыми.

Если уравнешя (12) суть точки, то (13) суть точки равнод’Ьлятдя 
разстояше между точками (12) внутренне или внешне (§ 82), изъ коихъ 
первое изъ уравненШ (13) представляетъ точку на безконечности (§ 82).

Уравнешя (12) и (13) представляютъ гармоническую связку или рядъ.

Точно также уравнешя:

х — 0 , у — 0 , а0х  — а\у =  0 , (14)

представляютъ или гармоническую связку или гармоническШ рядъ.

Примгьръ. Уравнеше:

а0х 2 -(- 2 ху -J- а2у2 =  О

представляетъ две прямыя или две точки. Если корни этого уравнешя
Xотносительно — будутъ аь  а2, то уравнешя прямыхъ или точекъ будутъ:
У

х  — <*1 у =  О , х  — а =  О

эти прямыя или точки будуть дМствительныя, совпадающая или мнимыя,
\

смотря потому будетъ-ли:
а21 — а0а2 =  О
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§ 176. Задача. Найти углы между прямыми:

а0ж2 2 а{ху +  =  О (15) 

и уравнешя равнод'Ьлящихъ?
Ч

Ргыиете 1 . Предположимъ, что оси ж = 0 ,  у — 0 прямоугольны. Озна
чая корни даннаго уравнешя черезъ щ и а2, оно распадается на два:

Т *

х  — =  0 , х — а2у =  0  (16)

Следовательно задача - сводится къ определенш угла между этими послед-
* . ч

ними прямыми. Означимъ черезъ и ср2 углы, которые эти прямыя со- 
ставляютъ съ осью Y, то будемъ иметь:

V

tg<pi=aj  , tg(fa =  a2



Следовательно уголь между прямыми (16) будетъ:
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откуда:

tg ?

? =  ь  — Ъ

tg ?1 —  tg ?2 __ «I —  «2 
1 +  tg ?l • tg (р2 1 ~Ь а1а2

но изъ свойствъ квадратнаго уравнешя (15) имеемъ:

а1 +  «2
2«i
а о aj <у2 02

Оо
откуда;

0 \ ---«2
2J /«J2 $0$2

«0
следовательно:

tg?
2 ] /  а ,2 OqO/2

О0 -{- Я2
Если черезъ <р' и у" означимъ эти углы:

tg ?
2 j/« i OqOz

ао “Ь о% tg ? tf 2 /  а12 0 §0 %
«О +  «2

11то, очевидно, <р .-f- <р=  ъ.
■ »

Чтобы найти уравнеше равноделящихъ углы между прямыми (15), 
то заметивъ, что если <о есть уголь, который равноделящая составляешь 
съ осью Г ' имеемъ:

2о) =  (fi -f- tp2
откуда:

tg 2(о
2 tg (*) __ «1 -f- «2.

1 — tg2<0 1 ---tg <f>!. tg Cf>2 1 --- <*la2
tg ?I +  tg ?8

юдставляя значешя для at -f- a2 и a2, найдемъ:

2 tg ©
1 — tg2o>

2
a0 $2

откуда:
a, tg2w —  (a0 —  a2) tg w —  <*i =  0

корни этого уравненш будутъ давать две равноделягщя. Если вместо tg <о, 

поетавимъ ^ , то уравнеше равноделящихъ будетъ:

а, х 2 —  ( а 0 « 1 У
О (П )



Г

Очевидно корни этого уравнешя всегда действительные, будутъ-ли дан
ный уравнешемъ (15) прямыя действительныя или мнимыя.

Ргьшенге 2 . Эту последнюю задачу можно еще решить следующимъ 
образомъ:

Пусть прямыя:
х  — НУ — 0 > х  — НУ — 0 (18)
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будутъ сопряженно-гармоничесшя съ прямыми (16), то мы имеемъ (§ 146):

1
lxi V‘2 —  ту (P-i +  Р-г) ( “ 1 +  а 2) +  а , а 2 =  ОЛ\

Если уравнешя (18) суть равно делящая углы между прямыми (16), то о не 
должны быть перпендикулярны и, следовательно:

Н-1̂ 2 1
откуда:

2 —  (Ра +  Р-г) («г +  «2) +  2 « 1  а 2 =  О

изъ этого уравнены найдемъ:

Iх! +  1*2
2 — 2aia3 _«о—

«1 +  «2 _  «I

имея Р-1 +  р-2 и р-1 [х2 найдемъ уравнеше:

а\ р.2 — (а0 — ар. — a i = 0
хЗамещая р. черезъ —, найдемъ уравнеше (17)

У
Задача. Даны уравнешя двухъ прямыхъ:

(CqX -f- «1 у — О Ъ0Х -f- Ъ\У =  О

Найти уравнеше равноделящихъ?

Ргыиеше. Перемноживъ эти уравнешя, найдемъ уравнеше:

а0Ъ0х 2 +  (a0bi +  «150) Щ +  «i h y 2 =  0
* *

Если сравнимъ это уравнеше съ уравнешемъ (15), найдемъ уравненхе 
равноделящихъ, соответствующее уравнешю (17):

(а0&1 +  «1 &о) я2 —  2 («о&о —  щЪ^ху  —  («o^i +  «1М  Уъ =  О (19)

Если данныя уравнешя будутъ две мнимыя сопряженныя прямыя, то рав- 
ноделянця будутъ действительныя.



§ 177. Если уравнетя:
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будутъ точки, то уравнеше:

«о®2 +  2«i ху  +  а.2у2 =  0 (20)

будетъ представлять две точки, коихъ уравнешя будутъ:

х  — а\У=  0 , х  — а2у =  О
*

если ^  и а2 суть корни уравнешя (20).

Задача. Найти уравнеше точекъ д'Ьлящихъ разстояше между точ-
\

ками (20) поноламъ?

Ригаенге. Точка делящая внешне это разстояше находится па без-
конечности.

Услов1е, чтобы точки:

1

были сопряженно-гармоничесшя съ точками (20) есть:

(х,,а2 1
2 (,«•1 +  f*2) («1 +  «г) +  «1*2 =  О

0

Если эти точки суть равнодЗшнщя, то одна изъ нихъ, иаприм’Ьръ вторая,
*  *

должна находится на безконечности, а следовательно ея уравнеше должно 
быть:

х  — у =  О

т. е. р.3 — 1. Въ силу чего услов1е (22) делается:

о (и-i +  1) (* i 4~  * г) -f- а, Оз =  О

откуда имеемъ: 

или:

замещая fij черезъ — ,
- ' -• •-‘•i-* *. •

ЯоИ-1 4“ (Н-1 +  1) «1 +  «2 — О

(а0-f- «1) p-i -{- <*i 4~ «а — О

найдемъ уравнеше искомой равноделящей:

9

(®о 4“ а \ ) х 4 " ( a i 4 —  ® ( 2 3 )



N
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Задача 1. Дапы уравнешя двухъ точекъ:

а0х «1 у  =  О , Ъ0х \ у  =  О

найти уравнеше равно делящей?

Ргьшете. Какъ второе piineme задачи о пряыыхъ (§ 176).

Отв. (« А  +  +  2 а0Ь0)х  (а0Ъг +  Ь0а, +  2а1Ъ1)у  =  О

Задача 2. Найти выражеше для ангармонпческаго отиошешя четырехъ точекъ:

а0х +  а4у  =  0 , Ъ0х =  О

с„х +  с1у  =  О , d0x  +  =  О

Ргьшете. Если сравнимъ эти уравнешя съ уравнешями § 145, то найдемъ:

X,--Х3 7ч2 \• —_ С0а1 «(А . - -  Vi
X,--X, •

to 1 1 >> «к
1

d0a x - • d A  -- d tb о

Если это отнощен1е равно — 1, то точки будутъ гармоническая. 

Задача. Найти услов1е, чтобы точки:

а3х 2 2а4 х у -{-а2у2 =  О , £>оТ2-Ь ЯЬуху -j- Ъ2у2 —  0 (25)

были сопряженно-гармоническгя?

Ртиеше. Если корни перваго уравнешя назовемъ черезъ Хь  Х2, а 
втораго черезъ Х3, Х4, то надобно только найти ycKOBie гармоничности че
тырехъ точекъ:

х  — X] у  =  0 , х  —  ~к3у  =  О
*

х  — Х2 у  — 0 , х  — \ 4у О
\

Но усло!не гармоничности этихъ точекъ есть (§ 146):

^ 2  2  ^ >ч) +  W  =  О

Но изъ' уравненш (25) имгЬемъ:

ХГ/ч2
а -2

«0
» W к

h
, Xt 4- X2

2 ах 
«о

, X, -|- Х4 2&i
h

следовательно услов1е гармоничности будетъ:

а0Ъ2 +  a2b0 —  2 » !^  =  О ( 2 6 )

Примгьръ. Показать, что уравнения:

х2 +  у 2 =  0 2а1ху — у.2 =  О

иредставляютъ гармоничесмя точки

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник



Задача. Найти зависимость между коэфищентами уравнеш я четвертой степени, 
чтобы точки, которыя оно представляетъ, были гармонически!?

Ртиеме. Пусть данное уравнеш е будетъ:

аих* -f- 4avv*y -|- 6а2х гу 2 4агх у г -j- а4?/4 =  0 (27)

Уравнеше взято съ бшивдальными коэфищентами. Пусть его корни будутъ а,, а2, а3, а4, 
то уравнен1я точекъ, которыя представляетъ уравнеш е (27), будутъ:

х  — агу  =  О , х  — а2у =  0 , х  — а3у  =  0 , х  — а4у =  О 

Чтобы эти точки были гарм онически необходимо им^ть:
1

~2 l4~ ^2) 0*3 *4" ^4) 4~ ^3^4 “  ^

Но такъ к ак ь  три точки опредЬляютъ четвертую гармоническую, а  соединены изъ 
четырехъ точекъ по три есть три, то мы должны им'Ьть еще сл'Ьдуюпця ypaвнeнiя:

aia* — ^  («1 +  а3) ( а 2 +  **) +  =  0

а2а3 — — (а2 -J- a3)(a! 4“ а4) -J- aiou =  О
ч

первое уравнеш е можно написать въ форм'к

2 (a ia2 +  «г a4) — (a ia3 +  о.2аг +  a ia4 +  a2«4) =  О 

Н о мы знаемъ, что:
1 Ia ia2 -f- « ia3 +  a 4a4 +  ct2a3 -f- a 2a 4 -+- азя4 =  —

W'O
подставляя вместо:

a ia3 +  a2a3 +  ^ ia4 +  oc2a4

его величину изъ нредъидущаго тождества, найдемъ:

e 0(otiOt2 4“ Л3Л4) 2a 2 =  О
/

Точно такж е найдемъ и для остальныхъ двухъ соединешй:

а0 (акхз 4-  а2Л4) 2а2 =  О

а 0 (a ia4 -}* ^2<̂ з) 2̂ 2 — О
/  . * ■

перемножая иолучимъ симметрическую функщю корней уравнеш я, которую легко 
вычислить въ коэфищентахъ:

aQa2ai 4-  2a 1a2a3 — а0а \  — аАа \  — а 32 =  О (28)

Это и есть не только необходимое, но и достаточное ycioeie для гармоничности че
тырехъ точекъ, выраженныхъ уравнешемъ (27).

Задача. Найти зависимость между коэфищентами уравнеш я 4-ой степени, 
чтобы точки, которыя оно нредставляетъ, были эквгангармоничестя?

Ркъшете. Пусть данное уравнеш е будетъ:

а0х* ia xx 3y 6щ х2у 2 +  ^а%х у г -j- — 0
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(29)



1 7 3ГЛАВА X I.— ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ЗНАЧЕН1Е ОДНОРОДНЫХЪ УРАВНЕН1Й.

Въ § 95 мы назвали экв!ангармоническимъ такое положеше четырехъ точекъ, при 
которомъ три основный ангармоничесшя отношетя равны, т. е. когда:

{abed) == (aedb) == (adbc)

Въ этомъ случай ангармоническое отнопгеше есть одинъ мзъ мнимыхъ корней урав- 
нешя хг +  1 =  0.

Если эхшангармоничесюя точки представляемый уравнешемъ суть:

Г'
ОII1!*В х  - - a  2y~-=  0 , * - - a 3y =  0

оII1̂»iв

то мы должны иметь: -

a 1 - -« з a2 —
• -«3 ._  «1 “ “4 . a8 — «4

ax - ~ a 4 ‘ a2 ~ -«4 *1 ~ a3 ‘ a8 — аз

равенство третьяго ангармоническаго отношетя {adbc) есть сл4дств1е равенства пер- 
выхъ двухъ. Предъидущее уравнеше можно написать въ форме:

(ai — а8) (а2 — «4) (ах — а4) (а3 — а2)

(ai — О  («2 — а») (ах — а2) (а, — а4)
или:

(«1 — 0 0 * 1  — 0 0 *2  — О 0*з — а4) +  (ах — а4)2(а2 — а3)2 =  О

Это уравнеше после перемножены будетъ симметрическая функщя корней даннаго
уравнешя, следовательно легко можетъ быть вычисления въ функцш его коэфищен- 
товъ, а именно:

a0a4 — 4axae +  3a22 =  0 (30)
I §

§ 178. Легко видеть, что уравнешя:

а0х'2 4- 2 Ъ0х2 +  2 Ъхху  4* Ь^у1 =  О

а0х 2 -j- 2«! ху -J- ci-2y2 -f“к (Mi8 2&i ху 4" \У 2) —  О

(31)

(3 2 )

гдЬ X можетъ получать всевозможная значешя, представляютъ рядъ то
чекъ образующихъ инволющонный рядъ или инволющонную связку пря-

•

мыхъ линш.

Въ самомъ дЬлЬ, пусть:

ах2 4~ 2Ъху -\- суг =  0 (33)

будетъ пара точекъ сопряженно-гармоническихъ къ обЬимъ парамъ то
чекъ (31), то мы будемъ им&ть (§ 177, 26):

й0с 4  — 2«i& =  0 , Ъ0с -(- Ьф — 2 Ъ{Ь —  0 (3 4 )

Легко видЬть теперь, что точки (33) суть сопряженно-гармоничесшя и 
каждой парЬ точекъ (32). Въ самомъ дЬлЬ, легко вид’Ьть, что услов1е:

(«о 4~ Щ ) с Н- (а2 +  Х&2) а — 2 ((*1 4 - ХЬ|) Ъ =  О
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удовлетворяется независимо отъ X, такъ какъ его можно написать въ 
формй:

а0с а2а — 2aj & +  X ( -f- Ъ2а — 2б, Ъ) =  О

. которое удовлетворяется въ силу (34).

Чтобы получить двойныя точки (35) этого инволющоннаго ряда на
добно исключить а, б, с изъ уравненш (33) и (34), что даетъ:

Ж 2 xy у2

a2 — Hi «0 =  0 (35)

h h

ГЛАВА XII.

Т р и л и н е й н ы  я к о о р д и н а т ы .

§ 179. Мы видели, что когда точка дается координатами, т. е. двумя 
у равненьями, то прямая лишя дается уравнешемъ, и, обратно, если прямая
лишя дается координатами, то точка дается уравнешемъ. Въ первомъ

\

случай мы будемъ говорить: координаты точекъ, а во второмъ координаты 
линш.

Въ § 36 мы видйли, какъ преобразуются координаты точекъ.

1. Когда координаты переносятся, оставаясь параллельными; если 
назовемъ старыя координаты точки черезъ х  и у, новыя черезъ х' и у', 
координаты новаго начала назовемъ черезъ а и б, то мы имЬемъ:

х а - \ - х ’ , У =  Ъ +  У
откуда:

X х  — а у '=  у — ъ

2. Если начало, оставалось тоже, ■ а поворачивались оси на уголъ
9

а, то мы имйли при прямоугольной системй:

X х  cos a — у sm a у j= x ’ sin a  -{- y' cos a
откуда:

x x  cos a ^ - ^ s m a -У x  sin a -f- у  cos a

3. Если при поворачиваши осей переносится и начало, то мы имЬемъ:

х  =  а х ' cos у 1 sin a  , у  Ц= Ъ -f- х' sin а у' cos a

x (x — a) cos a -f- (y — b) sin a У (x — a) sin a -j- (y — b) cos a
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4. Накопецъ, самое общее преобразованю дается формулами (4) § 36.

х х ’ sin (6 — a) -f- У sin (6 — ft)
sin б У

х ' sin а -(- у' sin 
sin 8

Таковы формулы для преобразовашя координатъ точекъ.

§ 180. Посмотримъ, какъ преобразуются координаты лиши.
/1. Если х н у  суть координаты тонки, то ея уравнеше (§ 62, 2)

оудетъ:
1,==0

перенесемъ начало координатъ въ точку (а, Ъ) и означимъ новыя коорди-I
наты точки черезъ то: /

х a -I— ct у =  Ъ +  у'

подставляя въ предъидущее уравненю, найдемъ:

х\  - j -  уч+ 1  =  +  уЩ + 1  =  о

или:

х
+  ъ-ц + 1 +  У

I ;
+  М + Т +  1 О

если •»)' будутъ новыя координаты лиши, то:

ofc +  bi) +  1 М У

I
«5 +  Ц  + 1 О)

г

определяя изъ этихъ уравненш ? и ц  черезъ и V, найдемъ:

И
а?' — Ъ -f- 1 а% — Ц ' 1 (2)

таковы формулы для преобразовашя координатъ лишй, когда переносится 
начало, неизм'Ьняя направлешя координатъ.

v

Легко видеть, что:
а£/-|- Ьг( -|- 1 = 0

есть уравненю новаго начала. /
ч

2. Оставимъ начало тоже, а поворотимъ координаты на уголъ а, то:

или:
х \  4“ УЧ “Ь 1 =  Oleosa —  у 'sin а) |  -j- (Vsina -j- у' cosa) yj -j- 1 =  О

f/ ' 
x' (? cos a +  •») sin;bt) -j- y' (— 5 sin a -f- yj cos a) - j - 1 =  0

l«•
f

Если новыя координаты л^нш будутъ yj', то:

=  ? cos a-fj  YjsiГ] Sin a in a +  y j  cos a
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откуда:
£ =  £'cosa — if)' sin « , v) =  i ; s ina - | -Vcosa

3. Совместное преобразоваше, поворотъ координатъ и nepeneceHie 
начала, даетъ:

х \  +  уу\ -f- 1 =  (У c o sa  — ̂ /'sin a) £ -f- (#'sin a -f- y 'cos a) i) +  +  bv\ -f- 1 = 0

обозначая новыя координаты черезъ у', найдемъ:

откуда:

cos a -j- y) sin a ,_— £ sin a -j- v) cos a
о)?, -f" bt\ -j~ 1 afe H- 2>vj —1— 1

£ £rcosoi-— vj'sina
— (acos a -j- Ъsin я) -f- ( a s i n a -

i
-&cosa)vj' +  1

»WI •sin a —-ij'cosa
— — (acosa -f- &sin a) 4- (a sin a —- Ъcosa)r/ -j- 1

V

Таковы формулы для преобразовашя координатъ линШ. Изъ формы этихъ 
уравнешй видимъ, что о не имеютъ характеръ отличный отъ координатъ

г

точекъ; между темъ по аналитическом^ смыслу оне должны бы иметь туже 
форму и характеръ, такъ какъ мы ужб выше показали, что между точкой 
и прямой лишей нетъ разницы въ анг|литическомъ смысле; причина этому 
та, что декартовы координаты суть только частный случай более общей 
системы, которая называется трилинейной /П ричина этого заключается 
еще въ томъ, что мы относимъ, какъ положеше точки, такъ и положеше 
прямой, къ двумъ прямымъ, а следуетъ относить положеше прямой къ 
двумъ точкамъ.

Въ трилинейной системе координатъ такая взаимность является сама 
собою и формулы для преобразования въ обеихъ системахь тождественны
по форме.

181. Возьмемъ три прямыя лиши, образующая треугольникъ, пусть 
ихъ уравнешя будутъ:

1) «j х  Ъ\ у -f- Ci =  О

2) а2х  +  Ъ2у +  с2 =  0 (3)

3) а^х -j- Ъгу  +  с3 =  О

Такъ какъ эти три прямыя образуютъ треугольникъ, т. е. не пересекаются 
въ одной точке, то определитель:

« i h Cl

R  = <4 h 4

«3 h ca
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Означивъ миноры этого определителя черезъ Д ,  Сх\ Д ,
Аз, Д ,  Сз, уравнешя точекъ (2,3), (1,3', (1,2), т. е. вершинъ треугольника, 
будутъ (§ 71):

(2.3) A\k +  Д ч  -f- С] =  О

(1.3) Л2|  +  Д ч  ~Ь Д  =  0 (4)

(1,2) -f- Д*о “ЬСз =  О

Положеше каждой точки въ трилинейной‘системе координата, отнесемъ 
къ тремъ прямымъ (3), а положеше каждой прямой къ тремъ точкамъ 
(4), т. е. къ вершинамъ треугольника, который называется координат- 
нымъ.

Пусть разстояшя, какой-нибудь, точки (х, у) на плоскости отъ сто- 
ронъ координатнаго треугольника будутъ р \,р 2,рз (фиг. 89).

Эти три элемента состоять, очевидно, въ известной зависимости, такъ 
какъ для определешя положенья точки относительно координатнаго треу- 
гольника, достаточно двухъ изъ нихъ, следо- Фиг. 89.
вательно три элемента будутъ равносильны 
двумъ, если мы будемъ принимать во вни- 
маше не ихъ величину, а только ихъ отно- 
шешя. Такъ какъ координатный треуголь- 
никъ данъ, то можно всегда определить 
точно и числовыя величины элементовъ 
р 2, рз, но въ этомъ, въ трилинейной системе х- 
координатъ, не представляется надобности; 
даже вместо разстоянш ри р 2, р г можно брать разстояшя точки въ 
произвольномъ направлении, т. е. помножить рз на постоянные
коэфищенты, напримеръ, йь  Тс2, &3. Ч

Если означимъ черезъ хх, х2, ж3 ташя величины, что:

РХ\ =  pi h  , рх2 —  р21с2 , рх3 = р 3кз

где р есть коэфищентъ пропорциональности, совершенно произвольный, и 
примемъ х х, х2, х 3 за координаты точки (х,у), то трилинейныя коорди
наты точки будутъ: три числа имгьющг между собою отношения равныя 
отпошетямъ разстоянш точки отъ треугольника, ,
каждое, на произвольный, по постоянный коэфищентъ, т. е. отсчитывае
мый въ произвольномъ, но постоянномъ

Легко видеть, что уравнешя сторонъ координатнаго треугольника
будутъ:

(1) xi =  О (2) ж2 =  О (3) Хз —
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. 12

MitskevichOA
Прямоугольник
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а координаты вершинъ:

(1,2) хг — 0 , х 2 =  0 ; (1,3) « 1 = 0  , ж3 =  0 ; (2,3) х 2 =  0 , ж3 =  0

Въ этихъ трехъ случаяхъ, въ первомъ х 2, во второмъ х 2, въ третьемъ х \ , 
могутъ им'Ьть совершенно произвольныя величины, исключая нуля. Точно 
также мы опредТлимъ трилинейныя координаты линш; Пусть qlt q2, q3 

будутъ разстоян1я прямой, данной координатами £, yj, отъ вершинъ коор- 
динатнаго треугольника, пусть эти разстояшя будутъ отсчитываться не по 
перпендикулярамъ q2 qs, а въ извТстномъ опред'Ьленномъ направленш, 
каждое, т. е. qx, q2, q3 помножаются на коэфищенты >.г, Х2, Х3. Если черезъ 

> ^2) S3 назовемъ т а т я  величины, что (фиг. 90):

°Si =  2l \  J =  я.2^2 5 °S3 =  #3̂ 3

и назовемъ ^ , В2, £3 координатами прямой (£, vj), то трилинейными коор
динатами прямой будутъ: три числа между отношенья

Фиг. 90. рав отношетямь пря
мой отъ вершинъ

же, каждое, на произвольный, но 
постоянный коэфищентъ, т. е. отсчи
тываемый въ произвольномъ, но

янннаправлены.

Очевидно, что:

Si =0 5 О О

суть уравнеш я вершинъ треугольника, а:

Si = 0 О 5 О О о о

суть координаты сторонъ треугольника. Въ каждомъ изъ этихъ трехъ 
случаевъ: въ первомъ | 8, во второмъ \ 2, въ третьемъ могутъ имйть 
произвольныя величины, исключая нуля.

§182.  Опред'Ьливъ, такимъ образомъ, трилинейныя координаты точки
и прямой, мы будемъ имЬть, если напишемъ уравнешя (3) и (4) § 181,

• •

въ нормальной форм-Ь:

<; , , а, аз 4 -  Ъ,у 4 - е.ох, =  рЛ  =  к, 1 г-- - -х~
■

р%2 -- а2х ^  Ъ2у +  с2
2 V ^ + Щ

рХв — — Jc§агх
V a \+ b \

&,х — — Xt

X,

AS Н~ Вхц Н~

AS +  Avi +  с,

sSe =  X32s =  X

0*

A S  -j“ A*) Hr Q
Oel / ^ C T "

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник



ГЛАВА X II.— ТРИЛИНЕЙНЫЯ КООРДИНАТЫ. 1 7 9

Такъ какъ h и X суть величины совершенно произвольныя, то мы 
можемъ ихъ такъ выбрать, чтобы:

+  %2%2 +  \з%з = & Jr W  + 1 = 0

то есть, чтобы уравнешя прямой или точки представлялись въ форме:
\

#1 +  +  =  О

Есяи это прямая, то ея координаты +  %2, ?3; если-же это уравнеше 
точки, то ея координаты будутъ х1} x z, ж3.

Для этого положимъ:

h  =  Va\-\~ Ь\ , Jc2=  У  а\  +  Ь2 2 > h — У  °?з +  &2з
«

X  =  с х , Х2 =  С2 , х3 =  (73

а общ!й делитель У %2 +  у)2 введемъ въ коэфищентъ пропорщональности 
а, что даетъ:

рхх =  агх +  bty  -jr сх 

рж2 =  агх  -)- Ъ2у  - f  с2 

рх3 =  №3Ж -J- 631/ -|- с3

=  + $  +  s iV +  С 1

<з\г — А £  +  В2ч) +  С2 (5)
%

<у£3 =  -Л3£ +  B3q +  С3

таковы формулы, служапця для перехода отъ трилинейныхъ координатъ 
къ декартовымъ. Если эти уравнешя р^шимъ относительно х, у , то най- 
демъ формулы для обратного перехода, отъ декартовыхъ координатъ къ 
трилинейнымъ:

-Л*#* 4" -Л 2'̂ 2 4” Й3Ж3
Ol«l 4“ <?2Ж2 +  С8Ж3

в^х^ 4* В2%24“ в^х^
C^l -1- CgXg4- С3Ж3

«ill +  «2̂ 2 +
4" 4"

bi?i4-^2 +  ̂ ^3 
Cl£l +  <̂ 2 +С3?з

Легко теперь видеть, что:

Об (5i»i +  +  £з%) =  -R (&  +  ■»)«/'+ 1) =  О

Следовательно уравнеше:

а %\ +  +  £зжз — О

есть совместное представлеше прямой и точки, т. е. что точка скользить
по прямой* коей координаты | х, ?2, *з» или, что прямая вращается около

% •

точки, коей координаты суть ж,, х2, #з-
%

12*
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Изъ всего сказаннаго выше видно, что въ трилинейной системе ко- 
ординатъ существуетъ полная соответственность:

Положеше точки определяется, от
носительно сторонъ координатнаго треу- 
гольника, разстояшями ея, отсчитывае
мыми въ извЬстномъ, опредйленномъ на
правлены!, отъ сторонъ треугольника.

Положеше прямой определяется 
относительно вершит координатнаго треу
гольника, разстояшями ея, отсчитывае
мыми въ изв4стномъ, опредйлениомъ на- 
нравленш, отъ вершинъ треугольника.

ВелгЬдствш этого формулы (5) и (6) для преобразовали тождественны
\

по форме.

§ 183. Остается показать, что система декартовыхъ координатъ есть 
частный случай трилинейной.

Для этого преобразуемъ координатный треугольникъ въ другой, въ 
которомъ бы стороны Х\ =  0 и х 2 =  О, были перпендикулярны, что легко 
делается простымъ преобразовашемъ (фиг. 91).

Пусть х н у  будутъ разстояшя точки О отъ хл =  0 и отъ =  0; 
пусть рбудетъ ея разстояше отъ стороны =  0, то мы будемъ иметь, 
если q будетъ разстояше стороны х 3 =  0 отъ вершины =  0:

Фиг. 91. рхг —  1с\ X рх2 — к2у, рх3 — h p

1
Полагая ^  =  1, 1с2 —  1, =  —, най-

ч
демъ:

P*i х рх2= у Р^з
р
<1

Положимъ теперь, что сторона ж3 =  О уда
ляется- неопределенно на безконечное разстояше, оставаясь параллельна

't)сама себЬ; въ этомъ предположен^ —, очевидно, будетъ стремится къ еди

нице и въ пределе мы будемъ иметь — =  1, откуда:q

pxi X рх2= у рх3 =  1

поэтому, чтобы перейти отъ трилинейной системы координата къ декар
товой надобно только положить въ уравненш:

помноживъ его на р,
1 %\ +  2̂̂ 2 +  ?3Ж3--  О

что даетъ:
+  £з =  0

/
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ви которомъ, если положили, умноживъ иа а,

найдемъ:
Ьс +  -qy -р 1 =  о

т. е. координаты ^  и ?2 делаются координатами прямой. Теперь видимъ 
къ какому замечательному результату мы пришли, взяви (§ 62) за коор
динаты прямой не отрезки, делаемые ею на координатныхн осяхъ, а ве
личины обратный этими отрезками, взятия отрицательно:

§ 184. Таки каки х ,у  и z,-q ви трилинейныхи координатахи суть 
линейныя функцш си общими знаменателеми, то степень уравнешя отно
сительно переменпыхп не можети ни повысится, ни понизится введешеми 
новыхи переменныхн, но характери уравнешя, этими введешеми, изме
няется: оно делается, по приведенш ки одному знаменателю, однородными 
между тремя переменными.

Таки, напримерн, уравнеше второй степени:

А х 2 -{- 2Вху  +  Су2 -)- 2Dx -f- 2Еу -(- F =  О

если вместо х и у поставимн ихи выражешя (6) § 182, по приведенш 
ки одному знаменателю, делается:

щ  1 х \  а 2 2 ж 2 2 +  а 3 3 ж 2 3  +  2 а 1 2 . т , ж 2  +  2 а 13х 1х 3 - } -  2 a 2Sx 2x 3 =  О
• %

§ 185. Одно изи самыхн замечатольныхъ уравненШ прямой, которое 
играети весьма важную роль ви изследовашяхн свойстви кривыхъ лиши, 
есть уравнеше, полученное, приравнивая нулю знаменатель первыхи двухи 
уравненШ (6) § 182:

С\ Х[ -J- С2х2 = 0 (7)

для всехн точеки этой прямой (7), и только для этой, мы имееми х  =  со 

и у =  оо, следовательно на ней находятся все безконечно удаленныя
точки на плоскости. Мы будеми называть эту прямую безконечнд-удаленною. 
Введете этой прямой ви изследовашя свойстви кривыхи линШ даети воз
можность выразить много предложенШ, перенося на эту прямую разсуж-
дешя, каки на прямую, находящуюся действительно переди глазами. На- 
нримерн, изъ этого вытекаети, что всякая прямая, каки мы .уже выше 
упомянули, имеетп только одну точку на безконечности, таки каки две

/ I

прямыя могути пересечься только ви одной точке.
ф В т

§ 186. Остается показать/ каки преобразовать одну систему трили
нейныхи координатн ви другую такж^е трилинейную. Пусть х2, х3;
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%х, %, £3, будутъ координаты точки или лиши въ одной системе, а ух, у2, Уз] 
''li, 42! 4з, координаты тонки или линш въ другой системе. Пусть уравне- 
ше прямой линш въ первой системе будетъ:

£l #1 +  £2#2 +  £з#з =  0  (8 )

а во второй, той-же прямой:

4i У\ +  42«/2 +  4з*/з =  0 (9)

Координаты ух, у2, уг второй системы должны быть линейныя функцш 
координатъ первой системы; пусть он^ будутъ:

РУ\ ---«И#! “Г 2̂ 2 +  £?13#3

РУ2 — «21я! 4“ «22̂ 2 4“ «23ж3
Г

РУз — «31 х \ 4 “ «32ж2 4 *  «33%

( 1 0 )

Если эти выражешя подставимъ въ (9) и сравнимъ съ (8), то найдемъ:

— «1141 4 - «2142 4 - «31%

6̂ 2 — «12% 4 -  «2242 4 “ «324з (1 1)

о^з =  a13vj1 -)- a23vj2 «зз^з

Составимъ определитель изъ элементовъ:

«11 5 «12 1 «13 -

«21 , «22 С
Ог

* =  в (1 2 )

«31 <
м

С
О

$ СОС
О

о
#

v

•

онъ не долженъ быть равенъ нулю, ибо въ противномъ случае прямыя, 
образующая второй координатный треугольникъ, пересекутся въ одной 
точке. Если миноръ соответственный элементу ец* назовемъ черезъ А,*, 
то изъ уравнетй (10) и (11), найдемъ:

1
I

JAiCj = А \У \  4 -  А \У ъ  4 "  А \У з
ж

•

(АЖ2 - -  АъУ \ 4 "  4 2 2?/2 4 "  А зУ з (1 3 )

{Ы»з = = 4 j  Зух  4 “ 4 23i/2 4 -  4 33у 3
•4

К

V4i =
\

♦

~  4 i  i Ч\ 4 -  А  2^2 4 -  А  з?з
' \ •

V42 =

«
»?

— -4.21 ?1 +  Л%2^2 ~Ь  *423^8 , (1 4 )

v4a =
1\

“  4 g i 4 "  4 з2^2 4 “ 4 з з ^ з
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:

Изъ уравненШ (10) и (14), (11) и (13) ясно видно геометрическое зна- 
чеше коэфищентовъ подстановленш щ ,  Аг,к . Въ самомъ д&л’Ь:

2 / i = 0  , 2/2 =  0  , 2/з =  0 ; v)j =  0  , tja =  0  , %  =  О

суть уравнешя сторонъ и вершинъ втораго координатнаго треугольника 
отнесенныхъ къ первому. Эти уравнешя суть:

сторонъ: вершинъ:

1̂1*̂1 4“' #13̂ 3 — 0 Ai^i +  4“ 1̂з?з =  0

2̂1*̂1 *4” ^22^2 “4“ 2̂3̂ 3 =: 0 -̂21?1 4“ Л-22{;2 +  ̂ 23̂ 3 =  0

«ЗА 4” 3̂2̂ 2 *4“ 3̂3̂ 3 ~  0 -̂31̂ 1 4- -̂ 32̂ 2 4“ Аз^З =  0

откуда видимъ, что координаты:

новыхъ сторонъ: новыхъ вершинъ:

а 11 Ч а12 ч аП -<4-11 ч -̂ 12 Ч -<4-13

#21 Ч #22 Ч #23 -̂ 21 ч -<4-22 > -̂ -23

<*31 ч #32 •) #33 -<̂31 J -̂ 32 ч -̂ зз

Уравнешя сторонъ и вершинъ стараго координатнаго треугольника, отне- 
сенныя къ новому, очевидно, будутъ:

старыхъ сторонъ:

■А-пУх +  -̂ 212/2 +  АпУз =  О 

-А-\чУ\ - 1̂чУч +  -̂32?/з — О

А-хнУх +  А 23у2 +  А 33у3 =  О

старыхъ вершинъ:

«11̂ 1 +  «21 +  «31̂ 3 =  О

/*12̂1 +  «22̂ 2 +  «32̂ 8 =  О
»

#
• •

«13% "Ь «23% “Ь «33% =  О

ВИДИМЪ, что координаты:
i

«

сторонъ:
I

старыхъ вершинъ:

А п  ' Л 21 -"4-31
9

•

#п
*

а 21 # 3 1

-^-12 4̂-22 -<4-32 а12 # 2 2

СИсо

-<4-18 -̂4-23 сосо # 13 #23 #зз
Новая система координатъ, т. е. трилинейная, Къ особенности удобна дляI
изсл'Ьдовашй, въ которыхъ идетъ д^ло о положшш, а не о числовой за- 
висимости, поэтому тамъ гд^ будутъ изслЬдоваться теоремы относительно

v

положенш, мы будемъ всегда прибегать къ этой! систем^. координатъ.'V

§ 187. РЬшимъ еще сл'Ьдуюнце вопросы въ этой систем^ координатъ.
Найти уравиейе прямой, проходящей Найти уравнен1е точки пересЬчешя двухъ 
черезъ точки: прямыхъ: -

(2/1, 2/2, Уз) ; (*1, *2, %) (%, 1)2, %) ; (Cl, 42, &)
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Пусть ж2, х3 будутъ скользящая коорди
наты прямой, ̂  то ея уравнен1е будетъ:

Н“ “Ь ~3Х3 — О
Но данныя точки находятся, но условш, 
на прямой, следовательно мы им’Ьемъ:

Ii2/i +  &У2 +  =  О

Пусть координаты, вращающейся прямой 
около искомой точки, будутъ ^2) 53, то 
уравнеше точки будетъ:

«ill +  #2Ъ2 +  ЖзСз =  О
Но точка находится и на данныхъ пря- 
мыхъ, слйдовательно мы имеемъ:

*1̂ 1 +  х.2Г1 2 +  О

+  :2*2 +  & 3 =  О
Откуда уравнение искомой прямой будетъ:

} 2̂ 1 х3

Ух } Уъ 1 Уз =  0 (15)

ч &2 1 «3

Легко видеть, что:

* 4  +  +  з̂Сз =  О
/

Откуда уравнеше искомой точки будетъ:

5. , ?2 JT
S

со

% 1 2̂ 1 % =  0 (15')

, С* , Сз
•

координаты прямой (15) будутъ: координаты точки (15') будутъ:

4  =  УзН —  ЧУз P^i = *̂2Сз з̂У\з

4  =  УзЧ — гзУ\ (16) рж2 = со ♦Г
Ч н* 1 tT
t

со (16')

' 4  =  36*2— *></2 рх3 = ЧгЪ — City

Уравнешя (15) и (15') можно разложить на следующая, которым представляютъ съ 
номощью параметра л, или скользящую точку по прямой или вращающуюся пря
мую около точки (§ 73):

Скользящая точка: Вращающаяся прямая:

p«i =  Ух +  М 4  =  т], +  4 -

рх2 =  У 2 +  ^ 2 (17) <4 =  т)2+ хг;2 (17')

рх3 =  У г +  М* 4  =  *)з +  хСз
*

Эти уравнешя получатся изъ (15) и (15') если въ нихъ элементы третьей
горизонтали помноживъ на X, сложимъ съ элементами второй и приравняемъ 
элементамъ первой, помноженными на коэфищенты пропорциональности 
р и в.

Помножимъ уравнешя (17) на Zi, %2, £3, а уравнешя (17') на x i ,x 2, %з 
и сложимъ, то найдемъ:

А3 -f- \А  =  О
Это ypaBHeHie одной изъ скользящихъ 
точекъ по прямой (15), гдй:

А  — у А  +  у А + у&з
г

л г =  +  #2̂ 2 ~Н #3?»

А) “|” лЛ'2 — О
Это уравнен1е одиой изъ вращающихся 
прямыхъ около точки (15'), гдй:

А \  =  Y],»! - f  Г̂ Х2 +  7]3«з

А'2 =  Н” СзЖ3

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
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Параметръ X, помноженный на некоторый коэфищентъ им^етъ тоже гео
метрическое значеше, какое4- онъ им'Ьетъ и въ прямолинейной систем^ коор
дината, въ чемъ легко убедиться изъ уравненШ (17) и (17!) и (6) § 182.
Изъ нихъ мы им'Ьемъ: \

х

У

А 1У 1 -j- -f- А ч у - j  -f- -f- A j g j  ~К Д з% )
С\У\ -f- С2У2 +  G3ys -f- X(Ci^+ C2z2 -jr 03*з)

\
В 2У 2-j~ Д ^ З  ~f~ Х ( Д *1 ~Ь ~Ь -ЬУ'з)

С\У[ -f- С2У2 +  Сйу з 'А -  Х(С'1̂ 1 -j- C2Z2 Н~ Сз#з)

ч\
^ 1 ^ 1  Н ~  ^ 2 ^ 2  ~ Ь  а * Ъ  Н ~  ~ 1 ~  Щ %2 Н ~  а 3 ^ з )
Cl'»]!- !-  C2Tf]2 -j- CsKJg -j~ X('Cl£l4“ C2?2 +  Сз̂ з)

/
t .  , **

l

f r l T T H - f -  б 2 Т Г ] 2  +  6 3 113 ~ | ~  K M l  ~ f ~  6 2 ^ 2  H ~  6 3 ^ 3 )  
c i  +  с 3 т п 3 - f - 1  ( C j  C i r b  c 2 ? 2  +  C 3 C 3 )

V

Откуда уравнешя скользящей точки (х, у) ^ли вращающейся прямой (£, ?]) 
будутъ им’Ьть форму:

P + \ Q  =  o R-lr \ S  =  0
\

• -  >

гдЬ Р  и Qсуть линейны/ функцш отъ (£, •»)), \а и S  линейныя функцш
Такъ какъ эти'” уравнешя въ декартовой систем'Ь линейны отно- 
параметра X/ то изъ этого и сл'Ьдует^ его геометрическое зна-

отъ х , у. 
сительио 
чеше.-

Изъ этого зйключаемъ, что воЬ выводы, основанные на геометриче- 
скомъ значение параметра X, не зависятъ отъ системы координатъ; веЬ 
теоремы относительно ангармонш и проэктивности соНраияютъ т'Ьже ана- 
литичести выражешя.

8 8 J lIpuMmi'wie.Первый зародышъ трилинейной системы коорди
натъ заключается въ предположенш, что уравнеше всякой прямой можетъ 
быть выражено съ помощью уравненШ трехъ прямыхъ, не перееЬкающихся 
въ одной точк^, а уравнеше точки можетъ быть выражено съ помощью 
уравненШ трехъ точекъ, не лежащихъ на одной прямой лиши.

Пусть будутъ уравнешя трехъ данныхъ:
прямыхъ:

ахх  +  %  +  с, == 0 * = 0

а2Х ”1" “Ь = О (18) А2% ”Ь Д ц -Ь с» == 0

аьх  -1- Ьъу -ф с3 -= 0 А ?  +  Д ч  +  3̂ == 0

точекъ:

(1 8 ')
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а уравнешя, какой-нибудь, четвертой: 
прямой:

ах +  by -J- с =  О (19)
точки:

А%^-Въ +  С =  О

Помножимъ уравнешя (18) на неопределенные множители X, jx, v, 
нешя (18') на р, 8, о и, сложивъ, приравияемъ уравнешямъ (19) 
найдемъ:

ь
Р (A i; 4" +  C i )  4"

S (А£ +  ^ 2Г1 +  С2) +

w (^ з з̂ +  4 “ С ъ )  =

= +  +  о

а урав- 
и ' (19'),

( 19 ')

%
X (%# +  Ьху  -|- с,) 

р. ( а 2х  +  Ъ2у +

v ( а3х Ъ3у ̂  е3) =  

== ах -f- by -}- с == О
%

Откуда, приравнивая коэфидгенты при х, у и тп, найдемъ:

аД 4" «2!А'4“ аьУ а

ЬД 4 - 4

сД 4" с2р. 4" C8V =  с

(20)

А3р 4" А.28 4" A3(i) =  л. 

-®ip 4" В2Ь 4" В3(о =  в

с3р  4 -  с2ь4"  С3(0 =  с

(20')

Такъ какъ, по условно, данныя прямыя не пересекаются въ одной точке, 
а данныя точки не лежатъ на одной прямой лиши, то изъ (20) и (20') 
X, |x, v; р, 8, <о можно определить; следовательно прямая (19) и точка 
(19') выразятся въ формахъ:

X*! 4" +  V*3 =  0  | p£l 4 - &Ъ2 4 - е>?з =  О

где ж2, ж3; ^2) СУТЬ числовыя значешя уравненш (18) и (18'),
когда въ нихъ подставляются координаты точекъ вне прямой и коорди
наты прямой вне точки. Следовательно ихъ геометрическое значеше тоже 
что и въ трилинейной системе координатъ.

N

Г Л А В А  XIII.

I
И н в а р ! а н т ы  и к о в а р ' | а н т ы  въ Р е о м е т р ! и .

§ 189. Методъ координатъ Декарта или обобщенный методъ трили-/
нейныхъ координатъ, съ помощью которыхъ избледуются свойства кривыхъ 
линШ, не есть нечто неразрывно связанное с1ь кривыми лишями, нечто 
необходимое, а есть инструмента, которымъ отделывается вещь—это леса 
при постройке здашя. Ни инструмента съ вещью, съ помощью котораго 
она была сделана, ни леса съ здашемъ, съ помощью которыхъ оно было
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I

выстроено, не имЬютъ ничего общаго; вещь сделана, здаше построено, 
инструмента и лгЬса отбрасываются прочь—остается вещь иг здаше.

Такая вообще роль координатъ въ геометрш; съ помощью ихъ на
ходятся свойства кривыхъ линш, которыя разъ найдены,—координаты 
отбрасываются прочь и мы шгЬемъ передъ глазами образъ кривой со 
вс'Ъми ея свойствами, какъ здаше со всеми подробностями, после сняпя 
л'Ьсовъ.

Свойства кривыхъ линш даются функщями, составленными, изв4ст- 
нымъ образомъ, изъ коэфищентовъ уравнешя кривой или изъ уравнешй
системы кривыхъ лишй или кривыми лишями, составленными, изв'Ьстнымъ

*> ••

образомъ, изъ переменныхъ и коэфищентовъ уравнешя или уравнешй; эти
I ■

посл'Ьдшя кривым, такъ сказать, рождаются кривою, всегда ее сопровож- 
даютъ, т. е. выражаютъ известным ея свойства.

Слово кривая или система кривыхъ линш мы здесь употребляемъ въ 
самомъ обширномъ смысле, разумея и прямую или систему прямыхъ ли
нш, точку или систему точекъ. Свойства кривой или кривыхъ линий, вы-
раженныя известною зависимостью между коэфищентами уравнешя или

%

уравнешй, или между коэфищентами и переменными, не должны, по свой
ству координатъ, зависить отъ системы координатъ, поэтому не должны 
изменятся при переходе отъ одной системы координатъ къ другой, а та
кой переходъ совершается линейнымъ преобразовашямъ, и все изменеше, 
которое могутъ потерпеть татя  функцш, состоитъ въ пршбретенш число- 
ваго множителя, зависящаго только отъ системы координатъ.

Функцш, составленныя только изъ коэфищентовъ, имеюпия выше
сказанныя свойства, называются инваргантами кривой или кривыхъ лишй.

Функцш, составленным изъ коэфищентовъ и переменныхъ, т. е. кри
вым линш, имеюпця татя  же свойства, называются ковор1антами кривой 
или системы кривыхъ лишй.

§ 190. Формою называютъ однородную, целую ращональную функцш 
несколькихъ переменныхъ. Двоичною формою называютъ форму съ двумя 
переменными, таковы:

щ х  4 - о,\ у , а0#2 +  2«! а2У2 , «о^3 +  Ва\Х*у -f- Ъа^ху1 -f- а^у3 (1)

и т. д. Это суть двоичныя формы первой, второй, третьей ит. д. степеней. 
Т атя  формы изображаются символами:

(«о, у) , («о , УС?1, С1% , у) и т. д. (2)

Коэфищенты въ формахъ %, щ,% , . . . .  могутъ быть сопровождаемы, какъ

MitskevichOA
Прямоугольник
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выше, бином1альными, численными коэфищентами. Формы о трехъ пере- 
М'Ьнныхъ называются троичными, первой, второй, третьей и т. д. степеней. 
Такъ наприигЬръ форма:

«11 я21 +  a2ix 22 +  а3 Зх%-\- 2 щ2хл х 2 +  2 ах +  2 а23х 2х 3 =  О (3)

будетъ троичная отъ перем’Ьнныхъ х {, х 2, х3, второй степени. Двоичныя 
формы, приравненпыя нулю, представляютъ систему точекъ или ирямыхъ 
(§ 173). Троичныя формы представляютъ кривыя; четверичныя формы пред
ставляютъ поверхности. Формы болынаго числа перем'Ьнныхъ не имеютъ 
геометрическаго пред став лешя.

Жинейнымъ преобразовангемъ формъ называютъ преобразоваше, въ ко- 
торомъ количества переменный замещаются другими линейно связанными 
съ первыми. Двоичныя формы отъ х  и у, преобразовываются подстановле- 
шями:

х  == ах'-\- Э«/' , у — '(x,Jr  by' (4)

а , (J, у, 8 называются коэфищентами линейнаго преобразовашя; определи
тель, составленный изъ коэфищентовъ преобразовашя:

называется. модулемъ преобразовашя.

Двоичная форма:
f (a 0, ах, а2, . . .  On, х , у')

такимъ подстановлешемъ, преооразовывается въ:

f (A0, Ах, А 2,--An, x'y’) =  f(a 0, . ,  х,у)

где коэфищенты А^, А х---- суть функцш отъ коэфищентовъ а3, ах------  и
отъ коэфищентовъ преобразовашя а, (3, у, 8.

• V*

Такъ, напримеръ, форма:

а3х 2-f- 2ах —j— а2у 2
*

А 0х'2 -J- 2 Aix'y '-ф А 2у ' 2 —  а0х 2 2 ху  -f-
*

А0 —  «оос2 -f- 2 ах ау -ф а2у2
/1

А \ —  «оа Р +  ах (а8 -f- Ру) -ф а2у8

А. +  2«i В8 -ф а282

( 7 )

MitskevichOA
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Преобразоваше (4) геометрически представляетъ изменеше оеновныхъ то- 
чекъ или основных г> прямыхъ, т. е. координатъ. Основными точками или 
прямыми въ форме f  (а0, щ • • • 5 С1щ х, у) были х  =  0, у —  О, линейнымъ же 
преобразо вашемъ (4) эти точки или прямыя замещаются другими х' О, 
у' —  0; старыя, т. е. х  =  0, у —  0, выражаются относительно новыхъ урав- 
нешями:

ax' -f- РУ =  0 , уж' -(- Ьу' =  О

Если рЬшимъ уравнешя (4) относительно х', у', то найдемъ, означая 
а.Ь — (}у =  Л :

А х ' =  Ьх— $у , А у ' = — у #4" «2/

приравнивая эти выражешя нулю, найдемъ уравнешя:

— $у =  0 , уж — ау =  0  (8)

которыя нредставляютъ новыя, основныя, точки или прямыя х' —  0 и О, 
отнесенныя къ старымъ.

Линейное преобразоваше троичной формы:

f(#i, х2, х2) — аххх \ а 22х \ а ььх \ ^ а ^ х ^ 2 ахЬХ\Х2 2 а.п х 2хг 
будетъ:

Р#1 ==  а, л х \  +  а х 2х \  +  а, 3х '3

Р#2 == CLqiX'i 4 ” «22^2 Н~ «23# 3 О )

Р#з ==  «31#1 +  «32#2  +  «зз# 'з

Следовательно после преобразовашя мы будемъ иметь:

f ix ' 1, х \ ,  х'3) — f ( x x, х2, х г) 

Определитель, составленный изъ элементовъ а:

а п а12 5 а13

а•21 ) а 22 > '  а 23

«31 ) «32 > «38

Д (Ю)

называется опредплителемъ преобразовашя. Его взаимный есть:

А ц 5 - со 1

•Л-21 , Л-22 5 -̂ 23

<II (1 1 )

-4-31 СО > -̂ $3 ••
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РЬшая уравнешя (9) относительно найдемъ:

8ж'х —  А ц %1 +  А -21 х 2 -\~  А 3 х х 3

8х '2 =  А х 2Х\ +  А 22х 2 +

8х '3 =  А\ 3Х\ -\- А 23х 2 -f- А 33х 3

( 1 2 )

Уравнешя Хх = 0 ,  х 2 —  0, х 3 =  0 суть стороны координатнаго треугольника,
*

следовательно уравнешя:

aI 1 х \ +  а12х '2 “Н Й1 Зж'з =  О

«21 x 'l +  «22®2 +  а23^'з =  0 (13)
«к

«31 х \  ~“Ь «32# 2 ~Ь «33# 3 =  О

суть уравнешя тЬхъ-же сторонъ только отпесенныхъ къ новому коорди-
/

натному треугольнику х \  =  0, х 2 =  0, х ’3 —  0. Приравнивая нулю урав- 
нешя (12), мы найдемъ:

A\\X\ ~Ь -̂ -21̂ 2 H“ -̂ 31̂ 3 ”= 0

A l 2%\ +  А 22^2 "~Ь А.32%3 == 0 (14)
«г

Ах 3#i +  А 23х 2 -J- А 33х 3 == 0 •

уравнешя сторонъ новаго координатнаго треугольника, отнесеннаго къ 
старому (§186).

Въ параллель съ координатами хх, х 2, х3, часто преобразовываются 
друия координаты | г | 2 | 3 въ £,\|'2 | '3 уравнешями (10) и (11) § 186:

t*£l ~«11^1 ~f~ «21̂ 2 “Ь «31
*

pij’g =  «12̂ 1 Н-  «22̂ 2 Н~ .«32̂ 3 (15)

(а|'з =  «х 31х “Ь й23?2 ~Ь «33̂ 3
I

ташя координаты называются обратными хи х2, х3, откуда:

vti =  А\ I |'t -f- Ах 2|'2 -f- Ах 3|'3 

vlg —  А 21%\ ~ {~ А 22%2 - j-  -42з1'з
Л

v|3 =  А 3х | ’х -f- j i 3al a -f" А 33% 3

( 1 6 )
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известно, уравнешемъ:

§1*1-

*1»

С
Оо<
м

§2*2 §3*3 =

ь  §'2, §'3; §п 5а, $8, связаны, какъ

\зс\ -f- §2*2 ~Ь §8*3 (17)

Это у р ави еш е н р ед став л яетъ  или  прям ую  или  топку, в ъ  первом ъ случай  

хх, х-2, х г суть коорди н аты  ско л ьзящ ей  точки  по прям ой  (17 ), а  во вто- 

ром ъ §2 §3 СУТЬ координ аты  вр ащ аю щ ей ся  около то ч ки  (17 ) прям ой , а  

* ъ * 2>*з координаты  этой  точки . С тороны  коорди н атн аго  треугольн и ка  

суть хх = 0 ,  х% =  0, х 3 =  0, а  его верш ины  ^  =  0 , £2 =  0 , §з — 0; * i =  О, 
ж'2 =  0, ж'з =  0 суть у р а в н е ш я  сторонъ  новаго  коорди н атн аго  треуголь

н и ка , а i О, О, § О суть уравнешя его вершинъ.
*

§ 191. Следовательно линейное преобразоваше формы соотвйтствуетъ 
переходу отъ одной системы координатъ къ другой.

Внутреншя свойства системы точекъ или прямыхъ, кривой или сис
темы кривыхъ, поверхности или системы поверхностей, не должны зави
сите отъ системы координатъ, а зависятъ отъ извйстныхъ связей между 
коэфищентами ’ формъ. Эта связь, выражающая внутреншя, прирожденныя, 
свойства формы не должна изменятся при переходй отъ одной системы 
координатъ къ другой—координатная система это случайный придатокъ 
формъ. Слйдовательно, для каждой формы должны существовать ташя 
функцш, цйлыя ращональныя, которыя неизмйняются линейнымъ преоб- 
разовашемъ; все измйнеше, которое онй могутъ претерпйть заключается 
въ щйобр'Ьтенш числоваго множителя.

Такъ, напримйръ, если форма будетъ:

f  ($о> ) ...........5*1> * 2) * з ) (18)

то Ф(а0, <*i, «2 • • •) функщя коэфищентовъ а0, , а2 ........ .. которая въ
линейномъ преобразовали имйетъ свойство:

Ф(Ао, Аг,А3, . . . ) — Д^ (с<0) Й1 •.•) (19)
называется инваргантомъ формы (18). Д  есть определитель преобразо- 
вашя (5, 10).

Система формъ, имйющихъ извйстную зависимость между собою, 
имйетъ инвар1анты.

Пусть формы будутъ:
\

f \  О о , ^1 'i • 1*̂ 1 j * • • X /2 Oj ^1) • • • ? *^1) ^2) • • • \  /з  0(Ь 1̂ v* • •) 1 ^2) • • •) (2 0 )
% *  *

Если зависимость между коэфищентами формъ будетъ:
Ф (-^-0) Ау,.  • . ,  В0, By,  • • ,  C q , Су,. . . )  - — ( « о ,  - ̂ 1 ,  • • ,  Ь(у, , . . j Cq ,  Cj  , . . . )  ( 2 1 )

то это будетъ инвар1антъ системы.
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Рядомъ съ формою или системою формъ всегда существуютъ друпя 
формы, им'Ьюшдя необходимую связь съ данными, связь, которая не зави- 
ситъ отъ координатной системы или линейнаго преобразовашя. Если такая 
форма существуетъ для формы (18), то мы им'Ьемъ:

Ф (А 0, А \ , . . . ;  х \ , х \  . . . )  =  Д х Ф (а0> «1, . .  •; %\, х2, . . . )  (22)

Таюя формы называются коваргантами формы (18) или системы формъ (20).

Наконецъ рядомъ съ формою (18) или системою формъ (20) сущест
вуютъ формы характера (22), но въ которыхъ перемЬнныя преобразуются 
обратными преобразовашемъ въ то время, когда формы преобразуются 
прямо, т. е., если жь  х2, хг нереходятъ въ х \ ,  х'2, . . . ,  то друия пере
мЬнныя , ^2) ?з нереходятъ въ £'2, £'3 (см. 15, 16) и мы имЬемъ:

Ф(А0, А х, • • .;  5' 1, 5’а , • •) =  Л х («о, «I• • • I > ) • ■ )

Таю я функцш называются контраковаргантами.

Бываютъ формы, которым заключаюсь и перемЬнныя х и  х 2, ж 3 , . , .  

и £>> £з • • •; первым преобразуются прямо, а вторыя обратно; при та- 
комъ преобразованш форма имЬетъ свойство инварианта:

Ф (-̂ о> A ] t  j  х i f  х 2 5 1, ? 2 5 • • ) ---Д  Ф (flOi ®1) • • , , *®2> • • • ?11 2̂) • * •) (^4)

такъ напримЬръ форма:
$1 #1 +  2̂#2 +  ^ 3

вовее неизмЬняется, т. е. числовой множитель равенъ единицЬ. Формы 
характера (24) называются эвектантами.

§ 192. Пояснимъ сказанное примерами:

Up. 1.Двоичная форма первой степени:
I

а0х  +  аху  =  0  ; (26)
'  /

представляетъ или точку на прямой, соединяющей основный координатный точки 
а? =  0, у  =  0 или прямую, проходящую черезъ пересЬчеие координатъ х  — 0 , 0.

Очевидно, что эта форма не можетъ пмЬть инвар1анта или ковар1анта, такъ какъ 
она выражаетъ только, что точка или прямая существуютъ.

Лр. 2. ДвЬ двоичным формы первой степени:

а0х  +  аху  =  0  , Ьйх  - j-  == 0  (27)

представляютъ или двЬ точки на прямой х  — 0, у  =  0, или двЬ прямыя, проходящая 
черезъ точку х =  0, у  =  0. Коэфищенты а0, Ъ0, Ь1 могутъ им-Ьть такую, между
собою, зависимость, что точки или ирямыя совпадаютъ. Это будетъ очевидно тогда, 
когда коэфищенты а0, о, пропорщональны коэфищентамъ &р, Ъи т. е. когда:

О (28)
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Мы говоримъ, что эта функщя есть инвар1антъ (27). Въ самомъ деле, если точки 
или лрямыя (27) совпадаютъ, то это совпадете независитъ отъ основныхъ, т. е. 
коордчнатиыхъ точекъ или прямыхъ. Следовательно, если положеше точекъ (27) 
отнесемъ къ какимъ-иибудь другими двумъ точкамъ, какъ основнымъ, то услов1е 
(28) должно быть удовлетворено коэфищентами новыхъ уравнений точекъ (27). Если 
х' =  0, у' =  0 будутъ друпя основныя точки на той-же прямой, то старыя точки вы
разятся уравнешями:

X = ах’ +  (V , у — '(X' 4* Ьу’ (29)

подставляя въ уравнешя (27), найдемъ:

А0х' -)- -А-хУ' =  0 , -}■ — 0 (30)
где:

А  =  <%* +  «Г( > A = «oP  +  «i8  , Д> =  М  +  b»Y , B y  =  4" M
такъ какъ точки (27) после нреобразоватя не нерестаютъ совпадать, то мы должны 
иметь:

или, подставляя вместо А  и Вихъ выражетя, найдемъ:

-̂ ■0 1 *̂ 1 а0я 4- «iY > аоЗ +  ai^ а , Y «0 1

*0 > ^1 Ь0* +  *>iY 5 +  h b Р , ь Ьо 1 1̂
(31)

Следовательно функд1я (28), линейнымъ преобразоватемъ (29), неизменилась, а 
только иршбрела числовой множитель:

« , Y

Р , * .

который называется модулемг преобразоватя.

Следовательно (28) есть инвар1антъ формъ.
V

Пр. 3. Двоичная форма второй степени:

а0х2 4* Zuixy +  а^у2 — 0 (32)

какъ мы видели въ § 172 представляетъ или двЬ точки или две прямыя. Какую 
внутреннюю зависимость могутъ иметь точки (32) между собою и только между со
бою? Очевидно, единственная такая зависимость—это ихъ совпадете. Услов1е этого

V

совпадешя должно выразится связью между коэфищентами формы. Эта функщя 
связи не должна зависить отъ положешя основныхъ точекъ, т. е не должна изме
нятся, когда форма будетъ линейно преобразована подстановлешями:

х — ах' -|- $у' , у  — ух' 4 - Ьу' (33)
• •

Мы знаемъ, что точки (32) еовладутъ, когда существу етъ следующая зависимость 
между коэфищентами:

а0а3 — а2! =  0 (34)

Мы говоримъ, что это инвар1антъ формы (32). Въ самомъ деле, подставивъ (33) 
въ (32), найдемъ:

A * '2 +  2 А * У  +  А У 2 =  0 (35)

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТИЯ. 13
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♦

Ап =  а0«2 +  2й1«у +  а2у2 

A t =  а0а(3 +  «t (ab -f- Ру) +  а2у§

А 2 =  а0Р2 +  2 «х Р5 -f- а2§2

YcioBie совпаден1я точекъ (35) будетъ:

А 0А2 - А \
а

Р

Следовательно функщя (34) въ лпнейномъ преобразованы прюбрЬла только число
вой коэфищентъ. Функщя (34) есть единственный irHBapiaim. формы (32); онъ слу
жить основашемъ всбхъ изследовашй, касающихся формы, во веЬхъ отрасляхъ ана-
ЛИЗЭ/.

I

11р. 4. Двоичныя формы второй стенени:

а0хг +  2ахху  4 - а2у 2 =  0 , Ъ0х 2 -ф- 4 - Ь2у 2 =  0 (36)

представляютъ четыре точки на одной прямой, или четыре ирямыя, проходяпця 
черезъ одну точку. Основныя точки или прямым суть =  0, 0. Эти четыре
точки могутъ быть сопряженно гармоническими н одна точка одной формы можетъ 
совпадать съ одною изъ точекъ другой формы. Зависимость между коэфищентами, 
существующая въ этихъ случаяхъ, не должна зависить отъ линейнаго преобразова
л а ; следовательно эти функцш коэфищентовъ будутъ инвар!анты формъ (36).

Пусть точки или ирямыя формъ будутъ:

х \ у  =  0 X \ zy  =  о

X 12у  =  о  , x — \ iy  =  0
(37)

Х1( Х2, Х3, Х 4 суть корни уравнений (36). Если эти уравнешя (36) представляютъ гар- 
моническШ рядъ или связку, то мы будемъ иметь (§ 146, 14):

X iX 2 —  ^  (X j 4 -  Х 2) (Х 3 +  Х 4) =  О

но:

X .V = -  , Х14-Х* =  -а0V
^а 1 \  1 ^ _____________1 Ы “Г л4 —«о

«ч ч Ь2ъ , — Ъ 
и0 UQ

подставляя, найдемъ:
0i2b2 --  2ахЪх +  а2Ъ0 == 0

V

(38)

После линейнаго преобразовашя, уравнешя' (36) сделаются:

А 0х12 4" ЯА^х'у' +  Л2у'2 =  0 , В 0х'2-\-2В 1я 1 у В 2у 'г — О
/  ‘ -

гдф А  и В  будутъ иметь формы (35) и мы найдемъ:

А 2В2 — 2А1В1 4"
а Y

Р , ь
(а0Ъ2 — 2alb1 - f  а2Ь0)

есть инваргантъ

(39)
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Если одна тонка одной изъ формъ (36) совиадаетъ съ одной изъ точекъ или
ОС

ирямыхт. другой формы, то мы должны имЬть, какъ результатъ исключешя — сле

дующую зависимость между коэфищентами формъ:

(«А — «А)2—4 («(А — «А) (а А  — «А)
эта зависимость есть ипвар1антъ, такт, какъ совпадете точекъ не зависитъ отъ лн- 
нейнаго иреобразовашя.

Уравнеше (§ 178, 85):
X2 ху у2

а2 ■—- ах «о

ъ% - ь х Ь0
представляющее двойныя точки или прямыя инволюцюннаго ряда (31,32) есть, оче

\

видно, KOBapiaHTT..

И въ самомъ деле, после иреобразовашя, найдемъ:

х12 х*у' у'2 х2 ху у 2
« , т

А2 Ах А0 II • Ct2  &Q
Р , 8

Ъ2 Вх В0 Ъ2 — ЬХ 1>Q

\

Изъ этого примера видимъ, какпмъ образомъ, известная связь между точками, пря
мыми, шги вообще кривыми, сопровождается всегда другими функщями тЬсно свя
занными съ данными. Зам'Ьтимъ еще, что ywiosie иараллельности ирямыхъ лишй:

ахх Ьху  +  сг =  0

а2х  +  Ь2у  +  Cg == О
именно:

есть инвар!антъ

«1 Ьг
а2 Ь.

(42)

О

Услоше, что три прямыя пересекаются въ одной точке:

ахх +  Ьгу  +  Ci =  О

именно:

й2х Ъ2у  4“ с2 =  0 (43)
\

а3х  +  Ь3у  +  с3 =  О
' i  ,
\

«1 h Cl \

а0 h =  0 (44)

ъ3 С8 1

или, что три точки лежатъ на одной прямой лиши, есть иивар1антъ.

Услов1е (28) § 177, выражающее, что четыре точки нредставляемыя уравне- 
шемъ 4-ой степени суть гармоничесшя, есть пнвар1антъ, также точно какъ и yeaoeie 
(30) § 177 выражающее, что четыре точки уравнешя 4-ой степени экв1ангармоничны.

Этихъ нрнмйровъ достаточно, чтобы составить ясное поняпе объ ннваргантахъ 
и ковар1антахъ и о той роли, которую они должны играть въ анализ'!.

13*
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Въ настоящее время существуетъ и/Ьлый отдФ.лъ анализа: T e o p ia  формъ, вт> 
которомъ излагаются способы разыскашя ннвар1антовъ формъ, ихъ пиело, зависи
мость между ними; это одна изъ самыхъ интересныхъ и трудиыхъ частей анализа. 
Эта часть анализа обязана своимъ возннкновешемъ аиглШскому математику Булю.

§ 193. Въ этомъ параграфе мы укажемъ на некоторые инвар1анты 
или ковар1анты, которые имЬетъ каждая форма или система формъ.

Если /*(«0, «!, а2, . . . ; х ,у )  двоичная форма некоторой степени, 
Ф (а0, «1, а2, . . . )  ея инвар1антъ, то по свойству инвар1анта мы должны 
иметь:

Ф СЛо, А \ , . . . . )
а у

Р 5

х
. Ф(а0, аи а2, . . . ) (45)

гд'Ь Л 0, A i, Л 2, ---- суть значешя коэфищентовъ щ , а2, ____ , въ кото
рые они переходятъ посл'Ь линейнаго преобразовашя:

х  =  ах' У =  уж’

Если Ф(а0, «I, а2 . , . . .; х ,у )  есть ковар1антъ, то мы им'Ьемъ:

Ф (А0, А \ , А 2, . . . ; х ' , у ')
а У

Р 8
Ф  (̂ '0? 1̂ у  ^ 2 у  • • • ) % у У ' )

(46)

Если форма f(a 0, е д , . . . ; х, у, г) будетъ троичная, то линейное преобра-
Ч

зоваше будетъ:

х  — ^х'Ат  $iy' +  Yi«' > У =  4%' +  Ы  +  , я =  а3х' +  (%' - f  y3g' (47)
a инвар1анты определяются теми же уравнешями (45) и (46).

Пусть fi и f2 будутъ две, кашя-нибудь, двоичныя формы; мы говоримъ, 
что определитель:

J

df\ dfi
дх ’ ду

df2 dfi
дх ’ ду

(48)

который называется функцгоналънымъ или опредгьлителемъ Якоби, всегда 
есть инвар1антъ или ковар1антъ формъ, кашя бы эти формы нибыли.

Пусть F\ и F 2 будутъ формы f\ и после линейнаго преобразо
вашя:

х  =  ax' -f- (V i у =  Чх’-f- Ьу'
Легко видеть, что: 1

dF{ _d fi дх ■ dfxду _  М  а _i_ df\ Y
дх' ' дх ’ дх' д у  ’ дх' дх ду ^

dF2

ду'~

II дх
'ду'

J _Ш  ду -
+  д у[д у '~ = f  » +  f  8дх ду
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точно также найдемъ:

dF2_  dfa д _  g ■ <¥2
дх' дх ’ дх' ду дх дх ду

()F2 =  (te . (̂ 2 g , d/2 &
дх' ду' ду ' ду' дх ду

откуда им'Ьемъ:

дх'

djfa
дх1

\

а но правилу неремножешя определителей, найдемъ:

dF\ dF\ dfi dfa
дх' ’ ду' а , 1 • дх ’ ду

dF2 dF2
•

Р , &
•

dfa dfa
дх' ’ дх ’ ду

а это показываетъ, что определитель Якоби есть инвар1антъ или кова- 
piaHTT.

I

изъ нихъ имеемъ:

I
Р

откуда определитель Якоби будете:

«1 > h

&2 , Ъ2

который, какъ уже известно, есть йнвар1аятъ:
» ,

Пр. 2. Пусть данныя формы будутъ:

fa =  щ х2 +  2ауху  +  а2у 2 fa —  \ х 2 -(- 2Ц ху +  Ь2у 2

t

MitskevichOA
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откуда:
1_ df\
2 дх 

2 дх

1 ()f«о* -J- а\у, —

box -\-Ь\у l_dfi 
2 ду

Ъ\ х  -{- Ъгу

Следовательно определитель Якоби будетъ:

дА dfi
дх ’ ду

дА
дх ’ ду

a Y

Р Ь

(%ох -J— сь\ у а.\ х  -f- а2у

(49)

! ьъ% 4- &i у Ь\ х  +  Ъ2у

а это ковар1антъ формъ, который уже нашли выше (41).

11р. 3. Легко также показать, что функциональный определитель 
трехъ троичныхъ формъ A , f 2, f3 есть также инвархантъ или ковар1антъ:

м .
дх

дА
дх

dfa
дх

? д_А
ду

dh
ду

т
ду

дА
дг

дА
д0

А
дг

(50)

194. Если f  есть двоичная форма, какой бы то нйбыло степени,
то определитель:

Я

дЧ
дх2

дЧ

5
дЧ

дхду

дЧ
ду2

(51)

который называется Гессевскимъ, есть инвар1антъ или ковар1антъ. Если 
возьмемъ производныя по ж и у формы /*, то будемъ иметь две формы,

I

которыхъ определитель Якоби есть ничто иное какъ Гессевскш опреде
литель, следовательно (51) есть инвар1антъ или ковар1антъ формы f.

Up. 1 . Пусть данная форма будетъ:

то будемъ иметь:
f  == а0х

дЧ
дх%

2  ао ,  д Гдх ду 2 ал дЧ
ду2

2 а,

MitskevichOA
Прямоугольник



ГЛАВА X III.— ИШШЧАНТЫ И К0ВАР1АНТЫ ВЪ ГЕОМБТРШ. 199

откуда:
d2f дЧ
дх2 ’ дх ду 2 а0 , 2«1

дЧ дЧ 2а! , 2<t2
\ дх ду д2

4 (а0«2 — )

инвар1антъ, найденный уже выше (34).

Up. 2. Пусть f  будетъ двоичная форма третей степени:

f  =  а0.т3 -f- 3ахх 2у -J- Ъа%ху2 -(- а$уз
то:

(Г-f _
дх2

откуда:

6 (а0х  +  «1 у) дЧ
дх ду 6 («! X 4" ЙОу)

дЧ
д у2

6 ( а.2х  +  astj)

дЧ d2f
дх2 ’

#

дхду
=  36

а0ж -(-dii/

дЧ
дхду

дЧ
ду2

\

+  а%у , ст2 ж 4" йз2/
(52)

есть коваршнтъ.
§ 195. Если f  есть троичная форма, то легко, такимъ же образомъ, 

показать, что ГессевскШ определитель:

г)2/1 d2f d2f
1 дхду' ' dxds

г?2/1 d2f дЧ
дхду ’ % 2 ’ ду

d2f d2f d2f
дх дг 5 dt/d? ’> д*2

(53)

есть иввар1антъ или ковар1антъ формы.
Пр. 1. Пусть f  будетъ троичная форма второй степени:

Г

f  ~  %1#21 2̂2'̂ 22 +  «зз#2з +  2а12ххх2 4" 2апхгхг +  2апх2хг
откуда:

(54)
дН
д х \

d2f

2«ц d2f

2 а

дхгдх2

d2f

2 а дН
12 дххдхг 2 а13

23дх2дхг
Следовательно определитель:

дх2< — 2 а22 }
d2f
д х \ 2%з

Д
«п
а2Х

%2

#22
а

1 1̂3
а23

а<'81 j w32 •> “ 'ЗЗ

есть miBapiauTb. Этотъ. определитель, какъ увидимъ 
коническихъ с'Ьчешяхъ.

ниже, играетъ важную роль въ



2 0 0 ГЛАВА X III .— ИНВАР1АНТЫ И КОВАМАНТЫ ВЪ ГЕОМЕТРШ.

§ 196. Есть еще два инвар1анта или ковар1анта, которые им'Ьетъ 
всякая двоичная форма, или формы, какой бы то ни было степени.

Пусть будутъ две двоичныя формы:
У

/! (а0, Щ, аъ . . ;  ж, у) и f 2 (b0, Ъи  Ъ2, . . . ;  х, у) (56)

Эти две формы, приравненный нулю, представляютъ два ряда точекъ на 
одной прямой лиши или дв’Ь связки, проходящьч черезъ одну точку. Если 
одна изъ точекъ одной формы совмещается съ одной изъ точекъ другой 
формы, то между коэфищентами формъ должна существовать известная 
зависимость, независимо отъ положешя основныхъ точекъ или отъ ли- 
нейнаго преобразовашя. Эту зависимость получаютъ, если между формами

(С(56) исключимъ —. Результата такого исключенia есть фуикщя, целая
У

ращональная, отъ коэфищентовъ а0, ___Очевидно, это бу-
детъ инвар1антъ двухъ формъ.

lip. 1 . Пусть данныя формы будутъ:

fi =  а0х 2 ф- 2а,ху - |-  а2у2 

fi =  Ъ0х 2 ф- 2 -ф

результата исключешя будетъ инвар1антъ:

(а0Ь2 —  а2 Ъ0 ) 2  —  4ф/<Д —  ах&0) (а,Ь2 — а2Ь,) (57)

11р. 2 .
ныя формы:

Если дана двоичная форма f, то пронзводныя ея будутъ также двоич-

*  идх ду

УРезультата исключешя — изъ этихъ формъ будетъ инвар1антъ ироизводныхъ или
ОС

ннвар1антъ начальной формы /', который называется дискриминсштомъ или призтч- 
ной Пусть двоичная форма будетъ:

f  =  а „ х 2  -|_ 2 а х хуф-

д1
дх 2 ( а0х  ф- а ,у ) % д1

ду
2 (а , ж ф- а2у)

результата исключешя х и у будетъ дискриминанта формы:

аО 1 а
а2х

какъ уже видели выше.
Пр. 3. Если форма троичная:

f  ■ &цХj | d22x 22 —I* ®3zX2q*J* ф  2й,^ Д !з ф

MitskevichOA
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• О
ея дискримннантъ получится изъ уравнении

1 df
2 дхх

ldf_
2 дхо

«ll^l “Н 1̂2*̂2 “Ь* «ТЗ̂ З

«21«Ч «22«̂2 “1“ «23̂ 3

=  о 

=  0

I d f
2 дх

а31 « I  +  « 3 2 ^ 2  +  « 3 3 ^ 3  =  03
исключая # 1,# 2, а?3, что даетъ:

« п 1 « 1 2 J « 1 3

Д  = а '21 1 « 2 2 5

со
в

«31 г « 3 2 1 «33

ннвар1антъ уже выше найденный (55).
••

Пр. 4. Дискримннантъ формы:

f  =  ахг -)- 3Ьх2у  +  Sexy2 +  dy3

получится изъ уравнений;

df
дх S(ax2 -(- 2Ьху -(- су2) =  О ду 3 (&#2 2ся1/ -J- <&/2) =  О

исключеше ж, даетъ дискримннантъ двоичной формы третей степени:

/
а , 2& , с , о

о , а , 26 » с

Ь , 2с , d , 0

0 , ъ , 2с , л

=  (ad 6с)2 — 4 (ас — Ъг)(ЬЛ — с2) т

Дискримннантъ есть услспие, что форма имЬетъ равные корни. ЗамЬтимъ, что инва- 
pianrb иди KOBapiaHTb ковар1анта формы иди формъ есть инвар1антъ или ковар1антъ 
начальной формы или формъ.

§ 197. Теперь остается сказать нисколько словъ о числЬ инвар1- 
антовъ двоичныхъ формъ. Мы уже выше сказали, что двоичная форма 
первой степени а0х а\у не имЬетъ инвар1анта, такъ какъ она пред-
ставляетъ или одну точку или одну прямую.

< •

Форма втораго порядка:
I

f  =  а0х2 2 щ х у а 2у2 (59)

им'Ьетъ только одинъ инвар1антъ—этр дискримннантъ:
\

Та, 2 == Яд<?2 —— о>\
Форма третьяго порядка: ■

• к" ■  ) *.

f  —  адж3 -)- 3«i х %у -J- 3а2ху2 -{- о>гУг

( 6 0 )
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имеете также только одинъ инвар!антъ—дискриминанта (58):

1зл =  («о<*з — аха2У — 4 (а0а2 — «21) («1 «3 — й2г) (62)

Что эти две формы им^ютъ по одному инвар1анту, это легко показать 
сл-Ьдующимъ образомъ. Преобразуемъ формы (59) и (61) подетановлешемъ:

ж аж’ +  (У , у =  уж' -+- 8«/'
Эти формы сделаются:

F — A^x '2 +  2 Л 1х'у 1 +

F  =  А 0ж' 8 3.^ ж 'У  ЗА 2х'у '2 -|-

такъ какъ въ коэфищенты А 0, А х, . . .  входятъ четыре совершенно про
извольный величины а, (3, у, 8, то формы f  можно преобразовать въ со
вершенно произвольныя формы F, для этого надобно определить четыре 
величины а, (3, у, 8, въ первомъ случай изъ трехъ уравнешй, а во вто- 
ромъ изъ четырехъ. Следовательно коэфищенты . . .  могутъ быть
выбраны совершенно произвольно, т. е. не существуете никакой зависи
мости между коэфищентами начальныхъ формъ и коэфищентами преоб- 
разованныхъ.

Положимъ теперь, что наши формы имйютъ по два инварианта 
<р, и <р2, следовательно им'Ьемъ, по свойству инвар1антовъ:

N

<f>i (А 0, А \ , А 2) =  pty 1 («о, щ , а2)
•

Ъ (Ао, А и А 2) =  ^ 2 (а0,

для формы втораго порядка (59), и
,  >• .

cpi (^4.oi А\* А%, А$) =  pxcpi ( а 0,  а 2, & з)
■ »<

I,

t

t f z i A o ,  A i ,  А 2, А з )  —  pt>' f 2 (а$, а х, а 2, аз)

для формы третьяго порядка (61).

Возвысимъ первыя изъ этихъ уравненш въ степень р., а вторым въ 
степень X и разделяя результаты, найдемъ:

Ф(Ао, A \i А 2) — Ф(ао, а\ , а2)

Ф(Ао, A i, А2, Аз) =  Фоу, 3)
• • '  • • "  , . .  \

т. ё. мы бы имели зависимость между совершенно произвольными коэфи- 
щентими а^, <ij, а2, . . .  и A q, А х, А 2 • . .  <



Форма четвертаго порядка имЪетъ пять коэфищентовъ, следовательно, 
исключая четыре величины а, 3, у, 6 изъ пяти уравнешй, мы найдемъ 
зависимость между а и А  такого рода:

0\(fl 0) < *1 ) ) й 3) ал)==Ф\(Ао, A j ,  Agt A3 , Ai) ( 6 3 )

следовательно форма четвертаго порядка должна иметь два основные инва- 
piaHTa. Форма пятаго порядка им'Ьетъ ихъ три, а форма шестаго порядка— 
четыре. Всякая форма им^етъ безчисленное множество инвар1антовъ, но 
все они суть функцш основныхъ. Такъ напр. всякая степень инвар1анта 
афг — а2, есть инвар1антъ формы втораго порядка. Инвар1анты свойства (63) 
называются абсолютными инвариантами формы, такъ какъ эти функцш 
вовсе неизм'Ьняются линейнымъ преобразовашемъ.

ГЛАВА X IV .— КРИВЫЯ ВТОРАГО ПОРЯДКА И ВТОРАГО КЛАССА. 2 0 3

t

Г Л А В А  XIV.

Кривыя втораго порядка и втораго класса.

§ 198. Въ начал'Ь настоящаго сочинешя мы уже познакомились съ 
четырьмя кривыми: кругомъ, эллипсомъ, гиперболой и параболой. ВсЬ эти

. . 4“ * ’ ,

кривыя выражаются уравнешями второй степени и были уже известны 
древнимъ геометрамъ; кривыя эти носили у нихъ назваше 
сгьченш, такъ какъ все онгЬ получаются перес’Ьченгемъ конуса плоскостью 
въ извЬстномъ направленш. Въ настоящей глав!* мы изсл'Ьдуемъ геомет- 
ричесшя места, представляемыя общимъ уравнешемъ второй степени между
координатами, и покажемъ, что такимъ уравнешемъ выражаются только 
четыре коничесшя сечешя, названныя выше, кругъ, эллипсъ, гипербола, 
парабола, и две прямыя.

Самое общее уравнеше второй степени между двумя переменными 
координатами им'Ьетъ форму:

А х 2 - \ - 2 B x y Су2 2 D x 2Е у-{-F — 0- (1)
*

*

Это уравнеше, какъ видимъ, содержитъ шесть числовыхъ коэфищентовъ, 
отъ которыхъ зависитъ, какъ ниже увидим ь, родъ коническаго сЬчешя.
Такъ какъ на одинъ изъ коэфищентовъ можно все члены, или лучше\
сказать всгЬ коэфищенты, разделить, то числовыхъ коэфищентовъ будетъ 
только пять. Следовательно одинъ изъ коэфищентовъ въ уравненш (1), 
не нарушая общности, можетъ быть сд'Ьланъ равнымъ единице,
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199. Чтобы паши изслЬдовашя были самаго общаго характера,
мы^&тнесемъ положеше кривой къ координатному треугольнику, котораго 
уравнешя сторонъ, въ девартовыхъ коордииатахъ, пусть будутъ:

Щ X - г  h  у4 - с, =  о

а2х  4~ Ь2у —|— === 0 (2)

«зх 4~ 4“ <?3 — О

Трилинейныя координаты, какой-нибудь, точки хх, х2, х3, будутъ (§ 182):

■ рХ2 =  0,2Х ”1“ Ъ2у  -j- с2 (3) 

рх3 =  а3а -j- +  с3

а декартовы, выраженныя въ трилинейныхъ, будутъ (§ 182);

А ххх А 2х 2 А 3х 3 __В ххх ~ В 2х2~\~ B 3xs
С[ хх 4~ С2х2 4~ С3х 3 С\Х\ ~\~ С2х2 -j- С3хз

Значеше коэфид!ентовъ А , В, С известно (§ 181):

Если эти выражешя для хи уподставимъ въ уравнеше (1), то опо 
послЬ всЬхъ приведешй получитъ следующую однородную форму:

f аххх \ а22х 22 -J- а33ж2з 4~ 2«| 2ххх 2 - |- 2«i3х хх 3 -(- — 0 (5)

ДальнМпйя изсл'Ъдовашя покажутъ выгоду писать коэфищенты въ 
уравненш съ двойными индексамиПравило для нихъ есть следующее: 
коэфид1ентъ у XiXk всегда « а  -

/Прежде ч'Ьмъ приступимъ къ изсл'Ьдовашю свойствъ коническихъ 
сЬченш покажемъ некоторый зам'Ьчательныя свойства функцш (5) или 
троичной формы втораго порядка (§ 190). Функцш (5) можно написать 
въ следующей формЬ:

f  —  («| 1 Х\ -f- о,\ 2х 2 -j- ci\ 3%) Х\ 4~ (di %хх ~I-  а 22х 2 -)- а 23Хз) х 2 4~

4“ {й\ 3Х\ -j- а23х 2 -|- «зз%) .%.

Если теперь зам'Ьтимъ, что:

1 д1  =  
2 дх2

а2Х Х\ -f- а22х 2 4" «23%

*

1 d f
2 дх3

=  «31 х \ 4 “ а 32х 2 4~ « 3 3%

( 7 )
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(ац — аы), то уравнеше (5) или (6) приметь форму:

Мы увидимъ ниже, что всЬ изсл'Ьдбвашя свойствъ кривыхъ втораго по
рядка, основаны на различныхъ значешяхъ, которыя можно придавать 
форм'Ь (8).

Функцш (5) можетъ быть написана въ следующей простой симво
лической форм'Ь:

f — (ах х, +  а2х 2 +  а3х 3) 2 (9)

если условимся, послЬ возвышешя въ степень, замЬщать коэфищентъ 
акт черезъ а*,*; такъ, наприм'Ъръ, а \ = а хах замещается черезъ ап , аха2 

замЬщается черезъ ах2 и т. д.

ЗамЬтимъ еще одно изъ весьма важныхъ свойствъ выражетя (9). 
Это свойство заключается въ слЬдующемъ:

т. е. что. эта функщя не изменяется, заменяя одне переменныя хх, х2, х3 

другими ух, у у 3. Это свойство легко проверить подстановлешемъ въ 
(10) выраженШ (7) вместо:

df—  и — дх ду

200. Если въ тождесйахъ (7) положимъ:

1 df_
2 дхх

то оне сделаются:
& \ j Х \ —)— 0/\

S 1

Й21 *®1 “Ь Л33Х

а зх х х -f- ci32x 2

откуда, решая эти уравнешя относительно , найдемъ:

■^n^i ~\~А2Х%2 +

Л-12%х -f- A 22fe2 -f- Ма \3

A i£ i +  A 23k2 М33?

(И )

(1 2 )
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Если первое изъ уравненш (12) помножимъ на Х\, второе на ж2) третее 
на х-ь и сложимъ, то будемъ имгЬть:

f  (х) =  <з(§, Х\ +  +  %3х3) (14)

Помножимъ точно также первое изъ уравненШ (13) на ^ , второе на 
третее на и складывая, найдемъ ( А ц  =  A t , i ) :

■̂ 11 ̂ 21 4 “ ^22^22 4 “ -4зз£23 4~  2 -̂12^1 ̂ 2 4 “ 2 -̂13 1̂ ̂ 3 4 “

р (^ 1  4 -  ^2*2 4 -  5з®8)

Означая первую часть этого уравнешя черезъ f'ik), найдемъ:

(15)

f  (5) =  9 (5i 4- %2%2 4- 5з®з) (16)

Изъ уравненш (14) и (16), найдемъ:

f { x ) = Q- m (17)

зъ уравнешй (13) и (15), им'Ьемъ:

1 d
2<& 9Х\ 5

1д£_
2 д£2 9^2

l d f
’ 2 д%2 рх3 (18)

Изъ выраженш (11) и (18) видимъ, что функцш f ix )  и f ’(%) переходятъ 
одна въ другую подстановлешями совершенно подобными, поэтому оп4 
называются взаимными фунщгями.

Если къ уравнешямъ (12) нрисовокупимъ уравнеше (8), которое въ 
силу положенШ (11) можно написать въ форий:

<&\Х\ 4~ <%2%2 4- — fix )  (19)

то изъ четырехъ уравнешй (12) и (19), исключая хх, х2, х 3, 1, найдемъ:

«11 «12 «13 — 0̂ 1

«21 «22 «23 ---6̂ 2

«31 «32 «33 — б£з

»5> 0̂ 3 --  f ix )

/

=а= О
• . р

(20)

MitskevichOA
Прямоугольник
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или:

откуда:

f i x)

Д f  0*0 4 “

«п #12 «13 <*5l

Й21 #22 «23 0̂ 2

«31 #32 «33 <??3

б 1̂ <г|2 <*5з 0

#11 «12 #13 ?1

а2 «21 #22 #23 5а
Д #31 #32 #33 £з

Si 2̂ §3 0

о

о

(2 1 )

где Д  есть известный определитель или инвар!антъ функцш (5) § 195, 55.

Если къ уравнешямъ (13) присовокупили, уравнеше:

дГ d f df
т )  -  + + ^  м

(22)

которое въ силу-положешй (18) можно написать въ форме:

ptfî i +  =  Г(5) (23)

то изъ четырехъ уравненШ (13) и (22) найдемъ, какъ выше

откуда:

т

Да Д 2 ) Дз 5 ' p̂ i
Д 1 > Д 2 > -̂ 23 5 рж2

\ =  0
-4з1 9 Дз > Дз 5 ■— Р̂з •

P«i , Р*2 , Р*8 . “
N

-  А5) \

\

•

Да > А 2 > Дз , Щ

Р2 Д 1 ' > 2̂2 1 Дз
1

, .*%

д' -̂-31 . Д 2 , -4зз , а?з
a?i 9 #2 j XS , о

(24)

где Д ' есть взаимный 
зависимостью Д ' =  Д 2.

Д  и связанъ съ
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Элементы определителя:

Л

Д п > -Л -1 2  ? Д  3

i

- 4 a i
\

» ^ 2 2  >

со<м

%
«

1

- ^ 3 1

•

» - ^ 3 2  ) - ^ 3 3

( 2 5 )

выражаются въ элементахъ определителя Д , следующимъ образомъ:

А и  =— «22«33
п 2  
«  23 А  2 2 -

у

=  А 3 2  =— «1 2«13 " ~  «11 «23

Л - 2 2 «11 «33

СО
С<Г1 Д  3 - — А 3 1  =— « |2 « 1 3 «22«13

Д з  =— « ц « 2 2
п 2  а 1 2

...
.. 

•

> to II= A 2i = -  «13«23

1

« 3 3 « 1 2

(26)

Если коэфищенты пропорщональности и р въ уравнешяхъ (21) и (24), 
внесемъ въ переменныя, то найдемъ:

f(x )
1
Д

«11 «12 «13 Si ]
<
•

•

Д  1 А\2 ■̂■13 х\

«21 «22 «23 2̂
9- ]

, \ т = •
1
Д 1

■̂21 А 22 ■̂■23 Х2

«31 «32 «33 £з \ 3̂1 -̂ •32 СОсо* хь

$1 2̂ £з 0
V

хг %2 #3 0

(27)

Изъ этихъ выражешй ясно видна взаимность между функщями и f '.
201. Если положимъ:

I f
2

2

и соответственно:

\_дЦ
2 дк|1

1 df_
2 дЪ

6Ti I K
2 ду2

IK
2 dz2

№
1 df
2

1 d
2 dfca

&2
i

i
РУ2

pig

? 1  к

2 дуг

IK-.
2 dz

5

1 C
2 <fr]g

1 C
2 ^ 3

P«/3

P̂ S

(28)

( 2 9 )

то легко найти, исходя изъ выражешя:

% 2 I %3
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что:
. df , df ,

? I ^137Г H  з,t  H~% 1 дъa frfii 2 б)?) (30)

или, внося коэфищенты иропорцюнальности р и въ перемЬнныя:

/  § 202. Мы видЬли, чтд уравнеше второй степени (б) заключаешь 
п числовыхъ коэфищентовъ, относительно которыхъ уравнеше имеешь 
линейную форму, слЬдовательно, если будетъ дана точка координатами, 
черезъ которую должна проходить кривая (5), то эти координаты должны 
удовлетворять уравнеше (5), подставивъ ихъ въ это уравнеше мы будемъ 
им'Ьть одно линейное уравнеше между пятью коэфищентами. Если кривая 
должна проходить, напримЬръ, черезъ точку ух у2 уз, то мы должны 
им'Ьть:

f i y \  УзУ&) =  a 11 у \  +  + «зз2/2з +  2«i 2ух у2-f-2«i зУ\Уз +  ^ш У Р Н = 0  (3 1 )

СлЬдовательно, если даны пять точекъ, черезъ которыя должна проходить 
кривая, то мы будемъ имЬть пять линейныхъ уравнешй, подобныхъ урав
ненш (1), изъ которыхъ можно опредЬлить всЬ пять коэфищентовъ. От- 
сюда вытекаешь слЬдующее предложеше:

\ '  NЧ

Предложенье. Черезъ пять, произвольно выбранныхъ, точекъ въ од
ной плоскости можно провести одну только кривую втораго порядка и 
эта кривая пятью точками вполнЬ опредЬляется во всЬхъ ея частяхъ.

Кривую втораго порядка или степени мы будемъ всегда называть
коническит аъчетемъ.

-v  >

§ 203. Пять точекъ, опредЬляюшдя коническое сЬчеше, могутъ быть 
такъ сгруппированы, что кривая будетъ состоять изъ пары прямыхъ 
линш.

Чтобы это показать, пусть пять точекъ, опредЬляюшря коническое 
сЬчеше, будутъ: '

(У\ Уз У г) , (Л %з *»У. («I % Щ) , («I v2 v3) , (щ iv2 wz) (32)
V

такъ какъ черезъ эти точки должно проходить коническое сЬчеше, то 
эти координаты должны удовлетворять уравненш (5), слЬдовательно под- 
становлеше ихъ въ это уравнеше даетъ пять уравненШ подобныхъ урав-

АЕАШТИЧЕСЕДЯ ГЕОМЕТР1Я. 14
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ненпо (31). Исключая изъ этихъ пяти уравненш и шестаго (5) коэфи- 
щенты a,,it, найдемъ уравнеше кривой въ форме определителя:

• f  (хл х2 а ; 8 )  =

х \ Х 22 х гг ХХХ2 xxx3 x2x3

у \ У% У1 з У\У* У\Уг 2/22/3

Л **2 * 2 з *1 * 2 *1*8 *2*3

и \ и \ tl[ U 2 «2«3

v \ V22 v23 VjV2 V\V3 V 2 V

9W* 1 W\ IV2 w xw 3 w 2w 3

(33)

Легко видеть, .что этотъ определитель обращается вт» нуль, если пере
менный координаты х х х2 х3 равны координатамъ одной изъ пяти дан-

\
ныхъ точекъ.

Пусть последняя три. изъ пяти данныхъ точекъ (32) будутъ нахо
дится на одной прямой лиши, коей уравнеше есть:

%

U =  (lxi -|- Ъх2 -(- схз =  О

такъ какъ точки (гц щ  и3) , {vxv2 , w2 щ )  находятся, по усло- 
Biro, на этой прямой, то мы должны иметь:

U3 =  ащ +  Ъщ +  сщ =  0 , и± =  аь\ -f- bv2 -J- О,

Ub —  aw\ +  bw2 +  civo =  0
✓

Умножимъ первую колонну определителя (33) на а придадимъ къ ней
•  *4 )

четвертую и пятую колонны, умноживъ сначала первую изъ нихъ на Ъ, а 
вторую на с. Означимъ сверхъ того:

Щ\ +  ^ з =  U\ ; az\ +  Ъг3 -j- cz3
V

и\

Такая операщя даетъ следующее:

x J J X22 x \ x xx 2 x 2x z

ofiPh Ух *i) =
У\ U\ ■ y \ y \ 2/12/2 2/1 2 / 3 y-iVi

W \ TJ{ w \ wxw2 wxw$ W 2W 3

О (35)

Въ этомъ посл'Ьднемъ определителе умножимъ вторую колонну на & и 
придадимъ къ ней последнюю и четвертую, умноживъ сначала первую
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на с, а вторую на а. Наконецъ умножимъ третюю колонну на с и при- 
дадимъ къ ней предпоследнюю и четвертую, умноживъ сначала первую 
на а, а вторую на Ь. Такимъ образомъ получимъ определитель:

abc f  (хх %2 хз)

XiU х2и  xzU

Ух U, у3 TJ] у3 XJx

8\ U 2 0 2

щ U3 u2 TJ3 щ JJ3

vi Ui v2Ui v3XJi

Xj x 2 xx x

У1У2 2/12/3 2/22/3 

0X 02 0\ 03 8%0з
l l x  l l 2  W] U  3 X l 2 l l 3

VX Vo Vi V3 VoV3

0 (36)

V

wi w2 XI3 w3 U5 ; W1W2 W1 W3 w2iv3

Этотъ определите ль разделенъ на четыре квадрата и такъ какъ, по усло
вию, три данныя точки лежатъ на прямой Т1= 0, то мы имеемъ U3 =  О, 
Ui — О, U5 =  0, следовательно все элементы, внизу на лево стоящаго квад
рата, равны нулю; а потому, по свойству определителей, определитель (36) 
распадается на произведете:

abcf(xix2x3)

хх U x2U x3U

У\ Ui у2 TJi у3 TJX

0i U2 02 U2 03 С7о
или:

il\ U2 Щ 'М'З '̂М'З

ViV2 VxVb V2Vz

WXW2 WXW$ lV2lVz

0 (37)

1̂ #2 Щ  М 2  Щ  U 2 U 2

abc f(x i х2 х3) —  T J T J i  U2 У\ Уг у3
\

•

»

V x  V2 V i  V 3  V 2 V 3

•

С
О

*
*

W i  W 2  W 1 W 3  W 2 W 3

0 (38)

Изъ этого последняго уравнещя видимъ, что f  (ж, х2 х3) —  0 распадается 
на два линейные множителя:

TJ— axi -(- Ьх2 -f- сх3 =  о ,

Xi x2 x3

У\ У2 Уз

8\ z2 83

О

первый есть прямая, на которой находятся три точки 
(щ щ щ) , (vi v2 v3) , (101 w2 щ )} а второй есть прямая, проходящая 
черезъ остальныя две точки {ух уа у ^  и ^  ^  ц зъ этого вытекаетъ 
следующее предложеше:

Предложеше» Если изъ пяти данныхъ точекъ, определяющихъ
ническое I •*- ~  — .*•*'* -  - _, ,

ко-
, три лежатъ да одной прямой , то коническое

**■ • ••л?*-*'.' '•■Ч

U*
Ч ‘
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чеше обращается въ пару прямыхъ лиши. Какимъ же услов1емъ связаны 
коэфищенты уравнешя (5), когда оно распадается на два линейные, ра- 
щональпые, множителя?

Если уравнеше (5) распадается на два линейные множителя, то его
«

форма будетъ:
f  =

где и и v суть линейныя функцш относительно перем'Ьнеыхъ хл х2 х3. 

Изъ этого уравнешя им'Ьемъ:

df
- \-v

du
в

дху ~ U d x  у

d f dv
- \- v

du
9

дх2 0*н'“ОII
dx.2

vs СО 
^ II dv

= U т *  

0XZ v

du 
dx з

Если въ эти уравнешя подставимъ координаты точки перес'Ьчешя пря
мыхъ:

и —  О и « =  0
то будемъ им'Ьть:

К  =  о Ж  =  о ■ С  =  о
д х , ’ дхг ’ дх.

Если изз этихъ уравненш исключимъ хх х3, то найдемъ следующую 
зависимость между коэфищентами уравнешя (5):

«п a\2 «13

Д = «21 ^22 «23 =  0 (39)

«31 %2 «33

для симметрш мы писали вместо а*,,• , а,-,* и впредь будемъ предполагать, 
что а*,. = ,сц * .’

§ 204. Дв'Ь кривыя лиши, выраженный уравнешями въ декартовыхъ 
Координатахъ пересЬкаются въ тЬхъ точкахъ, коихъ координаты удовлет
воряю т оба уравнешя. Следовательно число точекъ пересечешя кривыхъ 
лишй будетъ равно числу паръ координата, удовлетворяющихъ оба урав- 
нен1я кривыхъ. Если одна изъ кривыхъ есть коническое с'Ьчеше, а дру-

у

гая есть прямая лишя, то определись изъ посл'Ьдняго у, если подста
вимъ въ уравнеше коническаго сЬчешя, то получимъ квадратное урав-
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неше относительно х. Двумъ корнямъ хх, этаго уравнешя будугъ соот
ветствовать две ординаты ух и уъ следовательно прямая лишя пересе- 
каетъ коническое сечеше въ двухъ точкахъ.

Легко найти уравнешя этихъ точекъ. Пусть:

f  {х\ х2 х3) =  О , ахX 4 -  Ъх2 4- сх3 —  О
ч

будутъ уравнешя коническаго сечешя и прямой. Если означимъ черезъ 
Ух У-2 Уз координаты одной изъ точекъ пересечешя коническаго сечешя

4.*

съ прямою, то уравнеше этой точки будетъ:

I У\Ь\ +  У 2̂ 2

Такъ какъ координаты (ух у2 у3) должны удовлетворять уравнешя (40) 
и (41), то исключая эти величины изъ уравненш (40) и (41), найдемъ:

Ж з  — с%2 , с%х— а%3, (42)

Это уравнеше представляетъ пару точекъ, такъ какъ легко видеть ст 
помощью критер1ума (39), что оно распадается на два линейные множи
теля относительно линейныхъ координатъ ^  q2 £з-

§ 205. Остается решить вопросъ относительно числа точекъ пере- 
сечешя двухъ коническихъ сечешй.

Пусть уравнешя коническихъ сечешй въ трилинейныхъ координа-
тахъ оудутъ: orп °'<4з

f= d x x x \  4- а33х 23 -f- 2а12ХхХ2 +  2ахЗххх3 4 - 2а23х2х3 —  О

fx =  Ъи х \  +  Ъ22х \ - \ - Ь 33х% - f  2Ъх2ххх2 +  2Ъ{3ХхХ3 -f- 2Ъ23х2х3 =  О
(43)

Эти уравнешя можно написать въ форле:

f — а0х2з  +  агх3 4 - а2 =  О

/ 1  =  Ъ0х\- f -  з  - ( -  =  О

где а0 и Ъ0не заключаютъ ни хх ни х2, а\ и Ъх суть функцш первой 
степени относительно хх и х2, а2 и Ъ2 суть функцш второй степени от
носительно техъ-же переменныхъ. -

Если изъ этихъ уравненШ определимъ х \  и х3, то найдемъ:

2 _  2̂ — ®2̂ 1 __Ь3а2 №о&2
''Х 8 афх — «1 &о Х% aoh — «1 Ьо

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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откуда:

или:

«1&2--  а2Ъх __ /$0^2 -  а2ЬЛ2
ахЬ0 \а<А ь0)

(а0Ъх щ Ъ0) («1Ъ2 - -  афх) - -  (а0Ъ3 «2Ь0)2 ( 4 4 )

уравнеше, очевидно, однородное четвертой степени относительно хл и х2, 
слЬдовательно разлагается на четыре линейные множителя:

#1---OLx%2 =  О %\ — a2«2 =  О а?! — —  О хх — а4ж2 — О

которые представляютъ прямыя, соединяющая вершину =  0 , х2 =  0 
координатнаго треугольника съ точками пересЬчешя данныхъ коничес- 
кихъ сЬченш. Откуда вытекаетъ следующее предложеше: два коничесшя 
сЬчешя пересЬкаются всегда въ четырехъ точкахъ.

\
206. Четыре данныя точки не вполнЬ опредЬляютъ коническое 

сЬчете. Возьмемъ два коническихъ сЬчешя:

А (х\ х 2х 2) —  О А (Ж1 £2ж3) =  0 (45)

которыя, какъ мы выше видЬли,* пересЬкаются въ четырехъ точкахъ. 
Если возьмемъ уравнеше:

А (хх ж2ж3) — Xf2 х2х 3) =  О (46)

гдЬ X есть неопредЬленный коэфищентъ, то это уравнеше представляетъ 
цЬлый рядъ коническихъ сЬченш, проходящихъ черезъ четыре точки 
пересЬчешя кривыхъ (45), такъ какъ координаты этихъ четырехъ точекъ, 
удовлетворяя уравнешя (45) удовлетворяютъ и уравнеше (46). Давая 
коэфищенту X всевозможный значешя, мы получимъ цЬлый рядъ кони- 
ческихъ сЬчешй, который мы будемъ называть связкой коническихъ спчети,

, i

проходящихъ черезъ четыре точки, подобно тому, какъ мы назвали связ-
%

кой прямыхъ, прямыя проходяпця черезъ одну точку.

Легко видЬтъ изъ уравнешя (46), что черезъ каждую, произвольно 
взятую, точку на плоскости проходитъ одно изъ коническихъ сЬчешй 
связки (46). Въ самомъ дЬлЬ, пусть ух у2 уг будетъ, какая-нибудь, про
извольно взятая точка. Если коническое сЬчеше'(46) должно проходить 
черезъ эту точку, то ея координаты должны удовлетворять уравненш 
(46), слЬдовательно найдемъ:

А (У 1У2Уз) —  Чг) 0



ГЛАВА X IV .— КРИВЫЯ ВТОРАГО ПОРЯДКА И ВТОРАГО КЛАССА. 2 1 5

откуда:
х й (У\УчУ з)

U (У

подставляя въ (46), найдемъ:

/2 (У\У2Уз) fi (А Ж2ж3) — /i (у\У2Уз)и г̂л х2х,0) =  О

уравнеше коническаго с'Ьчещя, проходящаго черезъ четыре точки пере- 
сЬчешя fi =  0 и /2 =  О и черезъ пятую точку ^ з ) -

V
V .

*

Перес4чен!е коническаго с4чен!я съ прямою. Поляры и касательный.

v-§ 207. Первая задача, piuieme которой служить ключемъ къ из- 
сл^довашю свойствъ коническихъ сеченШ или кривыхъ, есть следующая, 
которую мы уже решили въ § 204, а здесь мы ее изсл4>дуемъ подробно.

Задача. Определить точки пересечешя коническаго с'Ьчетя съ пря
мою, проходящею черезъ две данныя точки (ух у2у2), (а  z2A )?

Pmuenie. Координаты, какой-нибудь, точки па прямой, проходящей 
черезъ точки (уху2Уз\ (ААА) выражаются уравнешями (§ 187, 17):

?х\ — У\ +  > 9х2 =  y2Jr  -̂-2 1 Р^з =  2/з +  Х#3 (47)

Если Х\ х2х2суть координаты точекъ перес'Ьчешя прямой (47) съ кониче-
скимъ с/Ьчешемъ:

•У

а%х§)2 =  0 (48)
\

то оне должны удовлетворять уравнеше (48), следовательно мы должны 
иметь:

{«1 У\ +  «2У2 +  «зУз +  +  «2̂ 2 +  «з^з) }2 =  0 (49)
или:

♦

(а\ У\ +  (НУч Т  «з2/з)2 +  21 Ц  ух +  а2у2 +  агуг) (ах zx -f- a2z2 -f- a2z3) -f-

+  12(а!^1-|- а2̂ 2 +  «з^з)2 =  О
или:

йХ2 -f- 2фХ -j- Р  =  О (50)
где:

В  —  (й! Z\ +  a2z2 +  (Н А)2 , Р  =  («! ух -|- а2у2 +  а3уг)2

Q ~  (а\У\ +  «2«/2 +  азУз) («1A - f  a2z2 +  azz2)

Если развернвмъ эти уравнещя съ ушшями сказанными въ § 199, то
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найдемъ, что Rи Рсуть ничто иное какъ уравнеше коническаго сгЬче- 
шя, въ которое подставлены координаты (у\у2у3), а:

или

Если р'Ьшимъ уравнеше (50), найдемъ для X двЬ величины:

Q + V q2- P R
В

- Q - V q2 —  P R
R

СлЬдовательно прямая, проходящая черезъ точки (2/12/22/3)-. (^1̂ 2%)) пере- 
сбкаетъ коническое еЬчеше въ двухъ точкахъ, дМствительныхъ или мни- 
мыхъ, коихъ выражешя получатся изъ (47), подставляя вместо X его зна- 
чешя (52):

Ry1- ( Q - V Q 2- R P ) 0l рх't— Ryx— iQ + V  Q2—RP)gx

Р% Ry2- ( Q — V  Q2- R P )0 2 px'2= R y 2— (Q + V Q Z -R P )22 (53)

px3= В уз— (Q— V  —
*

px'3= R y 3— (Q-\- V  Q2—RP)g

гдгЬ общш знаменатель R  внесенъ въ коэфищентъ пропорщональности р.

Такимъ образомъ на данной прямой мы будемъ им^ть четыре точки: 
(УхУчУг), (g\ Нгъ) и двЬ точки данныя предъидущими выражешями, т. е. 
точки перееЬчешя коническаго сйчешя съ прямою.

Ангармоническое отношеше этихъ четырехъ точекъ будетъ

Ь- или Ъ -, если ихъ означимъ черезъ ал и а2, т. е.: 
а2 *1

или

«I
X
X,
1 а Х2

*1
откуда:

а 1 - +  а 2 XiX2 а 1®2 =  1

Такъ какъ Xj и Х2 суть корни уравнешя (50), то им4емъ:
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Им'Ья сумму коли чествъ  а х и а 2 и и х ъ  п р о и зв е д е т е  составим ъ квадратное 

у р авн еш е, коего  коли чества  эти  суть корни , именно:

или:
(1 +  а )2 P R —  4 ()2а  =  0

корни  этого у р авн ен ш  дадутъ  непосредственно ангарм оническое отнош еш е 

ч еты р ех ъ  то ч ек ъ  (ухУзУз) , (s\% ?3) и то ч ек ъ  (53).

§ 208. Е сл и  въ  у р авн ен ш  (54) мы ф иксируем ъ одну и зъ  то ч екъ , 

наприм 'Ьръ (j/i у 2у з \  дадим ъ оп ределен н ое числовое значение ан гарм он и 

ческому OTHOuieHiro а  и будемъ в р ащ ать  секу щ у ю , вы бирая н а  ней , во 

всЬ х ъ  ея  п о л о ж еш ях ъ , такую  точку  ( ^ 0203), чтобы  она удовлетворяла 

у р ав н ен ш  (54), то мы получим ъ геом етрическое м есто точекъ , к о и х ъ  а н 

гарм оническое отнош еш е съ  точкою  и двум я точкам и  перес'Ь-

ч еш я  сй к у щ и х ъ  съ коническим ъ сР чеш ем ъ  (4 8 ), имгЬетъ  данное о п р ед е-
t

ленное числовое зн ачеш е. Т а к ъ  к а к ъ  у р авн еш е (54), относительно гх 
второй степени, то это геом етрическое м есто  есть так ж е  коническое егь- 
ченге.

Д а в а я  а  разли чн ы я зн а ч е ш я  получим ъ систему к о н и ч еск и х ъ  сЬ че- 

ш й  относительно точки  (у \у2уз)- И зм е н я я  полож еш е точки  на

плоскости получим ъ такую -ж е систему кон и чески хъ  с е ч е ш й  д л я  к а ж 

дой точки  плоскости.

О собеннаго вн и м аш я заслуж и ваю сь, относительно каж дой  точки  

плоскости, т4> и зъ  системы к о н и ч еск и х ъ  сгЬ чеш й, д л я  которы хъ  ангарм о
н и ческое отн ош еш е а  =  1 и а —  —  1 .

1 . П олож им ъ а  =  1 , то у р авн еш е (54 ) сд ел ается :

P E — Q^ =  0 (55 )

Р азсм атр и вая  в ы р аж еш я  (53) мы видим ъ, что при условш  (55) точки  Пе
р е с е  ч еш я  прям ой съ  коническим ъ  с'Ьчеш емъ совпадаю тъ , т. е. п р ям ая  

п р о х о д я щ ая  черезъ  точки  (ухУ^Уз) и  ( ^ ^ з )  к асается  кони ческаго  еЬ- 
ч еш я . С ледовательно  точка  (zx 02,?3) м ож етъ  н ах о д и тся  только н а  этой 

прям ой. И  дей стви тельн о , если к ъ  уравнение (55 ) прилож им ь критер1умъ 

§ 203, 39, то увидим ъ, что это уравнеш е, второй степени  относительно 

;?! Z3Z3, р азл агается  на два  ли ней ны е м нож ителя, т. е. п р ед ставл яетъ  

то тъ  случай , в ъ  котором ъ коническое с е ч е т е  р асп адается  н а  два  ли н ей - 

ны е м нож ителя (§ 203). С ледовательно  у р авн еш е (55 ) п р ед ставл яетъ  д в е  

касательн ы й , проведенны я к ъ  коническом у сеч еш ю  черезъ  точку  (ух узуз). 
Н и ж е мы ещ е возвратим ся к ъ  этому у р ав н ен ш .
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2. Несравненно важнее, для изсл'Ьдовашя свойствъ коническаго сЬ- 
четя , тотъ случай, въ которомъ а —  — 1.

Если л —  — 1, то уравнеше (55) делается:

т. е.
Q2 —  О или Q —  О

или

(56)

(57)

Ч

Следовательно геометрическое место точекъ есть прямая лишя,
такъ какъ уравнеше (57) есть линейная фунгаця относительно перемен-

f

ныхъ Z\Z2Zz. Но при а =  — 1 четыре точки (у\у2уя) , {zxz2z3) и две 
точки пересЬчешя прямой, проходящей черезъ точку (у\у2у3), съ кони- 
ческимъ сечешемъ, суть гармоничесгая. Следовательно прямая (57) есть 
геометрическое место гармоническихъ точекъ къ тремъ точкамъ: {у\у2у3) 
и къ двумъ точкамъ пересечешя прямой, проходящей черезъ точку 
(у\у2у3), съ коническимъ сечешемъ.

Эта прямая, играющая самую важную роль въ изследованш свойствъ 
коническихъ сеченш, носитъ назваше поляры точки (у\у2у3), относительно 
коническаго сечешя, а точка (у\у2уг) называется ея полюсомъ.

Точки, коихъ координаты удовлетворяютъ уравненно (57) называются 
гармоническими полюсами.

Изъ этого видимъ, что всякая , проведенная черезъ ,
пересекаясь съ коническимъ сеченгемъ и , даетъ четыре
чесмя точки: полюсъ и три точки пересечешя ея съ коническимъ сече
шемъ и полярой.

Некоторый прямыя, проходяшдя черезъ полюсъ встречаюсь кони
ческое с Ьчете въ двухъ мнимыхъ сопряженныхъ точкахъ, а какъ тага я 
точки имеютъ всегда пару действительныхъ гармонически сопряженныхъ 
точекъ, то предъидущее предложеше не шрестаетъ существовать и въ 
томъ случае, когда прямая, проходящая черезъ точку {у\у2уг), не встре-
чаетъ коническое сечете.

&
§ 209. Изъ свойства функщи Q или уравнения поляры точки {у\у2Уъ)'-

что она неизменяется замещешемъ у-овъ гг-ами и обратно (§199, 10) непо 
средственно. вытекаютъ следующая предложешя:
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Предложете 1. Если точка (у\у2Уг) находится на поляре точки 
(А ^зХ  то поляра точки (а ^ з) проходитъ черезъ точку (у\у%уз).

Предложете 2 . Если точка (z} z2zis) скользить по поляре точки 
(2/12/22/3)1 то поляра точки (ях 02я3) вращается около точки (у\у2у-д-

Предложете 3. Если прямая вращается около одной изъ своихъ 
тОчекъ, то ея полюсь скользить по прляре, точки вращешя.

Легко видеть, что поляра (58) точки (у\у2уз) есть ковар1антъ формы 
(48), такъ какъ связь ея съ кривою не зависите, отъ положешя кооря 
дипатъ.

§ 210. Касательная. Поляра пересекаете коническое с'Ьчеще въ двухъ
точкахъ (§ 204). Если одну изъ этихъ точекъ соединимъ съ полюсомъ

*

прямою лишею, то на этой прямой должны находится четыре гармони
чески точки (§ 209) 1 и 2 и имъ сопряженный 3 и 4. Но вторая и третяя 
совпадаютъ, следовательно совпадаетъ съ ними и четвертая (§ 95). От
куда следуете, что прямая, соединяющая полюсь съ точкою пересЬчешя 
поляры съ коническимъ сечешемъ, пересекаете кривую въ двухъ совпа- 
дающихъ точкахъ, т. е. она есть касательная къ кривой въ точке пере- 
сечешя поляры съ кривою. Если соединимъ полюсь съ другою точкою 
пересечешя поляры съ кривою—прямою, то эта прямая будетъ другая ка
сательная къ кривой, проведенная черезъ полюсь. Изъ этого видимъ, что 
изъ данной точки, къ кривой втораго порядка можно провести две каса
тельный лиши, которыя проходятъ черезъ точки пересечешя поляры дан
ной точки съ кривою (§ 208).

Изъ этого последняго свойства следуете, что если какая-нибудь, 
точка скользите по касательной, то ея поляра вращается около точки 
касашя, которая, следовательно, есть полюсь касательной (§ 209, пред. 2). 
Другими словами: поляра, какой-нибудь, точки на кривой есть касательная
къ кривой въ этой точки.

Следовательно, если точка (У1У2У3) находится на кривой, т. е. удов
летворяете уравнеше (48):

f(y\yiy») =  o (59)

то уравнеше касательной къ кривой въ этой точке будетъ:

или если переменныя координаты иоставимъ вне:

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник



2 2 0 ГЛАВА XIV.---- КРИВЫЯ ВТОРАГО ПОРЯДКА И ВТОРАГО КЛАССА.

Если теперь зам'Ьтимъ,. что (§ 199, 8):

df , df , df
У\ т г  ~г У-2 т~~г У зду\ оу dy.

2 f—  О

то будемъ им^ть, вычитая это уравнеше изъ (61):

(*1
у ' )  £ + f e ш )  £ +

2/3 ) К
дуг

О ( 62 )

таково уравнеше касательной къ кривой, въ данной на кривой точкЬ 
{ухУзУз), въ трилинейныхъ координатахъ. Но въ большей части случаевъ 
необходимо имЬть уравнеше касательной въ декартовыхъ координатахъ; 
чтобы получить это уравнеше надобно перейти отъ трилинейной системы 
къ декартовой, какъ было показано въ § 183, т. е. положить:

P*i х 9gi —  У 9Н =  1

9У\ =  х \ 9Уъ =  2/1 , Р2/з =  1

откуда уравнен1е (62) касательной сделается:

^  -  й }  I ; ;
О (63)

Up. Найти v p a B H e flie  касательной въ точке (2,1) къ кривой:

f  =  3х2 -|- 4сху -|- 5у2 — 7# — 8у — 3 =  0
Мы им’Ьемъ хх =  2, Уг =  1, следовательно:

д£_
дхх

6хг +  4уг — 7 =  9 df 
1 дуг

ix t +  10^ — 8 =  6

откуда уравнеше касательной будетъ:
/

дх +  6у =  28

211. Нормальная лин/я. Нормальной лишей называютъ прямую 
перпендикулярную къ касательной въ точкЬ ея касашя. Изъ уравнешя 
касательной (63) видимъ, что тангенсъ угла а, который она составляешь 
съ осью абсциссъ, есть (§ 49, 54):

/о  ос

К
dxi
Л
dyi

Сл-Ьдовательно уравнеше нормальной лиши будетъ (§ 49):

< \ df  ( \ df(x — X i)--— (у —  уи
ду\ дхх О (64)
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Ир. Найти уравнеще нормальной линш въ точк'Ь (2,1) къ кривой:

f  — З х 2 -|- & х у  +  б?/2 — 7.г — — 3 =  О

Мы им'Ьемъ, какъ выше:

следовательно уравиете нормальной лиши будеть:

6 х  — % = 11
/ § 212. Построение поляры. Свойства поляры и полюса, изложенный
ч

выше, даютъ способъ построить поляру, по данному полюсу.

Для этого черезъ полюсь проведемъ двгЬ, каюя-нибудь, с'Ькупця къ 
данному коническому с'Ьчешю и на каждой изъ нихъ построимъ четвер
тую гармоническую точку къ полюсу и двумъ точкамъ пересЬчешя с'Ьку- 
щихъ съ кривою. Прямая, проходящая черезъ, такимъ образомъ, постро
енный, точки и будетъ искомая поляра. Построить эти точки можно съ 
помощью свойствъ полнаго четыреугольника следующими образомъ:

Пусть О будетъ данный полюсъ (фиг. 92), АВС В  данное коническое 
сйчеше.

$иг- 92. Черезъ точку О проведемъ две, въ
произвольномъ направлении, с'Ькушдя ОВ 
и ОС, которым пересекаются съ кривою 
въ точкахъ А, В, С, В. Если эти точки 
соединимъ прямыми лишями АС, AD, 
В В , ВС, то образуется полный четыреу- 
гольникъ, коего стороны ОВ, ОС, А В  и ВС, 
а д1агонали АС, В В , 00'. По свойству 
четыреугольника О'О, O'А, О'02, 0'В  есть 
гармоническая связка, следовательно А, 
G, В  и О, В , И , С суть гармоничесшя 
точки. Если точки и суть гармони- 

чесшя, съ точками О, А, В  и О, В , С, то прямая GU  есть поляра точки О.

Легко вид'Ьть изъ свойствъ этого четыреугольника, что 002 есть по
ляра точки О', а 00' есть поляра точки 02. Такимъ образомъ мы по
строили треугольникъ 00 '02 въ которомъ каждая изъ вершинъ есть по
люсъ противулежащей стороны. Такой' треугольникъ называется полярным* 
треугольником* относительно даннаго коническаго сйчешя.

Такъ какъ точки пересйчешя поляры съ коническимъ сЬчешемъ 
суть точки касашя касательныхъ проведенныхъ изъ полюса, то это свой
ство даетъ способъ проводить касательныя къ коническому сЬчешю изъ 
точек ь вн'Ь кривой. ,
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ГГостроеше, этимъ способомъ, какъ поляры данной точки, такъ и 
касательныхъ изъ данной точки къ коническому с'Ьченш делается, какъ 
видно, съ помощью только прямой лиши, т. е. линейки.

§ 213. Во всемъ предъидущемъ мы предположили, что всякая пря
мая имЬетъ свой полюсъ, относительно даннаго коническаго сечешя. 
Чтобы это доказать напишемъ уравнеше поляры точки (уху^Уа) въ форме:

1 +  и)а*а +  %2з =  0 (65)

•»)iTf)2vj8 суть координаты поляры. Но уравнеше поляры, коей полюсъ есть
(У\ УчУа)-

если это уравненie тождественно съ уравнешемъ (65), то мы должны 
иметь:

ащ ----  апУ\ ~\~а\-2У2 +  апУз -
*

2 ду\
*

-  ЯчхУх +  «22^/2 +  «23^3 =
. 1 ^

2 ду2
(67)

\

б7)з = «31 У\ (НчУ-2 +  а ззУз
_ 1  d f

2 дуг

\

Изъ этихъ уравненш можно определить координаты ух у2у3 полюса, данйой 
поляры (65), если определитель:

А >  О (68)

Случай, когда этотъ определитель равенъ нулю мы теперь исключаемъ; мы 
выше видели, что въ этомъ случае коническое сечете представляетъ пару 
прямыхъ лиши.

Решая уравнеше (67) относительно у\,уъ,уа  найдемъ, если поло-

жимъ А
Р:

?У1 =  И ц *))  - f -  Д [ 21Г)2 +  И .13%  

РУ2 =  -f- -422*42 -423'')8

РУ а=  -4.31 *41 ~Ь А$2̂ 2 -^зз^з

(69)
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§ 214. Уравнен!я (67) и (69) выражаютъ зависимость между коорди
натами полюса и поляры. Если полюсъ находится на полярЬ, то его по
ляра есть касательная къ коническому сЬченпо (§ 210).

Обратно, полюсъ только въ томъ случай находится на поляр'Ь, когда
•1

онъ находится на коническомъ сЬченш. Въ самомъ дЬлЬ, пусть:

4l «1 +  Чг*Я +  Чв*$ =  0

будетъ уравнеше поляры, коей полюсъ есть точка (у\у2уъ). Если эта точка 
находится на полярЬ, то мы должны имЬть:

N

•'ll У\+ ЪУ2 +  ЧУ г =  0(70)

Помножая первое изъ уравненШ (67) на у\ , второе на г/а, третее на ys 
и складывая, найдемъ:

I

а 0)1 У\ + W 2 +  % Уз)= Й1 \ у \  + « г г У  2г +  «ззУ2з +  2 щ 2'У\У з+ 2 « 1  зУ1 Уз +  2 а 2зУ2Уз

Но такъ какъ въ силу условгя (70) первая часть этого уравнешя равна 
нулю, то равна нулю также и вторая, которая есть коническое сЬчеше 
f ix )  —  0, въ которое вставлены координаты полюса.

Изъ этого слЬдуетъ, что если полюсъ скользить по кони
ческому сЬчешю, то поляра его (т^т^з) касается коническаго сЬчешя. 
Чтобы получить зависимость между координатами поляръ, когда полюсъ 
скользитъ по кривой, надобно изъ уравнешй (67), съ присовокуплешемъ 
къ нимъ уравнешя (70), исключить у\у2у2. Результатъ исключешя бу
детъ: \

«11 «12 «13 ^l

«21 «22 «23

«31 «32 «33 ■ *1з

*)1 Ъ *)3 0

(71)

V

которое есть ничто иное какъ взаимная функщя f  (§) функцш f(x), въ 
которую вставлена •*) вмЬсто k (§ 200). СлЬдовательно взаимная функщя 
функщи f(x ), приравненная нулю, даетъ ту зависимость между коорди
натами поляръ, въ силу которой поляра касается во всЬхъ своихъ поло- 
жешяхъ коническаго сЬчешя f ix )  —  0.

СлЬдовательно:
Г f t ) *  о

есть уравнен!е коническаго сЬчешя въ линейныхъ координатахъ,
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Въ § 200, 17 мы видели, что:

/Х*) =  f  (?)
откуда видимъ, что если координаты точки обращаютъ въ нуль первую 
часть, т. е. если точка находится на коническомъ с'Ьченш, то координаты 
касательной должны обращать въ нуль вторую часть и обратно.

Изъ уравнешя § 200, 24 видимъ, что уравнеше коническаго с'Ьчешя 
въ форм'Ь определителя будетъ:

1 А \\
1

Л-12 Лхз Х \

А-21 Л-22 Л 23 х 2

А  31 Л 32 Л зз %3

X i Х 2 х3 0

О (72)

Ир. 1. Найти уравнешя эллипса и л и  гниероолы въ линенныхъ координатахъ, 
если ихъ уравнешя даны въ форм!.:

2х* . у * 
а2 — Ь2 1 =  0

Определитель Д  будетъ:

Д

О Оа
О +
О

Ъ2
о

о

следовательно:
А 12 А

А ц ----|- Ъ2 у 2̂2

13

1
23 О

а2 ’ А 33 + 1
а2Ь2

откуда уравнен1е эллипса будетъ:

а2?2 +  bV  -г 1 =  О
а гиперболы:

а2Z2 ь х о
Ир. 2 . Найти ypasneHie параболы въ лияейиыхъ координатахъ, если ея урав 

n e H ie  есть:
у2 — 2рх =  О

Откуда следуетъ, что:

а:
А А

1Оо

А = 0 1 о
— р  0 0

1̂2 — л12з — 0 , А 2 —11 — -«33
Следовательно уравнеше параболы будетъ:

1л*2

Р А 1 3 Р

—  21; =  О
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ГЛ А В А  ХУ.

Кривыя втораго порядка въ линейныхъ координатахъ.

Прямая я полюсь.

§ 215. Въ предъидущей главе мы показали, какимъ образомъ дан
ное коническое сечете f{x\X%x$) —  О выразить уравнетемъ въ линейныхъ 
координатах'Ь f ' (51?2>з)— 0, въ которомъ перем'Ьнныя удовлетворяющая 
этому уравнешю суть координаты прямой, которая во всЬхъ своихъ по- 
ложешяхъ касается коническаго сгЬчёшя, акоэфищенты суть миноры А ц  
определителя Д (§ 203, 39).

СлгЬдовательно каждое уравнеше втораго порядка въ линейныхъ 
координатахъ есть коническое сечете, къ изследовашю свойствъ котораго 
можно приложить все те способы, которые были приложены къ уравнению
f(x ix 2x3) =  0.

*

§ 216. Пусть данное уравнеше въ линейныхъ координатахъ будетъ:

f ' (£i ?2^з)— Лц ̂  -{- Л 2.2̂ 22.-(- Л33̂ 23-)- 2A.iâ i^2-)“ 2A.i3^i^3-j-2A23^3 — 0 (1)

Вудемъ сначала разсматривать функцт f '  независимо отъ функцш /*, а 
Аг,к независимо отъ ш}к .

Шесть коэфиц1ентовъ, въ этомъ; уравненш, определяютъ родъ кони
ческаго сечешя, изъ нихъ, очевидно, одинъ можетъ бытъ сделанъ равными 
единице, следовательно собственно пять коэфшцентовъ определяютъ родъ 
и свойства коническаго сечешя.

Если координаты прямой лиши удовлетворяютъ уравнешю (1), то
эта прямая есть касательная къ кривой. Следовательно, если будетъ дана

* * % »

прямая координатами, какъ касательная къ кривой (1), то мы будемъ
иметь линейное уравнеше между коэфшцентами даннаго коническаго се-

*

чешя (1). Откуда следуетъ, что пять, произвольно выбранныхъ, касатель- 
ныхъ определяютъ коническое сечете. Пусть эти пять касательныхъ бу- 
дутъ даны координатами:

ч

ч  • «

(4lV s) » (В Д 3) » (ЪЪЬ) , (м чч) , (*1 *2*з)

Подставляя эти координаты въ уравнеше (1) будемъ иметь:

Г(Ч1ЧаЧв)= й0 , f ' К‘£я) =  0 , f '(TiТ2Т3)— 0 , ГОп^з)— О , f  (*1*2X3) — О

Присоединяя къ этими уравнешямъ шестое (1) будемъ иметь шесть
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТИЯ. 15
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линейныхъ уравнешй между коэфищентами А, изъ которыхъ исключивъ 
эти коэфищенты, йайдемъ коническое еЬчеше въ виде определителя:

S2, £2з 5 Л 5 Л ' £а£з

УЛ 4l4a

г:2! С23 СЛ 1̂̂ 3 %

Т21 Т22 Т23 Y1Y2 YiYs Y2Y3

е 1 е22 ®2з ®1 ®2 ®1®3 ®2е3
V 2 х 22 х 2з XjX2 *1*3 *2*3

О (2)

къ которому касаются пять данныхъ прямыхъ.

Положимъ, что посл-Ьдшя три касательный, т. е. данныя координа
тами ътгТв ) ЧЧЧ j XjXjX3, проходятъ черезъ одну точку, коей уравнеше 
есть:

U ^ a ^ -\-b ^  +  c^ =  0 (3)

Следовательно им'Ьемъ:

и ъ= а ъ  + Ь т2+ с т з = 0 f74= a s j — —I—̂£з—t) СГ5 —aXj —j— —|—̂'x-j—О

Означимъчерезъ U\, U2 , . . - U 5, числовыя значешя уравнешя (3), когда въ 
него подставимъ последовательно координаты rj, £, у, s, х.

Поступая съ опред'Ьлителемъ (2), какъ поступили съ определителемъ 
§ 203, найдемъ:

ч 5» 5, Y1 Y2 Y1 Y3 Y2Y3

а Ъ с Г & Ш = т и 2 2̂ % ®1е2 £1®3 ®2®3

М 2̂ £з Xj Xg XjXg ХзХд

О (4)

изъ котораго видимъ, что если изъ пяти данныхъ касательныхъ къ ко 
ническому еЬчетю три проходятъ черезъ одну точку, то - коническое еЬ 
чеше обращается въ две точки, изъ которыхъ одна есть:

U — щ -f- Ъ2%2 ~Ь Сз?з — О 

пересечеше трехъ касательныхъ, а другая:

5i $2

»!i Ч2 *1з

Si ь  К3

О



ГЛАВА X V .— КРИВЫЯ ВТОРАГО ПОРЯДКА ВЪ ЛИНЕЙНЫХЪ КООРДИНАТАХЪ. 227

есть пересечете остальныхъ двухъ. Изъ этого вытекаетъ следующее 
предложеше:

Предложеше. Если изъ пяти дайны хъ касательныхъ, три иерес'Ь- 
каются въ одной точке, то коническое сЪчеше есть пара точекъ.

Если уравнеше (1) распадается на два линейные множителя:

f '= U . V

то разсуждая, какъ въ § 203, найдемъ следующее услов!е между коэфи- 
щентами уравнешя (1):

-̂ 11 А \ 2 А \ 3

А ' — И-21 а 22 а 23 =  0 (5)

И-з] А 32 А 33

§ 217. Если будутъ даны уравнешя коническаго еЪчешя и точки:

) — 0, о-J • -f- с̂ з =  0 (6)

то координаты, удовлетворяются обоимъ уравнешямъ будутъ координаты 
прямыхъ, который, проходя черезъ данную точку, касаются даннаго кони
ческаго сЬчешя. Но такъ какъ изъ уравненш (6) мы получимъ пару ко- 
ординатъ удовлетворяющихъ оба уравнешя, то изъ этого вытекаетъ сле
дующее предложеше: .

Предложеше. Изъ данной точки, вне коническаго сечешя, можно
провести къ нему только две касательный.

’•*.

Чтобы найти уравнешя этихъ касательныхъ, заметимъ, что коорди
наты этихъ касательныхъ удовлетворяютъ уравнешя:

Г  (Si S2S3) =  0  , и  а$] +  %Ъ2  +  с^з =  О
I

следовательно уравнеше касательной будетъ:

# lS l +  # 2S2 +  — О
\

исключая изъ этихъ трехъ уравненш найдемъ:
•  \

i

f '(b x 3 — сх2 , СХ\ — , ах2 — Ьх3) =  0 (7)
\
\

\

уравнен!е второй степени, которое въ силу критер!ума § 203, 39, распа
дается на два линейные множителя относительно Х\Х2х3, которые будучи 
приравнены нулю представляютъ искомыя касательныя.

ч 15*



§ 218. Остается рЬшить вопросъ относительно общихъ касательныхъ 
двумъ даннымъ коническимъ сЬчешямъ.

Пусть данныя коническая сЬчешя будугъ:

=  0 ) ^2(^1^2^з) =  0

Если къ этимъ уравнешямъ приложим! разсуждешя и дЬйств1я § 205, 
то найдемя. следующее нредложеше: къ двумъ коническимъ сЬчешямъ 
можно провести четыре касательныя.

§ 219. Четыре данныя касательныя не опредЬляютъ коническое сЬ-
чеше.

Возьмемъ два коничесшя С’Ьчешя:

<Pi(M2y  =  o , Ф2(М 2У  =  0 (8)
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которыя какъ мы видЬли, 
ставимъ уравнен1е:

имЬютъ четыре обшдя касательныя. Если со-
*

Фх — ХФ2 = 0  (9)

гдЬ X есть неопредЬленный коэфищентъ, то это уравнеше представляет! 
рядъ копическихъ сЬчешй, которыя всЬ касаются къ четыремъ общимъ 
касательнымъ къ кривымъ (8). Къ каждой прямой, произвольно взятой 
на плоскости, касается одно изъ ряда (9) коническихъ сЬчешй. Въ самомъ 
дЬлЬ, если дано уравнеше прямой, то она будетъ касательная, если ея 
координаты удовлетворяют! уравнеше (9). Это усло^е опредЬляетъ X.

Коничесшя сЬчешя, представляемый уравнешемъ (9), мы будемъ
*

называть рядом;.
f

§ 220. Теперь остается рЬшить задачу соответствующую задачЬ 
§ 207 и вывесть слЬ дстя изъ нея вытекаюпця.

Задача. ОпредЬлить касательныя къ данному коническому сЬченно, 
проходяшдя черезъ точку пересЬчешя двухъ данныхъ прямыхъ (raY)2Y]8),
< кШ 1

13таете. Координаты, какой-нибудь, прямой, проходящей черезъ 
точку пересЬчешя прямыхъ ( v ^ s X  выражаются уравнешями:

)

Если ?j?2̂ 3 суть координаты касательныхъ къ коническому сЬченно, то 
будемъ имЬть;

{ Л-2'0-2 +  Н а %  X(Ay’C i-f-  А£$) } 2 =  О (П )
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если ypaBHeHie кон и ческаго  с е ч е ш я  в ъ  сим волической  ф орм е будетъ:

i -4-2̂ 2 +  -Аз̂ з)2 =  О

У р авн еш е (11 ) будетъ  второй  степени  относительно h

где:
L - f  2ЖХ+  N V  =  О

*

А  — (  AiТ/i +  А2 О2  +  -4.3^ 3j 2 , N  =  (А1 ^  - f -  +  -4з^з)2

М —  ( A i  ̂  -f- A 2yi2 А3у3) (Ai -f- -4 "

или, к а к ъ  вы ш е было условлено (§ 201 , 10):

ж =  I  ( *  I
d f  . d f

4s* + ,1 ,,s :
1 ( С ‘Г
2 Г 1 дгц

Г W  л  , <ГS2 Т7” 1 3̂дп дС

Е сл и  р ^ш и м ъ  у р авн еш е (13 ), то н ай д ем ъ  два  зн а ч е ш я  д л я  X:

1̂
Ж + / Ж 2 —  А Ж

N
X ж — V m 2— l n

N

( 1 2 )

(1 3 )

(Н )

(1 5 )

(16 )

(17)

\

Следовательно, черезъ точку перес'Ьч.ешя двухъ данныхъ прямыхъ про-
ХОДЯТЪ д в е к асател ьн ы я к ъ  коническом у сечен й о , КОИХЪ координаты  бу-

дутъ: -

с $ !=  zN f- (Ж --уж 2-~ Ш ) С г о e5'i = =Жчх- -(Ж --1 /Ж 2-—АЖ ) С,►

0$2=iW )2- - (Ж --уж2- -АЖ) ^  , 0^2=-■щ2- -(Ж --у ж 2-- А Ж )  ?2 (18)

а£3= Ж г |3- - (Ж --/ж 2--А Ж ) £ з . , с£'3==Жгга- (Ж-- у ж 2— А Ж ) Сз

гд'Ь общш знаменатель N  вошелъ въ составъ коэфищента пропорциональ
ности

I *

Т аки м ъ  образомъ будем ъ и м еть  связку  и зъ  ч еты р ех ъ  п рям ы хъ , про- 

х о д ящ и х ъ  черезъ  одну точку.

Ангармоническое отношеше этой связки будетъ Л  или г-2- ; если ихъ 

означимъ черезъ а! и а2, то будемъ иметь:

«1 L а .
Xi

откуда, найдем ъ:

h + 1 2 Ж  
N

L
N



следовательно, какъ въ § 207, будемъ иметь уравнеше определяющее а:

(1 -j- a)2L N — 4Ж 2а =  0 (19)

корни этого уравнешя дадутъ ангармоническое отношеше связки.

221. Если въ уравненш (19) мы фиксируемъ одну изъ данныхъ пря- 
мыхъ, напримеръ (vj, дадимъ определенное числовое значеше ангар
моническому отношешю а и будемъ координаты другой прямой ( ^ ^ з )  
такъ изменять, чтобы оне удовлетворяли уравнение (19), то получимъ 
геометрическое место прямыхъ, коихъ ангармоническое отношеше съ пря
мою и двумя касательными къ коническому сечешю, проходящими
черезъ точку пересечешя прямыхъ ( ^ 2%), имеетъ определенное
числовое значеше. Такъ какъ уравнеше (19), относительно координатъ 
Si^ 3  второй степени, то геометрическое место есть коническое сечете въ 
линейныхъ координатахъ.

Давая а различныя значешя получимъ систему коническихъ сечешй 
относительно прямой О^Чг з̂)* Изменяя положеше прямой на плоскости 
получимъ подобныя системы для каждой прямой на плоскости.

I

Особеннаго внимашя заслуживают^ относительно каждой прямой 
на плоскости, те изъ системы коническихъ сечешй, для которыхъ ангар
моническое отношеше а = 1  или а — — 1.

ч  _

1. Положимъ а = 1 ,  то уравнеше (19) сделается:

Ш —  Ж 2 =  0 (20)

Разсматривая выражеше (18) видимъ, что при условш (20) касательныя 
къ коническому сечешю совпадаютъ, т. е. точка пересечешя касатель- 
ныхъ находится на коническомъ сеченш. Если приложимъ критер1умъ 
§ 203 къ уравненш (20), то увидимъ, что оно разлагается на два линей
ные множителя, которые представляютъ, очевидно, точки пересечешя 
прямой (т^г^з) съ коническимъ сечешемъ.

2. Второй случай это когда а = — 1.

Полюсь. Если а =  — 1, то уравнеше (19) сделается:

Ж 2 =  0 или Ж — 0 (21)

Следовательно геометрическое место прямыхъ ( ^ ^ з )  есть точка, такъ 
какъ уравнеше (21) есть линейная функщя относительно KiKzKa- Но при 
а =  — 1 две прямыя (т„ ̂ 2го)> (?1?2̂ з) и Две касательныя, проведенныя 
черезъ нересечеше этихъ прямыхъ къ коническому сечешю, составляютъ

230 ГЛАВА XV.— КРИВЫЯ ВТОРАГО ПОРЯДКА ВЪ ЛИНЕЙНЫХЪ КООРДИНАТАХЪ.



гармоническую связку; следовательно точка (21) есть геометрическое 
место четвертой гармонической прямой къ прямой (*)|^2г)з) и къ двумъ 
касательными проведеннымъ изъ точекъ, находящихся на прямой (iQi г,2у)3).

Эта точка (21) называется пошсомъ прямой а прямая—его
полярой.

Изъ этого видимъ, что поляра (ty *)2%)> двп> касательный къ кони
ческому сгьченгю.проведенная черезъ, , точку поляры и
мая, проходящая черезъ эту точку и , гармоническую
связку.

Две прямыя, коихъ координаты удовлетворяютъ уравнеше М=^ О, 
называются гармоническими полярами.

§ 222. Изъ того свойства, что функщя Ж  или уравнеше полюса:
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неизменяется замещешемъ *) черезъ и обратно, непосредственно вы- 
текаютъ следующая предложешя: /

г •*>  % V

у  Предложенгс 1. Если прямая (*)!%%) проходить черезъ полюсъ пря- 
мой (С1С2С3Х то эта последняя проходить черезъ полюсъ первой.

Предложены 2. Если прямая ( ^ ^ з )  вращается около полюса прямой 
f o w l s ) »  т 0  е я  ПОЛЮСЪ скользить по прямой ( t) ! r i2Y)3) .

Пюедложете 3. Если полюсъ скользить по прямой, то его поляра
• I

вращается около полюса прямой, по которой скользить точка.

§ 223. Точка на коническомъ егьченш. Мы видели, что если полюсъ 
находится на коническомъ сеченш, то поляра его есть касательная (§ 210). 
Если коническое сечете выражено въ линейныхъ координатахъ, то по
люсъ поляры, данной координатами Щз, есть:

Если поляра есть касательная, то полюсъ лежйтъ на коническомъ сеченш,
следовательно если т^зЧз суть координаты касательной, то уравнеше

«•

точки касашя есть:

1

§ 224. Въ § 200 мы видели, что если будетъ дана троичная форма
*

втораго порядка f (x) ,  то ее можно преобразовать въ другую— взаимную
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или обратно, данную форму Ф(?) можно преобразовать въ взаимную 
Ф'(х). Въ этомъ преобразованш связь между ? есть следующая:

1 df *
2 дх ’ 2 di Х

v

при такой связи всегда им^емь:

f ( x ) = f  (?)

Мы видели также еще, что при такой связи:
\

s
1 dy}

JL df , 

+  dy, +  %

df _

d y s
- r  df j - r  df  j - r  W

^  dm' 2 dy8

fc
O

|h
- 

^
 

--
V

>
II- l

1 d f  _
’ 2 dK

1 df 1 «
2 dy~ ’ 2 drj J

Если координаты х  удовлетворяютъ f(x ) —  0, то всл'Ьдствш (24) ко
ординаты ? будутъ удовлетворять уравнешю f  (?) =  0. Оба эти уравнешя 
представляютъ одно и тоже коническое сЬчеше, первое уравнеше даетъ

• ш  '  t

связь между координатами точекъ на кривой, а второе даетъ связь между 
координатами касательной къ кривой.

♦ г •

Если {у\У2Уг) есть точка, то поляра этой точки или полюса есть:

(27)

Если это выражеше равно нулю, то равно нулю и выражеше:
4

Но это есть уравнеше точки, коей координаты суть:

1 df_  1 df_  1 d f  _

2 d r f  ^  ’ 2 d ,̂~’ 2
/

Следовательно уравнеше (28) представляетъ полюсъ, котораго поляра дана 
уравнешемъ (27) и координатами:

1 _  1 df __ 1
2 dy x % ’ 2 d y ~ ^  ’ 2 dy 3 ~ Г* ■
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Изъ этого заключаемъ, что уравнешя:

представляютъ поляру и полюсъ въ коническихъ с'Ьчешяхъ данныхъ въ 
координатахъ точекъ или въ линейныхъ координатахъ.

§ 225. Изъ уравнешя:
V

вытекаютъ сл'Ьдуюнця предложена:

1. Поляры двухъ гармоническихъ полюсовъ суть гармоничесшя по
ляры (§221).

2. Полюсы двухъ гармоническихъ поляръ суть гармоничесше полюсы 
(§' 208):

§ 226. Изъ того свойства полюса и поляры, что если полюсъ сколь-
1 , .  * а * •  •

зитъ по прямой, то его поляра вращается около полюса прямой. и, об
ратно, если прямая вращается около одной изъ ея точекъ, то ея полюсъ

♦  , V * .

скользитъ по поляргЬ точки вращешя, сл’Ьдуетъ, что если въ данную пря
мую, по которой скользитъ полюсъ:

т •

•'ll Х\ +  * №  +  *)з#3 *=■ О
*

вставимъ координаты полюса:

то получимъ уравнеше полюса, и, обратно, если въ уравнеше точки, около 
которой вращается прямая, подставимъ координаты. поляры:

2 дхг =Х-1 d
2 дх,

1 df
2 дх

то получимъ уравнеше поляры 

Пусть:

Ал—О А О А\ ХП. О А \— р.П-2 — О (30)

будутъ уравнешя четырехъ прямыхъ, ихъ ангармоническое отношеше,
■ - Xкакъ мы знаемъ, равно - .  Если въ уравнешя этйхъ прямыхъ вставимъ



234 ГЛАВА XV.— КРИВЫЯ ВТОРАГО ПОРЯДКА ВЪ ЛИНЕЙНЫХЪ КООРДИНАТАХЪ.

координаты ихъ полюсовъ относительно коническаго сйчешя, то эти урав
нешя сделаются уравнешями полюсовъ данныхъ четырехъ прямыхъ. Если 
черезъ А \ ,  А \  означимъ то, во что обращаются А х и А 2 вышесказан- 
нымъ подстановлешемъ, то уравнешя полюсовъ будутъ:

А \ —  0 , А '2 =  0, А \ — Ы'2 =  0 , М  а =  0 (31)

и, обратно, если (30) суть уравнешя четырехъ точекъ на одной прямой
»

линш, то подставляя въ нихъ координаты поляръ, получимъ уравнешя 
(31) поляръ. Изъ этого вытекаютъ слйдующш предложешя:

1. Ангармоническое OTHonieoie четырехъ прямыхъ, проходящихъ че
резъ одну точку, равно ангармоническому отношешю ихъ полюсовъ.

2. Ангармоническое отношеше четырехъ точекъ, на одной прямой 
лиши, равно ангармоническому отношешю ихъ поляръ.

3. Полюсы трехъ паръ прямыхъ, составляющихъ инволющонную 
связку, составляютъ инволющонный рядъ.

4. Связка поляръ инволющоннаго ряда точекъ есть инволюцюнная.

§ 227. Методъ взаимныхь поляръ. Пусть будетъ дано коническое 
еЬчеше, которое назовемъ основнымъ, пусть его уравнешя въ взаимныхъ 
формахъ будутъ:

f(x ) —  0 , f\%) =  О

Если координаты, какой-нибудь, точки будутъ у\у2у%, то координаты по
ляры этой точки относительно основнаго коническаго е&чешя будутъ:

и обратно:

(33)

(34)

Пусть теперь будетъ дано, какое-нибудь коническое сйчеше:

F (x  i%-r3) =  0 (35)

Если заставимъ полюсъ (34) описывать это коническое сйчеше, то его 
координаты должны удовлетворять уравнение (35), т. е.:
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откуда видимъ, что координаты поляры должны удовлетворять предъиду- 
щему уравнение, которое, очевидно, второй степени, следовательно, въ то 
время, какъ полюсь описываетъ коническое сечеше (35), его поляра ка
сается коническаго сечешя (36). Изъ этого видимъ, что точки на кони- 
ческомъ сеченш (35) суть полюсы касательныхъ къ коническому сЬче- 
нш (36).

Легко показать, что, обратно, каждая точка на коническомъ сеченш
(36) есть полюсь одной изъ касательныхъ къ коническому с'Ьченш (35). 
Въ самомъ деле, заметимъ, что точка пересЬчешя двухъ поляръ есть 
полюсь прямой, проходящей черезъ полюсь данныхъ поляръ. Но пересе
чете двухъ безконечно близкихъ касательныхъ есть точка на коническомъ 
сечеши (36), следовательно она есть полюсь прямой, проходящей черезъ 
две безконечно близшя точки на коническомъ сечеши (35), а такая пря
мая есть касательная къ коническому сеченш (35). Изъ этого видимъ, 
что коничесшя сечешя:

F (y]y2y3) =  0и у)2-г)3) =  О

находятся въ такой взаимной зависимости между собою, что точки на од- 
номъ изъ нихъ суть полюсы касательныхъ къ другому. Поэтому они на
зываются взаимными коническими сгьчвнгями.

Изложенныя свойства полюса и поляры относительно коническаго
сечешя служатъ основашемъ метода изследованШ известнаго въ геометрш

*

подъ именемъ метода взаимныхъ поляръ, который мы изложимъ подробнее 
ниже.

§ 228. Если:
Фх (х) =  0 , Ф2 —  О

суть два коничесшя сечешя, то:

Ф\ — \Ф2 О

есть коническое сечеше, проходящее черезъ четыре точки пересечешя 
коническихъ сеченш (37). Поляра, какой-нибудь точки (у^Уь) относи
тельно связки коническихъ сечешй будетъ:

Следовательно она проходить черезъ пересечеше поляръ коническихъ 
сеченш (37) относительно точки (угУзУз)

229. Если:
F j (5 )  =  0  , ($ )  =  О ( 3 9 )
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суть уравнешя коническихъ сЬченШ въ линейныхъ координатах!., то:

F1( t ) - \ F 2(t) =  0(40)

есть коническое сЬчеше, касающееся четырехъ общихъ касательныхъ къ 
коническимъ сЬчешямъ (39). Полюсъ, какой-нибудь, прямой (t)i’62%) отно
сительно ряда коническихъ сФченш (40) будетъ:

г dF\ | dF ! , dF i » f  v dF 2 , „ dF% . „ dF 2\ __ _
Щ\ *|8 ^ 3  \ Л)1 *|2 /

Следовательно опъ скользить по прямой, проходящей черезъ полюсы 
прямой С щ ^з) относительно коническихъ с&чешй (39).

§ 230. Остается показать одно изъ самыхъ замгЬчательныхъ свойствъ 
коническаго сЬчешя въ об’Ьихъ системахъ координатъ.

Фиг. 93.

Две проэктивныя связки, не нахо
дящаяся въ иоложенш перспективы, пе
ресеченьями соответствеиныхъ лучей, об- 
разуютъ геометрическое место, которое 
есть коническое сеч ете.

Пусть:
А 1 — \А 2 =  0 , А \  — \А '2 — О

будутъ две проэктивныя связки. Коорди
наты точекъ пересечешя двухъ соответ- 
ствующихъ лучей, т. е. те, который соот- 
ветствуютъ одному и тому-же значетю  
X, должны удовлетворять обе.имъ урав- 
нешлмъ, следовательно геометрическое 
место получится, исключая X изъ нредъ- 
ндущихъ уравнен iff, что даетъ:

A tA \  — А2А Х' = 0  (41)
такъ какъ это уравнете относительно 
ж, у второй степени, то геометрическое 
место есть коническое сеч ете .

Фиг. 93'.

Два нроэктивные ряда не находя
щееся въ лоложенш перспективы, обра- 
зуютъ прямыми, соединяющими соответ- 
ственныя точки, обвертку, которая есть 
коническое сеч ете .

Пусть:

А х Х^2 ~= б , -А/1 == б
будутъ два нроэктивные ряда точекъ. 
Координаты ирямыхъ, проходящнхъ че
резъ две соответствующая точки, т. е. fe  
который соответствуютъ одному и тому- 
же значенио X, должны удовлетворять 
обеимъ уравнешямъ, следовательно гео
метрическое место ирямыхъ получится, 
исключая X изъ иредъидущнхъ уравнешй, 
что даетъ:

А ХА \  — А 2А \  =  О (4Г)
такъ какъ это уравнение второй степени 
относительно i* г , то геометрическое место 
есть коническое сеч ете.
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Изъ уравнешя (41) легко видеть, 
что кривая проходить черезъ вершины 
связокъ, такъ какъ оно удовлетворяется 
одновременно, или:

Лг =  0 и А,
или:

О

О

Изъ уравнешя (4Г) легко видеть, 
что прямыя, на которыхъ находятся про- 
эктивные ряды, касаются коннческаго 
сЬченгя (фиг. 93'), такъ какъ уравнеше 
(4Г) удовлетворяется одновременно илп:

пли:
= 0 и А' 2 =

Прттръ. Если две проэктивныя связки, имеюпця 
вершины въ точкахъ О и (У (фиг. 94), тождественны, 
то кривая есть, очевидно, кругъ. Это вытекаетъ изъ ра
венства угловъ:

Z 102 = Z Ю'2,
Z 203 = z  20г3,
Z  304 == Z  30'4

А 1 =  0 и А, 

А \  =  О , А'

О

О
Фиг. 94.

231. Въ §§ 202 и 216 мы уже видели:
Что коническое сеч ете вполне 

определяется пятью данными точками.
Что коническое сечете вполне опре

деляется пятью данными касательными.

Изъ этого следуетъ, что если дано коническое сечете, то можно на 
немъ взять произвольно пять точекъ (пять касательныхъ къ нему), выбрать 
две изъ нихъ за вершины связокъ (за прямыя рядовъ точекъ) и осталь
ными тремя установить проэктивность связокъ (рядовъ). Геометрическое 
место пересечешя соответственныхъ лучей (соответственныхъ прямыхъ) 
есть коническое сечете, проходящее черезъ пять выбранныхъ точекъ 
(касающееся пяти выбранныхъ касательныхъ), а такъ какъ черезъ пять 
точекъ проходить только одно коническое сечете (къ пяти прямымъ ка
сается только одно коническое сечете), то геометрическое место и есть 
данное коническое сечете. Изъ этого следуетъ.

Что каждое коническое сеч ете  
есть геометрическое место точекъ иере- 
сфчешя соответственныхъ лучей двухъ 
проэктивныхъ связокъ.

Что каждое копическое С'Ьчеше 
есть геометрическое м'Ьсто (обвертка) со- 
отв'кгственпыхъ прямыхъ двухъ нроэк- 
тивныхъ рядовъ.

Такъ какъ на коническомъ е'Ьченш можно выбрать совершенно произ
вольно пять точекъ (пять касательныхъ), чтобы съ помощью ихъ описать, 
какъ показано выше, коническое сЬчеше, то изъ'этого сл'Ьдуетъ, что вер
шины связокъ (прямыхъ, на которыхъ находятся ряды) ничЗшъ не отли
чаются отъ другихъ точекъ (прямыхъ) коническаго с'Ьчешя, откуда вы- 
текаютъ сл'Ьдуюшдя предложешя:

Предложете 1. Прямыя, соединя
ют, ifl дв'Ь даниыя точки на коническомъ

Предложете 1. На двухъ данныхъ 
касательныхъ къ коническому е'Ьченш,
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е 6ч ет и  съ другими его точками, образу
ю т  дв1> нроэктнвныя связки.

Предложенье 2. Если точка дви
жется къ коническому сгЬчешю, то пря- 
мыя, соединяЕотдя эту точку съ другими 
точками коническаго cinenia, образуютъ 
связку, которая во время перем-Ьщетя 
точки остается проактивною.

Предложете 5. Если четыре дан- 
ныя точки на коническомъ С'Ьченнг, сое- 
динпмъ съ какою-нибудь, пятою точкою, 
то нолучимъ связку, коей ангармони
ческое отношеше будетъ величина по
стоянная.

ГЛ А
X/

Прямая на

Роды ноняческихъ ctseHifi.

§ 232. Мы видели выше (§ 
точки на плоскости лежатъ на пр*

друия его касательный образую т два 
ряда нроэктивныхъ точекъ.

Предложете 2 . Если касательная 
къ коническому сЬченш движется, оста
ваясь касательной, то ряды точекъ пере- 
сЬчешя ея съ другими касательными ос
танутся всегда проэктивными сами себгЬ.

Предложете 5. Если четыре каса
тельный къ коническому с^ченш, пере- 
сгЬчемъ, какою-нибудь пятою, то ангар
моническое отвошеше, полученныхъ то
чекъ, будетъ всегда величина постоян
ная.

А XYI.
я

безнонечности.

Эллипсъ, гипербола и парабола.

185), что все безконечно удаленныя 
мой, коей уравнеше есть:

Ci Х\ - |-  С%х% - j -  С3Ж3 —  О

поэтому эту прямую называютъ безконечно удаленною.

Изсл’Ьдуемъ ея связь съ коническимъ еЬчешемъ. Во первыхъ поло-

жимъ, что
/

Мы видели, что какая-нибудь, прямая можетъ пересечь кривую 
втораго порядка только въ двухъ точкахъ и эти точки бываютъ обе 
действительный, совпадающая и' обе мнимыя. Перенесемъ это на без
конечно удаленную прямую. Эта прямая можетъ пересЬчь коническое се
ч ете  въ двухъ дМствительныхъ, въ двухъ мнимыхъ и въ двухъ совпа- 
дающихъ точкахъ; другихъ случаевъ не представляется. Эти три случая 
и будутъ характеризовать кривыя втораго порядка. Поэтому мы будемъ 
называть:

1. Эллипсомъ такую кривую, которая пересекается безконечно - уда
ленною прямою въ двухъ мнимыхъ точкахъ.

2. Гиперболой такую кривую, которая пересекается безконечно-уда- 
ленною прямою въ двухъ действительныхъ точкахъ.
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3. Параболой такую кривую, которой безконечно - удаленная прямая 
касается.

Следовательно эллипеъ есть кривая, которой всЬ точки находятся 
въ конечномъ разстоянш отъ начала—замкнутая кривая, гипербола им^етъ 
две точки на безконечности и парабола им'Ьетъ только одну точку на без- 
конечности.

§ 233. Основашемъ другой классификации служить положеше полюса 
безконечно-удаленной прямой.

ГГроведемъ черезъ этотъ полюсь, какую-нибудь, прямую, эта прямая 
будетъ разделена гармонически: полюсомъ, кривою и безконечно-удален- 
ною прямою—полярой (§ 208); такъ какъ одна изъ четырехъ гармониче-

треугольникъ, коего вершины суть полюсы

скихъ точекъ находится на оезконечности, то ей сопряженняя, т. е. по
люсь, делить разстояше между двумя другими пополамъ; следовательно 
полюсь безконечно-удаленной прямой делить пополамъ все хорды кривой, 
черезъ него проходящая. По этой причине эта точка называется центромъ 
кривой втораго порядка. Хорды, проходящая черезъ центръ, называются 
дгаметрами кривой. Если безконечно-удаленная прямая касается кривой, 
то ея полюсь лежитъ на ней, следовательно на безконечности. Поэтому 
различаютъ два рода кривыхъ.

1. Дентральныя кривыя—эллипеъ и гипербола.
2. Неимеюпця центра кривыя—парабола.

§ 234. Займемся здесь только центральными кривыми и для этого
раземотримъ, какой-нибудь, полярный треугольникъ (§ 212), т. е. такой

Фиг. 95.
/к

противулежащихъ сторонъ относительно кри
вой втораго порядка. Такихъ треугольниковъ 
есть трижды безконечное число, т. е. онъ за- "  £
ключаетъ три произвольные параметра.

Припомнимъ главныя свойства полярнаго 
треугольника (§ 212).

1. Всгь прямых, проходящгя черезъ вер
шину полярнаго треугольника дгълятся кривой 
и противуположной стороной гармонически.

Предложите взаимное предъидущему будетъ:
2. Если изъ, какой-нибудь, точки, взятой на опоронп полярнаго

треугольника, проведены двп> касательных къ кривой, то отъ съ этой сто-
/

роной и съ прямой, соединяющей взятую точку съ прошивуположной вер
шиной, составляютъ гармоническую св.
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§ 235. Возьмемъ теперь за сторону уу (фиг. 95) полярнаго треуголь
ника безконечно-удаленную прямую, тогда две друпя стороны полярнаго 
треугольника будутъ проходить черезъ центръ коническаго сечешя: это 
будутъ сопряженные дгамстры этой кривой. Подъ сопряженными д1аметра- 
ми мы понимаемъ татя двгь прямых, въ - удаленная 
точка одной изъ нихъ, есть полюсь другой. Два сопряженные Д1'аметра суть 
гармоничесшя поляры (§221).

Такимъ образомъ гармоническое д'Ълеше хордъ, проходящихъ черезъ 
безконечно - удаленныя вершины полярнаго треугольника, замощено д'Ьле- 
щемъ пополамъ, т. е. хорды параллельных одному изъ 
метровъ дгълятся другимъ дгаметромъ пополамъ’,. касательныя въ концахъ
одною дгаметра параллельны другому.

Дв’Ь гармоцичесшя поляры (3(3 и уу с ь касательными a f и ад, прове
денными изъ точки ихъ перес'Ьчешя а къ кривой, образуютъ гармониче
скую связку, такъ какъ точки каеашя f  и д съ полюсами & и с поляръ9 ' ’ —
суть четыре гармоничесшя точки.

Если вершина связки есть центръ кривой, то мы будемъ иметь сл'Ь-
*

дующее предложеше:

Каждая пара сопряженныхъ дгам составляешь гармоническую 
связку съ двумя ассимптотами крггвой, т. е. съ двумя касательными про
веденными въ точкахъ переепчетя безконечно-удаленной прямой съ кривою. 
Вей коничесшя сЬчешя, им'Ьютъ две ассимптоты, т. е. прямыя соединяю
щая центръ кривой съ безконечно-удаленными точками пересеченья кривой
съ безконечнб-удаленною прямою.

*  ■ ->

Если эти точки действительным, то и ассимптоты действительным. 
Следовательно въ гиперболе ассимптоты действительны, а въ эллипсе мни- 
мыя. Въ параболе ассимптоты совпадаютъ и лежатъ на безконечности.

■ ч  ,  #  J
К т 9

Хотя въ эллипсе ассимптоты и мнимыя, но теоремы относящаяся къ нимъ 
остаются въ силе, такъ какъ аналитическая комбинацш остаются те же. 
Если одинъ изъ пары сопряженныхъ д1аметровъ совпадаетъ съ ассимпто- 
той, то по свойству гармоническаго делешя и другой д1аметръ пары совиа- 
детъ съ нею, поэтому говорятъ: что ассимптота есть сама сопря
женный дгаметръ.

Напротивъ, если одинъ изъ пары сопряженныхъ д1аметровъ делитъ 
пополамъ уголъ между ассимптотами, то другой д1аметръ пары, по свой
ству гармоническаго делешя, разделить пополамъ дополнительный уголъ.

\

Следователем кривых втораго порядка имеют ъ два соггряженные дгаметра, 
пересгькающ1еся подъ прямымъ ухломъ\ эти дгаметры называются осями 
кривой.
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§ 236. Отъ этихъ геометрическихъ изсл'Ьдовашй, изъ которыхъ ви- 
дим'ь, какую важную роль играетъ безконечно-удаленная прямая, перей- 
демъ къ аналитическими Для этого возьмемъ прямоугольная декартовы 
координаты; въ этой системе координатъ безконечно-удаленная прямая 
представляется съ весьма зам'Ьчательнымъ характеромъ. Чтобы перейти 
отъ трилинейной системы координатъ къ декартовой надобно положить:

Р # 1 = ж  ,  Р  ® а  =  У  > Р ^ з  =  1

, а$2 =  т) •, з =  1

Уравнешя между полюсомъ и полярой Д'Ьлаются:

= ап х -\-« 1  at/ —|— « 1 з ,  ах = =  4 ц  £  +  A n fj - { -  A i3

Р Ч  = =  а3\Х а22у  “ Ь  « з з > аУ == А<п% А 22*1 +  з( 1 )

р . 1  =—  « 3 1 #  +  « 3 2  У +  « 3 3 ,  С . 1  = =  -4 -3 1 ?  “ Ь  A 33c\ - J -  - 4 з з

гд'Ь си,к — ak,i, при этомъ определитель Л
мая:

* I У_
а ' Ъ

или;

не равенъ нулю. Если пря-

удаляется на безконечное разстояше, то отрезки « и Ъ равны безконеч- 
ности, следовательно:

£ =  0 , к) =  О

Такъ какъ дентръ кривой есть полюсь безконечно-удаленной прямой, то, 
полагая въ уравнешяхъ (1) i; =  О, к] =  0, найдемъ координаты центра:

$ 12^32  $ 22$13

$ 11 $22 п 2 а 12
$ 12% 3  $11 $232$] 1 $22 $̂ 12

Если бы А 1а, Л23, А 33были все равны нулю, то определитель Д  былъ
I

бы также равенъ нулю, случай, который мы исключаемъ. Следовательно 
дентръ всегда определенъ, исключая когда:

А 33 =  0 (3)

въ этомъ случае дентръ кривой находится на —это уш ш е
соответствуетъ параболе. 4

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОЛЕТИЯ. 16
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Розыщемъ теперь зависимость между безконечно-удаленною прямою 
и кривою, изъ этой зависимости вытечетъ не только аналитическш ха-

s

рактеръ параболы (3), но и эллипса и геперболы.

Проведемъ черезъ начало координатъ прямую, составляющую уголъ 
а съ осью х.Если эта прямая пересйкаетъ кривую на разстоянш г отъ 
начала координатъ, то координаты точекъ встречи будутъ:

x  — r cos а у =  г sm а

Подставляя эти выражешя въ уравнеше коническаго С'Ьчешя:

ах , х 2 4 - а22у 2 +  2 щ  2х у  +  2 ал Зх  +  2 а23у -f- а33 =  О (4 )
найдемъ:

r \ a x 1 cos2a -|- a22sin3a +  2ах 2sinacosa) -f- 2r(ax 3cosa 4" a23sina) +  а33 =  0 (5)

Изъ этого квадратнаго уравнешя найдемъ две величины для г, которыя 
могутъ быть дМствительныя, равныя и мнимыя.

Въ первомъ случай, прямая, проведенная подъ угломъ а къ оси абс- 
циссъ, встрйчаетъ коническое сйчеше въ двухъ дййствительныхъ точкахъ, 
во второмъ она будетъ касаться, въ третьемъ случай она его не встрй- 
чаетъ, тъмъ не менйе мы будемъ говорить, что прямая встрйчаетъ ко
ническое сйчеше всегда въ двухъ точкахъ. Напротивъ, если разстояше г 
будетъ дано, то изъ уравнешя (5) определится два значешя для угла а, 
которыя могутъ быть и действительными, равными и мнимыми. Въ обоихъ 
случаяхъ кривая имйетъ две безконечно-удаленныя точки, мы найдемъ 
прямыя, нроходяшдя черезъ эти точки, т. е. ассимптоты кривой, полагая 
въ уравнеше (5) г =  оо, что даетъ:

откуда:
an cos2a 2 ах 2 sin a.cos a -f- a22 sin2 a =  О

___ a12-------  l ^212 lla22tg a-------------------------------------
2̂2

±  V — A

( 6)

(7 )

мнимыя или совпадающая, смотря потому будетъ-ли А 33 величина отри
цательная, положительная или нуль.

Следовательно аналитический признакъ для отлшпя коническихъ 
сйченш есть слйдующШ:

А 33 >  О эллипсъ. 

А 33 — 0 парабола.

А 33 <  0 гипербола.

(8)

MitskevichOA
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Услов1е для параболы найдемъ изъ уравнешя въ линейпыхъ координатахъ:

Нц £2 ~\~ ^гг"*)2 ~Ь 2̂ 4] Ч~ 2И.1 з̂  ~Ь -j- Л33 == О (9)

Если безконечно-удаленная прямая касается коническаго сЬчешя, то:

£ =  0 , ■») =  О

должны удовлетворять предъидущему уравненш, а это услов1е требуетъ,
чтобы:

Изъ выраженья:
Изз — О

Изз =  «цй'22 — «212

видимъ, что только коэфищенты у членовъ втораго измерешя въ уравненш 
(4) ап , а22, «12 служатъ къ отличда рода коническаго сЬчешя.

Пр. 1. Какой родъ коническихъ с4чешй представляютъ уравнешя:

Зх2 -j- 4 ху-(- Ьуг — 2х — Ту — 4 =  0
ч

Отв. Зд'Ьсь А вв =  15 — 4 — 11; эллипсъ.

Пр. 2. 2х2 -(- ху  — 2/2 —}— За? —}— з/ =  О

Отв. Л33 =  — 2 — 1 =  — 3; гипербола.

Пр. 3. х2 — 2ху у 2 — х у  — 1 =  0

Отв. А вв =  1 — 1 =  0; парабола.

Примшате. Зам'Ьтпмъ, что при 4̂33 =  0 члены втораго измйретя въ (4) со- 
ставляютъ полный квадратъ. ,

§ 237. Уравнеше '(А) опредгЬляетъ только направлеше ассимптотъ,
ф

но такъ какъ онй проходятъ черезъ дентръ, то онгЬ вполне определены 
и мы можемъ написать ихъ уравнешя. Приравнивая нулю члены втораго 
измерешя въ уравненш (4), найдемъ:

откуда:
«л ж2 4~ 2 cii 2ху-(- a22i/2 =  О 

У_ _ ^ а — . « 1 2 —  V  Л з з

X  «22

(10)

а это есть направлеше прямыхъ, идущихъ къ безконечно-удаленнымъ 
точкамъ на кривой. Следовательно уравнеше этихъ прямыхъ есть (10). 
Розыскаше этихъ прямыхъ сводится на розыскаше отношения координатъ 
безконечно-удаленныхъ точекъ. Въ самомъ деле, сделаемъ уравнеше (4)

однороднымъ, полагая — , — вместо Чтобы получить точки пе-х3 Х3
ресечешя безконечно-удаленной прямой съ коническими сечешемъ на-

4 I

добно положить а?3 =  0, а это именно и даетъ уравнеше (10). Уравнешя 
ассимптотъ получатся, написавъ уравнешя прямыхъ, которыя-бы были па

16*
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раллельны прямымъ (10) и проходили черезъ центръ кривой, коего коор-
ч

динаты мы нашли выше (2).

Уравнеше (10) будетъ представлять ассимптоты, если начало коор-
|

динатъ находится въ центргЬ кривой.

Пр. 1. Въ кривой:

которую назвали эллипсомъ, действительно им'Ьемь:

Ая<
1

33 а 2&2
> 0

а уравнеше ассимптотъ будетъ:

Пр. 2. Въ кривой:

® _1_У_\ (х  _ у \  
- +  Ы )  \а  Ы)а

х
а

Г  
Ь2

1

О

которую назвали гиперболой, им'Ьемъ:

А
1

зз а2Ъ2
< 0

а уравнеше ассимптотъ будетъ:

£  4 . У) (*  
а ' Ъ ) \ а

У
ъ

О

Пр. 3. Въ кривой:
у2 — 2рх =  О

которую назвали параболой, имЬемъ:

А зз О

а уравнен!'е ассимптотъ будетъ:
У2 =  О

это уравнеше даетъ только направлеше къ безконечно удаленной точк'Ь 
повторенное два раза; а собственно ассимптотъ парабола не имЬетъ.

§ 238. Выше мы видели (§ 233), что поляра точки на безконечности 
есть д1аметръ, дЬлящш пополамъ хорды коническаго сЬчешя, проведенный 
параллельно прямой, соединяющей центръ съ точкою на безконечности, 
т. е. съ полюсомъ.
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Если уравнеше коническаго еЬчешя есть:

f = a n x \ - \ -  а22х \  -f- аъъх 23 4  2ах24  х3 4  =  0 (11)

то поляра точки (ухУъУз) будетъ (§ 209, 58):

df| df, _  л
Х\ -Г Г Х2 Л~"Г —̂ б (12)духду2 дуг

или:
х \ (« 1  1 У\ “i-  «122/2 4  «1 зЗ/з) 4  # 2  («2l3/l 4  «223/2 4  «233/з) 4

4  х 3 («31 # 1  "4 «322/2  4  «ЗЗЗ/з) =  б (13)

полагая въ этомъ уравнены рхх —х, рх2= у , рж3=1; рух~хх, ру%—ух, рз/3= 1  
будемъ им$ть поляру точки (ххух) въ декартовыхъ коорДинатахъ:

Ж ( « 1 1 Х\ 4  «123/1 4  « 1  з) 4  3/ (« 2 1  « 1  4  «223/1 4  «2з) 4«31 4  «322/1 4 « 3 3  =  0 (14)

Полагая хх — rx cos аь Ух —  rx sin а! это уравнеше сделается:

х (ах 1 rx cos а! 4  а, 2r, sin а, 4  «i з) 4  У («21 r\ cos а! 4  «22̂ 1 sin а, 4  «23) 4

4  «3ir i cos at 4  «32r i sin <*i 4  «зз — 0 (15)

Если положимъ 2*| =  со, то поляра сделается д1аметромъ, д'Ьлящимъ 
хорды, проведенный въ направлены аь  именно:

х  (ах1 cos л х 4  «12 sin ) 4  У («21 cos«] 4  «22 sin a,) 4  «31 cos ax 4  «32 sin aj =  0 (16)

или:
{an x  4  «2 1З/ 4  «3 1 ) cos ai 4  («1 4  «2 2З/ 4  «3 2) sin 04 =  0

1

или еще, если въ уравнены (11) рх, =  х, gx2 —  y, рх3 =  1:

это и есть уравнеше д!аметра.

Если черезъ а означимъ уголъ, который д1аметръ составляетъ съ 
осью абсциссъ, то изъ уравнешя (16) найдемъ:

tga ап cos ott 4  «12 sin «1  йп 4  «12 tg ai
tt\ 2 COS Л} 4  «22 Sin a l « 1 2 4 “ «22 lg  al

или:
«22 tg «. tg «1 4  «12(tg « 4  tg al) 4  «11 — 0 (20)
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Сопряженными д!аметрами называются Taicie два д1аметра, въ которыхъ 
точка, лежащая на безконечности, на одномъ изъ нихъ, есть полюсъ дру-

Ч

гаго, или, другими словами, хорды параллельныя одному изъ нихъ, делятся 
пополамъ другимъ.

Такъ какъ уравнеше (20) симметрично относительно угловъ а и аь 
то изъ этого заключаемъ, что если направлеше хордъ будетъ а, то на
правлеше д!аметра будетъ аг, следовательно углы а и а ,, связанные урав- 
нешемъ (20) суть углы двухъ сопряженныхъ д1аметровъ. Это уравнеше 
получится, если въ уравненш (16) положимъ х  =* г cos a, T/ =  r s in a  и 
сд'Ьлаемъ г =  со.

Это сл^дуетъ изъ опредгЬлешя сопряженныхъ д1аметровъ, какъ по- 
ляръ точекъ, лежащихъ на безконечности.

Изъ формы уравнешя (18) видно, что все д!аметры проходятъ че- 
резъ пересечете двухъ прямыхъ:

которыя пересекаются въ центре кривой (§ 236).

Если ах =  0, то д1аметръ, деляпцй пополамъ хорды параллельныя

оси х, будетъ д1
дх

тсО, если-же aj =  —, то Д1аметръ, делящш хорды парад-
А

лельныя оси , будетъ д[_
ду 0.

Если въ уравненш (20) сделаемъ ал —  а, то оно сделается:

а22 tg2a +  2al2 tg a +  =  О (22)

а это уравнеше, дающее направлеше ассимптотъ (§ 237, 10), показы-
ваетъ, что ассимптоту можно разсматривать, какъ д1аметръ самъ себе со-

*

пряженный.

0бщ1я количественныя свойства кониче^кихъ сЪчешй.
./

/

§ 239. Все выше выведенныя свойства коническихъ сеченШ отно
сятся къ положений; ниже следующая относятся къ мере, т. е. къ коли- 
чественнымъ свойствами.

Предложенье. Если чрезъ какую-нибудь точку О проведемъ две 
секупця, встречающая коническое сечеше въ точкахъ Д ,  Д ,  8), Д , то
отношеше:

О Д . О Д
ОД. ОД
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будетъ величина постоянная, где бы нибыла взята точка 0, лишь-бы па- 
правлешя OR и 08  были постоянный.

Доказательство. Изъ § 236, замечая, что OR\ и ОВ% суть корни 
уравнешя (5), найдемъ:

01)1 -0112 < * 3 3

ах i cos2a +  2aj 2 sina. cos a -)- a22 sin2a
и точно также:

откуда:

OSi. OS2 _______________ ^зз_______________
ax! cos2a' -f- 2щ 2 sin a'. cos a '+  a22 sin2 a!

ORi .OR-2_«] i cos2a'-j- 2«[ 2 sin a', cos a'-f- a22 sinV
О/S'] .OS2a11 cos2a -f- 2aj 2 sin a . cos a +  a22 sin2a

но вторая часть этого уравнены: есть величина постоянная, такъ какъ 
величины au , a12, a22 при перенесенш начала координатъ неизм^няются, 
а а и а' не изменяются, потому что направлеше, по условно, остается по- 
стояннымъ.

Это нредложеше можетъ быть выражено еще следующимъ образомъ:

Если чрезъ две данныя точки Ох и 02 будутъ проведены, кашя- 
нибудь две параллельный лиши ОД! я ОД, то отношеше:

Oi -Ri .0 ^ 2
О Д . ОД2

будетъ величина постоянная.

Въ самомъ деле, числитель и знаменатель предъидущей дроби, оче
видно, суть:

_____________ <*зз_____________ <*зз______________
апcos2a-(- 2^  2 sin a. cos a-{-«22 srn 2« ’ <*ц .cos2a-f-2a12sina.cosa-|-a22sin2a

откуда, ихъ отношеше равно a33: a'33 — величина постоянная (a'33 новое 
значеше коэфиц!ента а33 при перенесенш начала координатъ изъ точки
01 въ 02).

Cjmdcmeie 1. Пусть 0 2 будетъ дентръ кривой, то О Д  =  О Д , а 
следовательно 0 Д .0 282 будетъ квадратъ нoлyдiамeтpа параллельнаго се
кущей 01R. Откуда следуетъ, что произведешя отрезковъ двухъ пересе
кающихся хордъ относятся между собою, какъ квадраты имъ параллель- 
ныхъ полуд1аметровъ.

Слгьдствге 2. Пусть 0i 02 будетъ д1аметръ коническаго сечещя, а 
01Д и ОД  параллельны д!аметру сопряженному 0 ,02, то /и
ОДх — о д 2.
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Если д1аметръ Оу 0 2 пересйкаетъ кривую въ точкахъ а и то

ОхВ o,s 2

Oya.Oyb 02a.02b

т. е. квадраты полухордъ, сопряженныхъ д1аметру Оу 02, пропорщональны 
произведешямъ отрйзковъ, на которые эти хорды дйлятъ д1аметръ О у 02.

§ 240. Предъидущее предложеше не имйетъ мйста въ томъ случай, 
когда прямая 08у параллельна одной изъ прямыхъ встрйчающихъ кривую, 
на безконечности, въ этомъ случай отрйзокъ 082 — со, и только OSy 
встрйчаетъ кривую въ конечной точкй. Мы покажемъ, что въ этомъ
случай, отношеше:

OSy
Ot'y . Orо

есть величина постоянная. Для простоты возьмемъ 0 8  за ось х, a OR 
за ось у.

Такъ какъ ось х  параллельна прямой встрйчающей кривую на без- 
конечности, то въ уравненш:

ап х 2 +  2а12ху  +  а22у 2 +  2ахЗх  +  2а23у +  а33 =  0 (23)
N

коэфищентъ ап  =  0, слйдовательно уравнеше кривой будетъ:

2а,\ 2 ху-f- <х22у2 -j- 2«i Зх  -f- 2а23у -j- а33 О
*

полагая у —  0, найденный отрйзокъ на оси х  будетъ:

«33_ 
2й; з

Ч

полагая ж — 0 произведете отрйзковъ на оси у  будетъ:
t

ОВу.ОВ2 =  ^
#22

• V-

откуда:
OSy __ __ 0,22

ОВу .ОВ2 2а13

Перенесемъ теперь начало координатъ въ точку (ху,у}), оставивъ оси 
параллельными старымъ осямъ, то а22 неизмйнится, а ахз сдйлается 
«i2?/i-f-«13) слйдовательно новое отношеше будетъ:

%(а1ЪУ\ Н~ «хз)
______ #22
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Если кривая будетъ парабола, то ах 2 == О, а следовательно это отноше- 
ше будетъ величина постоянная. Если же кривая будетъ гипербола, то 
это отношеше будетъ величина постоянная только въ томъ случае, когда 
Ух будетъ величина постоянная.

Пр. 1. Составить уравнеше коническаго сЬчешя, которое делаетъ на коорди- 
патпыхъ осяхъ х и у отрезки \ и Х2, р,2?

Pmuenie. Если въ уравненш (23) сделаемъ последовательно х =  О, у =  О, то
иайдемъ:

хг — Оч +  А ) х +  XlX2 “= 0 у 2 — 0-1 +  iAi)y + 1* 1*2 =  о
где:

a-ц XiX2 —_ a33 .. 1 .. _ 2 a 23 .. .. __
“ 1 1*1 1 P'2— n 1 P̂ Ptf

откуда искомое уравнеше будетъ:

р.1[л2я2 +  2 а12ху +  X i +  V* )У +  — 0 (2*)

Если коническое сеч ете есть парабола, то:

а232 =  [мрЛА2 , а12 =  +  ]/ p,lka 2XiX2

следовательно чрезъ четыре точки можно провести только две цараболы.

Пр. 2. Найти геометрическое место дентровъ коническаго сечешя, проходя- 
щаго чрезъ четыре данныя точки?

Ргьшенге. Уравнеше (24) представляетъ коническое сеч ете, проходящее чрезъ 
четыре данныя точки. Координаты центра определяются уравнешямн (§ 236, 1):

2[М^2х -(- 2аг2у -f- p.ip.2 (\  “Ь ^г) =  9 , 2Xi \ 2у 4" 2а12х — Xi А2 (pa “Ь Р-г) “  9

такъ какъ а12 остается произвольиымъ, то шпшочеше его изъ этихъ уравнений и 
даетъ зависимость между координатами дентровъ, именно:

2[Л1(Л2#2 2\iK2y2 — рд[Л2Оч +  ^2)х — XlX2 (Рч ”Ь 2/ ~  9

это коническое сечете, которое проходить чрезъ пересечешя каждой изъ трехъ 
паръ лишй, который можно провесть чрезъ четыре данныя точки и чрезъ средину
этихъ лишй. Геометрическое место будетъ гипербола если XiX2 и p,ip.2 будутъ иметь,
каждая изъ паръ, одинаковые или разные знаки, въ противномъ случае будемъ 
иметь эллипсъ. Следовательно эллхшеъ будетъ въ томъ случае, когда две точки на 
одной изъ осей будутъ съ одной стороны начала, а друия две съ противуположныхъ 
сторонъ. Другими словами, когда четыреугольникъ, образуемый четырьмя данными 
точками имеетъ вогнутый уголъ. Это очевидно геометрически, такъ какъ около че- 
тыреугольника, имеющаго вогнутый уголъ, ни эллипсъ, ни парабола, не могутъ быть 
описаны. Следовательно описанное коническое сеч ете должно быть гипербола, 
такъ что некоторый вершины четыреугольннка должны лежать на различныхъ веть- 
вяхъ гиперболы. Откуда видимъ, что въэтомъ случае описанное коническое сечете  
должно быть всегда гипербола, а такъ какъ центръ гиперболы находится всегда въ 
конечномъ разстояши, то геометрическое место дентровъ будетъ эллипсъ. Въ другомъ 
случае, т. е. если все углы четыреугольннка выпуклы, два положещя центра будутъ 
на безконечности, соответственно двумъ параболамъ, который можно описать около 
даннаго четыреугольннка,
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*

Каноничесжя ф о р м ы  ноническихъ с%ченШ.

§ 241. Теперь займемся упрощешемъ общаго уравнешя центральнаго 
коническаго сечешя:

ап х 21 -f- ai2x 22 +  й33ж23 -|- 2aiix1x2 -f- 2 3.rjx?J -(- О (25)

Для этого положимъ, что оно отнесено къ полярному координатному тре
угольнику. Если въ этомъ уравненга сд'Ьлаемъ х3 =  0, то получимъ урав
неше:

Оц.г,21 -f- 2а\2ххх2

которое есть произведете двухъ прямыхъ, соединяющихъ съ противуио- 
ложной вершиной, точки пересечешя кривой съ прямою х3 =  0. Это урав
неше разлагается на два линейные множителя:

х } — ах2 =  0 , — О

Но мы предположили, что координатный треугольникъ есть полярный, 
следовательно эти лиши суть касательныя, а касательный со сторонами 
полярнаго треугольника составляютъ гармоническую связку (§210), следо
вательно {5 =  — а, и уравнеше (26) сделается:

х \  — а2. Х 22 =  О

Если это последнее уравнеше тождественно съ уравнешемъ (26), то въ 
уравненш коническаго сечешя (25) нетъ члена 2a12xix2. Такое-же раз- 
суждеше покажетъ, что въ уравненш недостаетъ и членовъ 2агзх1х3, 
2а23х2х3. Следовательно уравнеше коническаго сечешя заключаетъ только 
квадратные члены, т. е. оно будетъ:

ацХ2! -j-а22х 22 ~1~ а33х23 =  0 j  . (27)
f /

Въ этой форме уравнеше коническаго сечешя можотъ быть представлено - 
трижды безконечнымъ числомъ, такъ какъ выборъ полярнаго треугольника 
зависитъ, какъ мы видели, отъ трехъ произволь'ныхъ параметровъ, изъ

/  Чч -л

коихъ каждый можетъ иметь безконечное число значенш.(Если теперь 
мы предположимъ, что одна нзъ сторонъ координатнаго полярнаго треу
гольника, напримеръ .«3 =  0, есть безконечно-удаленная прямая, то пе- 
реоечеше другихъ двухъ сторонъ будетъ центръ кривой, а сами стороны, 
т. е. координатныя оси, будутъ сопряженнйе д1аметры. Следовательно 
мы должны только положить:

р«! = «  , рХ2 — У ,РХ3 =  1
и уравненie сделается:

г

«11 х,2 +  а22у 2 +  «зз — О
Но вообще въ немъ координатныя оси не прямоугольны.

(28)



§ 242. СдЪлаемъ тЬже разсуждешя относительно того-же коничес- 
каго сЬчешя, но отнесеннаго къ линейнымъ координатамъ:

f  (£) =  Дц£21 -А22%22 ~Ь -4зз^2з "Ь 2-4i2 î?2 +  2Ai -f- 2А23ъ2%3 =  0 (29)

Для этого положимъ, какъ и выше, что это уравнеше отнесено къ по
лярному треугольнику, коего вершины суть:

?i =  0 , ?2 — 0 ? =  О

Если положимъ въ уравненш (29) £3 =  0, то получимъ уравнеше:

А\ 1 £21 -(- 2А\ 2?1 ?2 “Ь -̂ -22̂ 22 =  0 (30)
/

г

которое есть произведете двухъ линейныхъ множителей:

?1 — «?2 =  0 , — ^ 2 =  0 (31)
V

следовательно представляетъ две точки касашя касательныхъ, проведен- 
ныхъ изъ точки £3 =  0 къ коническому сЬченш (29). Но такъ какъ, по 
условш, координатный треугольникъ есть полярный, то две касательныя, 
со сторонами полярнаго треугольника, черезъ пересечеше которыхъ оне 
проходятъ, составляютъ гармоническую связку, следовательно (§ 221):

5l =  о » 2̂ =  0 , 5, — alia =  0 , ?!---^2 =  0

суть четыре гармоническая точки, а поэтому мы должны иметь (5 =  — а, 
следовательно уравнеше точекъ касашя будетъ:

\ \  — «2?23 =  О

Но это есть уравнеше (30), следовательно А \2 —  0. Тоже разсуждеше по- 
кажетъ, что въ уравненш (29), если оно отнесено къ полярному треуголь
нику, недостаетъ членовъ 2J.13̂ q3, 2А23%2%3- Следовательно уравнеше ко- 
ническаго сечешя, отнесеннаго къ полярному треугольнику, будетъ:

А\ 1 £2i +  А 22%22 +  А 33%23 =  0 (32)

Если одна изъ сторонъ полярнаго треугольника будетъ на безконечности, 
то будемъ иметь:

ft

o£i =  I , 0%2 =  'П , ®53 =  1

откуда уравнеше сделается:

“f" ~̂22У12 ~f~ -̂ 33 =  0 (33)
. , ,  '  '  * -V V

оно отнесено, очевидно, къ двумъ сопряженнымъ д1аметрамъ и центру, 
какъ началу. Уравнешя (28) и (33) центральныхъ коническихъ сеченШ 
суть самыя простыл въ обеихъ системахъ координатъ.
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Каноничесшя формы ноническихъ сЪчешй.

§ 241. Теперь займемся упрощешемъ общаго уравнешя центральиаго 
коническаго сечешя:

a, i х \  +  а32х 2 2 +  азгх \ 2щ 2xvx2 +  2alsxIx3 -j- 2а33х3х3 —  0 (25)

Для этого положимъ, что оно отнесено къ полярному координатному тре
угольнику. Если в'ь этомъ уравненш сд'Ьлаемъ =  0, то получимъ урав- 
нен1е:

ап х \  -f- 2ai2XiX2 Cl22X-J2

которое есть произведете двухъ прямыхъ, соединяющихъ съ противуно- 
ложной вершиной, точки перес'Ьчен!я кривой съ прямою —  0. Это урав
неше разлагается на два линейные множителя:

Х\ — а.х2 =  0 , Х\ — $х2 =  0

Но мы предположили, что координатный треугольникъ есть полярный, 
следовательно эти лиши суть касательным, а касательным со сторонами 
полярнаго треугольника составляютъ гармоническую связку (§ 210), следо
вательно {5 =  — а, и уравнеще (26) сделается:

х \  — й2.Ж22 =  О

Если это последнее уравнеше тождественно съ уравнешемъ (26), то въ 
уравненш коническаго сечешя (25) нетъ члена 2а\2Х\Х2. Такое-же раз- 
суждеше покажетъ, что въ уравненш недостаетъ и членовъ 2 «13*1*3,
2а23х2х3. Следовательно уравнеше коническаго сечешя заключаешь только

/

квадратные члены, т. е. оно будетъ:

ап х \  -f- а22х \  -f- « 3з*23 =  0 г - (27)
*

■f

Въ этой форме уравнеше коническаго сечешя можетъ быть представлено - 
трижды бе'зконечнымъ числомъ, такъ какъ выборъ полярнаго треугольника 
зависишь, какъ мы видели, отъ трехъ произволнныхъ нараметровъ, изъ 
коихъ каждый можетъ иметь безконечное число значенШ.(Если теперь 
мы предположимъ, что одна изъ сторонъ координатнаго полярнаго треу
гольника, напримеръ ж3 =  0, есть безконечно-удаленная прямая, то пе
ресечете другихъ двухъ сторонъ будетъ центръ кривой, а сами стороны,

/

т. е. координатныя оси, будутъ сопряженные ддаметры. Следовательно 
мы должны только положить:

Р*1 =  X , р*2 — У , Р*3 — 1
и уравнеше сделается:

«п*2 -(- а22у2 -|- «зз =  О
Но вообще въ немъ координатныя оси не прямоугольны.

(28)
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§ 242. Сд'Ълаемъ гЬже разсуждешя относительно того-же коничес- 
каго сЬчешя, но отнесеннаго ки линейными координатами:

f  (I) =  +  -̂22?22 +  -̂33^23 "1“ 2̂ Ll2?l?2 ~Ь 2 il3 ^ 3  +  2Л2з12?з — 0 (29)

Для этого положими, каки и выше, что это уравнеше отнесено ки по
лярному треугольнику, коего вершины суть:

It =  О , ?2 — 9 ? 1з=  О

Если положими ви уравненш (29) £3 =  0, то получими уравнеше:
41

Al I £21 +  2А\ 2̂1 ̂ 2 “Ь ̂ -22?22 =  0 (30)
/

которое есть произведете двухн линейныхи множителей:

I t — а |2 =  0 , I t — Р12 =  0 (31)

следовательно представляети две точки касашя касательныхи, проведен- 
ныхи изи точки | 3 =  0 ки коническому сечент (29). Но таки каки, по 
условш, координатный треугольники есть полярный, то две касательныя, 
со сторонами полярнаго треугольника, черези пересечете которыхн оне 
проходяти, составляюти гармоническую связку, следовательно (§ 221):

It =  0 . I2 =  0 , I, — а^2 =  0 , ^  — р̂ 2 =  О
с

суть четыре гармоническ1я точки, а поэтому мы должны иметь (3 = — а, 
следовательно уравнеше точеки касашя будети:

I2! ---<Х2!22 — О

Но это есть уравнеше (30), следовательно A i2 — 0. Тоже разсуждеше по-
кажети, что ви уравненш (29), если оно отнесено ки полярному треуголь-

\

нику, недостаети членови 2J.13̂ I?8, 2J.23| 253. Следовательно уравнеше ко- 
ническаго сечешя, отнесеннаго ки полярному треугольнику, будети:

А\ 1 ! 2i -f- 4̂22| 22 +  -4зз!2з — 0 (32)

Если одна изи сторони полярнаго треугольника будети на безконечности, 
то будеми иметь:

<*lt =  I , <з|2 =  *3 , <?1з =  1

откуда уравнеше сделается:

-4ц?2 -f- ■А22'*}2 -f- -4зз — 0 (33)
*  %

оно отнесено, очевидно, ки двуми сопряженными д1аметрами и центру, 
каки началу. Уравнешя (28) и (33) центральныхи коническихи сечешй 
суть самыя простыл ви обеихи системахи координати.
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§ 243. Остается только сделать на самомъ деле переходъ отъ об- 
щаго уравнешя (25) къ (28).

Перенесемъ начало координата въ дентръ. Такъ какъ центръ есть 
полюсъ безконечно-удаленной прямой, то оси х я у будутъ делится гар-
\  , I * „

v " -V • •

ионически кривою и безконечно-удаленною прямою, въ силу этого члены 
Х \ % 2х3, или х  и у, изчезнутъ, остается только сделать иоворотъ коорди- 
натныхъ осей.

Перенесете начала координатъ въ центръ делается подстановлешемъ:

т  == х == х'-{-

рх2 == У =- у '  +  01 .

рх3 == 1

где л и 8[ суть координаты центра, следовательно (§ 236, 2)

л А 1 з
А Pi

зз
А 23

А 33

но изъ теорш определителей имеемъ:

«11а1 «1201 ~Ь «1 3 - = 0

$21а1 ~Ь а2$\ “Ь а23 0
(

«31 «1 +  «3201 +  «33 =_ $31̂ -31 %2̂ -32 “Ь ^33^33 _ А
Л А (34)
зз

следовательно:
ffij 1X -j- ttj 2У d\ з — СЬцХ' —(— d\ 2у’

а%\Х а22у Н-  «23 =  a%\x' -f-

зз

Л
«81ж - | -  «32 У  +  «33 =  « 3 1 +  «32 +  j33

Умножимъ первыя части этихъ уравненш соответственно на х, у, 1, а
*

вторыя на ж' +  eci, ■ у' +  f t , 1 и сложимъ, то найдемъ:

ап х2 +  2al2xy +  а22у2 - f  2aisx  +  2a2Sy +  «зз
N

О (35)
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Этими преобразовашемъ члени первой степепи удалены, а второй степени 
остались безъ перемены. Здесь мы должны исключить тотъ случай, въ 
которомъ 4̂зз =  0, такъ какъ въ предъидущемъ уравнеши последят членъ 
будетъ равенъ безконечности, и кривая будетъ иметь центръ на безко- 
нечности. Напротивъ, уничтожеше определителя Л неизмЬняетъ нашихъ 
изслЬдован1Й, только ихъ геометрическШ смыслъ будетъ различенъ. Этотъ 
посл'ЬднШ случай мы разсмотримъ ниже.

г '

-  ■

§ 244'. Мы уже выше показали геометрически, что есть пара перпен- 
дикулярныхъ сопряженныхъ д!аметровъ (§ 235); теперь покажемъ это 
аналитически. Наши анализъ нокажетъ, что существуетъ только одна пара 
такихъ Д1аметровъ.

Если сопряженные д1аметры перпендикулярны, то a ^ a - j - 9 0 0, а
Ф

подставляя это выражеше въ (19), найдемъ:

Корни этого уравнешя всегда действительны и даютъ направлеше сопря-
* 0

женныхъ перпендикулярныхъ д1аметровъ.

Если вместо tga поставимъ въ предъидущемъ уравнеши то
найдемъ:

tg 2 « =  й-12— (37)
$ц $22

*  •. м

полагая 2а =  [} будемъ иметь:

р =  arc tg Г 2а‘2 )  (38)
\«11 «22/

Откуда, найдемъ величины для а:

« =  !  , • а =  |  +  90° , а =  | - 4 - 180° , а =  |  +  270°

которыя отличаются только на 90°, следовательно даютъ одну и туже 
систему, разсматриваемую иначе, т. е. есть только одна система прямоу-
гольныхъ сопряженныхъ дьаметровъ. Эти диаметры называютъ осями кони-

•  »

ческаго сечешя. Здесь представляется только одно исключеше, это когда
имеемъ въ одно время:

\

#11 #22 =  О , <Х\2 ==» О

MitskevichOA
Прямоугольник
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Коническое сЪчеше им'Ьетъ тогда форму:

следовательн о  есть к р у гъ . В ъ  этом ъ сл у ч ае  уголъ  а  остается  неопредЬ - 

ленны м ъ, сл ед о вател ьн о  есть без численное м нож ество со п р яж ен и и  х ъ  пер- 

п ен д и к у л яр н ы х ъ  д1аметровъ, и, д ей стви тел ьн о , въ  к р у г е  к а ж д а я  п ар а  п ер - 

п ен д и к у л яр н ы х ъ  д1аметровъ есть со п р яж ен н ая . Е сл и  въ  у р авн ен ш  вм есто

у<х подставим ъ — ,
х то найдемъ уравнеше осей:

«22У1 + (« 1 1   « 22) Щ  «12̂ 2 =  О

или р а в н о д е л я щ и х ъ  углы  м еж ду ассим птотам и. \

§ 245. Ч тобы  соп р яж ен н ы е п ерп ен ди кулярн ы е Д1ам етры  с д е л а т ь  

координатны м и  осям и надобно поворотить стар ы я  оси н а  уголъ  а , оп ре

д ел ен н ы й  у р ав н еш ем ь  (3 7 ), а  д л я  этого надобно полож ить (§ 35, 6):

х  —  х ' cos а  —  у' sin  а  

у  =  х' s in  а  +  у  ' cos а

Е сл и  эти  в ы р аж е ш я  подставим ъ въ  у р авн еш е (3 5 ), то оно долж но при- 

н я т ь  форму у р ав н еш я  (28), если в ъ  нем ъ  сд ел аем ъ  х х х , х 2 —  у, 1. 

С лед о вательн о  п осле  п одстан овлеш я въ  уравн еш е:

« 11^ 2 +  «22 у 2 +  2с*1 %ху +

к о эф и щ ен тъ  при х у  долж ен ъ  бы ть равенЪ  нулю , что и и м е е т ъ  м есто  въ  

силу услов1я (1 9 ); В ъ  самомъ д е л е ,  это тъ  к о эф и щ ен тъ  есть:

cos а (а22 sin  а +  а12 cos а) —  sin  а (щ х cos а +  ах 2 sin  а) =  О 

следовательн о  м ож ем ъ полож ить:
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Исключая между этими уравнениями sin а и cos а, найдемъ квадратное 
уравнеше въ X, котораго корни и будутъ коэфищенты при х'2 и у'2 въ пре- 
образованномъ уравнешй. Эго исключеше даетъ:

или:
X3 — (он O22) X Щ 1 ̂ 22

(43)

(44)

Означимъ корни этого уравнешя черезъ Хь  Х2, каждому изъ нихъ будутъ 
соответствовать въ силу (41) величины а, которым будутъ различатся на 
90°, если членъ х'у' исчезъ. Поэтому будемъ иметь:

Оц cos а а] 2 sin а =  cos а 

а\ 2 cos а -J- а22 sin а =  X, sin а

а, i sin а й12 cos а =  Х2 sin а

(Ь\ 2 sin а — й22 C0S а =  — Х2 cos а

Умножая третее изъ этихъ уравнешй на х, а четвертое на у и склады
вая, получимъ, соображаясь съ (39):

(й! 1 sin а — й! 2 cos а) х -f- (щ 2 sin а — й22 cos а) =  — Х2у (46)

точно также изъ перваго и втораго получимъ:

(йп cos я й[ 2 sin а) х  -j- (й| 2 СОЙ а +  й22 sin а)у =  \ х '  

Если наконецъ умножимъ (46) на:

а (47) на:
— a: sin a -f- у cos а = « /' 

ж cos а -f- у sin а =  х'

и результаты вычтемъ, то найдемъ:

Й11 х2 4 - 2й1 чху -f- a22«/2 =  X, а;/9 V е

Следовательно ypaBHeHie коническаго сечешя получить самую простую 
форму:

Х^'2 +  Х2«/'2 + д
л ,

о
зз

Йтакъ корни уравнешя (44) действительно даютъ коэфищенты въ но- 
вомъ уравнешй. Въ исключительномъ случае, который указали выше,
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именно, когда «и =  «22 и а12 =  0, корни Хь  Х2 остаются определенными, 
но д'Ьлаются только равными.

Мы выше вид'Ьли, что всегда есть пара перпендикулярпыхъ сопря- 
женныхъ д1аметровъ, если только Д  и _Л33 не равны нулю. Но легко 
показать, что уравнеше (44) всегда им'Ьетъ действительные корни.

Въ самомъ деле, оно даетъ:

«11 +  (h

Изъ этого выражешя видимъ, что подрадикальная величина не можетъ 
быть отрицательной величиной, если только коэфищенты въ уравненш 
коническаго сечешя суть величины действительный. ■...

§ 246. Преобразоваше уравнешя коническаго сечешя:

въ форму:

ап х 2 +  2ах2ху +  а22у2-\-

\ х ' 2 +  +

%

можно сделать гораздо проще способомъ Буля следующимъ образомъ:
✓

если уравнеше (48) преобразуемъ иодстановлешемь (39), коего модуль 
преобразовашя равенъ единице, то будемъ иметь:

йп ж2 +  2&12 ху +  а.22у2 +  =  А х '2 -(- 2 Вх'у' -j- Су'2 -' ^А зз А (50)
зз

или:
«п ж2 +  2ai2xy -f- а22у2 — А х'2 -f* 2Вх'у1 +  Су'2 (51)

где А, Б, С суть функцш коэфищентовъ ап , а12, и cos a, sin а. Но мы
\

имеемъ всегда:
х2 +  у2 =  ж’2 у19

такъ какъ каждое изъ этихъ выражешй есть разстояше начала коорди- 
натъ отъ точки (ху) или (х'у').

Если къ обеимъ частямъ (51) прибавимъ по:
% X

X (ж2 у2) и X (ж'2 +  у1'2)
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гд'Ь X есть неопределенный коэфищентъ, то найдемъ:

ацХ2 -f- 2«,2ХУ ~Ь«22У2 +  X (я2 -|- у2) =  Ах'2 -(- 2В ху  -f- Gy'2 -j~X ( х 2 +  у'2) 

или:

( « ,  i “ Ь  X )  х 2 - f -  2 « j  %ху - f -  ( с (22 - f -  X )  у 2 =  ( A  - j -  \ )  х ' 2 - j -  2 В х ' у '  ( С  - f -  X ')  у ' 2

По свойству инвар1антовъ (§ 192, пр. 3) будемъ иметь:

Ц 1 +  X) («22 +  X) — а2] 2 =  ( +  X) 4 - X) — В 2(52)

такъ какъ это уравнеше должно иметь место при всехъ значешяхъ X, то
приравнивая коэфищенты при X, найдемъ:

\

A  - f -  С=ап +  « 2 2

А О --- В 2 = =  «11 «22- - «212

Если выберемъ направлеше новых ь координатныхъ осей такъ, чтобы О, 
то будемъ иметь:

А  +  С — «,, +  «22

АС СЬ\ 1 $22 $12

Имея эти уравнения, получимъ уравнеше:

t 2 —  (« и «22) ^ ~t“  (« 1 1«22 « 212) —  О

4

котораго корни суть А  и С, и уравнеше (50) сделается:

(53)

«1 , 20,2 +  «2 2 2/2 +  -̂ Г~ — Яж'2 +  Су'2 +  ЛА 33 А 33

Пр, 1. Найти оси эллипса:

14ж2 — 4ху -|- II?/2 =  60

и преобразовать его уравнеше къУосямъ.

Такъ какъ осп суть равноД'йлящгя углы между
суть: \

14х2 V- 4ху -}- 11у2 -
\

\\

= 0
то уравнеше осей будстъ:

•

4х2 4- 6ху — 4у2 == 0
или:

(2х —\у) (х +  2у) == 0

Въ этомъ примйрЪ им-Ьемъ:

- X, Х2 ~  25 , X, Л2 :=  150

а асснмптоты

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я, 17
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откуда X  =  15, Х2 — 10, а уравнеше преобразуется въ:

З#2 v2 12

зд'Ьсь:

Пр. 2 . Преобразовать уравиеше гиперболы:

II# 2 +  84 ху_

X 13 i ,
откуда:

X =  39

-  24«/2 == 156

, Х,Х2 :=  —

X, =  - -5 2

2028

а потому:
З#2 — 4?/ =  12

247. Посмотримъ теперь, капля кривыя представляетъ уравнеше:

\ х 2- \ - - \ - Д
А О

зз

Это ypaBHenie можно написать въ следующей форм'Ь:

Уравнеше въ этой формЬ даетъ сейчасъ классификацда кривыхъ. Въ са- 
момъ дЬлЬ, произведете знаменателей:

А 2
Х|Х2.42зз

всегда имЬетъ, какъ видно, знакъ произведешя Х2, а это произведете 
есть:

\ ^2  =  -^-33 = =  1 ^ 2 2  2

такъ какъ Хх и Х2 суть корни уравнешя (53).

Следовательно классифицировать кривыя по знаку произведешя коэ- 
фищентовъ при ж2 и у 1 все равно, что классифицировать по знаку _433.

Вотъ возможные случаи:
Случай 1 . J -зз >  0; Хх и Х2 имЬютъ одинаковые знаки.

1. Д
М а2,

зз

2. А
Xj^33

а

А
Х2Л.33

_ А
Х2̂ 4

Ъ \ эллипсъ.

< /  •53
Ь2; эллипсъ мнимый,

1
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Случай 2. А 33 <  0; \  и )-2 имеютъ противные знаки.

1. Л
1̂-̂ 33

а А
2̂-̂ 33

Ъ2\ гипербола, встречаемая осью х въ

двухъ точкахъ

=  б2; гипербола, встречаемая осью у въ

двухъ точкахъ.

Эти две гиперболы отличаются только направлешемъ осей. Следо
вательно мы находимъ только две кривым (действительным), имеющих 
центръ, которыя представляются алгебраически уравнешемъ второй сте
пени. Что касается мнимаго эллипса, то можно только заметить, что его 
центръ и оси суть действительные, точно также, какъ и его поляры 
действительныхъ полюсовъ.

Эллипсъ.

V

§ 248. Изъ предъидущаго параграфа видимъ, что эллипсъ и гипер
бола, отнесенные къ центру, какъ началу координатъ и къ своимъ осямъ, 
имеютъ самую простую алгебраическую форму:

Ж2 ^
а2 Ь2 ’

Изъ этихъ уравненш видимъ, что гиперболу можно разсматривать, какъ 
частный случай эллипса, когда одна изъ его осей сделается мнимой. Если 
Ь изменимъ въ эллипсе на Ы, то получимъ гиперболу:

ч

X2 у2_
а2 Ъ2

встречающую ось ж, а если изменимъ на аг, то получимъ гиперболу:

у2 X2__

V __

встречающую ось у.

Такую простую форму, какъ, эллипсъ, такъ и гипербола, могутъ по
лучить, будучи отнесены къ косоугольнымъ координатамъ, когда за начало 
будетъ взятъ опять центръ, а за координатным оси, пара сопряженныхъ

I

д1аметровъ. i
.  I,

Такъ какъ пара сопряженныхъ д1аметровъ съ безконечно-удаленной
17*
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прямой образуютъ полярный треугольники, относительно разсматриваемаго 
центральнаго коническаго с'Ьчетя, то его форма:

не будетъ изменятся, если за косоугольный оси выберемн пару сонря- 
женныхн д1аметровъ. Такой переходи оти нрямоугольныхи координатныхи 
осей ки косоугольными мы сд-Ьлаемн си помощью формули (§ 36, 5):

х  =  х' cos а у cos Р 

у — х ’ sin а +  у' sin $

гд-Ь Р— а =  ср есть уголи между сопряженными д1аметрами. ЕГосл'Ь под- 
становлешя уравнеше (54) сделается:

1

таки каки коэфищентн при х'у\ по свойству полярнаго, каки координат- 
наго треугольника, должени быть равени нулю, именно:

cos а . cos Р . sin а. sin Р--------- 1_ _ _
а Ъ2 О

a и Ь] будути даны уравнешями:

1 cos2a . sin2a
^  Ъ2~ а2

1 __ cos2P , sin2P
ъ \ ~ а2 ' Ъ2

Полагая ви уравнеши (56) сначала ж' =  0, а потоми у' — 0, найдеми:

у'2 =  Ъ\ , — а \
*

следовательно щ и Ъ{ суть длины сонряженныхи д1аметровп, считая оти 
центра до встречи ихи си кривою.

Си помощью уравненш (58) можеми вычислить эти длины, им'Ья 
длину а и Ъ. KpoMi того уравнеше (57) есть ничто иное, каки урав- 
неше (§ 238, 19), которое даети зависимость между углами, составлен- 
ными сопряженными д1аметрами и осью х .
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И

Такъ какъ 9 =  (3 — а, то им'Ьемъ два уравнешя:

cos a. cos (3 -j- sin а. sin $ =  cos 9

cos ос. cos fi , sin a. sin P 
-------5 — — UЪ2

или:

отк уда:

cos a. cos (5

вычитая, найдемте

tg a. tg P Ъ2
a

a
a f e 2

cos 9 , sin a. sin (3

/01 \ a2 +  b2cos (P +  a) — cos V

b2
^ = T 2 cos v

(59)

Это уравнеше даетъ дв'Ь величины для ос-f-jl равныя, но съ противными
знаками:

a +  3 _ 1 _ и
но мы им^емъ:

следовательно:
9a . Р

9

Изъ этихъ выраженш получимъ, какъ и должно было предвидеть, по при
чине сииметрш кривой относительно осей, две системы сопряженныхъ 
д!аметровъ, изъ коихъ одна, относительно осей, есть воспроизведете дру
гой. И въ самомъ деле, вторая величина {I равна первой а, а вторая ве
личина а равна первой [J и обратно.

Въ эллипсЬ эти реш етя будутъ действительны, подъ услов!емъ:

cos 9 <
a2 -f- Ъ2

I

что даетъ пределъ угла 9 и найменытй уголъ, который могутъ составлять 
сопряженные д1аметры. Пределъ этотъ даетъ уравнешя:

или:

cos 9 а Ъ2
а2 -f  - Ь sm 9 2 db

. a2-f-

tg
9 Ъ

а
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Изъ этого видимъ, что сопряженные диаметры суть д]'агонали прямоуголь
ника, опйсаннаго около эллипса параллельно осямъ. Уголъ между ;цаго- 
налями делится осями пополамъ.

Но въ этомъ случай им'Ьемъ:

следовательно:
cos (а +  (3) =  1 

а -f- р =  О

т. е. дв'Ь д1агонали симметрично расположены около осей. Изменяя Ь на 
Ы будемъ им'Ьть для гиперболы:

cos (a +  Р)
а2 — Ъ2 
a2- f C0S

3-д'Ьсь имгЬемъ всегда а2 >  Ь2, поэтому никакого ограничешя быть не мо- 
жетъ и мы знаемъ, что <р можетъ быть равно нулю, такъ какъ каждая 
ассимптота есть сама себ'Ь сопряженный д1аметръ (§ 247).

§ 249. ( Задача эта решается еще сл’Ьдующимъ образомъ: прямо 
ищутся величины а \  и Ь2, съ помощью квадратнаго уравнешя подобнаго
тому, которое служить къ разысканш осей а2 и Ъ2. Мы видгЬли (57 и 58),

\

что:
1

п 2 а !
cos2a 

а2 +
sin2a

Ъ2

О cos a. cos Р . sin a. sin P------1---- -a b2

Умножимъ разъ первое и второе уравнен ie на sin  р и  — sin а; а другой 
разъ на — cos 0 и cos а и сложимъ, то получимте

Умножая второе итретее на sin Р и — sin а, а потомъ на — cos Р я cos« 
и складывая, какъ выше, найдемъ:

*

sin a  cosP . cos a  sinP .
-----г г  —  —2 sm<P > ~mr~ ~  sin fb \ a2 b2r  b2 T
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Если теперь перемножимъ первое съ четвертымъ, а второе съ третьими, 
и эти нроизведешя вычтемъ, то получимъ:

откуда:

или:

а \  Ь2\ sin2cp =  а%2 (60)

щ Ъх sin у —  ab
%

4а!Ьх sinц — АаЪ

Но 4аЬ есть площадь прямоугольника, описаннаго около эллипса парал
лельно осями, a АахЪх sin <р есть площадь параллеЛограма, описаннаго около 
эллипса параллельно ;Цаметрамъ ах и Ъх Следовательно, площадь парал- 
лелограма, описаннаго около эллипса параллельно сопряженными д{амет- 
рамъ, есть величина постоянная. Откуда sin <р, т. е. sin угла между со
пряженными д1аметрами, будетъ:

\

аЪ
sm Ф =  —г-ахЪх

Таки какъ ах sin есть длина перпендикуляра С Т— р (фиг. 96), опу- 
щеннаго изъ центра эллипса на касательную Р Т  въ точк'Ь Р, которая 
параллельна сопряженному д1аметру С =  Ъх, то:

аЪ
(62)

Если уравнешя, выведенный изъ уравнений
(57) и (58) напишемъ въ форм'Ь:

a2 sin Р= а2! cos а. sin <р , b2cosP = — а \  sin а, sin

a2s in a = — Ъ\ cosр.sin<р , b2cosa= b2i sinfi.smtp

и умножимъ первыя два сл^ва на cos а и — cos [J, 
— sin a, sin и сложимъ, то найдемъ:

а2 =  a2i cos2a +  Ь\ cos2[J 

Ъ2 — а \  sin2a -f- ?>2i sin2p

Фпг. 96.

а вторыя справа на

(63)

откуда, складывая, получимъ:

a2 -f- =  a2i +  Ъ\

т. е. что сумма квадратовъ сонряженныхъ д1аметровъ есть величина по*
стоянная.

MitskevichOA
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Если означимъ чрезъ ( х х, ух) координаты конца д1аметра ал , то легко 
найти длины сопряженныхъ д1аметровъ ах и Ьх въ функцш абсциссы

Въ самомъ Д'ЬлЬ, им'Ьемъ хх — ах cos а, — ах sin а; подставляя въ
(63), найдемъ:

а2 =  х \  +  Ъ\ cos23 

Ъ2 —  у \  -j- 1 sin2̂

а2 Ъ2 =  х \  - f -  1 - f -  b2i
откуда, складывая:

но:

' f  1 =  К  (а'2 —  ®21)а
следовательно 

гдгЬ (§ 13):
Ъ\ а2 е2х 2\ ,, а2х — Ъ2 е2х \

а2 — Ь2 с

(65)

( а

Складывая эти два выражешя, найдемъ уравнеше (64).

Уравнешя (60) и (64) Даютъ возможность построить квадратное урав
неше, котораго корнями будутъ а2х и Это уравнеше есть:

Ъ2) 0 - f -
а2Ь2

sin2cp

Если оси а и Ъ кривой известны, то для каждой величины угла f  это 
уравнеше даетъ длину сопряженныхъ д1аметровъ. Въ самомъ Д'Ьл'Ь, корни 
этого уравнешя суть:

У2 а Ъ2
2

а2 Ъ2\ 2 а2Ъ2
2 sin3cp

ЙМ'Ья, такимъ образомъ, а 2\ и Ъ%, уравнешя (58) дадутъ углы а и 3.

соь2а

sin2a

а \  и ь \ ,

1 1
_а2) Ь2

— I 1
а 2 ъ2

1 1
а 2 а 21

~  1 с

cos23

sin23

1 1
_ ь 21 Ь2

1 1
а2 Ь2

1 1

1 a
 1

1 r
ot

t
[

Ъ\
1 1
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Если въ выражешяхъ а \  и Ъ\ приравняемъ нулю подкоренную величи
ну, то «2! будетъ равно Ь2г, т. е. сопряженные д1аметры будутъ равны, но 
при этомъ будемъ имйть:

sin <f 2 db
а2 -f- Ъ2

т. е. найме ньшш уголъ между сопряженными д1аметрами. Въ этомъ слу
чай уравнеше эллипса будетъ:

х2 -\- у2 =  а \  (69)

СлЬдовательно уравнен!е эллипса, отнесеннаго къ двумъ равнымъ сопря- 
жениымъ Д1аметрамъ, будетъ имйть форму уравнешя круга, отнесеннаго 
къ прямоугольнымъ осямъ, имйющимъ начало въ центрй.

§ 250. Мы видйли, что углы, которые сопряженные д1аметры со- 
ставляютъ съ осью х  связаны уравнешемъ:

cos a. cos £ , sin a. sin Р
------ 1-----а Ъ2 О

откуда:

tg a. tg Р
г

Изъ этого уравнешя видимъ, что если одинъ изъ сопряженныхъ д1амет- 
ровъ составляетъ съ осью х  острый уголъ, то другой составляетъ тупой, 
т. е. сопряженные Д1аметры въ эллипеЬ лежатъ съ различныхъ сторонъ 
малой полуоси.

Если хх,у х суть координаты точки, въ которой, какой-нибудь, flia- 
метръ эллипса встрйчаетъ кривую, то:

гдй 3 есть уголъ, который этотъ д1аметръ составляетъ съ осью х.

Если сопряженный ему д1аметръ составляетъ съ осью х  уголъ а,  
то имйемъ:

-  =  tg а х

если х н у  суть скользяшдя координаты этого д!аметра. Следовательно 
будемъ им'Г.ть ypaBHeHie сонряженнаго Д1*аметра Д1аметру, составляющему
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съ осью х  уголь р, или коего координаты точки пересЬчешя 
сомъ суть

или:

СЪ ЭЛЛИ II-

§ 251... Дополнительный хорды. Если дв'Ь прямыя, проходящая черезъ 
концы большой оси а, встречаются на эллипсе, то о не параллельны со- 
пряженнымъ д1аметрамъ и отсЬкаютъ отъ малой полуоси, считая отъ на
чала, отргЬзки, коихъ произведете равно

Если уравнеше эллипса:

напишемъ въ форме:

Ь2

то можно положить:
у

/

где X есть неопределенный коэфищентъ. Очевидно, что первая иэъ этихъ 
прямыхъ проходить черезъ точку ( а, 0), а вторая черезъ точку (— а, 0), 
т. е. черезъ концы болыпой оси. Далее эти прямыя встречаются на эл-
ливсе, такъ какъ, перемножая ихъ уравнешя, найдемъ уравнеше эллипса.

“*• /

Если означимъ черезъ а и р  углы, которые оне составляютъ съ осью
х, то найдемъ:

откуда:

а это зависимость между углами сопряженныхъ д1аметровъ. Чтобы полу* 
чить отрезки, делаемые на малой оси этими прямыми, надобно нолояшть 
въ ихъ уравнешяхъ х =  0, что даетъ:

У\ Э Д  > —
Ь
X
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откуда, перемножая, найдемъ:

У\У̂  =  Ь2

Точно также можно показать, что прямыя, проходяшдя чрезъ кон
цы малой оси и встречающаяся на эллипс!', также параллельны сопря
женными д1аметрамъ и д'Ьлаютъ на большой оси, считая отъ начала, от
резки, коихъ произведете равно а2. Съ помощью этой теоремы легко по
строить сопряженный д1аметръ данному д1аметру. Для этого черезъ конецъ

•* 1 '

большой оси нужно провесть параллельную данному д1аметру до встречи
съ эллипсомъ, точку встречи соединить съ другими копцомъ большой оси,

«\

накоиецъ черезъ центръ эллипса провесть параллельную этой последней 
прямой—это и будетъ, въ силу предъидущей теоремы, д^аметръ сопря
женный данному.

Две прямыя, проходяшдя черезъ концы, какого-нибудь, д1аметра и 
пересекаюшдяся на эллипсе, параллельны двумъ сопряженнымидаметрамъ; 
оне называются дополнительными хордами.

. - § 252. Задача. Определись пределы, между которыми изменяется
уголъ двухъ сонряженныхъ д1аметровъ и построить два сопряженные 
диаметра, образующее, между собой, данный уголъ?

Pmuenie. Проведемъ черезъ концы большой оси дополнительный хор
ды, которыхъ уравнешя суть:

Пусть <р будетъ уголъ, составленный этими прямыми или сопряженными 
дхаметрами параллельными хордамъ. Мы будемъ иметь:

следовательно:
ч .  •

2 аЪ2
{а2 — Ъ2)у
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когда у изменяется отъ 0 до -f- Ъ, то абсолютное значеше втораго члена 
уменьшается и тупой уголъ увеличивается, онъ получаете зпачен}е 
maximum при у =  Ь\ при этомъ пределе им'Ьемъ:

и соответствующее д1аметры параллельны дополиительнымъ хордомъ, опи
рающимся па концы малой оси.

Значеше minimum угла <р, соответствующее =  0, есть уголъ между 
осями, т. е. прямой.

Чтобы определить сопряженные Д1аметры составляющее между собою 
данный уголъ, заключенный между предъидущими пределами, проводятъ 
черезъ центръ, какой-нибудь, д1аметръ и описываютъ на этомъ д1аметре 
сегментъ, вмещающш данный уголъ. Окружность встретить эллипсъ въ 
некоторой точке М.Д1аметры параллельные дополиительнымъ хордамъ, 
которые опираются въ эту точку будутъ сопряженные и образуютъ между 
собой данный уголъ. Направлеше осей найдется также, описывая полуок-
ружность на какомъ-нибудь д1аметре. Дополнительный хорды, соответ-

/

ствуюпця точке пересечешя круга и эллипса, перпендикулярны и парал
лельны осямъ кривой.)

J

Задача. Найти координаты (хгуг) конца д1аметра, соиряженваго даанетру про
ходящему черезъ точку (ж,у,).

Ргыиете.Очевидно онЬ найдутся определяя ж, у изъ у равней ifl:

что даетъ:

, 2/2 =  + (74)

253. Поляра и касательная. Уравнеше:

«Щ , УУ\ , 
а2 ' Ъ2

будете поляра точки Х\У\, полюса, если эта точка находится вне кривой.
Фиг. 97. Если же эта точка находится на кривой, то это бу

дете касательная.

Если это уравнеше сравнимъ съ уравнешемъ 
(71), то легко видеть, что ;иаметръ сопряженный 
д1аметру, проходящему черезъ точку хху\ паралле- 

Ленъ касательной къ эллипсу въ точке {%\У\) Р Т  || Р ’С (фиг. 97).
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Въ § 16 мы видели, что координаты фокуса суть (с, 0), а уравнеше 
директрисы, одной или другой:

Если въ уравнеши (75) ноложимъ %x =  ±:c, уг =  0, то найдемъ:

с

т. е. поляра фокуса есть директриса. Следовательно, всякая , про
ходящая черезъ фокусъ дплится, кривою и директрисою гармонически.

- Ч у.;*' '

§ 254. Задача. Найти уравнеше пары касательныхъ къ эллипсу, 
проведенныхъ чрезъ данную точку (ххух)'(

Piuueme. Соображаясь съ (§ 208, 55), найдемъ:

Если чрезъ означимъ уголъ составленный этими касательными, 
демъ иметь (§176):

Полагая:

то бу-

будемъ иметь у =  — , следовательно геометрическое место точекъ пе-Jj
%

ресечешя перпендикулярныхъ между собою касательныхъ къ эллипсу, 
есть кругъ. Вообще же геометрическое место будетъ кривая четвертой 
степени. X

§ 255.( Задача. Найти длину перпендикуляра опущеннаго изъ центра 
эллипса на данную касательную въ точке (хх, ух)?

Ргьшете. Сравнивая уравнен1е касательной:

съ уравнешемъ:

хх.\ . уух
а2 " 1  Ъ2

1

х  cos а -|- у sin а
найдемъ:

Х\ cos а у х  sin а
О~~ ) тоал р Ьи р

родставляя эти выраженья въ уравнеше эллипса, получимъ:
|)2 — ft2Cos2a +  52siil2a
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Следовательно уравнеше касательной будетъ:

х  cos ос — у  sin а —  у  а 2cos2a -j- 52sin 2a =  0 (81)

Длина перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (х',у') на касательную, оче
видно будетъ:

ж'cos a -j- у'sin a  —  ] /  a 3cos2a  -J- 62sin 2 a  (82)

Пp. 1. Если две данныя параллельный касательныя къ эллипсу пересекаются, 
какою-нибудь третею, то площадь прямоугольника иостроеннаго на отрезкахъ, отсгЬ- 
каемнхъ этой последней касательной отъ первыхъ двухъ, есть величина постоянная?

Доказательство. Возьмемъ за координатныя оси ддаметръ параллельный дай- 
пымъ касательнымъ и ему сопряжепный, то уравнегпя эллипса и касательной будутъ:

я 2 , у 2 _  , , УУх ,

где а1 и Ъ, сопряженные нолуд1аметры. Полагая =  и а, въ уравненш
касательной, найдемъ отрезки на данныхъ двухъ касательныхъ:

коихъ произведете: 

величина постоянная.

Пр. 2. Показать, что въ томъ же примере площадь прямоугольника, поотро- 
еннаго наотрезкахъ третей касательной, равна квадрату полуддаметра параллельнаго 
этой касательной?

Ртиенге. Какъ п предъидущее.

П р . 3.  Если какая-нибудь касательная нересекаетъ два каме-нибудь соиря-
I

жениые д1аметра, то площадь прямоугольника, построеннаго наея отрЬзкахь, равна 
квадрату ей параллельнаго полуд1аметра?

Ртиенге. Уравнешя какихъ-нибудь сопряженныхъ д!аметровъ суть:

У У±
хх.X XX

а\Ь  +

т
ъ \

о

полагая х =  найдемъ отрезки:

_У\У х а1 и у b\«h 
«1 Ух

коихъ произведете равно Ь\.

Фиг. 98.

Р
(П р . 4. Даны величина и положете двухъ сопряжен

ныхъ полуд1аметровъ Оа и ОЬ центральнаго коническаго сгЪ- 
чешя (фиг.98); определить положете осей?

Ртиенге. Чрезъ конецъ а одного изъ д1аметровъ иро- 
ведемъ прямую параллельную другому, эта прямая будетъ каса
тельная къ коническому сЗэчешю. На Оа возьмемъ точку Р  такъ,

ЧТ0бш О а.аР — ОЬ1
\

%

и при томъ для эллипса на нродолженш Оа, а въ протпвупо-
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ложномъ направлении для гиперболы. Оишдемъ кругъ, тгЬющШ центръ на аС и про
ходящей чрезъ О и Р . Очевидно О А  и ОВ будутъ искомыя оси кривой. Въ самомъ
дйл'Ь, мы им'Ьемъ: __

Аа ,аВ  =  Оа.аР  =  ОЬ2

следовательно О А  и ОВ суть сопряженные д1аметры, а такъ какк они перпендику
лярны (АВ  есть д1аыетръ круга), то это оси кривой.

§ 256. Нормаль. Если черезъ точку касашя (x\yi) касательной:

(83)

проведемъ прямую перпендикулярную къ касательной, то эта прямая на-
зывается нормалью. Уравнеше ея, очевидно, будетъ:

Xi
а ^ У— Vi) 1-̂4! csj1II - х х)

или:
о?х Ъ*у =  с2Xj У\

где:
с2 — аа — Ь2

(84)

Задача. Изъ данной точки, ,Вне эллипса провести нормаль?
Ртиетс. Пусть искомая то'чка на эллипсе будетъД%г?ГХ” Коорди

наты этой точки должны удовлетворять двумъ уравнешямъ: уравнешю 
эллипса и уравнен!ю нормали:

х
а + Г

ъ2 1 а2х  1 
х

Ъ%
У

или:

а 2 ' Ъ 2
1 с~ху а2Х\у Ъ2ухх

Но последнее уравнеше есть гипербо
ла, следовательно Пересечеше этой ги
перболы съ даннымъ эллипсомъ даетъ 
искомыя точки.

Если въ нормали (84) сд^лаемъ 
у— 0, то найдемъ отр'Ьзокъ CN (фиг. 99) 
на оси х:

с2
CN = ~ y Xi — е2хх (85)а2

Фиг. 99.

изъ этого уравнешя, имея отр'Ьзокъ GN, найдемъ абсциссу хх, а следо
вательно и точку на эллипсе, которую соединяя съ N  будемъ иметь
нормаль
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Отрйзокъ M N  называется поднормалью (subnormal). Его длина, оче
видно будетъ:

M N = x 1 —  CN =  x l е2Х\ % i ( l ~ -  е 2)
Ь2
2а X, (86)

Если касательная Р Т  встрЬчаетъ ось въ Т, то отрЬзокъ М Т  называется

подкасательной (subtangens). Такъ какъ G T - — (79), то:%1

а
Ш 7 = ------Х\

х\
а 2— х \

Х\ (87)

Длина нормали N P  будетъ (§ 249, 65):

2VP2 =  Р М ‘ +  N M a =  у \  +  x t¥
а

откуда:

N P ' ЪЪг
а

а2 \ ¥ Л
Ъ2Ь\

а2

(88)

Легко показать также, что отр'Ьзокъ PQ:

PQ
аЪ\
Т

откуда:
N P . PQ Ъ\

(89)

(90)

Мы выше (§ 249, 62) показали, что перпендикуляръ изъ центра на ка
сательную:

откуда:

величина постоянная.
Фиг. 100. о'

Р
аЪ
h

р . N P  =  Ъ2 (91)

>

§ 257. Пусть СР и CQ будутъ два со
пряженные полуд1аметра, пусть нормаль PN  
нересЬкаетъ CQ въ точк'Ь Р. Отложимъ на 
нормали отъ точки Р, отрезки PD  и PD ’, 
оба равные CQ, то длины отр’Ьзковъ CD и CD1

i

будутъ а — Ъ, а-\-Ь.
/

Такъ какъ:
t  *

CDi2=  С Р 2+ Р Р '2+  2

MitskevichOA
Прямоугольник
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а CP2 +  PD2 =  а2 +  (§ 249, 64)

и

следовательно CD 
куда CD2 =

2 PD'. PQ —  2

а-\-Ь. Точно также найдемъ, что CD а Ъ. От-
= (а-\-Ъ)2. Точно также и для CD. Большая ось делить уголъ 

DCD' пополамъ. Им4>емъ:

D 'N = D P  +  P N =  +  —  =  —а а
j

#

Подобнымъ образомъ:

’ D N  =  — (а — Ъ)а

Следовательно основаше D D  треугольника DCD' въ точке N  разделено 
въ отношенш сторонъ, откуда видимъ, что CN  есть внутренняя равно-
делящая уголъ DCD'. Точно также можно показать, что CN' есть рав-

/

ноделящая уголъ внешшй.
J

Откуда имеемъ следующее построеше: Даны два сопряженные по-
f

луд!аметра СР и CQ, какъ по величине, такъ и по положение, построить 
какъ величину, такъ и положеше осей?

Изъ точки Р  опустимъ перпендикуляръ P R  на CQ, отложимъ от- 
резки PD  и PD' равные CQ, то направлеше осей будутъ равноделяшдя 
уголъ DCD', а величина будете сумма и разность CD и CD'.

/ §  258. Свойства фокусот. Въ § 13 видели, что фокусы эллипса 
суть? две точки, сумма разстоянш коихъ отъ точекъ на эллипсе есть ве
личина постоянная и равна большой оси эллипса. Если ось есть 2а, а 
разстояше между фокусами 2с, то мы нашли § 13:

F P а — сх F P  — а - 1-  сх Фиг. 101.
X

F  и F' фокусы (фиг. 101), с2 =  а2— Ъ2, с =  ае.
Этимъ свойствомъ эллипса пользуются для его 

черчешя непрерывньжъ движешемъ.

Для этого берутъ нитку, коей длина равна 
большой оси и концы ея укрепляютъ въ фокусахъ 
F  и F', разстояше F F ’ =  2с <  2а. Затемъ захватываютъ нитку каранда- 
шемъ и натягивая ее двигаютъ карандашъ, очевидно, онъ скользя по бу
маге, начертить эллипсъ, большая ось котораго будетъ 2а, а малая ось
Ъ V  а

fc
С2.

259. Задача. Найти длину перпендикуляра, опущеннаго изъ фо
куса'эллипса на касательную въ точке {хлух)?

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я 18
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Ргьшете. Уравнеше касательной въ точке Р  (,хХ)ух) есть (фиг. 101):

avg | У\У _ !
а2 ~  Ь2

это ypaBHeHie, написанное въ нормальной форме, будетъ:

подставляя въ это уравнеше координаты фокусовъ 0) и (— с, 0) най- 
демъ искомую длину. Назовемъ чрезъ р х длину перпендикуляра изъ фо
куса F  (с, 0), а чрезъ р 2 изъ фокуса F' (— с, 0), на касательную, то бу- 
демъ им&гь:

Выражешя эти можно написать въ форме:

А
ab{ 1 —

Ъ-  х \  4- ̂  ч\а2Х 1 ^ Ъ2У1
Рг

ab( 1 -Ь схх)
2Ь2 2 , а  

Ф х ' + ъ г У '

Въ § 252, 74 видели, что координаты конца сопряженнаго
д1аметра, д1аметру проходящему чрезъ точку (хх,у х), суть:

, а __ЪХ2------- ) 2 —  Н - ~ # 1

но длина этого д1аметра 52i =  ж22 +  > следовательно:

Ji 2
ъ \  “  j f  »*. +  ^**1 = ■а2- -  е2х2х

откуда:

pi “  бГ<Ml — 1) , #2=
аЪ

~ h
(ехх -f- 1)

или:
•

- щ )  , Р2:
ъ

~ Ь Х(а -{■ ехх)

Таковы искомыя выражешя.
Перемножая, найдемъ:

Р1Р2 =  — e V }) =  52 (92)

MitskevichOA
Прямоугольник
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т. е. прямоугольникъ построенный на перпендикулярахъ pi и изъ фо 
кусовъ F  и F ’ на касательную есть величина постоянная и равна кваД' 
рату малой полуоси. Тоже имТетъ м4сто и для Фиг. 102.
гиперболы (фиг. 102).

Означимъ черезъ гх и г2 рад1усы векторы F F  
и F 'P  эллипса (фиг. 101), то какъ выше:

Pi
Ъ
Ъх П Р2

ъ
Ъх

(93)

откуда:

Рх
П

Рг
г2

Ь
h

sin F P T  =  sin F 'P T

следовательно:
Z  F P T =  Z  F 'P T (94 )

откуда видимъ, что углы, составляемые рад1усами векторами, проведен
ными изъ фокусовъ въ точку касашя, составляютъ равные углы съ каса
тельной. Тоже им!>етъ место и для гиперболы (фиг. 102).

Опредтьленге. Два коническая еЬчешя, имеюшдя обице фокусы, назы
ваются софокусными.

Пр. 1. Показать что два софокусные эллипса пересекаются подъ прямымъ 
угломъ?

Ргьтете. Пусть уравнешя двухъ данныхъ эллипсовъ будутъ:

Z  . Z _ i
’ а 2, Ч" Ъ\

>

если они софокусны, т6 а 2 — Ъ2 =  а \  — Ь\ =  с2. Координаты хи ух общихъ точекъ
i

пересЬчетя, удовлетворяя предъидунця уравнешя, удовлетворять н нхъ разности:
\

^  о
а 2 "Г Ь2 а \  Ъ\ ~

пли:
(«2 -  а \)х р  (Ъ * -Ъ \)у \ _  

а2а \  "г ЪгЪ\ ~

но а2 — а \  — Ь2 — Ъ2и следовательно:

_Z_ _1_ t-  о
<Ра\ "г  Ъ2Ъ\

t

по легко видеть, что это есть услов1е перпендикулярности касательныхъ:

УхУ _  , «1® , _  .
а2 "г Ъ1 ’ а \  “г  Ъ\ — 1

къ эллипсамъ въ общей точке пересечешя.

Пр. 2 .Найти длину прямой, проведенной. изъ центра, параллельно фокус
ному радтусу, и оканчивающейся въ точке пересечешя съ касательной?

18*
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Рпшете. Если въ уравнении касательной, написанной въ нормальной форм'Ь, 
положимъ х =  О, у  =  О, то будемъ им'Ьть длину перпендикуляра, опущеннаго изъ 
центра на касательную:

1 аЪ _аЪ
Р

У %

У_1 
Ъ4 Г г  *

I а 9

разделяя это выражете на синусъ угла, который касательная составляетъ съ фокус- 

нымъ paдiycoмъ, а этотъ синусъ =  , будемъ им’Ьть а,
“i

Пр. 3 . Провесть нормаль къ эллипсу изъ какой-нибудь тонки на малой оси.

Отв. Кругъ проведенный чрезъ данную точку и чрезъ фокусы пересЬкаетъ 
кривую въ искомой точкЬ.

§ 260. Изъ ч?ого свойства, что прямо-Фиг. 103.
оугольникъ построенный на перпендикулярахъ 

изъ фокусовъ на касательную (§ 259, 92) есть 
величина постоянная, мы выведемъ еще весьма 
важное свойство эллипса.

Выше видели (§ 259), что:
F T .F 'T ' =  b2

f

следовательно, если возьмемъ какую-нибудь 
другую касательную, то будемъ иметь: j

Ut
F T . F T  — F t. F 1t' илиfj r F T  i F t

F t : F T '

F T
Ho -=- есть отношеше синусовъ угловъ, на которые прямая F P  делить Ut !utF 't ,уголъ Р, и есть отноптеше синусовъ угловъ, на которые прямая

U 1
делить уголъ Р , следовательно имеемъ:

\

/_  T P F — t'P F (95)

Если представимъ, что коническое сечеше | проходить чрезъ точку Р, 
имея фокусами F  и F', то было показано выше, что касательная одина
ково наклонена къ F P  и Р 'Р , следовательно по настоящему свойству 
оне должны быть и одинаково наклонены къ Р Т  и Pt. Откуда ви- 
димъ, что если чрезъ какую-нибудь точку Р  на коническомъ сеченш 
проведемъ касательным Р Т  и P t къ еофокуснрму коническому сеченш, то 
эти касательный будутъ составлять равные угле съ касательной въ точке Р.

261 f Задача. Найти геометрическое место основашя перпендикуляра, 
опущеннаго изъ какого-нибудь фокуса, на касательную?

I

MitskevichOA
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Ргъшете. Перпендикуляръ изъ фокуса, какъ видели выше (82), вы
ражается чрезъ уголъ, который онъ составляетъ съ осью:

р =  у a2 cos2a +  62sin2a — х' cos a — у' sin a

полагая въ этомъ уравненш х' —  с, у’ —  0 получимъ полярное уравнеше 
геометрическаго м'Ьста:

или:

или:

р =  V a2 cos2a -(- b2sin2a — с . cos a 

р2 -f- 2ср cos a -j~ c2cos2a =  a2cos2a -f- ft2sin2a

p2 -f-' 2cp cos a =  b2

а это очевидно цолярное уравненш круга, коего дентръ находится на оси 
х  на разстоянш— с отъ фокуса. Следовательно кругъ концентрический

| Г \

съ коническими С'Ьчешемъ. Рад1усъ круга очевидно есть а. )
Cjmdcmeie 1. Если опишемъ кругъ на оси 2а, какъ на д1аметр̂ Ь 

эллипса, то перпендикуляръ, опущенный изъ фокуса на касательную,
встр^чаетъ касательную на окружности этого круга. N

' *

Сшдствге 2. Обратно, если изъ какой-нибудь точки F  (фиг. 103) 
проведемъ рад1усъ векторъ F T  къ данному кругу и проведемъ ТР  пер
пендикулярно къ FT,то ТР  будетъ всегда касаться коническаго еЬчешя 
им'Ьющаго фокусомъ F  и которое будетъ эллипсъ или гипербола, смотря 
потому будетъ ли точка F  внутри или внгЬ круга.

ч

§ 262. Задача. Еъ центральному коническому еЬчешю изъ данной 
точки проведена касательная, найти уголъ, коего вершина находится въ

I

фокус'Ь, а стороны проходятъ чрезъ данную точку и чрезъ точку касашя?

Ргъшете. Пусть данная точка будетъ у), и точка касашя , ).
Пусть начало координатъ будетъ въ центр'Ь; если рад1усы, проведенные 
изъ фокуса F  въ точки (х,у) и будутъ р и рь а углы, которые
они составляютъ съ осью х, <р и <pi, то очевидно:

>

COS Ф
х -{- с 

р
sm<p У

Р
■ COS tpi

Х\ -{- с 
pi

sm f i У\
Pi

откуда:

COS (<P —  (p i)

1

{x - f  c) (xx +  - f
ppl

подставляя въ уравненхе касательной:

осхх , уух 
а2 + 1

MitskevichOA
Прямоугольник
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выражеше для у у х, найдемъ:

PPi cos (<f —  <pi) =  ххл +  ex - f  cxx +  c2 n xxi -j- b2 =or

e2xxx +  cx -f- cxi -)- a2 — (a-\- ex) ( +  ex\)

но такт, к а к ъ  ox = a - \ - e x x, t o :

cos (<p —  (pi)
a -p- ex 

P

это выражеше не заключаете координате точки касашя, а только коор
динаты (ж, у),следовательно углы для обЬихе касательныхе, проведен- 
ныхе изе точки (ж, у), равны. Откуда следуете, что у голе, составляемый 
прямыми, проведенными изе фокуса ке концаме какой-нибудь хорды, де
лится пополаме прямою, соединяющею фокусе се полюсоме этой хорды.

§ 263. Предложенге. Прямая, соединяющая фокусе се полюсоме
хорды чрезе него проходящей, перпендикулярна ке этой хорде.

. *, • • 4 • . ‘ , . • • •

Доказательство. Это легко видеть изе предеидущаго §, таке каке 
ве этоме случае уголе <р — ^  =  180°.

Если кривая выражения ве полярныхе координатахе, то часть от
сеченная касательной на перпендикуляре ке рад1усу вектору, проведен
ному чрезе полюсе, называется полярной подкасательной (subtangens). Be 
силу такого определешя настоящее предложеше можно выразить таке: 
Если фокусе будете полюсе, то геометрическое место кондеве полярныхе 
подкасательныхе есть директриса.

/
j

Пр. 1. Показать, что уголъ составляемый прямыми проведенными чрезъ фо- 
кусъ къ точкамъ переменной касательной съ двумя данными касательными, есть 
величина постоянная.

Ргъшете. По задаче § 262 уголъ этотъ равенъ половине угла составляемая
I

прямыми проведенными чрезъ фокусъ къ коицамъ хорды соприкосновешя данныхъ 
двухъ касательныхъ.

Фиг. 104

на данномъ перпендикуляре

Пр. 2. Если какая-нибудь хорда пересе
каете директрису въ точке 2>, то F T  есть внешняя

/

равноделящая уголъ PFP'. Въ самомъ деле (§ 262) 
F T  есть внутренняя равноделящая, но В  есть полюсъ 
FT  (такъ какъ D  есть пересечете РР' поляры Т  съ 

директрисой, которая есть поляры F), следовательно 
D F  _]_ FT, а это показываете, что JDF есть внешняя 
равподелящая.

Пр. 3. Если изъ какой-нибудь точки взятой 
къ оси, опустимъ перпендикуляре на поляру взятой
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точки, то его геометрическое ы Ьсто есть точка на оси. Это сл'Ьдуетъ изъ того, что 
отр4зокъ делаемый пернендикуляромъ на оси есть — величина постоянная, если 
х, неизм'Ьнлется.

Пр. 4. Найти длину нернеидикуляровъ изъ центра 
и фокуса на поляру точки

Пр. 5. Показать, что = Ь 2?

Пр. 6. Показать, что (фиг. 105):

Фиг. 105.

PN'.
1У‘
а 2  ( а *  —  е 2 ж 2 , )

I

Если точка Р  находится на кривой, то это ,<>удетъ длина нормали, "именно (88):
■ t

P N ,/Ч
а

Пр. 7. Показать, что (фиг. 105):

Если Р  на кривой, то:
F G .F 'G 1 f= С И .N N '

1 G .F
г

Ъ2 (96)

§ 264. Задача. Найти уравнеше эллипса или гиперболы, принявъ за
полюсъ фокусъ?

Pmueuie. Известно изъ § 13, что фокусный рад1усъ векторъ:

г — а —
а х, считая отъ центра:

х г cos <р -J- с =  г cos Ф ае
откуда

г =  а — ecostp .г  — ае
или:

г а(  1  —  е 2 )  , Ъ 2 1
1 +  е cos ф а * 1 +  е cos Ф (97)

эллипсъ или гипербола, смотря потому будетъ-ли е <  1 или е >  1.

Если въ этомъ уравнеши сдйлаемъ <р =  90°, то получимъ ординату
соответствующую фокусу, именно:

r =  a( 1 — е2) Ъ1
а

Эту ординату означаютъ чрезъ р  и называютъ параметром коничеекаго 
с'Ьчешя, следовательно уравнеше будетъ:

р
1 -j- е cos ( 9 8 )
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Пр. 1. Показать, что средне-гармонический отрйзокъ между отрезками фокус
ной хорды есть величина постоянная и равна нолупараметру?

Ргьшете. Выше впд'Ьли (98), что:

F 'P = ——r-----  («)
1 + 6  COS у

Если этотъ рад1усъ продолжимъ въ нротиву по ложную сторону до встречи съ кри
вою въ точкгЬ Р ', то получимъ его длину, полагая в ъ +*) ф +  180° вместо <р, что

. * ' * *
даетъ:

откуда:

Пр. 2 . Произведете изъ отр'Ьзковъ фокусной хорды иропорцюнально цФ.лой
хорд-1;?

Рньшенге. Перемножая и складывая уравнешя нредъидущаго примера, най-
демъ:

м 1 9Ь2 1
Р 'Р .:Г 'Р ’= Х ------ ------  , Р ' Р + Г ' Р ' =  — --------------

й2 1 — e2cos2<p я 1 — e2cos2<p

откуда и сл'Ьдуетъ сказанное свойство.
Пр. 3. Сумма фокусныхъ хордт>, параллельныхъ соиряженнымъ д1аметрамъ,

есть величина постоянная?
\

§ 265. Уравнеше эллипса, отнесенное къ его вершинФ, очевидно,
есть:

или:

Уравнеше гиперболы будетъ:

у  =  2р х  -f-
Ь2
а2 X ( 1 0 1 )

Въ парабол^:
у  =  2рх (1 0 2 )

Изъ этихъ свойствъ и произошли назвашя эллипсъ (недостатокъ— 
гипербола (избытокъ—oitepfJoXvj) и парабола (равенство—карофоЦ).

§ 266. ГГредложете. Если прямая АВ, пофиг. 106.

А

с М

JD X в
0

стояннои длины, скользитъ концами на двухъ пря- 
моугольныхъ осяхъ, то какая-нибудь, точка М  
этой прямой (фиг. 106), находящаяся на разстоя- 
шяхъ а \\ Ь отъ ея концовъ, опишетъ эллипсъ, 
коего оси суть 2а и 2 

Доказательство. Въ самомъ д'ЬлФ, пусть А В  будетъ одно изъ поло- 
женш скользящей прямой.
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Если:
А М = а , М В — Ь, OD =  СМ — х, O C = M D  =  y

и
Z. л м & =  Z  м в о = ф

то имФемъ, очевидно:

СМ — х —  a.cos <р , MD — у — Ь. sin ф
откуда:

х
а

Уcos <р , j- =  sm f

возвышая въ квадратъ и складывая, найдемъ эллипсъ

z  I
2 “ Гa &2 1

Легко также показать, что какая-нибудь точка, находящаяся на продол- 
женш прямой ЛВ, онишетъ также эллипсъ. На основании этой теоремы 
устраиваютъ эллипсографы.

Гипербола.

§ 267. Выше заметили, что если въ уравненш эллипса изменить Ъ 
на Ы, то получится уравнеше гиперболы (фиг. 107), отнесенной къ осямъ, 
а изменяя б, на Ъ\% въ уравнеше эллипса, отнесеннаго къ сопряженнымъ

Фиг. 107. Фиг. 108.

Ч.

д1аметрамъ, получимъ уравнеше гиперболы, отнесенной также къ пар'Ь со- 
пряженныхъ Д1аметровъ. Всл'Ьдствш такого зам^чашн, изъ различныхъ 
свойствъ эллипса получимъ свойства гиперболы (фиг, 108). Если въ урав- 
нешяхъ (56) и (57) § 248 изм'Ьнимъ Ъ на Ы, то найдемъ:

откуда:

♦

cos a . cos sin a . sin 3
P

\

tg a . tg 3 ( 1 0 3 )
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следовательно въ гиперболе углы а и Р оба острые или оба тупые, т. е. 
сопряженные д1аметры лежатъ съ одной стороны сопряженной оси. Если

соответствуете ассимп-. . ъ а ъ ъtg а <  — , то tg р >  —, но уголъ, коего tg =  —
СЪ О/ (X

тоте, которая отделяете дгаметры, встречают;ie кривую, оте д1аметровъ не 
встречающихь, следовательно, если одинъ изъ сопряженныхъ д1аметровъ 
встречаете кривую, то другой ее не встречаетъ. Отсюда же видно, какъ 
и было замечено выше, что ассимптота есть сама себе сопряженный д1а- 
метръ.

Въ гиперболе имеемъ:
---L2

cos (a-f-P) =  costf (Ю4)

следовательно, здесь относительно угла <р не может ь быть, какъ въ эллип
се, никакого ограничешя; уголъ <р можетъ быть и равенъ нулю, т. е. со
пряженные д!аметры могутъ совпадать и мы знаемъ, какъ выше уже было 
замечено, что таше сопряженные д1аметры суть ассимптоты.

Какъ въ эллипсе, такъ и въ гиперболе имеемъ:

ахЬх sin <р — аЪ (105)

такъ какъ это уравнеше не изменяется замещешемъ Ъх и Ъ выражешями 
Ы1 и Ы.

Наконедъ имеемъ еще изъ (64) § 249:

(106)

т. е. въ гиперболе разность квадратовъ сопряженныхъ д!аметровъ есть 
величина постоянная.

Если (х\Ух) есть точка, въ которой, какой нибудь, д1аметръ встре
чаете гиперболу, то уравнеше сопряженнаго д1аметра будетъ:

ХХ\ уух _  
а2 Ь2

Если будемъ искать пересечете этого д1аметра съ кривою, то найдемъ:
/

величины мнимыя, т. е. д1аметръ сопряженный д!аметру, встречающему 
кривую, не встречаете ее.
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§ 268. Если уравнеше гиперболы напишемъ въ форме:

(108)

то эти две прямыя, проходя черезъ оконечности (а,0) и (—а, 0) оси 2а, 
пересекаются на кривой, такъ какъ перемножая эти два уравнешя, най- 
демъ уравнеше гиперболы.

Если назовемъ черезъ а и р  углы, которые эти прямыя составляюсь 
съ осью х, то найдемъ:

откуда:

tga.tg(S =

следовательно эти прямыя параллельны паре сопряженныхъ д1аметровъ. 
Отрезки ух и у2, которые делаютъ эти прямыя на оси Ъ, получатся, по
лагая въ уравнешяхъ (108) х — 0 :

» •  *

7
Ух =  —  1Ъ у2 — Y  (109)

произведете этихъ отр^зкоБъ будетъ:
\

У \ У 2 —  —  Ьг
%

Съ помощью этого свойства можно, по даннымъ осямъ гиперболы, по
строить сколько угодно ея точекъ.

Легко также построить, какъ мы показали для эллипса, д1аметръ со
пряженный данному.

Уголъ между прямыми (108), очевидно, дается уравнешемъ:

2
° ^ (a2-f- 2) у

I

Когда у возрастаетъ отъ 0 д о  с о
яуголъ <р уменьшается отъ — до 0.
Jы

, Съ помощью этой формулы, по данному острому углу можно всегда 
построить, какъ сказано относительно эллипса (§ 252), два сопряженные 
д1аметра, составляющее уголъ равный данному.

MitskevichOA
Прямоугольник
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§ 269. П о л я р а и  касательная.Въ полярЬ эллипса, изменяя Ъ на Ы
получимъ поляру гиперболы:

( 1 1 0 )

Если точка ххух находится на кривой, то это будетъ касательная. 
Нормалью къ ней въ точке (хх ух), очевидно, будетъ:

+  ̂  =  (Ш )
х \ У\

гдгЬ:
с2 =  a2 -f- Ь2

Легко также видеть, что директриса есть поляра фокуса.
*  л

Разсматривая формулы 88, 89, 90 и 91 мы видимъ, что онЬ им'Ьютъ
Л  ^  • ч

м'Ьсто и для гиперболы. )

Такъ какъ въ гиперболе разность разстояшй каждой ея точки отъ 
двухъ данныхъ точекъ (фокусовъ) есть величина постоянная (§ 14), то 
чертить гиперболу можно сл’Ьдующимъ образомъ.

Фиг. 109.

<с
г

N

УкрЬпимъ линейку около точки F, такъ что
бы она могла вращаться около F. Къ другому концу R  
линейки прикр'Ьпимъ нитку, коей другой конецъ при- 
кр^пимъ въ точк'Ь F '. Захватимъ конецъ нитки ка- 
рандашемъ и будемъ его весть такъ, чтобы онъ сколь-
зилъ по линейкЬ и бумагЬ, наклоняя линейку F R , око-

\

ло точки F  (фиг. 109). Очевидно, точка Р  опишетъ ги- 
перболу, въ которой разность между длинами F P  и F P

Ч _

линейки и нитки есть действительная ось гиперболы. 

§ 270. Ассимптоты. Мы видели, что ассимптоты гиперболы:

Уравнеше гиперболы (112) можно написать въ форме:
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или:
( iЪх — ау) (Ъх -f- ау)_=

или, разделяя обе части на а2-\-Ъ2:

Ъх— ау Ъ х-\-ау__ а2Ъ2
VaM -b2 ' V ^ b 2~ ^  +  b2

(113)

Но, множители первой части суть перпендикуляры, опущенные изъ какой- 
нибудь точки кривой на ассимптоты, следовательно, если ихъ означимъ 
черезъ р х и р2, то будемъ иметь:

Р 1Р 2
а2Ъ3

а2-\-Ъ2 (114)

Уголъ, который ассимптоты составляютъ съ осью х  определится уравне-
Н1емъ:

tg a Ъ
а

следовательно уголъ между ассимптотами будетъ вдвое больше и будемъ 
иметь:

Ш  (П5)sin 2 a a2-\-b2

Если теперь возьмемъ ассимптоты за координатныя оси, то легко видеть,
что:

■р х=  х  sin 2a p% = y  sin 2a
или:

Р х =  X .
2 ab

а2-\~Ъ2 ,  Р я = У

2 аЪ
’ а2 -\-Ъ2

Подставляя эти величины въ уравнеше (114), найдемъ:

4 ху а2Ь2 а2Ь2
{а2 4- Ъ2)2 а2 4- Ъ2

откуда:

ху а2 Ъ2

а2 _l_ yi
Если означимъ —4 —  =  к2, то получимъ уравнеше 

ной къ ассимптотамъ:

Это самая простая форма уравнешя гиперболы,

гиперболы, отнесен-

( 1 1 6 )
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Изъ этого уравнешя сл^дуетъ, что параллелограмъ, образованный 
прямыми, проведенными' черезъ, какую-нибудь, точку гиперболы, парал
лельно ассимптотамъ тгЬетъ постоянную площадь. Эта площадь равна 
площади квадрата, построеннаго на гипотенузе промоугольнаго треуголь-

а Ъника, коего катеты суть — , — •
А  А

§ 271. Поляр_а_ м касательная. Легко видеть, что уравнеше поляры 
или касательной будетъ:

х у х + у х у = 2  fc* (117)

Если это касательная, то точка (хгу у) находится на кривой и мы можемъ 
написать предъидущее уравнеше въ формой

откуда:
Щ\ + У  Х у =  2ху у, (118)

— -f- — =  2
Х у  Ух

(119)

отрезки, которые дФлаетъ касательная на ассимптотахъ, очевидно, будутъ:

ихъ произведете:
2 Ху и 2 ух

х

2а?! 2ух =  4Jc2 —  a2 -f- &2

Следовательно площадь треугольника, составленнаго ассимптотами и ка
сательной, есть величина постоянная и равная двойной площади парал- 
лелограма, составленнаго координатами точки касашя.

Изъ уравнешя (119), которое можно написать въ форме:

х  ■ у
2 Ху 2 у у 1

видно, что oTpfeoKb касательной TG-, заключенный между ассимптотами, 
въ точке А(хууу) делится лополамъ (фиг. 110).

Фиг. НО. Предложете. Если две данныя точ
ки (хууу) и (х2у2) на гиперболе соеди- 
нимъ съ скользящею точкою (х'у1), то от- 
рфзокъ, отсекаемый этими прямыми на
одной изъ ассимптотъ есть величина по
стоянная.

Доказательство. Уравнеше одной изъ 
прямыхъ есть х'у-^гУхХ— уух'-\-1й2у полагая у — 0, найдемъ отрфзокъ на оси
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х, т. е. на ассимптот’Ь х' -j- хл . Точно также найдемъ отрйзокъ на ассимп- 
тот'Ь, делаемый другою прямою х' -f- разность между ними будетъ

I

хх— х2, величина постоянная.

Парабола.

§ 272. Мы видели въ § 235, 3, что парабола есть то изъ коническихъ 
сЬчешй, котораго центръ находится на безконечности, т. е. когда:

•Л33 ~  а 1 1 а 2 2  — &2i 2  —  0

Но при этомъ условш члены втораго порядка въ уравненш:

ап х 2-\-2ах 2ху +  а22у2 +  2ах Зх  -|- 2а23у +  а33 =  0 (120)

составляютъ полный квадратъ, т. е. уравнеше им^етъ форму:

(ах -J- by)2 -|- 2ах Зх  -f- 2а23у -(- =  0 (121)

Следовательно если въ уравненш 
коническаго с'Ьчешя члены втораго 
порядка составляютъ полный квад
ратъ, то оно есть парабола. Чтобы 
привесть это уравнеше къ простей
шей—канонической форме, возьмемъ 
две прямыя:

(O'А) ах -f- by —  О, 
и (122)
(O'В) 2 ах Зх +  2 а2Ьу +  azz —  О 

и напишемъ уравнеше (121) въ форме:

Фиг. 111.

+  2 | /  а213 -f- а2аз /  2«i Зх -f- 2а23у -f- а3з \  
\  2 ]/ а \  з -f- а22з /

=  0 (123)

Легко видеть теперь, что:

ах +  by 
V  а2-\-b2

2ахзх -f- 2а23у -f- а33 
2 ]/ а21 з -f- 23

(124)

суть длины перпендикуляровъ ND  и NF, опущенныхъ изъ точки N (х, у) 
параболы на прямыя (122). Означимъ эти перпендикуляры черезъ NF=*px 
и N D = p 2, то уравнеше (123) будетъ:

2j/ojj3 +  «223 г.
а2 +  Ъ Р

( 1 2 5 )
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Черезъ л назовемъ уголъ АО'В  между прямыми (122) и ноложимъ:

или:
N F =  NG  sin а , sin а

Рг — У1 s i n  а  > Pi =  %' sin а

или, поставляя въ уравнеше (125), получимъ:

«'2sin2a 4- _ ̂ a "13 Н~ a223 %' sin a
« 2  +  Ь2

О (126)

полагая:

V Q?\ з « 223
(a2 +  &2) sin a

уравнеше (126) сделается:
У'2 2р’х' (127)

Если теперь прямыя (122) примемъ за оси координата, то уравнеше (127) 
будетъ уравнеше параболы, отнесенной къ прямымъ (122), какъ коорди- 
натнымъ осямъ. Очевидно, что новое начало находится на кривой въ точке 
О', а какъ каждому значенш х ' въ (127) соотв'Ьтствуютъ два равныя 
и съ противными знаками значешя для то новая ось х' есть д1аметръ, 
а ось у' параллельна хордамъ N K  и С К \  который д1аметръ О’В  дЬлитъ 
пополамъ. Но если х  =  0 , то у’2 —  0 , следовательно ось у' перес'Ькаетъ 
параболу въ двухъ совпадающихъ точкахъ, т. е. ось у' есть касательная 
къ кривой въ начале координата. Следовательно, если уравнеше параболы 
дано въ форме (121), то:

ах-{-Ъу— 0

есть уравнеше д1аметра кривой, проходящаго черезъ начало, а:
♦

2«1 гх  -jr 2а^у  +  «Зз =  О

есть уравнеше касательной въ точке О', где д1аметръ встречаетъ кривую. 
Следовательно уравнеше параболы, отнесенной къ д1аметру и къ каса
тельной въ точке его встречи съ кривою, будетъ иметь всегда форму (127).

V  ’

<-'§ 273. Хотя уравнеше (127) параболы весьма простое, но неудобно, 
такъ какъ координаты не прямоугольны. Но легко дать уравненпо пара
болы такую-же форму, но съ прямоугольными осями.

Для этого напишемъ уравнеше (121) въ форме:

(ах -j- by-{- X)2 -j- 2 (a13 aX) x - \-  2 («23 —  Ы) у-f- a 33 -f- X2 =  О (128)

где X есть неопределенный коэфищентъ.
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Если къ этому уравненш приложимъ разсужденш предъидущаго 
параграфа, то найдемъ, что:

ах-) -  Ъу-f-). =  0 (129)
есть Д1аметръ, и:

2 («! з — «X) х-f- 2 («2з — ЬХ) -J- «зз +  X2 =  0 (130)

есть касательная въ точке его встречи съ кривою.
Такъ какъ въ это урлвнеше входить неопределенный коэфищентъ 

X, то его можно такъ выбрать, чтобы прямыя (129) и (130) были перпен
дикулярны, а для этого мы должны иметь (§ 49):

откуда:
1

«(«is — аХ) -(- Ъ («28 — &Х) =  О

(131)

такъ какъ изъ этого выражешя видно, что X им’Ьетъ всегда величину 
действительную, то мы заключаемъ, что есть всегда одинъ дГаметръ въ 
параболе, перпендикулярный къ касательной въ точке встречи его съ 
кривою. Если прямыя (129) и (130) возьмемъ за координатныя оси и 
сделаемъ это, какъ въ предъидущемъ параграфе, то уравнеше параболы 
будетъ:

у2 =  2рх (132)
где, какъ легко видеть:

Р
аох з —  ftfli з

(«2 +  b2f
(133)

I

§ 274. Касательная.Изъ общаго урав-
нешя касательной (§ 210) легко показать, 
что уравнеше касательной къ параболе:

у2 —

въ точке Р (ххух) есть (фиг. 112):

гуух =  р  ( х Х х )  (134)
^ 1

Следовательно тангенсъ угла «, который 
касательная составляетъ съ осью х,  будетъ:

Ф и г .  1 1 2 .

Чтобы найти точку Т  встречи касательной съ осью абсдисъ надобно по
ложить въ уравненш (134) у =  0, что даетъ х  -f- ^  == 0 ; 'отсюда видимъ,

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я, 19
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что абсцисса точки встречи УТ — х —  — Ж[, равна абсциссе УМ точки 
касашя, но отложенной отрицательно. Это свойство даетъ легкш способъ 
проводить касательную къ параболе, если даны координаты точки каса
шя. Для этого надобно абсциссу точки касашя отложить отрицательно 
и полученную точку соединить прямою съ точкою касашя, эта прямая и 
будетъ касательная.

Уравнеше (134) будетъ поляра точки {х\у\), если эта точка не ле- 
житъ на кривой.

§ 275. Нормаль. Уравнеше прямой, проходящей черезъ точку Р
ч

(фиг. 112) касашя перпендикулярно къ касательной, очевидно, будетъ:

(P N ) р  (у— у\ ) +  у\ (х Х\) =  0 (135)

Координаты точки встречи нормали P N  съ осью х, очевидно, будутъ у = О, 
х  —  хх +  р, откуда х  — хх= р  — MN, т. е. отр'Ьзокъ, заключенный между 
точкою встречи нормали съ осью х  и абсцисса х\ , есть величина постоян
ная р. На основанш этого свойства можно провесть нормаль и касатель
ную къ параболе.

§ 276. Д1аметръ. Мы видели въ § 236, что центръ параболы нахо-
.... ^

дится на безконечности, следовательно все Д1аметры въ параболе парал
лельны, такъ какъ все д1аметры въ коническомъ сйченш проходятъ че
резъ центръ. Но изъ уравнешя:

1

у2 =  2

видно, что ось х  есть д1аметръ, следовательно все д!аметры въ параболе 
параллельны оси х; это легко видеть и аналитически. Уравнеше д1аметра, 
какого-нибудь, коническаго сечешя есть:

где а есть направлеше хордъ. Для параболы имеемъ:

d f
dx 2р df_

dy 2 У

следовательно д1аметръ параболы будетъ:

у sin а — р  cos а =  О
откуда:

У
р

tga
т. е. прямая параллельная оси х,
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V * •  t

§ 277. Уравнеше параболы, отнесенной къ одному изъ д1аметровъ и 
къ касательной въ точк'Ь встречи съ кривою (§ 272), есть:

у2 =  2

а уравнеше, отнесенное къ тЬмъ же элементамъ, только перпендикуляр- 
нымъ, имЬетъ такую же форму (132):

у2 — (136)

Фиг. 113.

гд'Ь р  есть параметръ, значеше котораго мывидЬли въ§ 273 (133); спра
шивается, какая зависимость существуетъ между параметрами р  и р'? Что
бы показать эту зависимость, проведемъ въ 
точк'Ь С (%\У\) д1аметръ CD и касательную 
Л5(фиг. 113). Уравнеше параболы, отнесен
ной къ CD и СВ, какъ осямъ, будетъ:

У 2р'х (137)

Если хорда OF || АВ, то она будетъ сопря
женная д1аметру CD и въ точкЬ Е  будетъ 
дЬлится пополамъ.

Означимъ /_BCD  — /_ D E F — Z.BAOчерезъ «. Такъ какъ E F  =
— ОЕ, то F H  =  Н К  =  GC= уу. Координаты точки F  относительно осей

F HCD и СВ будутъ E F  и СЕ. Но E F У\
sin a sin а , следовательно имЬемъ:

У21 
sin2a 2р. СЕ

Но С Е — АО =  Ху (§ 274), следовательно:
оу -1

sin2a 2р'ху

Но мы также имЬемъ у \  — 2рхх (136); вставляя это значеше въ предъ 
идущее уравнеше, найдемъ:

2рх\
sin2a 2рху откуда р Р

sin2a (138)

Такъ какъ а есть уголъ, который касательная въ точкЬ С (хх, ух) со- 
ставляетъ съ осью х, то изъ § 274 имЬемъ:

Рtg a — -  откуда sin a
У

Р
Vр 2~\~ у

р
р  -f- 2а?!

19*
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Подставляя эту величину для sin а въ (138), найдемъ:

р ' — р  -f- 2х \

§ 278. Свойства фокуса. Остается показать еще одно замечательное
свойство параболы. Пусть S  будетъ фокусъ параболы (фиг. 113). Если про-

#

ведемъ прямую S C  и касательную С В , -то уголъ /1  B C D  =  /1  A C S 1  Такъ 
какъ С В  есть касательная въ точке С  (ж, ) , то полагая /_  B C D  B A G  а, 
будемъ иметь:

*

Означимъ / _  A C S  =  Ф, Z  G S G  —  у ,  то ф =  <f> — «, но:
4

следовательно:

т. е.

2 у \ — 2рХ\ +  j>2 _
У\ (2^! —  р  +  2 ух

tg а =  tg ф , откуда ф =  а

На этомъ свойстве параболы основано устройство параболическихъ зер- 
калъ. Впрочемъ это свойство вытекаетъ изъ того, что Д  A S C  равнобед

ренный, такъ какъ въ немъ A S  =  и тоже S C = x - \ - ^ ,  откуда:Л JL

L  САО =  z AC BCD
V
§ 279. Задача. Найти длину перпендикуляра, опущеннаго изъ фо

куса параболы на касательную?

Ptbweme. Пусть (жь ух) будетъ точка касашя, какой-нибудь, каса
тельной; уравнеше ея будетъ (§ 274):

УУ\ = р { х - \ - х х)

въ нормальной форме оно будетъ:

— р х  — р х х _

—  У  f\ -\-f
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Рподставляя въ него координаты фокуса: у — 0, х —  ~ будемъ им'Ьть длинуА
искомаго перпендикуляра q:

Я
1 2—р* 2 1

РХу

V У2 1 +JP2
1 р (р  +  2хх)
2 ± 2 р х х

но q есть величина, по условш, всегда положительная, поэтому:

Я \r V р 2 ~\~ рх\
-  ^

§ 280. Задача/.Выразить длину перпендикуляра q, черезъ углы, ко
торые онъ составляетъ съ координатными осями?

Ргыиете.Перенесемъ начало координатъ въ фокусъ, то уравнешя 
параболы и касательной въ точке (хх, будутъ:

У 2Р (® j  , УУ\ р ( я  +  х  1 (139)

Если черезъ а означимъ уголъ, который перпендикуляръ изъ фокуса на 
касательную составляетъ съ координатными осями, то уравнеше касатель
ной можно написать въ форме:

х  cos « -}- м sin а “  2=  О (140)

сравнивая это уравнеше съ уравнешемъ касательной (139), найдемъ:

cos а р
V  у2 1 +  Р2

sma У\
V  у \  + i> 2

) Я
р  I f  -M i

V  у \  4 -У

откуда, замечая, что q есть величина положительная, будемъ им'Ьть:

cos a Р
V  у \  4-i>2

или:

cos a Р ~

следовательно:

sma У\
V y \  -h

]/ 2 \рхх ~\
sm a Уг

V  %рх\ 4* 2

р

_р  (Р Ч~ 2д?1)
2 2 V  у \  + 1>2

ч
р

2 COS a

qssal. + i> !
A

cosa^c a q
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Такими образомъ уравнеше (140) касательной можно написать въ форм'Ь:

х cos (х -|- у sin ос Р
2 COS а О (141)

. У

§ 281. Задача. Найти геометрическое м'Ьсто основанш перпендику- 
ляровъ, опущенныхъ изъ фокуса, на касательный къ параболе?

Ргьшете. Выше нашли, что:

Ч
_________

2 COS а

откуда легко вид'Ьть, что основашя перпендикуляровъ q находятся на 
касательной въ вершине параболы. Изъ этого слЬдуетъ, обратно, если изъ, 
какой-нибудь точки будемъ проводить прямыя до встречи съ данной пря
мой и изъ точекъ встречи будемъ возставлять перпендикуляры къ этимъ

I •

прямымъ, то всЬ эти перпендикуляры будутъ касательныя къ параболе,
коей фокусъ находится въ данной точке, а вершина есть основаше пер-

/

нендикуляра, опущепнаго изъ данной точки на данную прямую.
г

§ 282. 3ada>id^ Найти геометрическое место пересечешя перпенди- 
кулярныхъ между собою касательныхъ къ параболе?

Ргьшете. Уравнеше касательной къ параболе есть:

х  cos а -{-у sin а + р
2 cos а О или х cos2a +  У sin a.cos а -(- ^  == О

ypaBHeHie перпендикулярной къ ней касательной будетъ:

✓

исключая а, найдемъ:
х  -(-_р =  О

а это уравнеше директрисы.

§ 283. Предложете. Точка касашя Р  касательной Р Т  къ параболе 
(фиг. 112) и точка Т  встречи этой касательной съ осью х  находятся въ
равномъ разстояши отъ фокуса F.

v 1

Доказательство. Изъуравнешя касательной (134), полагая у =  0, бу-

демъ им'Ьть F T — — х, но такъ какъ F V = ^  (§ 15), то
2 2

Изъ того же § известно, что F P  =  ж f  , следовательно:

F T — F P
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§ 284. Предложен!е. Уголъ между, какими-нибудь, двумя касатель
ными къ параболе равенъ половине угла между рад1усами векторами про
веденными въ точки ихъ касашя.

Доказательство.Изъ предъидущаго предложешя сл-Ьдуетъ, что A T F P  
равнобедренный, следовательно (фиг. 112):

/ _  P T F =  ̂ P F MА
*

Для другой касательной въ точке Р', встречающей ось х  въ Т 1 имЬемъ 
также:

/1  P 'T 'F = = \ /_  P F M '2

откуда, вычитая, найдемъ искомое предложеше.

§ 285. ТТредлоокете. Прямая, соединяющая фокусъ съ точкою пере- 
сечешя двухъ касательныхъ, делить пополамъ уголъ образуемый рад1у- 
сами векторами, проведенными изъ фокуса въ точки касашя.

Доказательство. Уравнешя двухъ касательныхъ (141) суть:

х  cos2»! +  у sin .cosot! £  =  0 , х  cos2a + vsin a2. cos a2 -f- £  =  0P
2

вычитая, найдемъ прямую:

x  sin (aj a2) — у cos (a.y -f- a2) =  0

составляющую уголъ a, -)- a2 съ осью x. Ho a, и a2 суть углы, которые
перпендикуляры, опущенные изъ фокуса на касательный, составляютъ съ

✓

осью х, следовательно VFP  — 2'a1, V F P  =  20̂  (фиг. 112), откуда, прямая 
составляющая съ осью хуголъ а, -)- а2 есть равноделящая уголъ PFP'.-

C.mdcmeie i .  Если положимъ/ P F P  =  180°, то РР' пройдетъ чрезъ 
фокусъ, касательныя ТР  и Т'Р ' пересекутся на директрисе, а /_  T F P —  90°.

9
______  J .

Слндспте 2. Если какая-нибудь хорда Р Р ' пересекаетъ директрису
i

въ точке D, то FD  есть внешняя равноделящая /_ P F P \  Это можно 
показать, какъ въ § 263, пр. 2. /(фиг. 104).

Слтдствге 3. Если две данный касательныя къ параболе пересека
ются, какою-нибудь, третею карательною, то уголъ образуемый рад!усами 
векторами, проведенными изъ фокуса' къ точкамъ пересечешя третей каса
тельной съ двумя данными, б уд етъ дополнительный до 180° углу состав
ляемому данными двумя дщсаЛельными.
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Въ самомъ Д’Ьл'Ь, уголъ QRT  (фиг. 114) равенъ половине Z_pFq 
(§ 284), а по настоящему §, очевидно:

Фиг. 114.
A .P F Q  =  ± £ p F q

следовательно:

Z . PFQ =  Z  QRT

откуда видимъ, что:

0

Слпдствге Нзъ предъи- 
дущаго следуетъ, что круга, описаннйй около треугольника PRQ, образуе- 
маго тремя касательными къ параболе, всегда проходить чрезъ ея фокусъ.

§ 286. Задача. Найти полярное уравнение параболы, принявъ фо
кусъ за полюсь?"

Ргыиете. Въ § 15 видели, что фокусный ра-Фиг. 115.
д1усъ векторъ (фиг. 115):

F P * + ?
но:

х +  F M — ~ р  +  г cos , ср есть P F M ;Л £

откуда:
г

г = р  -j- cos

р
1 —  COS f

(142)

Это частный случай уравнешя (97), если положимъ е =  1.

У голь f  отсчитывается въ направлены FM, если же будемъ его
отсчитывать въ направлены F V , то предъидущее уравнеше будетъ:

г Р
1 -} -  COS <f>

(143)

которое можно написать въ форме:

2г cos21
2 Р (144)

1

Подоб1е коничеснихъ сЬчен1й.

такш
287. Подобными И подобно-расположёнными фигурами называются 

въ которыхъ рад1усы векторы, проведенные изъ некоторой точки,
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въ одной изъ нихъ, пропорщональны рад1усамъ векторамъ въ другой, про- 
веденнымъ изъ другой точки, параллельно первымъ.

■ $

Если существуетъ пара такихъ точекъ О и о (фиг. 116) въ подобныхъ 
фигурахъ, то существуетъ такихъ же и безчисленное множество.

Возьмемъ какую-нибудь точку въ первой фигура.
(1) Фиг. 116. (2)

Проведемъ оо, || ОО, и отложимъ О О, такъ, чтобы:

0 0 ] ор
0 0 , - О Р

то будемъ иметь два подобные треугольника 00, Р  и оо,р, изъ которыхъ 
сл^дуетъ, что О, Р  || о,р и:

0\ р _ ор
ОР

I

Легко также показать, что всЬ параллельные рад1усы векторы, проведен
ные черезъ точки О,  и о, ,  пропорщональны, следовательно точки О,  и о,

им'Ьютъ таюя же свойства, какъ и точки О н о .
\*

§ 288. Задача.Найти услов1е поДоб1я коническихъ съченш данныхъ 
общими уравнетями:

«! 1 ж2 +  2а ,  2х у  +  а 22у 2 +  2»! ях  +  2 y 2Sy  +  а33 =  О
\ i l4 5 )

а\ ] х2 -j- 2а\2ху -f- а'22у2 -f- 2 -f- 2 -{- 33 =  О
f/ \

Iь

Если перенесемъ начала координатъ въ центры этихъ коническихъ cive- 
нш (§ 243), то о не сделаются:

«и ж2 +  2% 2х у  +  а ^ у *  fj-
i

а ' ц х 2 - f  2a!, 2x y  +  a ’22y 2

( 1 4 6 )

Если теперь положимъ, въ первомъ:

ж =  р cos 0 , y l =  р sin 6

MitskevichOA
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а во второмъ: 

то найдемъ:
х  — р! cos 0 , р2 sin О

о2 - А
■. ... .» \

1
р “ А з ах i cos2 6 -f- 2 cos 0 sin в —[— а22 sin 0

(147)

pV
_  А' 1

С
О

со
^

 -
1

а' 11 cos2 6 -f- 2а)2 cos 0 sin 0 — а'22 sin 0
откуда, если:

/
Й11 = : Jett 11 , а 1 2 ==: 2 j ^ 22 === ^22 (148)

будемъ им'Ьть:
Р2_  А . А ' h 

Р21 А з  * А з  *
(149)

т. е. параллельные рад1усы векторы р и Pi пропорщональны. Изъ этого 
видимъ, что два коничесыя сЬчешя подобны и подобно расположены, если 
коэфищенты при неремгЬпныхъ второй степени: ж2, ху, 2 равны или отли
чаются только постояннымъ множителемъ.

Изъ формулы (149) видимъ, что параллельные д1аметры, подобныхъ и 
подобно расположенныхъ коническихъ еЬченш пропорщональны.

§ 289. Очевидно, что направлете осей двухъ подобныхъ и подобно 
расположенныхъ коническихъ сЪченШ одно и то же, такъ какъ наиболь- 
шш и наименьший изъ д1аметровъ должны быть параллельны.

Если д!аметръ одного изъ коническихъ сЬчешй делается безконеч- 
нымъ, то и ему параллельный Д1аметръ также сделается безконечнымъ, 
т. е. ассимптоты, двухъ подобныхъ и подобно расположенныхъ кониче
скихъ сЬчешй, параллельны. Это слгЬдуетъ изъ § 237, гд^ мы показали, 
что направлеше ассимптотъ зависитъ только отъ членовъ второго порядка 
въ уравненш.

Въ подобныхъ коническихъ сЬчешяхъ эксцентриситеты равны; въ 
самомъ д'Ьл'Ь, если е и ех суть эксцентриситеты данныхъ коническихъ сЪ- 
ченш (145), то им^емъ (§ 13):

_а2— Ъ2 _ &2а2— h%2
6 ~~ 4  ~  Ш  '

Т. в. в С\ •

Поэтому иногда опред'Ьляютъ подоб1е коническихъ с'Ьченш, говоря,
у

что он’Ь им'Ьютъ параллельныя оси и равные эксцентриситеты.

Если въ Двухъ гиперболахъ ассимптоты параллельны, то онгЪ по
добны, такъ какъ ихъ оси, будучи равнод'Ьлящими угловъ между ассимп-
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тотами, параллельны, а эксцентриситеты зависать отъ угла между ассимп- 
тотами (§ 270).

Такъ какъ въ параболе эксцентриситетъ равенъ единице, то заклю- 
чаемъ, что все параболы подобны и подобно расположены, если ихъ оси 
параллельны.

Въ самомъ Д'Ьл'Ь, изъ уравнешя параболы:

им'Ьемъ:
2р cos В 
sin2 б

для другой, какой-нибудь, параболы будемъ иметь:

_ 2 ^  cos б
^  sin2 О

/

v

откуда р : Pi = р -Р \ , т. е. рад1усы р и р( пропорщональны.
§ 290. Дв'Ь фигуры подобны, но не подобно расположены, если про- 

порщональные ра;ыусы еоставляютъ постоянный уголь, такъ что если одна
изъ фигуръ будетъ поворочена на этотъ уголъ, то эти фигуры делаются и 
подобно расположенными.

Задача. Найти ycflOBia подоб1я двухъ коническихъ еЬчешй, данныхъ 
общими уравнешями (145), но которые не расположены подобно?

Ргьшете. Для этого надобно преобразовать первое изъ уравнены къ 
осямъ, соетавляющимъ уголъ б съ данными осями, и искать величину угла, 
при которой коэфищенты «и, а12, а22 будутъ пропорщональны коэфищен- 
тамъ а'ц, а \2, а'22. Положимъ, что они сделаются kalu kat 2, ка22. Такъ 
какъ оси прямоугольны, то мы знаемъ, что аи и ап «22 — «2t2 СУТЬ
HHBapiaHTH, следовательно:

!  й

ап + а 22 =  к ( а \ х - f  а'22) 1 #2 2 —— ^2i2 == &2( f lн® 22 <*2j2)

а потому искомое уш ш е, очевидно, есть:

Ац&22 — а\2_А11А 22 2
(ап ”Ь*«22)2 (а п а 2г)2
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ГЛАВА ХУЛ.

К р у г ъ .
\

§ 291. После изучешя свойствъ кривыхъ второго порядка, между 
которыми находится и кругъ, какъ частный случай эллипса, мы займемся 
отдельно этой, по видимому, самой простой кривой ПОСЛ'Ь прямой лиши, 
но которой свойства ведутъ къ необыкновенно зам'Ьчательнымъ обобще- 
шямъ, послужившимъ основашемъ преобразовашя метрическихъ свойствъ 
иля нредложенш въ проэктивныя, т. е. преобразованШ нредложенш отно
сительно мгьры въ предложешя относительно полооюенгя.

Опредплете. Окружность или кругъ есть кривая лишя, которой каж
дая точка находится въ равномъ разстоянш отъ данной точки называемой 
центромъ.

Какъ видно опредГлеше круга есть метрическое, ниже мы это опре- 
делеше преобразуемъ въ опредГлеше положешя.

Если отнесемъ кругъ къ нрямоугольнымъ координатамъ и назовемъ 
координаты центра черезъ (ж, Ь), рад1усъ черезъ г, то уравнеше круга бу- 
детъ, если (ж, у) суть координаты, какой-нибудь на немъ точки:

(ж— — Ъ)2 =  г2 (1)

Если центръ находится въ начале координата, то а — 0 и 0, слЪдо 
вательно уравнеше круга будетъ:

ж2 -j- 2

Наконецъ, если начало координатъ будетъ въ конце д1аметра, а ось абс- 
циссъ д1аметръ, то а =  г, Ъ =  0, следовательно уравнеше круга будетъ:

х 2 - \ - у 2 — 2 г х  (3 )
*

§ 292. Заметимъ, что уравнеше круга, отнесеннаго къ прямоуголь- 
нымъ координатамъ, не содержитъ члена ху и коэфищенты при ж2 и при 
у2 равны. Следовательно общее уравнеше второй степени:

«11 я3 - f % i  2%У +  0>пУ2 +  2 а х  Зж +  2 « 232 / +  « 33  =  О ( 4 )

не можетъ представлять круга, если а12 не равно нулю и если ап не 
равно «22 .

Если же « ijsaO , «11 — «22> то уравнешю:

ои ж24-йп2/2’+  2«i Зж -f-2ап у ап  =  0 (б)'
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можно дать форму (1).
въ форме.- •

Въ самомъ деле, это уравнеше можно написать

^21з 4~«223 — «11 «38
п2 « п

а это, очевидно, кругв, коего координаты центра суть:

а рад1усъ:

«13
а\\

«23

«п

«11 «33

(7)

(8)

Если а \  з +  а223 — щ х о3з есть величина отрицательная, то ражусь круга 
будетъ мнимый и уравнеше не можетх быть удовлетворено действитель
ными величинами координата % и у .Если а213 +  а223— an a33 =  0, то 
рад1уеъ круга равенъ нулю и уравнеше удовлетворяется только координа
тами центра, т. е. представляетъ одну точку или безконечно малый крута.

§ 293. Уравнеше круга, отнесеннаго къ косоугольнымъ координатамъ 
редко употребляется, а получается изъ уравнешя разстояшя между двумя 
точками (х, у)и (а, Ь), где а и Ъсуть координаты центра (§ А). Если ю
есть уголъ между координатами, а г рад1усъ круга, то его уравнеше бу
детъ (§ 4):

(х— a)2-f- 2(х—а) (у—V) cos о> +  (у—&)2 == (9)
/

Если это уравнешё сравнимъ съ общимъ уравнешемъ второго порядка (4), 
то найдемъ, что оно можетъ представлять кругъ только въ томъ случае, 
когда:

&\ х = =  Й 22 ) « 1 2  —  «  C O S  (О ( 1 0 )

Если эти уравненш удовлетворены, то изъ сравнешя коэфищентовъ урав- 
ненш (4) и (9), найдемъ:

а +  Ъ cos «о
%

#13
#11

Ь -f - a cos to #23
an

а2 -|- Ъ2 -f- 2 ab cos w =  г2 + «зз
«и

Такъ какъ координаты центра (а, Ъ) определяются только изъ двухъ пер- 
выхъ уравнешй (11), который не содержать а33, то заключаемъ, что два 
круга будутъ концентричесше, если ихъ уравнешя отличаются тольйо по- 
стоянцымъ членомъ.

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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Если «зз =  0, то кругъ проходить черезъ начало координатъ, такъ 
как ь уравнеше его удовлетворяется координатами начала х  =  0, у —  0.

§ 294. Задача. Найти координаты точекъ перееЬчешя данной пря
мой съ даннымъ кругомъ?
* -г

Тгъшеше. Пусть уравнешя круга и прямой будутъ:

х 2-\- xy2 —  r 2, ж cos а - | - ?/sin а — 0 (12)

Изъ уравнешя прямой им'Ьемъ:

р  -— х  cos a 
sin a

а изъ уравнешя круга: 

приравнивая, найдемъ:

откуда найдемъ квадратное уравнеше:

х 2 — 2y>.cos ol.x -j-jр2 — г2 sin2 a =  О
изъ котораго: ______

х  — р  cos a ±  sin а у г2 —р 2
______ (13)

у —  р  sin а cos а у г2 — р 2

Изъ этихъ выраженш видимъ:

1. Если г > р ,  то данная прямая встргЬчаетъ окружность въ двухъ 
д’Ьйствителвныхъ точкахъ.

2. Если r — р, то точки встречи совпадаютъ, данная прямая ка
сается круга, следовательно уравнеше касательной будетъ:

/

«cos a -j- «/sin a =  r (14)

где a, очевидно, будетъ уголъ, который составляетъ съ осью х  рад1усъ, 
проведенный въ точку касашя. Если черезъ (хх ух) означимъ координаты 
точки касашя, то найдемъ: I

Х\ — т cos ос , у\ =  г sin a

подставляя вместо cos а и sin а эти значешя въ (14), найдемъ уравнеше
касательной;

X X , +  УУ\ —  г* ( 1 6 )
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3. Если наконецъ г <у>,то выражешя (13) делаются мнимыми, пря
мая не пересЬкаетъ кругъ видимо, но мы будемъ всегда говорить, что она 
пересЬкаетъ кругъ въ двухъ воображаемыхъ точкахъ.

Если уравнеше круга дано въ общей форме (1), то уравнеше каса
тельной будетъ:

{а—  «О (а — х) +  (Ь —  (16)
*

§ 295. Задача. Найти точки перееЬчешя даннаго круга съ прямой, 
проходящей черезъ две данныя точки?

Ргыиете. Пусть ypaBHenie круга будетъ:

х 2 у2 =  г2

а координаты данныхъ точекъ (хху{) , (ж2 у2).

Мы знаемъ, что координаты, какой-нибудь, точки на прямой, про
ходящей черезъ точки (%\у\) и (ж2у.г) даются выражешями (§ 4):

___+  ___ У1 +  Ч 2 .
1 + Х  ’ У ~  1+Х

♦ •

Если х  и у суть координаты точекъ перееЬчешя прямой съ кругомъ, то
предъидуцця выражешя должны удовлетворять уравненш круга, следова
тельно будемъ иметь:

(®i +  Ь 2) 2 +  (ух +  Ц 2 ) 2  —  ( 1  +  Х ) + 2
откуда:

т- у 22 —  г 2)Х2 +  2 (ж, ж2 +  у , у2 —  +  (ж2! - f  у \  —  =  О

Это уравнеше относительно X второй степени, следовательно X будетъ 
иметь два значешя и следовательно данная прямая пересекаетъ кругъ въ 
двухъ точкахъ.

V
\

Смъдствге 1. Если точку + ух) фиксируемъ, а точку (х2у2) будемъ 
такъ изменять, чтобы координаты ея удовлетворяли уравнеше:

X i X угу — г2 =  0 (18)

то въ уравненш (17) коэфищентъ при X будетъ равенъ нулю, а потому 
корни этого уравнешя будутъ равны, но съ противными знаками, следо
вательно точка (xiyi), две точки пересечешя круга съ прямою и точка 
-удовлетворяющая уравнеше (18), будутъ четыре гармоническая точки. 
Откуда видимъ, что уравнеше (18) есть поляра точки (ж ^ ) относительно 
круга.

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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С лгьдст вге 3 . Если точка ( х ху х) будетъ фиксирована, а точка ( х 2у 2) 

будетъ такъ выбрана, чтобы удовлетворить уравнеше:

(ж2 - f  у 2 —  г 2) (ж2! +  у 2 1 Г2) =  ( х х х +  УУ\ — Г2) 2 (19)

то корни уравнешя (17) будутъ равны, данная прямая касается круга, 
следовательно уравнеше (19) будетъ пара касательныхъ, проведенныхъ 
изъ точки (х ху х) къ данному кругу. Хотя это уравнеше второй степени 
относительно х ,  у ,  но оно разлагается на два линейные множителя.

Если уравнеше круга будутъ въ общей форме, то уравнеше каса
тельныхъ будетъ:

{(а —  хх)2 +  (Ь— )2 — И  {(« — я)2 +  у)2 — г2)}

=  {(« — *,) (а — х) +  (Ъ —  (Ь — у) — г}2

§ 296. Задача. Найти длину касательной, проведенной изъ данной 
точки къ данному кругу?

Ршиете. Пусть данный кругъ будетъ:

(х — а)2 {у■— Ъ)2 — г2

а данная точка (ххух). Разетояше данной точки отъ центра, очевидно, 
есть:

(ж, — а)2 +  (ух — Ъ)2

Следовательно искомое разетояше будетъ 8:

(Ж| — а)2-\-(ух — Ъ)2 — г2 =  82 (21)
)

изъ этого видимъ, что если точка {хх ух) обращаетъ вънуль первую часть
%

уравнешя (21), то она находится на окружности, если же первая часть 
обращается въ числовое значеше, то это значеше есть квадратъ длины 
касательной, проведенной изъ точки (ххух) къ кругу.

§ 297. Такъ какъ уравнеше круга (1) содержитъ только три коэфщ 
щента, то его вполне определяютъ три данныя координатами точки. Кш 
увидимъ ниже, почему кругъ, будучи коническимъ сечешемъ, определяется 
не пятью, а только тремя данными точками.

§ 298. Уравнеше круга въ полярныхъ координатахъ. Если въ уравне- 
нш (1) додставцмъ вместо хи у:

гс =  р cos <р , р sin <р
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то найдемъ:
р2 —  2 (a  cos <р +  Ъ sin <р)р +  а 2 +  Ь% —  г 0 (22)

Если центръ круга будетъ на оси х, то Ь =  0, следовательно ypaBHenie
i

будетъ: I
О (23)р2 —  2 \а cos <р . р -f- а 2 —  г

)

Если при этомъ полюсъ будет[Ь на окружности, то а — г и уравнеше круга 
сделается:

р =  2rcos< p (24)

Пр. 1.Дано основан1е треугольника и уголъ противулежащШ основанш, найти 
геометрическое м'Ьсто вершины?

Pmuewie. Пусть данное основаше А В  =  2«, данный уголъ С. Возьмемъ 
(фиг. 117) средину основашя О за начало координатъ, основаше за ось ж, нерпенди- 
куляръ изъ средины за ось у.

ОЕ — х. ЕС — *- Фиг. 117.У,
если положимъ:

/_ А С Е  =  а  , /_ $
то:

откуда, замечая, что:

tg а
а +  х

У
найдемъ:

а — х  
У

tg С 2 ау
У й2 4- х

откуда:

у 2 +*2 ~  Ш = а2

это уравнеше искомаго геометрическаго мйста, которое, очевидно есть кругъ. Если 
те

С =  —, то tg C = o o  и уравнеше геометрическаго м^ста будетъ:А
х2 +  У2 =  а2

т. е. кругъ, коего рад!усъ есть а.
11р. 2 . Дано основан1е треугольника и уголъ, протпвулежапцй основатю т 

найти геометрическое мйсто точекъ пересйчетя перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ 
вершинъ на стороны?

* \

Ртиеме: Пусть данное основаше будетъ А В  =  2а, данный уголъ С. Возьмемъ 
т-Ьже координатныя оси, какъ и въ лредъидущемъ нринйр'Ь. Если черезъ ух) о:> 
начимъ координаты вершины С-, то будемъ им^ть, какъ выше:

У 21 - М
2 ауг 
tg С

а

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я, 2 0
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Если озыачимъ черезъ (ж, у) координаты исконаго агЬста, то, очевидно будемъ им4ть:

а1 — ж2

подставляя вместо уг его выражение въ предъидущее уравнеше, найдемъ:

У2 +  ** +  ~% = с1*

уравнеше, которое отличается отъ иредъидущихъ только знакомъ при tg С.

Пр. 3. Дано некоторое число точекъ, найти геометрическое м4сто точки, ко
торой бы квадратъ разстояш я отъ первой точки умноженный на ти сложенный съ 
квадратомъ разстояшя, умноженнымъ на т 2, отъ второй точки и т. д. была-бы ве
личина постоянная?

Ргьшсте. Пусть координаты данныхъ точекъ будутъ (#i2/i), (х2у2). • •, посто
янная величина пусть будетъ а 2, накопедъ пусть (ху) будутъ координаты точки 
искомаго мйста. По условш  должны имгЬть:

{ (ж —  ж ,)2 +  (у —  угу } 1Щ  +  { (ж —  ж2) 2 +  (у —  у 2у  } щ  +  . . . .  =  й 2

или:
х 2Ътг +  у 2 2  Шг—  2х  2  тгх ,—  2у Z тгуг +  2  тгх г2 +  2  =  а2

очевидно, кругъ, коего координаты центра суть:

2  ШуХу 2  тп ч'Уг
х  = -----------, у = ----------------

2,Шу 2  тг

Пр. 4. Дань кругъ и прямая _лишя1 _найти геометрическое мйсто точки, изъ 
кото]?Ый если проведемъ секущую круга и изъ точекъ пересгЬчешя опустимъ пер
пендикуляры на данную прямую, то площадь прямоугольника построенная на этихъ 
перпендикулярахъ была бы величина постоянная?

Пишете. Возьмемъ данную прямую за ось ж, перпендикуляръ опущенный изъ 
центра д а н н а я  круга за ось у , пусть координаты искомой точкщ геометрическая 
мйста будутъ (х’у'). Очевидно, уравнеше круга будетъ:

х 2 (у — Ь)2 =  г2

уравнеше, какой-нибудь, секущей будетъ:

У — у* — а (х — х')

исключая изъ этихъ двухъ уравнений х , найдемъ квадратное уравнеше относительно 
у , произведете корней котораго будетъ:

(у* — ах/)2 +  а 2 (Ъ2 — г2)
1 +  а2

✓

Чтобы это была величина постоянная необходимо, чтобы это выражение независило 
отъ а, а это только тогда возможно, когда х' = 0  у ' 2 =  Ь2 — г2; сл-Ьдовательно геомет
рическое мйюто будетъ дв-Зг точки:

f

х' =  0 , у1 =  +  Vb2 — г2
ч

ос' =  0 , у* =  — 1/Д2 — г2

у

*
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Сокращенный способъ.

§ 299. Если черезъ:

Л.\ =  0 , A g =  0 , А 3 =  0 , А± =  О
\
t

озпачимъ уравнения прямыхъ въ йррмальной форме:

то уравнеше:
х cos ar -f- у sin а,. —рг =  О

i
V

А1 А> = ч  JcA3A 4

(25)

(26)
>

будетъ, очевидно, коническое сЬчещо, проходящее черезъ точки пересе
ченья прямыхъ:

А х =  0 и А 3 — 0, Ах =  0 и J .4 =  0;| А 2 =  0 и Н3 =  О, А 2 =  0 и А± =  0
* I

i
I

Если необходимо знать какое изъ коническихъ сЬчешй представляетъ
1

(26), то надобно вместо А и A 2, . . l .  подставить ихъ выражешя (25) и
♦

определить родъ коническаго сгЬчен1я признакомъ даннымъ въ § 236.

Уравнеше (26) выражаетъ следующее свойство коническаго сечешя, 
описаннаго около четыреугольника: Произведете перпендикуляровъ, опу- 
щенныхъ изъ, какой-нибудь, точки коническаго сечешя, описаннаго около 
четыреугольника, на стороны А г =  0 и А 2 =  0 находится въ постоянномъ 
отношенш съ произведешемъ перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ той-же
точки на стороны As =  О, А 4 — 0.

<
i

Задача, Когда коническое сечение:

будетъ кругъ?
Ах А 2 — кА3А

Pmueuie, Подставимъ въ это уравнеше вместо Ах, А 2, . . .  ихъ вы
ражешя:

то найдемъ:
х cos ос,- у sin аг —р,-

\

(х cos oti +  у sin «1 —pi) (х cos а2 -f- у sin а2—р2) =

=  к (хcos 0Lb-\-y  sin а3 —уз) (x cos <x4 -f- sin а4 — pA

перемножая и приравнивая коэфищенты при х2 и у2, а коэфищентъ при 
ху, полагая равнымъ нулю, найдемъ:

cos (ах -(- а2) =  /с cos (а3 -f- а4) ; sin (о̂  -f- а2) =  к sin (a3 -f- a4)

возвышая въ квадратъ и складывая, найдемъ =  ±  1 • Это значеше 
даетъ следующую зависимость между углами:

ai + a2= a 3 +  a4 или аг —f- а2 =  180°-|-аз +  а4
20*
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откуда:
*1 — а 3 =  а4 — а2 или cci— а3 =  180° +  а4 — а2

§ 300. Если въ уравненш: ■

Ах А 2 =  Тс A 3A i (27)

положимъ А 3 =  А±, то это уравнеше сделается:

Ах А 2 =  ТсА% (28)

Чтобы получить точку, въ которой сторона А\ четыреугольника пересЬ- 
каетъ коническое сечете, надобно положить въ уравненш (28) А г —  О, 
но это даетъ уравнеше А 23 —  О, которое есть полный квадратъ, следова
тельно сторона Ах пересекаетъ коническое сечеше въ двухъ совпадаю- 
щихъ точкахъ, т. е. она касается коническаго сечешя. Точно также и 
сторона А 2 есть касательная къ коническому сЬчешю. Следовательно 
Ах и А 2 суть касательныя, а А 3 есть хорда, соединяющая точки касашя. 
Хорду эту будемъ называть хордою сопртосноветя.

Задача. Когда уравнеше:

Ах А 2 —
представляетъ кругъ?

Ргьшенге.Пр1емъ, изложенный въ предъидущей задаче даетъ для
• Ч

этого следующая ycxoBiH:

cos (а] +  си) =  Тс cos 2а3 sin («j +  а2) —  Тс sin 2а3

откуда, какъ выше:

Тс—  1 а г —  а3 а. а2

т. е. треугольникъ будетъ равнобедренный. Изъ этого вытекаетъ следую
щее предложеше:

Предложете. Если изъ, какой-нибудь, точки окружности опустимъ 
перпендикуляры на две касательныя и ихъ хорду соприкосновешя, то 
произведете перпендикуляровъ на касательныя находится въ постоян- 
номъ отношенш съ квадратомъ перпендикуляра на хорду соприкосновешя.

f.

1 • «

Задача. Найти уравнеше круга, описаннаго около треугольника, 
коего стороны суть:

A i = 0 А , =  0 А* =  О

Ргьшете. Уравнен{е формы:

Т .А \ А 2 —(— \> .А х А 3 ~j~ v  А 2А 3 —  О (29)

MitskevichOA
Прямоугольник
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представляетъ, очевидно, коническое с-Ьчеше, описанное около даннаго 
треугольника, такъ какъ оно удовлетворяется координатами точекъ пере- 
еЬчешя сторонъ:

fa  =  О и f a  =  0 ; fa  =  О и 0 ; f a  =  0 и f a  =  О

спрашивается, когда уравнеше (29) представляетъ кругъ?
Поступая, какъ сказали выше (§ 299), найдемъ слйдуюиця услов!я:

X cos (ах +  аг) +  И- cos fa  +  а3) -j- v cos f a  +  аз) =  0

откуда:
X sin fa  -|- a2) fa [a sin fa  fa  a3) fa  v sin (a2 fa  a3) =  О

X
sin (a2 fa  0C3) . cos (a, fa a3) — sin fa  f a  аз) cos f a  f a  a3)

I*
sin fa  fa  a2) cos fa2 fa a3) — sin («2 4- a3) cos fa  fa «2)

Sin (a, fa <*з) cos fa  fa a2) — sin fa  fa  a2) cos fa  f a  <*3)
или:

X t* *
sin f a  — aj) sin fa  — a3) sin f a  — a2)

*

Ho <*2 — a3, otj — a3, «2 — at суть углы между сторонами А 2 и А 3, А х и А 3, 
А 2 и At,  которые если означимъ черезъ <рь  <р2, f 3, то найдемъ:

ч <.

fa .42sin<p3fa  J .iJ .3sin<p2 fa J .2.43 sin <f>i — 0 (30)
1

углы <$t, <p2, <p3 противулежатъ сторонамъ 'Ag, A 3.
Покажемъ теперь замечательное геометрическое значеше уравнешя

шъ кругъ, будетъ AJBC
(фиг. 118).

Возьмемъ, какую-нибудь точку О, то для ея кс ор- 
динатъ значетя А х, А 2, А 3 будутъ нерпендикул! ры 
Ощ, Оа2, Оа3. Если проведемъ прямыя (ца2, a-, а3, 
щаз, то образуется треугольпикъ щ ща3, въ кото- 
ро мъ углы при точке О суть дополнительные углфвъ 
<pi, <ра, <р3 до 2d, следовательно:

А хА 2 sin <рз , At Аз sin у2 , А 2А 3 sin <f>i 

суть двойныя площади треугольниковъ:

Фиг. 118. с

А  А\ ОА2, А А\ , А
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откуда:
А г А 2 sin <fs +  А х А & sin <р2 +  А 2А 3

сть двойная площадь треугольника a, a2as.

Если точка О находится на окружности круга, то эта площать рав
на нулю, откуда вытекаетъ следующее предложеше:

Предложенге. Если изъ, какой-нибудь, точки окружности круга, они- 
саннаго около треугольника, опустимъ перпендикуляры на стороны тре
угольника, то основашя этихъ перпендикуляровъ лежатъ на одной пря
мой лиши. Это предложеше принадлежите Симеону,

§ 301. Напишемъ уравнеше (29) въ формЬ:

^ А ХА 2 -j- A s  ( y A i - j - v A 2) =  0

которое представляете коническое сЬчеше и круге, если X, ц, v имЬютъ 
выше найденныя значешя. Это уравнеше удовлетворяется координатами 
точеке перееЬчешя прямыхе:

А\ == 0 и As — 0 ; А 2 — О и А 3 =  О

Точно также оно удовлетворяется координатами точеке перееЬчешя пря
мыхе:

А\ =  0 и \>АХ +  vA 2 =  О , А 2 — 0 и iiAi +  vA2 =  О

Но эти двЬ точки совпадаюте, потому что прямая:
X

y-Ai 4 - vA 2 =  О

проходите черезе точку перееЬчешя прямыхе А х — О, 0; слЬдова-
I

тельно прямая:
M i -j- vA 2 =  О

есть касательная ке кривой ве точкЬ А х =  О, А 2 =  0; точно также:

Х-4-2 (̂ -4з =  О , -j- ==' О
'  • I

суть касательныя ке кривой ве точкахе А х —  0, As —  0; А 2 =  0, А 3 =  О. 
Если касательныя ве вершинахе треугольника напишемъ въ формЬ:

т ) легко видЬть, что три точки, въ которыхъ касательныя иерееЬкаюте 
нротивуположяыя стороны, лежатъ на одной прямой линш:



ГЛАВА XVII.— КРУГЪ. 311

Вычитая по-парно уравнешя (31), найдемъ:

— — ф  =  0 , ф — — =  0 , — — — =  О(А л X V V [I, (33)

уравнешя, которыя показываютъ, что эти прямых пересекаются въ одной 
точке. Откуда имеемъ следующее предложеше:

' Предложенье. Прямыя, соединяются вершины вписаннаго въ кругъ 
треугольника съ соответствующими вершинами треугольника, образуемаго 
касательными въ этихъ вершинахъ, пересекаются въ одной точке.

§ 302. Легко видеть, что:

Х2Л 2! +  [ПА2 2 +  v2 Л 23 — 2~)pAiA2 — 2мАЛА 3 — 2р. =  0 (34)

есть уравнеше кривой второго порядка, вписанной въ треугольникъ:

А 1 =  0 , А 2 =  0 , - =  О

которое можно написать въ форме:
\

I  /\А\Vl̂ A-i “ Ь  V =р= 0  ( 3 5 )

Въ самомъ деле, если Л 3 =  0, то имеемъ:

(XJ.J — М г)2 =  О

т. е. сторона А 3 — 0пересекаетъ кривую въ двухъ совпадающихъ точ- 
кахъ, т. е. А 3 —  0 есть касательная къ коническому сечешю (34); точно 
также Ai =  О, А 2 — 0суть касательный къ нему. Если уравнеше (34)

г 4

напишемъ въ форме: •

vA3 (vA3 — 2ХAt — 2р.Л2) -f- (XJ.i — р.Л2)2 =  0 (36)

то увидимъ, что прямая XJ.j — \j.A2 =  0, проходя черезъ точку Аг =  О, 
Л2 =  0, проходить и черезъ точку, въ которой прямая —  0 пересекаетъ 
кривую; следовательно три прямыя:

/

X ^ i  —  р.А2 =  0, у.А2—  v_43 =  0 ,  v — Х Л 1 = 0
*

• t

которыя соединяютъ точки касашя съ противулежащими сторонами опи- 
саннаго треугольника, пересекаются въ одной точке. Тоже разсуждеше, 
которое показываетъ, что А 3 —  0 есть касательная, покажетъ изъ уравне-

* % i

шя (36), что и прямая:
vA3 — 2Х^! — 2 М г — 0 (37)

есть также касательная. Легко видеть, что (37) есть касательная въ точке, 
въ которой прямая,'-соединяющая точку пересечешя А х —  О, Л2 =  О съ 
точкою касашя прямой А 3=  0, пересекаетъ кривую.
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Изъ этого видимъ, что точки, въ которыхъ касательные*

'2XJ41-f-2[xJ.2— у A s— О , 2i).A2-\-2vAs— \ А л— 0 , 2vAs-\r2\A\— 0

прямой:

-f* \ьА 2 -f- Vu4-3 — О

Ьадача. Найти услов!я, при которыхъ коническое еЬчеше (34) будетъ» кругъ?

П е р е с ч е т е  д в у х ъ  к р у г о в ъ

303, Пусть:

S i = ( x  —  ay)2 +  (у —  Ъу)2 

S2 — (x —  а2)2 +  (у — h ) 2

r% =  О

г*. О

будутъ уравнешя двухъ круговъ; эти уравнешя можно написать въ. форме:

Уравнете:

= х 2-\-у2 —-  2 ayх ~-2Ъуу-\- сг — 0
(39)

9

s 2== х2 -f- у 2 —
* /■

- 2 а2х  -— 2 Ь2у-f- С2 —  0

S i- II ̂соf! = 0 (40)
0

будетъ уравнен1е кривой, проходящей чрезъ точки пересЬчешя двухъ 
круговъ (38). Легко видеть изъ формы уравнешя (40), что эта кривая 
будетъ также кругъ. Этотъ кругъ при \  =  1 обращается въ прямую:

2 (а2 — а у ) х - { - 2 ( Ъ 2— — (41)

которая есть общая хорда двухъ данныхъ круговъ.

Чтобы найти координаты точекъ пересЬчешя двухъ круговъ (38), 
надобно только определить х а  у изъ уравнешй (41) и одного изъ урав- 
ненш (38) Следовательно два круга пересекаются въ двухъ действитель
ны х^ совпадающихъ, или двухъ мнимыхъ точкахъ. Кашя бы эти точки 
ни были, действительный или мнимыя, прямая Sy— S2 —  0 (41) всегда 
действительна. Когда круги пересекаются въ двухъ действительныхъ 
точкахъ она называется общею хордою, когда же круги пересекаются въ 
двухъ мнимыхъ точкахъ, то эта прямая называется радикальною осью 
двухъ круговъ.

§ 304. Мы выше видели (§ 296), что если въ уравнете круга $  =  О 
подставимъ координаты точки вне окружности, то Sy получить числовую 
величину, которая есть квадратъ разстояшя взятой точки отъ точки ка-
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сашя касательной, проведенной чрезъ взятую точку въ кругу #( =  0. Изъ 
этого замйчашя и изъ уравнешя радикальной оси:

#1---#2 =  0 ИЛИ S i  =  #2

видимъ, что радикальная ось есть геометрическое точекъ, изъ -
торыхъ проведенный касательныя къ двумъ кругамъ равны. Это свойство
им'Ьетъ прямая S\ — #2 =  О будутъ-ли круги перееЬкатся въ дЬйствитель- 
ныхъ или мнимыхъ точкахъ.

Если заметимъ, что уравнеше прямой, проходящей черезъ центры 
данныхъ двухъ круговъ есть (§ 39):

% — а\ _  у —  Ь\ 
а% — й\ Ъ% — Ъ\

то легко видеть, что общая хорда перпендикулярна къ этой прямой.

Если круги пересекаются въ дМствительныхъ точкахъ, то радикаль
ная ось есть общая хорда и легко можетъ быть построена. Если-же круги 
пересекаются въ мнимыхъ точкахъ, то радикальная ось, будучи перпен
дикулярна къ прямой, проходящей черезъ центры круговъ, делитъ раз- 
стояше между центрами такъ, что разность квадратовъ этихъ разст оямй  
равна разности квадратовъ

§ 305. Пусть:

# 1 = 0  , #2 =  0 , #3 =  0 (42)

будутъ уравнешя трехъ круговъ, радикальныя оси каждой пары будутъ:

очевидно (§ 52) эти прямыя пересекаются въ одной точке, которая на
зывается радикальнымъ центромъ двухъ круговъ (42).

Если изъ радикальнаго центра проведемъ касательныя въ тремъ 
кругамъ, то по свойству радикальныхъ осей, все эти касательныя равны.

Если радикальный центръ возьмемъ за центръ, а касательную за 
рад1усъ и опишемъ кругъ, то этотъ кругъ, пересечетъ все три круга 
(42) подъ прямымъ угломъ.

На основанш свойствъ изложенныхъ въ настоящемъ параграфе лег
ко решить следующую задачу:

Задача. Построить радикальную ось двухъ данныхъ круговъ? 

Ргъшете. Пусть #( = 0  и #3 =  0 будутъ данные круги, коихъ центры
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суть 0\ и О2 (фигЛ19). Проведемъ третШ кругъ $3= 0  совершенно произволь
ный, но обусловленный только тЬмъ, 
чтобы онъ пересЬкался съ обоими дан
ными кругами. Пусть его центръ бу
детъ 0 3.

Проведемъ обнця хорды и
I

ВО круговъ Si и #з, $2 и $3. Точка О 
пересЬчешя АО и ОВ . будетъ ради

кальный центръ. Перпендикуляръ 0 5  _L Oi 03 будетъ искомая радикальная 
ось круговъ S\ и S% (43).

§ 306. Мы выше видЬли, что два круга пересЬкаются въ двухъ
ч

только точкахъ д'Ьйствительныхъ или мнимыхъ, между тЬмъ, какъ вообще 
коничесшя сЬчешя пересЬкаются въ четырехъ точкахъ. Такое свойство 
круга зависитъ отъ особенной формы его уравнешя, которая ведетъ къ 
весьма интереснымъ заключешямъ. Для этого отнесемъ данные два круга:

Фиг. 119.

х24" У2 ~Ь 2а'ж -f- 2 О

х 2 -j- у2 +  2а х  -j- 2 —J— с" =  О

къ координатному треугольнику. Координаты Декарта выражаются въ три- 
линейныхъ слЬдующимъ образомъ (§ 182):

_-А-2%2 ~Ь А 3Х3  А  _________ JB\ Xi 4” В 2%2 ~Ь __ JB , .
Х ~ +  da*  Н- 4*8 ~  О ’ У ~Сххх +  2 +  ~  { )

подставляя эти выражешя въ уравнешя (44), найдемъ:

вычитая получимъ уравнеше геометрическаго мЬста, проходящаго чрезъ 
точки пересЬчешя двухъ круговъ:

С {2 (а1 — а!') А  +  2 (V — Ъ") В + ( с '  —  с") } =  0 (47)

которое представляетъ пару прямыхъ:

2 (а' —  а") А  +  2 (&' — Ъ") В  +  (с' — с") С =  0 и <7=0 (48):
(

СлЬдовательно уравнеше четвертой степени, изъ котораго определяются 
координаты точекъ -пересЬчешя двухъ коническихъ сЬченш, въ насто-
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ящ ем ъ  случай , р асп ад ается  н а  два квадратн ы й  у р ав н еш я . Это происхо- 

д и тъ  отъ  того, что р азр еш аю щ ее  кубическое у р авн еш е Д  (к) =  0, к а к ъ  

увидимъ ниж е, п он и ж ается  н а  одну степень, а п он и ж еш е р азр еш аю щ его  

у р ав н еш я  происходитъ  отъ  того, что одна и зъ  сторонъ общ аго п олярн аго  

треугольн и ка н ан ередъ  и зв естн а— это п рям ая , п р о х о д ящ ая  черезъ  центры  

круговъ . С ледовательно  одинъ изъ корней  у р авн еш я  Д  (X) == 0 и звестен ъ .

И зъ  этого видим ъ, что д в е  точки  пересеченья двухъ  круговъ  н а 

х о д ятся  н а  ради кальн ой  оси, а д в е  н а  безконечно удаленной прямой С  = 0 ,  

а  следовательно  полож еш е эти х ъ  точекъ  п езави си тъ  отъ  коэф ищ ентовъ  
а', V, с'; а", Ъ\ с", определягощ ихъ круги . И зъ  этого вы текаетъ  следу

ю щ ее зам еч ател ьн о е  и интересное нредлож еш е:

Предлож ена. Все круги  на плоскости п р о х о д ятъ  черезъ  д в е  одне 
и теж о  дгшшыя точки  н а  безконечно-удаленной  прям ой , следовательн о  

не м огутъ  п ересеч ься  более, ч е м ъ  в ъ  д ву х ъ  ко н еч н ы х ъ , д ей ств и тел ьн ы х ъ  

или  м ним ы хъ, то ч к ах ъ . Эти точки  назы ваю тся мнимыми циклическими  
точками .

Ц и кли чесш я точки  о п р ед ел яю тся  п ер есеч еш ем ъ  прям ой  О съ  

безконечно м алы м ъ кругом ъ:

А 2 -(- В 2 =  0 или  х 2 - j -  у 2 =  0  (4 9 )

Е сли  и зъ  уравненш :

А ± В г  =  0 , С = 0  , (50)

исклю чим ъ А ,  В ,  С, то найдем ъ уравн еш е Ц иклическихъ  точекъ:

Произведете циклическихъ точекъ выражается уравнешемъ:

2̂ _f_ ^2 —  о (52 )
s '

И зъ  этого видимъ, что к р у гъ  есть коническое сеч еш е , которое о п р ед е 

л яется  пятью  точкам и, изъ к о и х ъ  д в е , н а  безконечно-удаленной прям ой, 

для  в с е х ъ  круговъ  н а  плоскости, о д н е  и т е  ж е, следовательно  всегда 

д ан ы , поэтому к р у гъ  о п р ед ел яется  только трем я точкам и.
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307. Приравнивая нулю члены второго порядка въ уравненш круга:

ж2 4" У2 Н~ 2а# +  2 Ъу +  с =  О

найдемъ уравнеше прямыхъ параллельныхъ ассимптотамъ (§ 237):

(53)

х*-\-у ОУ + * * ) — (54)

Если начало координатъ въ центре круга, то его ассимптоты будутъ:

у -j- гх =  О у — гх —  О (55)

Изъ этого видимъ, что направлеше ассимптотъ въ круге дается уравне-
нхемъ:

-откуда:
tg2 а + 1  =  О 

tg а

Изъ этого вытекаетъ следующее предложеше:

Предложете. Ассимптоты всЬхъ круговъ параллельны.

Изъ такого обобщешя или, лучше сказать, геометрическаго взгляда 
на отвлеченный комбинацш алгебраическихъ символовъ, вытекаютъ сле
дую пця замечательный предложешя:

■ Предложете 1. Направлеше ассимптотъ составдяетъ со всеми напра- 
влешями прямыхъ постоянный уголъ—безконечно большой.

Доказательство. Направлеше одной изъ ассимптотъ дается уравне- 
шемъ tg а =  i. Если черезъ ср назовемъ уголъ, который, какая-нибудь, 
прямая составдяетъ съ осью х, то найдемъ:

tg ?tg(cp—а) tgy — tg« _  
l +  tg ? tg a  l +  *tg?

результатъ независимый отъ угла tp. Точно также получимъ и для tg a 
Теперь иокажемъ, что если tg a =  i, то:

г.

a =  arc tg =  со

Въ самомъ деле, имеемъ:

<р* cos tp +  i sin tp , е ■9» • •cos ср — г sin у
откуда:

т  =  log (cos <р +  i sin tp) J <pi =  log (cos tp — г sin <p)

вычитая, найдемъ:

V
_1 . / cos <p -|~i sin?
2 i l cos<p — isintp

i ; l П + ^ g c p
2 i 1 — itg<f

(56)
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Если въ этомъ выраженш положимъ ср =  а, tg a  =  :±:i, то найдемъ, что:

или со

Откуда заключаемъ, что дрямыя составляющая безконечно большой уголъ 
съ, какою-нибудь, прямою, всЬ ироходятъ черезъ цикличссшя точки, т. е. 
эти точки суть обвертки такихъ прямыхъ. Если прямыя, составляющая 
безконечно болыше углы съ ассимптотическимъ направлешемъ, назовемъ 
безконечно-удаленными прямыми, то выведемъ следующее заключеше: что 
все безконечно-удаленныя точки находятся на безконечно-удаленной пря
мой (§ 185), а все безконечно-удаленныя прямыя проходятъ черезъ ци- 
кличесшя точки.

\

IIредложете 2. Две, как!я-нибудь перпендикулярныя прямыя съ 
аесимптотами круга составляютъ гармоническую связку.

Доказательство. Пусть уравнешя двухъ перпендикулярныхъ прямыхъ 
будутъ:

, . 1у а х  =  0 , у — -х О

уравнешя ассимптотъ суть:

у - \ - i x - О У IX О (57)

ангармоническое отношеше этой связки будетъ:

а —
« 4 - Г

1___ .
а
1 I •
а

а — г 1 4- ___ « 1
a -f- i 1 — ai

(а — г) (1 — аг) 
(а -J- г)(1 -f- аг) 1

Легко показать, обратно, что если две прямыя гармоничны съ прямыми 
(57), то оне перпендикулярны между собою.

Лелко видеть, что если у есть уголъ между аесимптотами круга:

то tg<p =  1.
Это последнее предложеше, задачу построешя перпендикулярныхъ 

прямыхъ, приводитъ, какъ видимъ, къ построенда чисто проактивному— 
построешю гармоническихъ точекъ.

§ 308. Мы выше видели, что кругъ можно разематривать, какъ ко
ническое С'Ьчеше, проходящее черезъ цикличесшя точки, следовательно 
все свойства круга сливаются со свойствами коническихъ сечешй, нме-
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ющихъ двЬ обпця точки, но изучеше свойствъ такихъ коническихъ сЬ- 
ченш основано на проективности, слЬдовательно метрическая, обыкновен
ная геометр1я, въ тЬхъ частяхъ, основашемъ которыхъ служатъ свойства 
круга, является какъ приложеше предложешй относительно положенш.

Такъ мы видЬли, что изъ опредЬлешя круга исчезаете все метри
ческое—это есть коническое сЬчеше, проходящее чрезъ пять точекъ, изъ 
коихъ двЬ мнимыя, на безконечно-удаленной прямой.

Ионятае объ углЬ можемъ замостить ангармоническимъ отношешемъ, 
которое, какъ вид’Ьли изъ всего предъидущаго, служитъ основашемъ 
всЬхъ проэктивныхъ изслЬдовашй.

Если y)j , 52к)2 суть координаты двухъ прямыхъ, то имЬемь (§ 66), 
если а есть уголъ между ними:

откуда:

или:

cos а а ~ H i%
V i \  + '1*1 V ih  +  ц 22

а arc cos IS2 +  %4Q2
+  r.\2 4 2

а г ,— loo;9 о
f М а +  +  К (51?2JH i ^ ) 2 -  (£2. -

-  (121 нH V lX ^ a  +  V a)'
(58)

Это выражеше вытекаетъ изъ формулы (56).
✓

Выражеше подъ знакомъ log есть, очевидно, отношеше корней урав- 
нешя:

у)22)Х М -2 (;1?2

рЬшеннаго относительно X. Но это уравнеы1е есть ничто иное, какъ про
изведете уравнетй циклическихъ точекъ (51) или (52), въ которыя 
вмЬсто ?  и г, вставлены координаты q  - J -  Х £ 2 ,  ^ - f - . X v j 2 . Изъ этого выте
каетъ слЬдующее весьма важное предложеше:

Предложете. Уголъ между двумя прямыми есть логариемъ ангармо- 
ническаго отношешя связки, которую данным прямыя соетавляютъ съ 
прямыми, проходящими черезъ точку ихъ пересЬчешя и черезъ п;икли-

%чесшя точки, умноженный на — .&
Съ помощью этого предложеп1я проэктивная угловая геометр1я мо- 

жетъ быть прослЬжена со всЬхъ сторонъ. Такъ, напрймЬръ, фигуры, ко
торыя предлагаются для изслЬдоватя, разсматриваются по отношешю къ
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двумъ, какимъ-нибудь, точкамъ и прямой, проходящей черезъ эти точки, 
загЪыъ эти точки замещаются циклическими, а прямая замещается без- 
конечно-удаленною прямою; откуда найденныя проэктивныя предложешя 
обращаются въ метричесшя въ ихъ обыкновенной форме. Какъ примеры 
могутъ служить следующая предложешя.

1. Кругъ вполне определяется тремя точками.

2. Центръ круга, какъ и вообще коническаго сечешя, есть полюсъ 
безконечно-удаленной прямой, откуда следуетъ, что концентричесше круги 
определяются свойствомъ иметь обшдя ассимптоты. Следовательно они ка
саются въ циклическихъ точкахъ, а поэтому пересекаться въ другихъ 
точкахъ больше не могутъ. Такая система круговъ представляется урав- 
нешемъ:

ххх2 — \х 22 (60)

въ которомъ ж1= 0 ,  х2 — 0 суть ассимптоты, а ж3 =  0 безконечно-уда- 
ленная прямая. Чтобы перейти къ прямоугольнымъ координатамъ надобно 
положить:

х\ =  x-\-iy, х2 =  х  — yi , — 1

подставляя въ уравнеше (60) найдемъ:

ж2 +  2/2 =  X

уравнеше круга въ его обыкновенной форме.
3. Все углы, имеюпце вершины на окружности, коихъ стороны за- 

ключаютъ равныя дуги, равны. Это предложеше есть частный случай пред
ложешя, что ангармоническое отношеше связки прямыхъ, коей вершина 
находится на коническомъ сечеши, а прямыя проходятъ черезъ четыре 
постоянный точки на томъ же коническомъ сечеши, есть величина по
стоянная (§ 230). Въ настоящсмъ случае четыре луча идутъ изъ точки 
на окружности къ четыремъ точкамъ на той же окружности, изъ коихъ 
две суть цикличесшя.

4. Сопряженные д1аметры въ круге перпендикулярны. Д1аметры съ 
ассимптотами образуютъ гармоническую связку (§ 235), а мы видели, что 
ташя прямыя перпендикулярны между собою. Изъ этого предложешя вы- 
текаетъ, какъ следств1е, следующее парадоксальное предложеше:

Предложеше. Каждая изъ ассимптотъ въ круге сама себе перпенди
кулярна. Это следуетъ изъ того (§ 235), что ассимптота въ коническомъ 
сечеши есть сама себе сопряженный д1аметръ. Это следуетъ еще и изъ 
того, что если:

tga =  г
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ТО
tg a .tg a 1

т. е. услов1е перпендикулярности самой себе.
§ 309. Преобразовавъ понятае объ угле въ проэктивное понятае ан

гармоническая отношешя, легко преобразовать и понятае объ отрезке и,, 
такимъ образомъ, все метричесшя предложешя преобразуются въ ироэк- 
тивныя.

Пусть а , Ъ, с, d, будутъ четыре точки на прямой. Ихъ ангармоничес
кое отношеше есть:

ab ad
_ _ _ _ _ _ _  •  _ _ _ _ _

сЪ ' cd

если въ этомъ выраженш положимъ:

сЪ =  1

а точку d на безконечности, то оно сделается:

ab ad_  db
сЪ ’ cd 1

а оо 
с со

откуда имеемъ следующее предложеше:

Предложете. Разстояше точекъ и или отр4зокъ аЪ (взятый въ 
извЬстномь направленш) равенъ ангармоническому отношенш этихъ двухъ 
точекъ съ точками, изъ коихъ одна находится на разстоянш отъ Ъ рав- 
номъ единице, а другая на безконечности.

Такимъ образомъ видимъ, что м'Ьровыя понятая преобразуются въ 
проэктивныя, а следовательно предложешя относительно меры могутъ 
быть преобразованы въ проэктивныя и обратно. На дальнМшемъ развитая 
этого обобщешя мы не остановимся, а займемся некоторыми замечатель
ными. свойствами системы круговъ.

Г Л А В А  XVIII.

Свойства системы круговъ, проходящихъ чрезъ точки перес%чежя двухъ
данныхъ круговъ.

§ 310. Если:

= (х-- « 1  ) 2 +  (у-

ОII©Г41Л
*1

s2== (х-~ « 2) 2 +  (у --  ь2) 2 —  г 2а =  0О
( 1 )
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суть уравнешя двухъ круговъ, то выше вид'Ьли, что:

есть уравнеше целой системы круговъ, проходящихъ черезъ точки пере- 
сечешя круговъ (1), действительная или мнимыя. Если рад1усъ одного 
изъ круговъ системы (2) означимъ черезъ г, а координаты его центра че
резъ а и Ь, то легко найдемъ изъ (2), что:

,  г2212 +  (d2— г \ —r 22)X4-r2j
(1- Х )2

где d есть разстояше между центрами круговъ (1).

Изъ этихъ выраженш видимъ, что центры всей системы круговъ (2) 
находятся на прямой, проходящей черезъ центры круговъ (1).

§ 311. Вся система круговъ (2) имеетъ общую радикальную ось или 
общую хорду, смотря потому перес-Ькаются-ли круги (1) въ мнимыхъ или 
дМствительныхъ точкахъ. Между кругами системы (2) есть два круга, 
коихъ рад1усы равны нулю; положение этихъ круговъ найдемъ, если въ 
третьемъ изъ выражетй (3) положимъ 0. Это услов1е даетъ квадрат
ное уравнеше относительно X:

г22Х2 4 - id 2 — т\ — г \ ) \  +  г2, =  0 (4)

Xj и Х2 корни этого уравнешя даютъ положешя ихъ центровъ, которые, 
въ этомъ случай, суть сами круги. Эти круги или точки называются пре
дельными точками системы круговъ (2).

Предельный точки будутъ действительный или' мнимыя, смотря по
тому будутъ-ли корни уравнешя (4) действительные или мнимые. Если 
выражеше:

($2 — г \  — г\ ) 2— 4 г \ г \  (5)

будетъ положительное, то корни уравнешя (4) будутъ действительные, въ 
противномъ случае корни будутъ мнимые. Это выражеше разлагается на 
следующее произведете:

— (d  -f-7*1 +  г 2) (— d  г, -f- r 2) (d —>i 4- r2) ( d - \ - r x — г2) (6)
\

• Ы

изъ котораго видимъ, что выражеше (5) будетъ отрицательнымъ подъ
*

условгемъ:
d > r I- j- r2или

если г2 >  т*1 .
- \

\

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМВТР1Я. 21
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Следовательно система круговъ, проходящихъ черезъ две данныя 
точки, будетъ иметь предельныя точки мнимыя, если точки пересечешя 
круговъ будутъ действительный; напротивь, эти точки будутъ действитель- 
ныя, если круги пересекаются въ мнимыхъ точкахъ.

§ 312. Такъ какъ уравнеше (3) второй степени относительно X, то
изъ этого заключаемъ, что всегда, въ системе круговъ (2), есть два круга

/

съ даннымъ рад^усомъ.
Легко построить систему круговъ (2) если два данные круга (1) пе

ресекаются въ действительныхъ точкахъ, но если они пересекаются въ 
мнимыхъ точкахъ, то построеше системы круговъ делается на основанш 
следующаго свойства системы (2).

Мы видели, что касательный, проведенныя изъ, какой-нибудь, точки 
т радикальной оси двухъ данныхъ круговъ (1) равны, но такъ какъ си
стема круговъ (2) имеетъ общую радикальную ось, то касательныя, про
веденныя изъ точки т къ какимъ-нибудь двумъ кругамъ системы, равны.

ъ

Следовательно, если изъ, какой-нибудь, точки ш радикальной оси 
системы круговъ (2) проведемъ касательныя ко всемъ кругамъ системы,

9

то эти касательныя равны.
Откуда заключаемъ, что геометрическое место точекъ касашя каса- 

тельныхъ, проведенныхъ изъ точки ш радикальной оси, есть кругъ, пере- 
секаюпцй все круги системы (2) подъ прямымъ угломъ и коего центръ 
есть точка т. Этотъ кругъ, пересекая все круги системы, очевидно про
ходить и черезъ предельный точки системы. Если теперь будемъ переме
щать точку ш по радикальной оси, то получимъ вторую систему круговъ 
пересекающихъ круги данной системы подъ прямымъ угломъ.

Все круги этой последней системы, проходятъ черезъ предельныя 
точки, следовательно прямая, проходящая черезъ предельныя точки, есть 
общая хорда второй системы, которая имеетъ свойства подобный первой 
системе. Изъ сопоставлещя этихъ свойствъ вытекаетъ следующее предло- 
жеше:

Фиг. 120. Предложив. Если система кру
говъ проходить черезъ две однЬ и 
те же точки, то она даетъ другую си
стему круговъ, которая пересекаетъ 
первую систему подъ прямымъ угломъ 
и проходить также черезъ две точ
ки (фиг. 120). Предельныя точки
одной системы суть точки нересече- 

Hia другой. Если предельный точки одной системы суть действительный, 
то предельныя точки другой будутъ мнимыя.
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Задача. На основанш выше изложенных^ свойства построить, какой-нибудь, 
кругъ изъ системы, если даны два круга?

Ч

§ 313. Изъ того свойства, что круги, имйюцце центры на радикаль
ной оси системы (2) и пересЬкаюшде эту систему подъ прямымъ угломъ, 
проходят* через* пред'Ьльныя точки, следует*, что предельный точки на
ходятся по обе стороны радикальной оси в* равныхъ от* нея разстоя- 
шяхъ.

Если за основныя круги системы (2) возьмем* вместо кругов* (1) 
предельный точки системы, то мы должны въ уравненш (3) положить 
г1 =  0 и г2 =  0 , которое въ силу этого сделается:

d \ l
(1 -Х )2

где cly есть разстояше между предельными точками.

Если во вторую часть уравнешя (7) вместо X вставимъ — , то она

неизменяется, откуда заключаем*, что центры круговъ системы съ рав-
I

ными рад1усами находятся по обе стороны радикальной оси въ равныхъ 
отъ нея разстояшяхъ.

§ 314. Въ § 296 (16) нашли, что поляры двухъ круговъ (1) относи
тельно точки (a?i«/i) суть:

Pi =  (*i — «i)(« — «i) +  (yi — h ) ( y  —  h )  —  r \  =  0
(8)

P 2 =  (xy — a 2) {x —  a2) +  (tjy — b2) {y — Ъ2) —- r \  =  О

а потому легко видеть, что поляра системы круговъ (2) есть:

P i  —  Х Р 2 —  О

Откуда заключаем*, что все поляры точки (ху у у) круговъ системы (2) 
проходят* через* точку пересечешя поляръ:

P i = 0  и Р 2 =  0

Эта последняя точка есть гармоническш полюс* (§ 208) данной точки 
(хууу) относительно каждаго круга системы (2).

§ 315. Поляры, какой-нибудь, точки на прямой, соединяющей цен
тры круговъ (1), например*, точки:

___(Ij —  Х я2 __  Ъу —  ХЬ2

=  1 - Г  ’ у "“* 1 — X
21*

X
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очевидно, будутъ:

Pi =  («1 а2) (# «1) 4" Q>i ^г) ~ =  О

(10)

Р 2 =  (да -  ц ) (х- g8) +  (Ь8 — h ) (у-  -  Г' 2 (1х~ Х-} =  О
*

Эти прямыя перпендикулярны къ прямой, проходящей черезъ центры 
круговъ (1).

Если желаемъ им'Ьть поляры одной изъ предЬльныхъ точекъ, то мы 
должны въ предъидупця уравнешя вместо X вставить корни \  и Х2 урав
нешя (4) и будемъ им'Ьть поляры одной изъ предЬльныхъ точекъ, на- 
нримЬръ:

(«1 а2)(х  — «i) +  (bi —- Ь2)( - h ) -

(а2 (Х\) (х — а2) 4 “ (Ъ2 —
♦

\ ) { у - h )  -

Если въ эти уравнешя вмЬсто х и у вставимъ
дЬльной точки:

а\ к2а2 bi х
1 - Х - » У =

Л  (1— м

r% (1 — xt)
Xi

о

( 1 1 )
о

пре-

2°2
X

то замЬтивъ, что:

Х,Х _г \
2 ' о , \  -j-X № г \

г \
Г2 а)

найдемъ, что эти уравнешя удовлетворяются этими координатами, откуда 
вытекаетъ следующее предложеше:

Предложенге. Если одну изъ пред’Ьльныхъ точекъ возьмемъ за полюсъ, 
то прямая, проходящая черезъ другую предЬльную точку, перпендикулярно 
къ прямой, проходящей черезъ центры круговъ (1), будетъ поляра отно-

г

сительно всей системы круговъ (2). СлЬдовательно предЬльныя точки суть
Ч

гармоничесше полюсы относительно системы круговъ./
§ 316. Уравненш поляры:

ч

i

P i  — {ос1 —  ах) {х —  a i ) -{■ {ух 6,) — = 0

точки (а?! у у) относительно круга:

( х  —  щ ) 2 +  { у  —  h f  —  г \  = 0

можно дать еще другую форму.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Для этого возьмемъ тождества:

( х—aj)2 — 2(х— «,)(«! — «j) +  (^i — щ)2 — — х{)2 =  0
( 12)

(У —  h )2 — 2 (у — hi) (yi — М  +  (ух —  h )2 — (у — ух)2 =  О 

Если придадимъ эти тождества къ 2Р 15 то найдемъ:

2 Р г =  { (#  —  » i ) 2 +  (</ —  5 | ) 2 —  Л }  +  { ( ж1 — < *!) *  + ( У ,  —  & i ) 2 — Л } ~

—  (ж —  жх) 2 —  ( у  —  у О 2 '

первый членъ этого выражешя есть S\ , второй членъ есть тоже S i, но въ 
которое вместо х, у вставлены координаты полюса хи у\, если числовое 
значеше этого выражешя означимъ черезъ S \ , то предъидущее выражеше 
2РХ будетъ:

2 Pi =Si Н-5 1! — (х — хх)2 — ( у — 2/ i)3 == 0 (13)

это и есть искомая форма поляры. 

§ 317. Уравнешя:

$  S 1 ■ 

$2 +  S'2  ■

(х

— ( х -

- Х х ) 2 ~

- * .) 2-

(у —  t/i)2 =  0

(у —  «/i)2 =  0
(14)

суть поляры ТОЧКИ ( ух) относительно круговъ (1). Если вычтемъ эти
уравнешя, то найдемъ: •

- & = = -  CST'i -  S'2) (15)

Уравнешя (14) совокупно ' выражаютъ услов1е, что точки (х , у ) и (хг, у х) 
суть гармоничесме полюсы круговъ $1= 0  и $2 =  О и вийстЬ всей сис
темы круговъ (2).

Каждая изъ частей уравнешя (15) есть уравнеше радикальной оси 
круговъ (1), въ которое годставлены координаты гармоническихъ полю- 
совъ (ху) и (ххух).Если это уравнеше (15) умножимъ на множитель, ко
торый бы давалъ нормальную форму обйинъ частямъ уравнешя (15), то 
ихъ числовыя величины будутъ перпендикуляры, опущенные изъ точекъ 
(ху) и (хх ух) на радикальную ось. Откуда вытекаетъ следующее предло- 
жеше:

Предлоясете. Два гармоничесше полюса системы круговъ (2) нахо
дятся въ равномъ разстоянш отъ радикальной оси по об£ ея стороны, 
или радикальная ось д’Ьлитъ пополамъ разстояше между гармоническими 
полюсами системы круговъ.

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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Уравнеже круга въ линейныхъ координатахъ.
С

318. Если а и Ь суть
(§ 73):

координаты точки, то ея 

+  Ъч\ -{- 1 =  О

уравнеше будетъ

Разстояше прямой, данной координатами отъ точки (16), если его 
назовемъ черезъ г, будетъ:

a ii +  Н  +  1
V  ̂2i + *}2i

Если г будетъ величина постоянная, а £ и yj будутъ переменный, удовлет
воряющая уравнешю (17), то прямая, данная координатами т, будетъ, 
во всЬхъ своихъ положешяхъ, находится въ равномъ разстоянш отъ точки 
(16), следовательно будетъ касаться круга, коего центръ есть (а, 6), а ра- 
ддусъ г.

*

Следовательно уравнеше (17) нредставляетъ кругъ въ линейныхъ 
координатахъ. Этому уравнешю можно дать форму:

f 2 (£ 2 +  Ч2)  =  (« £  +  &Ч +  I ) 2 (1 8 )
или:

S = r 2 (?2 +  ч2) — (а£ +  &Ч +  I)2 =  О (19)
или:

$  =  г2 (£2 +  ч2) —

§ 319. Легко найти услов1я, которымъ должны удовлетворять коэфи- 
щенты уравнешя второй степени въ линейныхъ координатахъ, чтобы 
оно представляло кругъ. Пусть данное уравнеше будетъ:

А\ 1 -J- Л 22Ч2 “i-  ‘2А\ 2?Ч “Ь 2 А\ з! -J- 2Л3зЧ -Ь* А 22 =  О (20)

Если развернемъ уравнеше (19) и приравняемъ его коэфищенты коэфи- 
щентамъ уравнешя (20), умноживъ предварительно уравнеше (19) на не
определенный коэфищентъ X, то найдемъ:

X (а2 — г2) =- А ц , \аЪ =— А\2 , X (62 — г2) — а 22

\а -— А 13 , 1Ъ = С
О
с*II j X =  Ass

исключая изъ э т и х ъ  у р авн еш й  X, а, Ъ, г, н ай дем ъ  следующая услов1Я для 
того, чтобы уравнеше (20) представляло кругъ:

( 2 2 )
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Координаты центра и рад}усъ круга, определяются следующими выраже-
шями:

а 4** ь
л 33 5

А 23 А 2 13 А 223 АооА22-^33
А 83 А 233 А 2 (23)

эз

§ 320. Уравнеше полюса данной координатами поляры, оче
видно, будетъ:

г2 (§i5 +  ''h’) +  l)  =  («51 +  М\ +  1) (А +  &ч + 1 ) (24)

Если прямая (5i4i) касается круга, то уравнеше (24) будетъ представлять 
точку касашя (§ 223).

§ 321. Задача. Найти обпця касательныя двухъ данныхъ круговъ? 

Ртиетс. Пусть данные два круга будутъ:

S, =  « > + V) - 1 ^ i ± M ± i y _ о
Ч

s2 =  + ч>)— ^ М ± М ± 1 \ 2 =  о
(25)

или:

§а +  Ч
У равнеше:

а А \
г2,

О , + О (26)

Si — IS 2 —  о

будетъ коническое сечете, которое имеетъ обпця касательныя съ круга
ми (26). Между этими рядомъ коническихъ сеченШ есть пара точекъ, че- 
резъ который, очевидно должны проходить обпця касательныя къ даннымъ 
кругами. Пара точекъ получится, когда X =  1, именно:

А \  А 2,,
Л г 2а

О

или:
А х _[_ А* ~= 0 , A.Q---- - =  0
П ч ч Г 2

Если эти уравнешя напишемъ въ форме:

Щ r2 - f  а2гх 
Ч +  П

\ч  Ч~ V i
ч - \ - г , vj - J -  1  =  О

ахг3
г2 — П

«2n   ̂_J_ h 4  — У» ч j
г2 —  Г\

О

( 2 8 )
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то изъ нихъ видимъ, что координаты этихъ точекъ суть:

X «1Ч +  а2 гх
Ч +  Ч У

X «I г2 — а2П 
г2 —  г 1 У

Ъ\ Ч +  h 4
г 2 +  Ч

h  г 2 — h
Ч ~ Ч

(29)

(30)

Эти точки называются центрами подобия двухъ круговъ.

Изъ формы ихъ координатъ видно, что oirfe д'Ьлятъ гармонически 
разстояше между центрами круговъ. Отношеше, въ которомъ онЬ Д'Ьлятъ

это разстояше внутренне или внешне, очевидно, есть Ч
Г\

Одинъ изъ

этихъ центровъ называется внтинимъ, а другой

Такъ какъ изъ каждой точки можно провести двЬ касательныя къ 
КРУГУ (§ 295), то изъ предъидущаго слЬдуетъ, что къ двумъ кругамъ можно 
провести четыре касательныя, по парЬ черезъ каждый изъ центровъ по- 
доб1я.

Задача. Найти уравнешя общихъ касательныхъ къ двумъ даннымъ 
кругамъ?

Р>ьгиенге. Пусть уравнешя данныхъ круговъ будутъ:

S1 =  ( x - a 1y - \ - ( y - b 1y - r \ О S2 =  (х—«2)2 + Г22 О (31)

Уравнеше касательныхъ, проведенныхъ изъ точки ( а щ ) в  Hi окружности 
къ кругу Si =  0, есть (§ 295 :

{(«1 — ai)-\~(yi —  h ) (y  —  Ъх) — r2i} 2 =

=  {Ч  — »i)2 +  (У\ — h )2—  r \ } {{x — ax)2 +  (y —  h ) 2 —  r \ \

Если желаемъ имЬть уравнеше внЬшнихъ касательныхъ, то надобно 
въ предъидущее уравнеше подставить вместо хх и ух координаты внЬшня- 
го* центра подоб1я (30), что послЬ нЬкоторыхъ преобразованШ даетъ:

{S2 —  Sl - [ d 2 —  ( r 2 - r 1)2]}2- 4 S l{d2- ( r 2- r l)2) =  0

гдЬ d есть разстояше между центрами.

Чтобы получить уравнеше внутреннихъ касательныхъ надобно въ 
иредъидущемъ уравнеши изменить гх на —гх.

Задача. Найти уравнешя поляръ центровъ нодоб!я двухъ круговъ, 
относительно обоихъ круговъ?
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Ртиеше. Пусть уравнешя данныхъ круговъ будутъ (31). Поляра
точки (ж, ух) относительно круга =  О будетъ:

(хх —  ах) (х —  ах) (у X — Ъх) (у —  Ъх) Л О

Если положимъ:

X- ахГ2— «гП
Г-2 — Гх Ух

h  г 2 — V i

то будемъ им$ть поляру внЬшняго центра подобия, относительно круга Si- 
Это подстановлеше даетъ:

(а, — а*)(* — й1 ) +  (&, — Ь2)(у — Ъх) — Гх (г2 — г,) =  О

откуда, посл̂  Н'Ькоторыхъ нреобразовашй, найдемъ:

£а — — {d2 — fo — ri)2} =  0 (32)

Поляра той-же точки относительно круга S 2 =  О, будетъ:

8 »-- Si +  {d* -  (ra -  ъ  )2}=  О (33)

Легко видеть, что 
подоб!я, будутъ:

уравнешя поляръ, относительно внутренняго центра 

S-2 — Sx — { d2 — (г, +  га)2} =  О
(34)

8, ~  Sx +  {е*2 -  (гх +  г2у] =  О

Свойства системы трехъ нруговъ.

§ 322. Если означимъ выражеше:

afc +  М  +  1 =  Ах

то уравнеше, какого-нибудь, круга, коего центръ данъ уравнешемъ 
Л* =  0, будетъ им^ть форму:

п(5а +  ч2) =  Л 2<
Пусть:

й = Л ( £ 2+т)2)—Л2,= 0  , , ^з==Л(^+Ч2) - Л 2з = 0 .
■ ■ '  <

будутъ уравнешя трехъ круговъ, то:
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или:
А \ А\_ „ л \  л \

’ Г » , Г2зГ*1 Л
откуда:

Ах -̂ 2 _ = 0 , А 2 Аз —
ч ч ч  ч

о

о А \
г \

А$__
ч ч

а \
г \

о

о

(35)

суть уравнешя внЬшнихъ центровъ подоб1я Р , и (фиг. 121), каждой 
пары изъ данныхъ трехъ круговъ, а:

А  +  А? =  0
Ч г2

-А-2 .
ч ^  ч о Аз I

ч  ■
о (36)

уравнешя внутреннихъ дентровъ подоб1я Т, Q и Р .

Изъ уравнешй (35) видимъ, что три внЬшше центра подоб1я лежать 
на одной прямой линш, а изъ двухъ уравненш (36) съ однимъ изъ (35) 
видно, что два внутренше и одинъ изъ вн'Ьшнихъ центровъ подоб1я ле
жать на одной прямой лиши; такъ напримЬръ, центры подоб1я:

= 0 , =  0 , ■̂3
)

г\ Ч ч  ч ч

Фиг, 121.

Ал
Ч

О (37)

лежать на одной прямой. Эти прямыя называются осями подобгя данныхъ 
круговъ, изъ коихъ одна МР внЬпшяя ось, и три внутреншя NT, ЕР 
и МТ.
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§ 323. Задача. Найти уравнеше внешней оси подоб1я?

Ргьшенге. Координаты двухъ вн’Ьшнихъ центровъ подоб1я. и N  
(фиг. 121) суть (§ 321):

Х\ =_ «2̂ 1 “- а гг2
, У\ :

_  Ъ2г- -Ъ уг2
П -- Г 2

ч (38)

х2 =_ «зП --  «1 Г3
, Уз

_  ЬзП - b\rs
п  -- г 3 п  -~Гз

Составляя уравнеше прямой проходящей черезъ ЭТИ две точки, найдемъ
искомое уравнеше, которому МОЖНО дать форму:

{п(&з Ь2)-\-г2(Ьх— Ь3)+ Ъ{)}х \С
О

\ —а2)-\-гз(а\---з(й2“ ~«i ) )Н -

+  П («2̂ з — «з&г) +  у2 («з 1̂ — «1 +  rz — ) =  О (39)

Томно также найдемъ уравнешя и другихъ осей подоб1я.

§ 324. Задача. Найти нолюсъ внешней оси подоб1я?

Pwmmie. Мы выше (§ 321) нашли уравнеше:

& — й - № 2- (* 2  — п )2) =  0

поляры вн^шняго центра подобья круговъ Sx и S2 относительно перваго 
круга.

(40)

Поляра центра подоб1я круговъ и $3, будетъ, очевидно:

$з Si {d2i — (r3 rx)2} =  о (41)

где di есть разстояше центровъ круговъ $3 и Sx. Очевидно искомый 
центръ подоб1я долженъ находится на обЗдахъ прямыхъ (40) и (41), сле
довательно надобно только изъ этихъ уравненШ определить ж и у.

§ 325. Закончимъ изследовашя о круге, задачей, которая была уже 
известна древнимъ, решена Апполошемъ Пергскимъ, занимала арабовъ,
а также многихъ европейскихъ геометровъ, BieTa, Романуса, Декарта и др.

*

Задача. Построить кругъ, который-бы касался трехъ данныхъ кру
говъ?

Ргьшенге. Пусть уравнешя данныхъ круговъ будутъ:

$ 1 = 0 $> =  0 $ я  =  0
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Означимъ ихъ центры (фиг. 122) черезъ Оь  02, 03. Пусть центръ иско- 
маго круга будетъ О, его координаты а рад1усъ у.

Фиг. 122. Если искомый кругъ касается
внешне данныхъ круговъ, то должны 
им^ть:

0 0  1 =  (г 4 -  г, )2

00

00

(г +  г2)2

(г +  у3)а (43)

Эти уравнешя можно написать въ 
форм$:

Si +  r 1 (у +  уО2 s2  +  у22 =  (у +  гг)2 £3 +  г2 (у +  уз)2 (44)

Задача эта имЗ>етъ восемь р^шеий, но это число можетъ быть и меньше, 
смотря по положеяш данныхъ круговъ.

1. Если всЬ три круга будутъ одинъ внутри другого, то вс$ piine- 
шя будутъ мнимыя.

Ч

2. Если каждый изъ данныхъ круговъ будетъ Bffb двухъ другихъ, 
то веЬ рЪшешя будутъ действительный.

Въ этомъ посл^днемъ случай одинъ изъ искомыхъ круговъ будетъ 
касаться внешне всЬхъ трехъ данныхъ круговъ, другой будетъ заключать 
внутри вей данные круги, три круга будутъ касатся двухъ данныхъ вне
шне и одного внутренне, три будутъ касатся двухъ внутренне и одного 
внешне. '

Въ каждомъ изъ этихъ случаевъ уравнешя (44) сохраняютъ туже 
форму, если радаусамъ , у2, г3 дадимъ приличный знакъ, такъ напри- 
м4ръ, если искомый кругъ заключаетъ внутри себя вс'Ь три данные круга, 
то надобно въ уравнешяхъ (44) изменить ги  г2, г3 въ "— уь — г2, — у3, 
т. е. эти уравнения будутъ:

Si + г 1 (г  —  У,) S2 +  Л (г — У2) S3-i~r (у — Уз)2 (45)

Остается только решить эти уравнен1я относительно %, у и г , но такъ какъ
N.

это реш ете сложно и не даетъ яснаго геометрическаго представлешя, 
то мы предложинъ здесь другое независимое отъ рЬшешя уравнешй (44).

Вычтемъ по-парно уравнен1я (44), то найдемъ:

S% S 3 2 У (у 2 Уд) , S 3 S \ 2У (Уд ■—  У|) , S\ — S 2 —  2 у  (г} — Уд) ( 4 6 )
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умножая эти уравнешя на гх, г2, г3 и складывая, найдемъ:

г\ ($2 8г) r2 (S, — /Si) +  r3 (8\ S2) —  О (47)

координаты центра х , у  должны удовлетворять уравнешя (46) и (47), такъ 
какъ оне вытекаютъ изъ уравнешй (44).

Если замйтимъ, что S 2— S3 , S 3 — S i ,  S i— S 2 суть первыя части 
уравнешй, представляющихъ радикальныя оси или обнця хорды данныхъ 
круговъ, то легко видеть, что (47) есть уравнеше прямой, проходящей 
черезъ радикальный центръ данныхъ круговъ, но такъ какъ это уравне
ше не изменяется при изм^нвши гх, г2, гя въ — г,, —г2, — г3, то изъ 
этого видимъ, что эта прямая содержитъ центры искомыхъ двухъ круговъ, 
касающихся данныхъ внутренне и внешне. Тангенсъ угла, который эта
прямая составляетъ съ осью х, есть:

г, (as — а2) 4 - г 2 (ах— о3) +  Ч (<И — «1)
ri (h  — Ъ2) +  т2 (Ь\— ъ3) -1- ?‘з (Ъ2 Ъх)

(48)

а внешняя ось подоб1я составляетъ уголъ съ осью х , коего тангенсъ есть

^ХФя ^2) 4~ r2 Q>1 h )  ~b Ч (&2 Ь\)
гх(«3 — «2) +  Н («1— «з) +  *3 («2 — «1)

следовательно эти две прямыя перпендикулярны, откуда следуетъ пред- 
ложеше:

Предложете. Центры восьми касательныхъ круговъ къ тремъ дан- 
нымъ находятся по парно на перпендикулярахъ, опущенныхъ изъ ради- 
кальнаго центра круговъ на оси подоб1я.

Дотзателъство. Возьмемъ тотъ изъ искомыхъ круговъ, который ка- 
сается внешне всехъ трехъ данныхъ круговъ. Пусть х \ у' будутъ коорди
наты точки его касашя съ кругомъ Sx, эта точка делитъ разстояще ООх, 
между центрами, на два отрезка гх и г , следовательно:

х гхх-\- гах 
гх -\-г

откуда:

х (г-\-Г\)х'— гщ 
ГХ

У

У

тхх-\- гЪх 
гх-\-г

(г -}- г,) г1 —  гЪх
П

(49)

(50)

Эти величины должны удовлетворять уравнешя (46). Заметимъ сначала,
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что подстановлеше этихъ выражешй въ функцш формы ах +  Ъу -(- с даетъ 
въ результат^:

г -f- г 
гх (ax' -f- Ъу' -j- с) г

Г\
(аах -f- ЪЬ{ -)- с)

т. е. надобно функцш ах-}- Ъу-f- с помножить на — -— - и подставить вмгЬ-
г \

сто х, у  координаты х ',у \  затймъ изъ этого произведешя вычесть ту же
тфункцш, умноживъ ее на — , и подставивъ въ нее вместо у  коорди-
г\

наты ах,Ъх. Въ силу этого подстановлешя, выражешй (50) въ два иослЬд- 
шя уравнешя (46), будемъ им$ть:

4 п  №  - - S \ ) - -  „  ( O i  О з  +  r \  r 23) =  ?-,)

-  s y  - ( r \  Ox 0 2 +  r% ) — 2 r (r x r 2)

гд’й /S'/, S2, 8 3 ' суть уравнешя круговъ (42), въ которыя подставлены 
х ',у \  Изъ этихъ уравнешй, упрощая и отбрасывая черточки, найдемъ:

S s - S x T — n (51)
Ox Os ( r  3 - n ) 2 +

1 C
*

S s  —  Sx T — 0 (52)
0 x 0 2 — - n ) 2 r -\-rx

уравнешя, которыя представляютъ прямыя, проходяящ черезъ точку ка- 
сашя х', у '.

Сравнимъ эти уравнешя съ уравнешями поляръ внЬшнихъ центровъ 
подоб!я, которыя можно написать въ форм’Ь:

ОхО?—  ( г ъ - п У

вычитая ихъ, найдемъ новое уравнеше прямой, проходящей черезъ ради
кальный центръ и полюсъ внешней оси подоб1я, именно:

*  -  8х S t - S x О
ОхОз —  (r8— г,)2 O1O2 — (г2—п )2
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Тотъ-же результата получится, вычитая уравнешя (51) и (52). Тоже по-
ш /

лучимъ, если изм'Ьнимъ гь  г2, г3 въ — гх, — г2, — г3. Изъ этого заклю
чаем^ что прямая, проходящая черезъ радикальный центръ и полюсъ 
внешней оси подоб1я, относительно круга 8Х, проходить и черезъ точки 
касашя этого круга съ кругами, которые касаются данныхъ круговь вну
тренне и внешне.

Следовательно прямыя, проходятся черезъ радикальный центръ и 
полюсы одной и той-же оси подоб1я относительно каждаго изъ данныхъ 
круговъ, встречаготъ эти круги въ шести точкахъ, которыя суть точки 
касашя двухъ круговъ съ кругами (42).

Откуда вытекаетъ следующее построеше круга, который касается 
внешне всехъ трехъ круговъ: построить полюсы р и , р3, внешней оси 
подоб1я, относительно круговъ (42), и если В  есть радикальный центръ, 
то прямыя Вр\, Вр2, Вр3 встречаютъ круги (42) въ точкахъ касашя. Изъ 
точки В  опускаютъ перпендикуляръ на ось подоб!я, прямая соединяющая 
центръ одного изъ круговъ съ его точкою касашя, встречаясь съ выше 
опущеннымъ перпендикуляромъ, определяетъ центръ искомаго круга.

ОбщШ полярный треугольникъ системы круговъ, проходящихъ черезъ A s t данный точки.
4

§ 326. Мы выше видели, что если система круговъ проходить че
резъ две мнимыя точки, то есть на прямой, проходящей черезъ центры 
круговъ две действительный точки, которыя мы назвали предельными. Эти 
точки, какъ мы выше показали, суть гармоничесше полюсы, а прямыя, 
проходяпця черезъ нихъ, перпендикулярно лиши центровъ, суть гармони-
чесшя полярр. Оне встречаются въ точке на безконечно-удаленной пря-

*

мой и образуютъ общШ, всей системе круговъ, полярный треугольникъ, 
коего вершины суть две предельный точки и точка на безконечности, а 
стороны две гармоничесшя поляры, проходяпця черезъ предельный точки, 
и лишя центровъ системы круговъ.

ГЛАВА XIX.

Усл<шя, при которыхъ коническое сечете представляегь пару прям^хъ

и ихъ определеже.

§ 327. Въ §< 
ническаго сечешя

203 и 216 видели, при какомъ условш уравнение ко 
въ декартовыхъ координатахъ представляетъ пару пря

мыхъ лишй, а въ линейныхъ координатахъ пару точекъ. Тамъ-же мы по

MitskevichOA
Прямоугольник



казали, что это условие есть А  — 0 или А ' =  0, но геометрическаго 
смысла не выяснили, въ настоящей главе мы разберемъ эти случаи под
робно и выяснимъ ихъ геометрическое значете.

Мы знаемъ, что зависимость между координатами полюса 
и координатами его поляры (^Д гД з) относительно коническаго С’Ьчешя:

f  (#1 щ iх \  +  а22х \  + « зз^2з +  2Щ 2ж, Н~ 2 Зх х +  2 0 (1)
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определяется уравнешями:
*

—  «n 2/i +  « 122/2 4 “ « 1з2/з

«5а =  «212/1 +  «222/2 +  «232/8 (2 )

а^з =  а 31 ух -f- « 32I/2 ~Ь «зз2/з

при этомъ было обусловлено, что определитель:

«п «12 «13

А == «21 «22 «23 (3)

«31 «82 • «33

инвар1антъ формы (1), не равенъ нулю.

Мы видели, что при этомъ условш, каждой произвольно взятой 
точке соответствуетъ поляра и, обратно, каждая произвольная прямая 
имЬетъ полюсъ. Посмотримъ, что случится если Д  == 0 ?

Въ этомъ случае уравнетя (2) продолжаютъ существовать, но оне 
не разрешимы относительно у , т. е. что всякой произвольно взятой точке 
соответствуетъ определенная поляра, но, обратно, этой поляре не соот
ветствуетъ определенный полюсъ.

»

Такъ какъ Д  == 0 , то всегда существуешь система количествъ 
щ , и2, удовлетворяющихъ уравнешя:

(ХгцЩ Q>\2Щ “f" #1ъЩ === О

#21Щ +  «22Щ “ Ь  «28«8 === 0  (4 )

#31 U\ “f"  «32%  ~Ь «88%  “  О

следовательно поляра точки (щ, и2, щ )будетъ неопределенная въ томъ
• ■ ' . ‘ ; . ».

смысле, что мы можемъ всякую прямую на плоскости разсматривать, какъ 
поляру точки и. Тогда какъ поляра всякой другой точки проходитъ че-



резъ точку ад,что легко видеть изъ уравнешй (2), помножая ихъ. соот
ветственно на щ, щ,  щ  и складывая, найдемъ:

С ($!% +  $2% +  ?3*<з) =  0 (5)
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уравнен1е, которое удовлетворяется координатами ад независимо отъ 
у у 2 , у3i т* е. для вс'Ьхъ точекъ плоскости. Множитель а, который вхо
дить въ ypaBHeHie (5) можетъ быть тогда только равенъ нулю, когда всЬ 
й.\* =  0, случай, который мы исключаема

Следовательно можемъ принимать за поляры точекъ только те пря- 
мыя, которыя проходятъ черезъ точку ад, если не хотимъ принимать все 
прямыя за поляры точки ад. Но каждой изъ этихъ прямыхъ  ̂ принадле- 
житъ безконечное число точекъ, какъ полюсы, такъ какъ, если точка 
удовлетворяетъ уравнешямъ (2), то имъ удовлетворяют®, вследствш урав- 
ненШ (4), и все точки:

и -\-\у

прямой, соединяющей точки ад и у.
§ 328. Посмотримъ теперь, какую форму имеетъ коническое сече

т е  (1), при условш:
Д = 0

I •  .  • .  .  • /  .  ■ ч .  -. .

Чтобы видеть форму кривой разсмотримъ прямую лишю, соединяющую
. . .  . , , * »  ̂ ;< I ■ ' 1 ' ■ ' ‘ '  ̂ I  : в '

точку ад (4) съ какою - нибудь точкою кривой. Подставимъ въ уравне- 
ше (1) кривой вместо х , ад-4-Хж, то найдемъ уравнеше (§ 207):

Р  + 2#Х +  РХ2 =  0 (6)

въ котором® все коэфищенты равны нулю, такъ какъ въ силу уравнешй (4):

и:
f  («1, щ , щ) — 0 =  Р

• ^  •

R — f ( x y ,  x 2 , x s ) — О

такъ какъ точка х  находится на кривой; а также изъ уравнешй (4) и 
(§ 207):

* *  • v

Q === (вцЩ -j- п%щ ~J— <х%щ) {р>\Х1 “I-  и%х$ ~—о,%х3) =  О

следовательно прямая:
< .

1 .

и-\-Хх
* Ч »

.» I на
V ^ I

f l y

, которай в® этом®
въ

состоять изъ
• j : ‘

1 •. * • Л ад; а изъ двухъ .• /прямыхъ по
тому, что уравнеше (1) второй степени.

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТИЯ, 22



§ 329. Координаты точки (щ , и2, щ )  определяются двумя изъ трехъ 
уравненШ (4), следовательно уравнеше этой точки можно написать въ 
следующихъ трехъ формахъ (§ 186):
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4 ц  -f~ Л \  2?2 +  А \  з^з=  О

-̂ 21 +  d-22%2 4* 4гз?з =  О

4з1 4" А з2%2 4 “ 4зз?з —  О
;•* ;

изъ коихъ каждое имеетъ смыслъ уравнешя (5):
- • , »

#

щ  4 “ щ%2 4 “ мз?з =  о

(7)

следовательно можемъ положить:

Л ц  = =  {ХМ2 ! ,  4 . J 2  = =  \х.щ щ

4 . 2 2  = =  [ Ш 22

II»
 

•

• . 

= {Лщ  щ

ИСОсо =  (А М 2 з ,  4 2 з  = - V -щ щ
•

Откуда видимъ, что миноры определителя Д , когда Д =  О, пропорщо-
нальны квадратамъ и проиэвеДешямъ величинъ, которыя суть координаты

ч • •

двойной точки { щ , и2, w3) коническаго сечешя.
• • '  I

Эту двойную точку, т. е. ея уравнеше, получимъ если выразимъ въ 
линейныхъ координатахъ коническое сечете. Это уравнеше есть:

Aui \  4" А-22%% 4“ -̂ ЗЗ̂ З 4" 2-4i2?l?2 +  24] 3̂1 ?з 4“ 2̂ 23̂ 2?3--О (9)

Мы видели выше (§ 214, 71), что (9) есть услов1е, которому должны 
удовлетворять координаты прямой, чтобы она встречала кривую въ двухъ 
совпадающихъ точкахъ. Этотъ последщй случай можетъ только тогда 
случится, если две прямыя, представляющая коническое сечеше, совме
щаются, или если прямая проходитъ черезъ ихъ точку пересечешя; и 
въ самомъ деле, уравнеше (9) преобразуется въ уравнеше:

(щ %. 4“ м2̂2 4- «з?з)2 == О (10)
,Л

если въ подставимъ 4и » . . . .  ихъ выражешд (8). Урав-
. < Л ' . • . ; • • ‘ ' * •

неше (10) представляетъ, очевидно, двойную точку, коей координаты суть
(«1,«г,М?)т
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*

§ 330. Пусть прямыя, на которыя распадается коническое сЬчеше:

У

будутъ:
f fa u  Х2. #з) =  О

«1 х \ +  «2^2 +  «3^3 =  О Pi xl +  Р 2̂ 2 +  Рзж3 — О (П )

Следовательно:

f  — (а1 х\ “Ь а2^2  ~Н а3«з) (Pi#! “Н $2х 2 +  Р3Ж3) (12)

перемножая и сравнивая коэфищентц, найдемъ:

®1Р1 - -  а, 1• • # , 1̂̂ 2 “Ь **201 “• . = 2й\2 -

«2Р2 == а2 2 > а1 Рз ~Ь a3Pi == 2 а13 (13)

®ЗРЗ == 0зз 1 «гРз'+.азРз ^— 2а2з'• 1

Изъ этихъ уравненШ, разделяя второе, третье и четвертое на первое 
найдемъ:

и

0 з Р 2
«i ’Pi

«3 Рз
®1 Pi

022
«11

033 
0i 1

“2 _i Рз 
®i Pi

«з 1 Рз

2 а12

а +

011

2а,

(14)

1 Pi 0i 1
(15)

изъ этихъ последнихъ уравненШ можемъ составить два квадратныя урав- 
нешя, коихъ корни суть отношешя:

j 2̂ ) Ш ? t*2 »

«2 Рз «з Рз
«1 ’ Pi ’ «1 ’ Pi

N

черезъ 2̂ » 1*1 > {*2 >

(16)

*  ** , ► . '• 1 ‘ д .

X2— 2 — X-J-
011

022 

011

* ' ’ f

О 013 0332 — а -4- 
0 ц  «и

О (17)

Изъ этихъ двухъ уравненШ, найдемъ отношешя (16).

Если последнее изъ уравненШ (13) разделимъ на первое, то найдемъ:

02 < Рз I «3 Рз
01 Pi . ®г Pi

2азз
V 011 (1.8)

Такъ кавъ уравнешлми (17) отношешя (16) вполне определяются, то ихъ 
выражешя, вставленная въ (18), должны удовлетворять этому уравнешю, 
т, е. дать зависимость между а,,*, которая будетъ ничто иное какъ: Д = 0 .

22*



Въ самомъ д'Ьл'Ь, им^емь:
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2 —  , Uап ' *  , ft +  ^  =  2 ? «  ,
Я11 Й11 ап

изъ уравнешя (18) имеемъ:

XiP-2 -j-X2u., 2а2з
а,\\

перемножая первое и третье изъ выражений (19), найдемъ
/

(Xi+X2) (p-i+ | a2) == XjjAj +  ХгРа+Х^а XS5ia1== 4 #12^13
п 2 а  ц

откуда:

\  (Al +  Х2(*2 — 4 ai2«i3 л  „ I ч .. \  л <*12*13 2а23
— 2--------- ~Г  ) —  4а  и а2п ац

или, наконецъ:

2̂̂ *2 — 2
2 d\ % d\ #11̂ 23

а2,,
Перемножая (20) и (21), найдемъ:

(X2i + X 22) [a, jj.2 -f- (р.2!+ [А22) X, Х2 =  4 2 а\ 2&\ 1̂1̂ 23 а 23
а 2п ап

откуда, замечая, что:

Х21 -|- Х22 =  2 2 а 212 ----а П а 22
п2 а и

, р.21 +  (А22= 2 2 а2| з — аи азз
„2а п

найдемъ, после сокращенШ:

а 21 2 ^ 3 3  - f  ®2i3®22 ~i“ <*223a i 1 <*i 1 а 22а 3з 2 а 1 2а 1 за2з — О

но это последнее выражеше есть ничто иное, какъ определитель

Оц ®12 <*13

л  =
*

а2х а22 а 2з

Оз1 «з2 азз

О

с . . .

Остается только определить изъ уравиешй (17) XIt Х2, рь  ц2, или
ешя:

«2 Р

*1

• . • '••Г'» .« . ’| .. . » • | j

__2 «3
Pi ’ *1

Рз
Pi

(19)

(20)

ч

(21)

(22)

отно-
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Эти уравиешя дают®:

X ®2_«1 2 ~1~ --- -̂33
«1 _

X,
«11

1*1 «13 Н~ V ---Л22
«И 1*2

Такъ какъ изъ уравненш (19) им'Ьемъ:

1̂ ia2 • 2̂̂ 1
а (20) дает®:

2̂2̂ 33
«2п

•̂11*2 +  -̂2£*1
2 а23

«и

X,jig и X2[jlj суть корни уравнешя:

г2 2  ^ 2  f 1 « 2з«зз

«12

«13

«11 «211
о

откуда:

XjW-2 «23

«и 9 X2W.1 «23

V - A
«и

«п

«и

33

V 2̂2

V — л

(23)

(24)

Легко также составить уравнеше, коего корни суть: ХД2, и, р..2. Опред'Ь- 
лив® таким® образом® X,, Х2, [х,, р.2, уравнеше:

f —  («1^1 +  «2#2 +  а3жз)(?1#1 +  ?-2ж2 + О

можно написать в® форм’Ь:

f —  <*iPi (*i +  V 2̂ +  Ш*з) (*i +  Х2ж2 +  № з )  =  0

или, замечая, что:
*i Pi —  «и

найдем®:
f = a n ( x  1 +  \  щ  +  М-t £з) (« 1  +  Х2« 2  +  1*2%) =  0

Пр. 1. Пусть данное урайнеше будетъ:

f  =  б#2! +  15#* гЬ lx\ -f> 19rrxa?a -f-1 lxxx% +  7x2xs О
въ котором® ycjoBie Д  
них® множителя?•* А '

г • '  • *

S i  этбмъ случай:

О удовлетворено, требуется разложить его на два линей-

аit 6, Я}2 **— 15, — 7, « 19
18 аis 2 ’ «33 7

2
Составляя уравнен1я (17) и р4шая, найдемъ:

xt =  | , x , 1*1 — 7
S ’ 1*8

. I
2
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Следовательно:
f  z = z  (3#j +  5#2 “1“ 7^з) ( 2 Х \  % Х 2  “1“ Л'з)

Пр. ,2. Показать, что:

ж2! +  4ж22 — 2#23 — Ъххх2 +  x txs -|“ 2х2хг =  О

разлагается на линейные множители:

х х, xz и x t — 4ха +  2#3

О
Пр. 5. Определить въ уравнении >;

х \  +  й/̂ 2 +  6ж2з -(- Jix x̂2 бд^з — 7#2#з =
' •

h  такъ, чтобы оно разложилось на два линейные множителя?

§ 331. Вотъ еще способъ, более, симметричный, для
I
»

фищентовъ аг и $г въ уравнешяхъ (111).
коэ-

* >

Пусть ух, у .2, у3 будутъ координаты точки пересйчешя прямыхъ(П):

«1̂ 1 +  «2#2 +  «3̂ 3 =  О Pi#i +  Рг*2 +  Рз#з =  О

то будемъ им^ть:

ai2/i ~Ь *22/2 +  азУз— 0 Pi Vi ~Ь Рз2/2 4- Рз*/з =  О

откуда имеемъ:

2р</х =  а2рз — «зР 2р^2 =  азр1 -Г ai Р 2р^з =  «1 р2 — «2р1 (25)
\

Такъ какъ у должны удовлетворять уравнешямъ (4), то соображаясь съ
*  »

уравнешями (13), найдемъ следующая (девять уравненШ:

aiPi — «и 

®1 Рг —  «12 ~Ь РУ z

a 2pi —  «21 РУ г
!;\

«гРг — Ягг f

- /

■ aiP «13 ру% , ' агРз — «23 1

a3pi — «si +

азРг =  «32 — РУг 

«зРз ~  «зз

(26)

*
откуда отношешя «х: а2: а3 и рх: р2: ,р8 будутъ непосредственно даны,
если будетъ известенъ р. Количество р было введено, какъ
коэфищентъ пропордюнальности и въ качестве таковаго онъ остается со
вершенно произвольнымъ, но здесь оръ зависитъ въ силу уравнешй (6) 
отъ коэфшцента пропордюнальности д. Въ самомъ деле, въ силу урав- 
нешй (13) мы можемъ миноры Аг,в выразить черезъ а и р и придемъ къ 
тождественнымъ выражешямъ, которая вытекаютъ изъ уравнешй (25)," А
для квадратовъ и произведешй у. Такъ, напрдмеръ:

4Ли («2р; фРз)2 ±Р2у \
а следовательно, соображаясь съ (8)| найдемъ р2= — р,, это такъ опре- 
деляетъ р, что во вторыхъ частяхъ уравнешй (26) «,,* входитъ линейно.
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Для р и1гЬемъ два значешя:

Р +  V —V- !, р V V-
в

но оба эти значешя даютъ одинъ и тотъ же результатъ, что легко видеть 
изъ того, что а и р только переменяются, если р зам'Ьстимъ черезъ
+  V  — [л, а потомъ черезъ — У[—- р.. Такимъ образомъ, получимъ для 
координатъ двухъ прямыхъ слеДукнщя выражешя:

P i: Рг: Рз —  «и : «12“I-  "\/----̂ 33 • <*13 -422

«И

Г

I

т / = ±  •33 • «22 • «23 “Ь V —л11

«32 V---- -4 ц  • «33

(27)

«1 • «2 • «3 — «21 : « 2 1 V ----^ 8 3  : «31 ~"Ь V  -^22
%

«12 4" Vj .̂33 : «22 : «32 V —А и

«13 ' У ---- 4̂-22 • «23 у /  -4/ 11 : «33
*j

§ 332. Обратно, если коническое еЬчеше переходить въ пару пря-
с

мыхъ линш, то необходимо Д  == 0.
л

Въ самомъ деле, уравнешя (2), въсилу уравнешй (13), преобразу
ются въ следующая:

ч

Pi ̂ i =  P i2  «>•#«•+«12
♦

Pi '2 —  ?2 2  а ‘х < “{“ а2 2  ?!

Pi 3̂ == Рз 2  ~f“ а3 2

которыя тождественно обращаются въ нуль для % — у, такъ какъ урав- 
нен1я:

2  а#, == 0 и S =  О
/

изъ копхъ вытекаетъ услов!е Д  =  0, имеютъ место.

§ 333. Во всехъ предъидущихъ I изследовайяхъ мы предположили, 
что уравнешя (4) определяютъ действительно двойную точку, т. е. точку 
пересечешя прямыхъ. Но не то бываете если эти три уравнешя (4) пред- 
ставляютъ одно:

Yi î +  ЪЩ + О (28)

MitskevichOA
Прямоугольник
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такъ, что OHi отличаются отъ (28) только; постояннымъ множителемъ ти
«

Следовательно, въ этомъ случае, можемъ положить:
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a, j =  Yi 1 «12 — ъ 1 «1 3 == Щ Ys

Si to ll 1 , «22 = -Щ Ъ 1 «23 "=  w2y3 (29)

»3i =  m3Yi II<мсо : W3y2 IIСОсо = ЩЪ

но такъ какъ си,к =  a*(l-, то имеемъ:
•

: т2: м 3 = Yi :
•

Ye : Ys
*

означая черезъ р. коэфищентъ пропорщональности, найдемъ:

«11 = II 1= %м «23 ==  P-Y2Y3

«22 == P-Y22 , «31 == P-YsYi (30)

«33 == Р-Т2з , «12 -=  P-Yi Y2
•

откуда уравнеше кривой или коническаго сЬчешя (1) сделается:

2  a i , k  X i X k  —  (Yi X i  +  T2#2 +  Тзжз )2 P- (3 1 )

Следовательно коническое сечеше состоитъ изъ двойной прямой, которой -
каждая точка должна разсматриваться какъ двойная.

/

Уравнешя (29) влекутъ за собой следующая:

А п == 0 > ^23 ~= 0
»

■̂ 22 == 0
•  *

, Аз\ == 0 (32)

•̂ 33 == 0
V

, Л-12 "= 0

Съ другой стороны, уничтожеше этихъ. миноровъ влечетъ за собой урав
нешя (29), следовательно: если не только инвар!антъ Д  =  О, но и его 
миноры равны нулю, то коническое сечете состоитъ изъ двойной прямой. 
И въ самомъ деле, взаимное уравнеше:

2  А%,у —  О
I

удовлетворяется координатами всякой прямой, какъ и должно быть, такъ
1 , *

какъ всякая прямая пересекаетъ, вЪ двухъ совпадающихъ точкахъ, пря
мую, которая принимается за двойную.

\1

§ 334. Приложимъ выше-изложенный способъ къ разложенш на ли-
С- • • ч

нейные множители уравнешя (§ 208): 33

Р В  ~  Q О (33)
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которое представляетъ, какъ мы видели, дв’Ь касательный, проведенныя
« #  • \

изъ точки у къ коническому сЬчетю 0.

Чтобы разложить уравнеше (33) на линейные множители, поступим^ 
сл'Ьдующимъ образомъ.

Пусть к), будутъ координаты поляры точки у,, относительно кони- 
ческаго сЬчешя:

f= 2a i,kX iX i =  О

коэфищенты при г* въ выраженш Q суть:

бкр — an ух +  щ 2 +  Уз (34)
полагая г —  1, 2, 3.

*

Въ уравнешяхъ (26) надобно поставить вместо <и,к коэфищенты при
f

ZiZk изъ уравнешя (33), т. е.

« . *  Р  —  о Ч -yj к
Координаты а, и 0,- об'Ьихъ касательныхъ определяются уравнешями:

а1@1 == « ц Р - — б2»}2! ., «2̂ 1 ==«21Р - I *301 ==«31Р—-6%4i +pj/a

«102=—0/\%Р -бЧ^г+рУ г , а2̂ 2==«22-Р <S\\ ~«32-Р -9У\

«103=~«1 $Р -®ЧЧз+Р«/2 , а2Рз=—Cl̂ P -б ^ з+ р ^ ! * азРз-=«з*Р- 3

у% непосредственно определяется изъ этихъ уравненш, а необходимо опре
делить р , чтобы иметь отношеше между а,- и между &,■; это количество 
определится изъ уравнешй (8), изъ которыхъ имеемъ:

А 'с (35)

где A'ijt есть A i,k, въ которое вместо выражешя «,,* вставлено выражеше 
сц,кР— б2*)«г,*

Если составимъ все девять уравнешй (35) и умножимъ каждое 
нихъ на и сложимъ, то, соображаясь съ (34), найдемъ:

изъ

о2 Ъ А 'ат ъ раР

Первую часть можемъ е 
делится:

i,e преобразовать, взявъ ея форму въ виде опре-

« и «12 «13 $1

« 2| «22 «28 §2 : i?

«31 « *2 « S3 1
%

со
• 0  ;

0
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замостив®, для нашего случая, въ этом® выражении <*, * выражен1емъ
а а Р — оЧЛ

р2р 2

,  уравнеше (36) сделается:
• I

f1

1

-

* 1 ' 
% «и р - -  a2 £2i ,  ах 2Р —

X

-a2Si$2 ,  <*1зР --б 2Мз ,  S,

г — ~  д2 <*21 Р - — С2̂ ?! ,  <*22Р  — -О Ч 22 ,  <*2зР“-б 2Мз ,  2̂
1 V

<*81Р - -о 2 Mi ,  <*32Р —-С2М2 ,  <*33 Р -б 2$2з > 3̂
1̂ 1 2̂ )  3̂ ,  о

• I

или, если последнюю горизонталь умножимъ на аЧх, с2$2, 3 и сложим®
съ первою, со второю и съ третьею, то найдемъ:

р2р

<*цр 1 <*]гР > °i3 Р  >
<*2l Р  , <*22 Р  <*23р » 2̂
<*31Р  , <*32Р  , <*33Р  , $3

5, г $3 , о

с2Р 2

<*11 »12 <*13 *1 

<*21 ' <*22 <*23 2̂ 

<*31 <*32 <*33 ^3

£l 2̂ 3̂ О

Если теперь умножимъ первыя три вертикальныя линш на , , у% и при
бавим® их® к® четвертой, умноженной на 
имеем®:

а, то, соображаясь съ (34),

б2  $,у,- == 2  <*,• * у ф  —  Р
откуда найдемъ:

Р

<*и <*12 <*13 0

<*21 <*22 <*23 >0

<*31 <*32 <*83 0

$1 ' *2 £з iP

РА (37)

ч

Следовательно мы должны въ уравненш (35) подставить вместо р два его
значетя:

Р =  + | / р д Р V РА (38)
»

замещеше одного значешя другим® изменяет® только а на 0. Знак® р2 
дает® признак® положешя точки у, относительно коническаго сечещя. 
Когда имеем® действительное коническое сечете, то необходимо разли
чать три случая:

* I

1. р2 — р д  >  о. Две действительный касательный.
2. р2 =  Р Д  < 0 . Две мнимыя касательная.

_ з. р2 =  Р А  =  О. Две касательный совпадают®.
Следовательно вся плоскость делится коническим® сечешемъ на две 

части: на одной находятся точки, дз® которых® можно провести только



мнимыя касательныя къ коническому сЬчешво—-это внутренняя часть', на 
другой находятся точки, изъ которыхъ можн0 провести действительный 
касательныя—это внешняя часть.

t/

Точки, находящаяся на кривой служатъ переходомъ отъ д'Ьйстви-
I

Тельныхъ касательныхъ къ мнимымъ, и обратно; въ этихъ точкахъ Пара 
касательныхъ совпадаетъ.

§ 335. Система касательныхъ, проведенныхъ изъ точки у, есть пере- 
рождеше коническаго сечешя формы (§ 207):

(а —j— 1 )2 PR-— 4аф2 =  0 (39)
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I 0

Если въ уравненш будемъ разсматривать а, какъ переменный параметръ, 
то это уравнеше будетъ представлять безконечную систему коническихъ 
сЬчен1й, между которыми находится поляра точки у , , дважды повторенная, 
и пара касательныхъ. Эти две последшя ирямыя получатся, замещая ко
ническое сечете Р —  0, какимъ-нибудь, друвдмъ изъ системы; другими 
словами: всЬ коничесшя сЬчешя системы имеютъ для точки у< одну и 
туже пару касательныхъ и одну и туже поляру. Въ самомъ деле, если 
вместо z подставимъ z -{- \ у ,  то найдемъ:

(а +  I)2 Р (Р  +  2\Q +  Х2Р) — 4а (Q - f  ХР)2 =  О
или:

X2Pj -f- 2X$i -J- Pi =  О
полагая:

Pl == (а + 1)2 РР

f t - = (а-- 1)2 PQ

Д  == («-- 1)2 Р2

4 aQ

откуда:
Q\ («2 _  |)2 p2 (p p  _  £2)

Следовательно выражешя Pi R x — Q2X и Q2X, который будучи приравнены 
нулю, даютъ пару касательныхъ и поляру, для одного изъ системы ко-

!  * .  '•*” j *  i  ‘  -  : . '  ч '  . - ч  • •-* • * ' .  5 7 . ;  «

ническихъ с4чешЙ, отличаются только постояннымъ множитёлёмъ, отлич- 
нымъ отъ нуля, отъ подобныхъ выраженш относительно даннаго коничес-
каго сечешя. Следовательно мы, такимъ образомъ, доказали следующее

/* \ *'

предложеюе.
Предложете. Все коническ!я сетевая системы (39) касаются въ

двухъ точкахъ, a yiесть полюсъ ихъ общей хорды соприкосновения.
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Пр. 1 .
нш  эллипса:

Для примера возьмемъ пару касательныхъ къ каноническому уравне-

а2 +  Ъ2 О

требуется найти пару касательныхъ, проведенныхъ къ нему изъ точки ххух. Въ 
этомъ случаЬ им'Ьемъ:

=  $  +  , « =  - ^  +  ̂ - 1  . x  = —- +  ^ - iа Ь2
/у%2 л Л

В = ^ + Ь

пара касательныхъ будетъ:

Оа гЪг ( Р Е  —  Q2) =  { х у х —  х у ху  —  ( х  —  ж ,)2 Ъ2 —  ( у  — у ху  а2 =

Чтобы разложить это уравнеше на два линейные множителя:
*  *

- * * ' V

+  $ У  + Y =  0  ? а»® +  Э1З/ +  Yi =  0
»

воспользуемся уравнешями относительно а* ^  (13), которыя, если Bci ихъ умножимъ 

на а252 и вместо р напишемъ ра262, примутъ форму:

aaj = II «s Ю l О* м » P*i =
•

= — -
Ч (

•р , У*1 == +  рУг

*Pi.== — ®i2/i 4  Р , PPi = II 8 м*
* 1 , y& == а*ух — рхх

aTi == Ь2ж, — рух 1 0Y« == «V 1 4  p®i , Tfi == — Ьгх \  — а гу \

гдй, соображаясь съ (37), легко найти:

р2 =  Ь2х \  -}- а * у \ — а2Ь2 
*

0

Уравнешя двухъ искомыхъ касательныхъ, если р есть корень уравнешя относи
/

тельно р2, будутъ даны уравнешями:

н
Ъгх  (х  — х х) +  агух (у  — 2/t)i+  р (хху  — х ух) — О

' аУ
ъгхх (х  — хх) +  агух (у  — уху,-\- р (ж, -г- х ух) =  О

J

Ир. 2 . РФшить туже задачу относительно гиперболы и параболы.

ГЛАВА i x .

ОпредЬлеже точекъ пересчета квухъ коническихъ с%чешй.

§ 336. Въ § 204 показали, что два! коничесшя сЬчешя, данныя урав- 
нешями:

f{x) «п®21 4* «аа®2г 4~ %а®2з +  2а, ato а?2- f -2«i з®1 *з +  2а2з®2®з == О

^ п ^  4* Ьпх \  +  Ъп х \  +  2Ь\2ж, х2-f- 2Ь, зЖ, +  2ft2S#2a?8 *  О
( 1 )

MitskevichOA
Прямоугольник
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пересекаются въ четырехъ точкахъ, координаты которыхъ даются рЪше-
' *  /■ '*  /  • '  ’  . •. . *

шемъ уравнешя четвертой степени. ЗатЬмъ въ § 218 показали, что эти 
два коничесшя сечешя, данныя въ линейныхъ координатахъ:

т  Аи \̂ “Ь - ^ 2 2 ^ 2  ~Ь - ^ 3 3 ^ 3  ~ f"  2 ^ 4 -12^1 ^2 "Ь 2 4 ]  з$1 S3 2 -4 23£2£3  О
Vi

Л  (0 —  A i& 2i “Ь-Вгг^г ~Ь Ваз̂ г +  2 B |2$i $2 +  2 Д 3£| &3 +  2 Д 3$2;3 =  О
(2)

.$[ г  ‘

где Ai,i, Bi,k суть миноры определителей Д и Д 1( имеютъ четыре обпця 
касательный, координаты которыхъ даются также уравнешемъ четвертой
степени. S

Въ настоящей главе мы покажемъ, какимъ способомъ можно опре
делить координаты, какъ точекъ пересЬчешя двухъ коническихъ сечешй, 
такъ и координаты общихъ ихъ касательныхъ.

Для болыиаг • удобства мы будемъ писать уравнешя (1) и (2) въ 
следующихъ символических ь формахъ:

f ( x )  == 2  (X i,k X iX k  =
1
i

= 0 , f : ( x )  =f = 2  h,к X i X k
w

= 2 Ailk St == o , > ,(0  ==  2  B i , k b h

О

О
(3)

1где 2  есть символъ суммы, давая индексамъ все значее1я отъ 1 до 3 
включительно. Инвар1анты коническихъ сечешй и /1, означимъ чрезъ Д  
и Д х (§ 203, 39).

§ 337. Если:
f ( x )  =  О f\ О) =  о (4)

суть уравнен!я двухъ коническихъ сечешй, то уравнеше:

f О (5)

есть коническое сечеше, проходящее черезъ точки пересечения двухъ дан- 
ныхъ. Давая коэфищенту X все величины отъ -—со  ДО — со  полутень 
систему или связку коническихъ сечешй, который все проходятъ черезъ 
четыре точки пересечешя коническихъ сечешй (4).

Между коническими сечешями системы (5) есть векоторыя, которым 
состоять изъ пары прямыхъ лиши, следовательно, если найдемъ такую
пару, то точки пересечешя двухъ данныхъ коническихъ сечешй (4) опре-

• .  >

делятся пересечешемъ одного изъ нихъ еъ найденною парою прямыхъ ли- 
нШ, или двухъ паръ между собою.

j
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тилось въ пару прямыхъ лишй должна существовать между коэфищентами
% ’ •  *

следующая зависимость:

Л

«11 «12 ^13

«21 «22 ^23 =  0 (6 )

«31 «32 #33
*

Такъ какъ въ уравненш (5) коэфищенты его им'Ьютъ форму сц,к— ХЬ,, *, 
то для того чтобы коническое сЬчеше (5) обратилось въ пару прямыхъ, 
должны иметь:

«11 - - » п , «12-~ Х&12 > «18~-Х&13

Д(Х) = «21 -* -  хь2 1 > «22-— Х&22 ,. . »• «23 “■' Х&23* =  0 (7)

«31 “-Х631 s «32 “~.ХЬза,. 1 «33 ~Т ^33

таково уравнеше, определяющее то значеше X, при которомъ коническое 
еЬчеше (5) распадается яа два линейные множителя. Какъ видимъ это
уравнеше третьей степени, относительно X, следовательно, есть три зна-

* . .

чешя X, при которыхъ коничесшя сечешя изъ системы (5) распадаются
4

на пару прямыхъ линш. Следовательно задача сводится на розыскаше 
этихъ трехъ паръ прямыхъ лишй и на опрёделеше точекъ пересечешя 
двухъ изъ этихъ паръ. Очевидно, три пары прямыхъ лишй образуютъ пол
ный четыреугольникъ, стороны котораго образуютъ две пары, а д1агонали 
третюю пару.

✓

Выше видели (§ 205,44), что для определешя точекъ пересечешя двухъ 
коническихъ сеченШ необходимо решить уравнеше четвертой степени, между

Ч '• * .  ш
■ - • • • ■ '  /  '  • • '  •

тъмъ здесь, какъ видно, требуется решить уравнеше третьей степени; но
если вспомнимъ, что разрешающее уравнеше четвертой степени есть урав-

«

неше третьей степени, то настоящШ случай самъ собою выясняется.

Далее, уравнеше третьей степени само решается съ помощью раз- 
ре-шающаго уравнешя второй степени и действительно въ конце концовъ
разложеше квадратичной троичной формы на два линейные Множителя 
требуетъ решешя уравнешя только второй степени (§ 330);

§ 338. Если означимъ корни кубйЧескаго уравнешя (7) черезъ Хь 
Х2, Хд, то будемъ иметь:

f - X f i  =  A 'B ' f  — Xfi — А"В" f —  X h  =  Л"1 В'" (8)

где А  и В  суть линейныя функцш относительно хх, , х 3. Разложеше
этихъ на два множителя, разъ тъ решешя
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квадратнаго уравнешя, какъ уже заметили выше. Три пары пайденныхъ
прямыхъ:

А! В' =  О А"В* О А"Вт О (9)

образуютъ. четыреугольникъ, въ которомъ пересЬчешя противуположныхъ 
сторонъ и ПерееЬчешя д1агоналёй суть вершины полярнаго треугольника 
аЪс, общаго всЬмъ коническимъ сЬчешямъ системы:

f - Ч 1 =  о

Въэтомъ легко убЬдится бросивъ взглядъ на прилагаемый чертежъ (фигЛ 23)
и вспомнивъ свойства полнаго четырехугольника.

• _ 1 • » 1

Фиг. 123.

Очевидно, это единственный полярный треугольникъ системы (5).
§ 339. Положеше данныхъ коническихъ сЬчешй f — О и Д= 0  отне-

. „ ' . г % * ' ' * у

сено къ извЬстному данному координатному треугольнику, коего уравнешя
сторонъ суть:

г — о Х 2 =  О х3 =  0

а вершины даны уравнешями:

Wi —  0 , х2 — 0 Xi =  0 Х я  = =  О жа =  О , #8 =  О

измЬнимъ теперь нашъ координатный треугольникъ и возьмемъ общШ по
лярный. Пусть уравнешя его сторонъ, относительно даннаго координатно- 
го треугольника будутъ:

У\ —  a l i x \ +  «12^2 а13#3

Уз — а21 #1 + + (10)
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гд'Ь коэфищенты а.д неизвестны, а требуется такъ ихъ определить, чтобы 
ух =  О, у2 =  0, уз — 0 были уравнешя сторонъ общаго полярнаго треу
гольника.

Если изъ уравненШ (10) определимъ %, х 9, черезъ у, , у2, у8 и 
вставимъ въ уравнешя (4), то онб примутъ форму:

f —  «1 У\ +  »гУ\ +  «зУз2 =  О 

f i  —  Ь\ у21 +  h y 2a +  &зУ2з =  О
(П )

’ * ■ * . - ■ * ’ 
такъ какъ уравнеше коническаго сечешя, отнесеннаго къ полярному тре
угольнику, имеетъ эту форму (§ 241). ДалЬе коэфищенты Ъ во второмъ 
изъ уравнешй (11) можно положить равными единице, такъ какъ урав
нешя (10) преобразован^, можемъ помножить на постоянный, известнымъ 
образомъ выбранный, величины и определить координаты у такъ, чтобы 
коэфищенты Ь вошли въ составь этихъ координатъ. Следовательно урав
нешя данныхъ коническихъ сеченШ, отнесенныхъ къ общему полярному 
треугольнику, будутъ:

f —  Щ у21 - f  а2у22 +  «зУз2 =  О

/1 =  У3 'i -Ь у \  +  =  О
i •

При этомъ предполагается, что /J — 0 не есть пара прямыхъ лишй, такъ 
какъ, въ этомъ случае, одинъ изъ коэфищентовъ Ъ будетъ равенъ нулю, 
а коническое сечете /1 == 0 будетъ само одной изъ искомыхъ паръ, пе- 
ресечеше которой съ коническимъ сечешемъ 0 и дастъ искомыя точки 
пересечетя.•  ̂ * ’ .  .  .

§ 340. Такимъ определешемъ коэфищентовъ Ъ въ коническомъ се-
‘  ;  1 * , •

ченш fi =  0, коэфищенты коническаго сечешя f — О вполне определяются.
• ' t t  .

Въ самомъ деле, чтобы три уравнешя (8) имели место необходимо, чтобы 
ихъ первый части заключали только два переменный изъ трехъ у1? уа, у8, 
такъ какъ сумма квадратовъ трехъ величинъ не можетъ быть разложена 
на два линейные множителя. А для того, чтобы первыя части уравненш 
(8) заключали только два переменный необходимо положить въ форме:

•  -М

что даетъ:

V «1У21+  «2У22 +  «ЗУ23= / •

<h z==Xi ,  a 2 =  X2 ,

i *

®3 =  X3
f - ~  \  f\ — h )  y 22+ (v~-  Xj) y23 =
f - ~ \ f x =* Рч —X2) y2i +  (V- 1 *r Id 11

f - ~ \ f l

11«01

О

О

О

(13)



Вторыя части этихъ уравнешй разлагаются на линейные множители:

V
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(2/2 2 —  ^1 ~ \ ~ y z V \  Х8) (3/2 V  X.

( у l А  —  ^2 +  Уз 1 ^ 2  —  ^з) (3/1 y f  \

(2/1 V \ ~  Хз +  Уг V \  Х2) (3/1 V \

— 1̂ “ 1✓<*со1 Хз )

-- 2̂“ ~2/з А ~ Х3) (14)

i,
С

О 1~ У г У \  —•х2 )

иметь уравнешя трехъ паръ
искомыхъ прямыхъ, отнесенныхъ къ общему полярному треугольнику, 
какъ координатному.

Возвратимся къ уравнешям® (13), изъ которыхъ найдемъ:

у \ у \ у \
Xe —X8 Х8 Xi X] X

1
р

(15)

откуда:
Р *Л  =  Х3 —  ^8 , ? У \ \  — Xj > РЗ/98 *i — \

полагая А  =  <j, найдемъ:

*У\ А  —Xз > V  Х3--- А - \ (16)

Это координаты точекъ пересечения данныхъ конических® еЬчвнШ. Такъ
какъ перед® каждым® корнем® стоятъ два знака, то есть восемь комби-

%
нащй, но ив® них® те пары комбинацШ, который отличаются только об
щим® множителем®—1, дают® одну и туже точку. Таковы комбинацш:

+  26 > •- 3 /1 +  3/1 > --2 /1 + У 1  > " -3 /1 +  3/1 > — 3/1

" +  Уч 1 “ Уя 3 ~ Ь уя  , - -3 /2  , —  3/2 . + 3 /2  з —  3/2 з + 3 / 2

+  2/3 » - -3 /8 1 со + СО +  3/8 5 “ - 3 /8 —  3/8 з +  Уз

(И)

§ 341. Остается только определить коэфищенты а,,* преобразован  ̂
(10). Для этого возьмем® уравнешя т^хъ-же конических® аЬчетй f  =  О 
и f \ —  0 в® линейных® координатах® (2):

Г  (*) =  0 и Л($) =  О (18)
Уравнеше:

Г Ш - 1 * А ( 0 = 0 (19)

представляет® систему конических® с&чешй, имеющих® общ1я касатель 
ныя съ коническими сечешями (18).

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТМЯ, 23
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Въ этой системе есть три пары коническихъ сечешй, который раз
лагаются на линейные множители, следовательно, каждое представляетъ 
пару точекъ. Эти шесть точекъ суть перееЬчешл общихъ касательныхъ, 
о не образуютъ полный четыреугольникъ и если вспомнимъ построеше по
ляры данной точки, то увидимъ, что въ этомъ четыреугольнике, какъ и 
въ предъидущемъ, образуется общш полярный треугольникъ, а такъ какъ 
онъ и единственный для системы коническихъ сЬчешй, то это тотъ са
мый, который мы выше построили.

I

Следовательно, уравнешя данныхъ коническихъ сечешй въ линей- 
ныхъ координатахъ, отнесенныя въ общему полярному треугольнику, бу-
дутъ:

f  (S) —  ^ 3 y)21 “Ь 7]22 ~f~ —  О

А(&) = 7 )21 + *)V +  *)V =  О
(20)

где коэфищенты при vj составлены изъ корней уравнешя:

Д (Х) =  О

Легко видеть изъ уравнешй (20), что корни кубическаго уравнешя, со- 
ставленнаго такъ изъ А;,к и В ц , какъ уравнеше Д  (X) составлено изъ а ц  и 

суть обратные корнямъ Хь  Х2, Х3.

Пары точекъ определятся изъ уравнешя:

f  ©  -  ИЛ ©  =  0 (21)

полагая въ немъ последоватетьно <х равнымъ Х2Х3, ХхХ3, Х1Х3, что даетъ:

f - -  vfi -= X3 (Xj -— X2) Y)22 -j- X2 (Xi --  *з) V s  == 0

f -  p f l  == x3 (X2 - 1+1 Xg) YJ23 == 0 (22)

f - -  |*Л == x2 (X3— 1 to + CO 1-  X2) n)32 == 0
*

йi' , t1 . f

Каждое изъ этихъ уравнешй разлагается на; два линейные множителя и 
представляетъ следовательно пару точекъ.

• |*%

Координаты четырехъ общихъ касательныхъ найдутся изъ урав
нешй (21;:

j/X, (Х3— Х2) , рк)2 h )  I рк)зз vni V Хз (Х2—Xi) (23)

и здесь, какъ выше, изъ восьми комбипацй, !те который отличаются мно- 
жителемъ—1 , даютъ одну и туже касательну|о.



ГЛАВА XX.— ОПрЕДЪЛ. ТОЧЕКЪ ПЕРЕСЪЧ. ДВУХЪ КОНИЧЕСК. СЪЧЕНШ. 3 5 5
I

§ 342. Перейдемъ къ определенно коэфигцентовъ а ,д . Для этого оз-
начимъ черезъ г определитель:

а11 а12 *13
\1

а21 а22 «23

а31 «32 «33

и решимъ уравпешя (10) относительно ж, то иайдемъ:

У\ == Q.\\3C\ -f- 0Ci2#2 +  «1 3% 5 Х\ -— ?112/1 +  ?212/2+  р 812/3

2/2 == Ot-21̂ 1 4" «22% 4" «23% 1 %  ==  Pi 22/1 4" р222/2 4“ Рзз2/з

2/3 =~ «31 Х\ +  а32% 4~ «33% ) %  == Pi з2/1 4~ Ргз2/2 4" Рзз2/з
I

,ясь съ § 186 будемъ иметь:

’ l l :=  Pll 1̂ 4“ Pi 2̂ 2 4 " Pi3̂ 3 ) *1 =
1

: «11 4~ «21 Чг +  «31 з̂

— ?21 1̂ ~(~ ?22̂ 2 Н-  Эзз̂ з > ?2 = : «12̂ 11 4" «гг^г 4~ «зг'Чз

—  РзЛ 4* Рз2̂ 2 4“ РзЗ̂ З 5 3̂ = : «1 з7]! 4* «гз^г 4 -  «33%
суть миноры определителя г  (24). 

Изъ этихъ уравненШ видимъ, что:

(24)

(2 5 )

(26)

«и «12 «13
•

/

«21
\

«22 «23 (27)

«32
\

С
О

с
о

«

•

суть координаты сторонъ общаго полярнаго треугольника 
стараго координатнаго треугольника, а:

относительно

Рп Pi 2 Pl3

Р21 Р22 Р2З (28)

р31 Рз2 Рзз

суть координаты вершинъ новаго общаго полярнаго треугольника, протй
х 1

вулежащихъ сторонамъ (27). \
„ >

суть полюсы нротивулежащихъ сторонъ общаго по
, относительно обеихъ коническнхъ сечешй, следо-

23*



вательно уравнешя поляръ, обеих® коническихъ сЬчешй, относительно 
каждой изъ вершинъ, должны быть тождественны.

Но поляры одной изъ верпшнъ р<д, &,2, Р,-,з относительно кониче
скихъ еЬченщ f —  О и /д =  О суть:

3 5 6  ГЛАВА X X .— ОНРЕДВЛ. ТОЧЕКЪ ПЕРЕС®Ч. ДВУХЪ КОНИЧЕСК. СВЧЕН1Й.

df , df , df
zl TZ H z2 ЧБ---- Ь #8dfr, d h dpi,:

О
dfi , dfx , dfi
<?Pi,l dPi, d h

О

Следовательно должны иметь:

df | df , df
z\~n---- h#2 -----h^3

dp*,l dh, dP »v
tt ( g M - ± e .M

l<?Pi,l+  2<?Pi,2+  3<?Pi,:
откуда:

<У
I*Ж .

<?Pa ’ <?Pi,2 dh',2  ’ dp i,Z (?Pi,:
а изъ этого:

«11P a 4~ « 1  2?«,2 4 “ «1 зР»',3 =  {А (Ьп (jf,l -j- &!2 Pi,2 +  bi 8Р,,з)
b

«21 Pa 4 ” «22Р*,2 4 “ «2зР*,3 — P- (&21 Р*Д 4" &2 2Pi,2 4 "  &2зР»',з)
*

«31 Pi,l 4~ «ЗгРа +  «33Pi,3 =  P- (bsi pi,l +  &32Pi,2 +  &ЗзР*',з)

или:

(29)

(«11 - -  (Х&11) Pf,l 4" ( « 1 2  ~-  2) Pi,2 “Ь  ( « 1 3 - -Ц &1зЖ з == о

(«21 “-  P-b2i) Pi,i -f- («22 - -  [А&22) Р».2 4 " («23 “ “* ^2з) &,3 ~= о (30)

(«31 ~~ ^ 3 1) Р*Д +  («82 ~
\

-  ^ 32) Ра 4 - («зз - ~ Р'̂ зз) &,3 == О

исключая изъ этихъ уравнешй Р, найдемъ, уже выше найденное, кубиче
ское уравнеше Д  (р.) =  0. Следовательно корни р. суть ничто иное, какъ
Xi, Л2 , ^з ♦

Подставляя каждый изъ этихъ корней въ(30) и полагая »— 1, 2, 3, 
найдемъ координаты вершинъ, именно:

Pi1 Pi Pi Pi

P

P

21 P2P'1 P22

P1P2

P2P2

Pi

P23

31 PeP̂ i 5 P32 — РзРГ/3 > P33

Pi Ps

Р2РГ8

РзР"з

(31)

коэфищенты пропорщональности pt , р2, р3 определяются услов1ем ъ преоб- 
разовашя формы f i— O въ форму у\-\-у*2~\-у\— 0 подстановлетями (25).

Такимъ образомъ наша задача решена вполне, но можно решить ее 
еще изящнее, следующимъ образом®, на основанш свойств® ипвар1антовъ,

'

MitskevichOA
Прямоугольник
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§ 343. Троичная квадратичная форма:

, 2  a i,k Xi Xk— f
г
\
\\

имеет® инварiaHTOM®, какъ вйд'Ьли, определитель:

(32)

«1 i » i2>
\

«13

«21
\\\
\ G>2 2
•

«28

«31
i
i <*82

1
CO CO

А (33)

4

и ковар1антомъ или, лучше, контраковар!антомъ (§191), взаимную функщю 
функдш (32): ']

2  Д а  Ь Ъ =  Г (34)

Если форму (32) преобразуем® линейными преобразовашями (25), а взаим
ную форму (34) преобразовашями (26), то по свойству инвар1антовъ вооб
ще будем® иметь: i

« ' l l • « 1 2 «*13 P l l  P i 2
%f|

P l3
2

«11 « 1 2 « 1 3

A ' = =
1

a  2i « 2 2 « 2 3 =

1

P21 P 22
•

P 28 • «21 «22 « 2 3

« 8 1
f

O ' 82 « 3 3 Р31 $321
1

P 33 «31 «32 « 3 3

или:
А ' =  Ж  А

а'<,к суть коэфищенты преобразованной формы:

2  a  i,k ух ук

Преобразуя форму (34), найдем®:

2  A!i,k■»)» Kji = j Л 22  Ai,k

(35)

(36)

(37)
*

где A'i,k суть коэфищенты в® преобразованной форме. Заметив® это, возь
мем® определитель или инвар1антъ:

!

■ г 38
«1 1 “-ХЬц > 1*1 2 " 

, 1*22 ~

-X&12 > «13“-X513

A(X) = «2 1 "-  Хба1 ~ ̂ 2 2 » «23"

«81 - “ X631 1 f  82 "~ ^82 > «33 "— Xb33

2  ttijk X i Хк bxiXk  =  f — Xfi

(38)

(89)
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Выше видели, что преобразоватемъ къ полярному треугольнику,
коническое с'Ъчеше (39) приводится къ виду:

f  Vi —  (Xi — X) у \  +  (̂ 2 — X) 2 4" (Хз — X) О

откуда найдемъ, соображаясь съ сделанными выше зам'Ъчатями:

(40)

Xj —X , о

Д 2Д(Х) о

о

) "2X,—X

о

о

о , Х3 X

(Хх X) (Х2 X) (Х3 X) (41)

и:

Л 22 Д а  а)^^= (Х 3-Х)(Х3-Х )ч2 +(Х8-Х)(Х1 - Х ) ^ 2+(Х, —Х)(Х2—Х)̂ 23 (42)

где Д,-.*(Х) суть миноры определителя Д  (X) (38).
»

Изъ уравнешя (41) видимъ, что Хь  Х2; Х3 суть корни уравнешя 
Д  (X) =  0.

*

Приравнивая коэфищенты при X2 въ уравненш (41), найдемъ:

1 =  В

или:

Ъи Ъ\2 &1S
Ъ2\ 2̂2 &23

8̂1 8̂2 3̂3

в 2--_  1
д 1

(43)

где Д] есть инвар1антъ коническаго сечешя fi4=0, который, по условно,i
*

не равенъ нулю. ;I
Въ этомъ предположен^ сделаемъ въ уравненш (42), последовательно, 

X — X,, ,Х2, Х3, то найдемъ: j

_ 2 Ч 1

~2 *1 2

Ч*в

($11̂ 1 4~ $12̂ 2 4~ $13^з)2

($21 4" $22̂ 2 4 “ РгЗ^з)2

($81 “I" $32̂ 2 4“ РзЗ з̂)2

1

Д | (Xj — X

Дх (Х2 -—Xi) (Х|з -
I

)1
1 1

-Xi)

^ i  (Хз - ~  Хз) (4 _
>

■). \
s

-  Х2)

д  «,* (X,) S&

Д г,к (Ха) Ык (44)

Хз) Д i,k (X,)

Въ этихъ уравнешяхъ можно извлечь квадратрый
. ^

частей и изъ полученныхъ
1

корень изъ обеихъ 
определить коэ-
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фищенты подстановленШ (25). Мы можемъ въ предъидущихъ уравпе- 
шяхъ просто приравнять коэфищенты при что даетъ вообще:

въ выраженш (45) индексу h надобно дать значешя 1, 2, 3 и положить:

JA-1 —  ( / '2 ----X])  ( \ -----X j) ? Р-2 —  Х2) ( \  ^ г )  , Р-з —  * з )  0>2 * з )

знаки при коэфищентахъ р»,* останутся неопределенными.

§ 344. Если определитель Д (X) (38) расположимъ по степенямъ X,
то найдемъ, что уравнеше Д (X) =  0 будетъ:

*

I

Д (X) =  Д  Л 3 — Ф1Х2 +  фХ — Д =  О (46)
где:

Q — Лц Ъц -(- -̂22̂ 22 -̂ ЗЗ&ЗЗ ~Ь 2А\ 2&12 “Ь %А\ 3Ь13 ~f~ 2 J.23̂ 23 (47)

Ql — Д 1 #11 Н~ Д  2<*22 +  Дз&83 “Ь 2 Д  2«12 "Ь 2Д  3«13 -р  2Д$«23 (48)

Ai,к и Д,* суть миноры определителей Д и Д]. Очевидно получается 
изъ Q, изменяла а*,* на Ь*,* и обратно.

Исключая X изъ уравненш (46) и f — X/i =  0, найдемъ уравнеше:

A if3— Q\f\P~\-Qfi2f — Д /i3 =  О (49)

Какъ видно уравнеше шестой степени; и представляетъ три пары прямыхъ 
лишй, проходящихъ чрезъ четыре точки пересечешя данныхъ коническихъ

• /  Ч

сеченШ f  = 0  и /1 = 0 .  Заметимъ, что коэфищенты въ кубичеекомъ урав- 
ненш (46), суть инвар1анты, а уравнеше (49) есть ковар1антъ.

I
{

§ 345. Уравнеше (42):
«
ч

Д 22  Д ,^& =(Х 2-Х)(Х3—X)y)2, +(Х3— Щ  22+ Р ч  —Х)(Х2-Х)-г] 23= 0  (50)
I

Г
. •

представляетъ систему коническихъ сеченШ, имеющихъ общими касатель-
i

ными четыре касательныя къ кривымъ f —  0 и /1 = 0 .  Чтобы найти то
I 4 •

изъ системы коническихъ сеченШ, которое касается данной координатами
' f * ‘ *

r/j, Y)'a, vjg прямой, надобно эти координаты подставить въ уравнеше (50) 
и определить изъ него X. Такъ какъ уравнеше (50) относительно X вто-i
рой степени, то имйемъ следующее рредложеше:

Предложенге. Каждая прямая на, плоскости есть касательная къ двумъ 
коническимъ сечешямъ изъ системы; или связки f —Х/1 — 0.
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Предложеше взаимное этому есть следующее:
Предложенге. Черезъ каждую точку плоскости, проходятъ два кони- 

чесшя сЬчешя изъ системы или связки f — X/j = 0 .
§ 346. Относительное положеше точекъ, въ которыхъ какое-нибудь 

изъ коническихъ сечешй системы встр&чаетъ данную прямую, и двухъ
точекъ касашя ея съ двумя коническими еЬчешями той же системы, за-

*

служиваетъ особеннаго внимашя.
Чтобы определить это положеше, возьмемъ за данную прямую сто

рону координатнаго треугольника Х[ =  0. Если зат'Ьмъ положимъ х{= 0  
въ одномъ изъ коническихъ сечешй, которыя касаются этой прямой, то 
должно получиться квадратное уравнеше относительно х2, х3, имеющее

равные корни относительно отношешя Хг
хг

или что тоже полный квадрата

линейнаго выражешя въ х2 и х3. Следовательно уравнешя коническихъ 
сечешй, касающихся прямой, должны иметь форму:

f =  ж, М +  N 2 fi — х х M i N 2i

где Ж  и M i суть линейныя функцшизъ х и  х2, х 3, а N  и N x линейная 
только въ х 2 и х 3. Следовательно, какое-нибудь изъ системы коническихъ 
сечешй будетъ дано уравнешемъ:

f — V i = # i  (Ж — Mx) +  N 2 —  \ N \  = 0

а его точки пересечешя съ данною прямою даются уравнешями:

а?! =® 0 и N 2 —  \ N \  =  О

Последнее изъ этихъ* уравнешй представляетъ пару прямыхъ линШ, иду- 
щихъ изъ вершины х 2 —  б, х\ =■ 0 координатнаго треугольника къ иско- 
мымъ точкамъ пересечешя. Эти прямыя суть:

N — N x V l  =  О И N + N i  X =6 О

эти две прямыя, очевидно, гармоническщ съ прямыми:

N = 0 и =  0

проходящими чрезъ точку ихъ пересечения и чрезъ точки касашя данной
: ,  \

прямой съ коническими сечешями f — О и /1 = 0 .  Следовательноискомыя
I •

точки пересечешя суть гармоничесшя съ точками касашя. Откуда выте*
каетъ следующее предложеше:

_ _ _  < »

Предложете. Если система коническихъ сечешй:

f — V. = о
пересекается прямою Лишею, то полученный рядъ точекъ будетъ инво*
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лющонный, коего двойння точки суть точки касатя съ данною прямою 
двухъ и»ъ системы коническихъ сЬчешй.

Такое же разсуждеше относительно системы коническихъ сЬчешй въ 
линейныхъ координатахъ:

даетъ взаимное предложете.
Предложете. Если изъ какой-нибудь точки проходятъ къ систем^ 

коническихъ сЬчешй касательный, то ; эта связка касательныхъ будетъ ин- 
волювдонная, коей двойные лучи будутъ касательный къ двумъ коничес- 
кимъ еЬчешямъ изъ системы, который проходятъ чрезъ данную точку. 
Съ этими предложетями мы-встретимся еще ниже.

Следующее примеры служатъ для вычислешя инвар!антовъ Д , Q ; 
A i, въ случаях®, которые часто встречаются.

Пр. 1. Найти геометрическое место перес'Ьчешя нормалей къ коническому 
сечетю, проведенныхъ въ концахъ хордъ] проходящихъ чрезъ данную точку (а^у,)?

I ̂ 1 
Ршиете. Пусть данное коническое сечете будетъ эллипсъ:

f а2 ' Ь2' О
v

точки на эллипсе, чрезъ которня проходятъ нормали, проведенный чрезъ данную 
точку (ж'у'), какъ мы видели (§ 256), даются пересечетемъ эллипса f  съ гиперболой:

I
I #-«

fi =  2 (с2ху  4 - Ъ2у!х — а2х'у)• 9
>

Составимъ уравнеше шести хордъ (49), проходящихъ чрезъ пересечете коническихъ 
сеченШ:

Г = ^ + У1
1 а2 ^  Ь2 1 =  0 и fx =  2 (с2жу -J- Ъ2х'у — аЧ'у) =  О

для нихъ имеемъ:

А а2Ь2 , Q — 0 , Qi (а2х'2 if- Ъ̂ у'2 — е4) , А 2 аРЪЧЧ у'

I

Следовательно уравнеше шести хордъ будетъ;

8 ж2 . у2
а252(а2ж'у—Ьгу'х—c2xyy-\-2 (a2x'2-{-b'ly'2—с4)(а 2ж'у—Ъгху'— с2ху) {— -{-

X У
\%

ъг
+  2 a W a :y |^  +  | J . - l ) 3==0

это ypaBHeHie должно удовлетворятся координатами (ж„ у,), следовательно, если под- 
ставимъ хи ух на место ж, у и изменимъ х \  у' н& х, у, то найдемъ искомое геометри
ческое место:

8
агЬг(а*УхХ—Ь*ХхУ— сЧхУхУ+ 2  (а2х2 -+• b y — с4) (а2̂ * — Ъгхху c 4 2 /i) ||r+ Гг

Ьг 1 |Ч

-f 2 аФсЧхУх I ^ 0.
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Какъ видимъ кривая третей степени. Если данная точка находится на одной изъ 
осей, то кривая будетъ коническое сйчете, которое получится, полагая ж, =  0. Гео
метрически видно, что въ этомъ случай ось есть часть геометрическаго мйета. Гео
метрическое мйсто будетъ коническое сйчете въ томъ случай, когда данная точка 
(#i2/i) находится на безконечности, т. е. когда, хорды проводятся параллельно данной 
прямой.

Пр. 2 . Вычислить инвар1анты, когда коничестя сйчешя отнесены къ общему 
полярному треугольнику?

Ргьшете. Если коничесюя сйчешя отнесены къ общему полярному треуголь
нику, то ихъ форма будетъ:

f  =  ах2 -J- by2 -J- cz1 =  0 , f\ — «^ж2 +  £>,у2 с,г2 =  О

одно изъ уравнеиш можно упростить, напримйръ второе, нанпсавъ ж, у, вмйсто 

xV аи yVbx, zVcuпослй чего данныя коничестя сйчешя примутъ форму:

/■ =  аж2 4~ £>у2-J-ел2 =  0 , /i =  ж2-[-у*-}-л2 =  0 

откуда, найдемъ инварианты:

Д  =  dbc , Q =  Ъ с с а db , - |-  4 - с , А , =  1

слйдоватедьно f  — X/i =  0 будетъ представлять прямых лиаш, когда:

Xs — (а4“ & 4" с) X2 4“ (рс4" са +  «Ь) X — abc =  О

корни этого уравнешя суть а, Ъ, с. Что эти величины обращаютъ ХД =  0 въ пару
прямыхъ само собою очевидно.

« •

Пр. 3. Возьмемъ, какъ выше, f1= x 2- \-y 2-\- г2, a f  пусть будетъ общей формы, 
то будемъ имйть:

Д 1 Q = -̂ и 4“ 4" А* 1 +  Ь 4“ с > At = Г.
А

» « \/

Пр. 4. Пусть fи /i будутъ два круга:

f  — хг 4 - у2 — г 2 =  0 , А =  (х — а)2 4~{У — $)2 — *'2i =  О

Ргьшете. Д  =  — г2, Q =  а2 -f* (J2 — 2г2 — г2,, =  а2 4* @2 — г2 — 2г2,, Д  =  — г \

и если означимъ чрезъ d разстояше между центрами круговъ, то найдемъ:
Г 4

r \  Xs 4 - (d2 -  2 г \  — г 2) X2 — (d2 — 2r2 — r \ )  X — г2 =  О
'  # ,

но мы знаемъ, что f — /i =  0 нредставляетъ пару прямыхъ литй изъ коихъ одна 
на безконечности, слйдовательно одинъ изъ корней есть 4* 1? и предъидущее урав-
HeHie должно дйлиться на X — 1 и въ частномъ получиться:

: (

r \  X2 4* {d2 — г2 — r \ )  X 4" ?'2 — О

11р. 5. Пусть:
1 /

N

:
<

/■
-

!»*

А
%\
I
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i

J

Пр. 6. Пусть:
1

f  = у 2 — =  0 , /i =  (х — а)2 +  (У — (З)2 — г2 =  О
г•I

1
иi

А  =  — Р2 , Q=f — 2pa— р г , Q1= $ i — 2pa — rt , Д , =  — г2

Г Л А В А  XXI.

Некоторыя замйчательныя свойства коническихъ сЬчежй

347. Разсмотримъ некоторые частные случаи системы коническихъ
с/Ьчешй:

f —  Vi =  О О)

Случай 1. Положимъ, что коническое сЬчеше f i— O распадается на 
два линейные множителя f x= A \A 2, т. е. представляетъ пару прямыхъ 
линШ А х= О, А 2 =  0. Следовательно уравнете (1) будетъ:

f  ŷ AiA-2 — О (2)

Оно представляетъ, очевидно, систему коническихъ еЬчешй, нроходящихъ 
черезъ четыре точки р х, р 2, р3, р4 пересЬчешя прямыхъ А х= 0 , А 2 — 0 
съ коническимъ с'Ьчешемъ f =  0 (фиг. 124).

Такъ какъ въ настоящемъ случае Д1 =  О, Фиг. 124.
то кубическое уравнеше (§ 344, 46) сделается
квадратнымъ

<?î 2 — "Ь А — О (3)
г

Следовательно одинъ изъ корней кубическаго урав- 
нен1я I =  со ; ' онъ даетъ пару хордъ А гА2 =  О 
общихъ системе коническихъ сеченШ (2), осталь- 
ныя две пары общихъ хордъ даются корнями At А, 
квадратнаго уравнения (3). Эти две пары хордъ будутъ и р 2р 3 ; р хр 3 
и р4р 2. Если точка р 2 совпадетъ съ а р 3 съ р4, то хорды А х =  0 и
А 2 =  0 будутъ касательным къ коническому сеченно f —  0, а две пары 
остальныхъ хордъ совпадутъ и составить хорду, которая проходить чрезъ
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точки касашя хордъ Л х=  0 и .42 =  0 съ коническимъ с^чешемъ 
Такъ какъ две пары хордъ совпадаютъ, то уравнеше (3) будетъ

а это дается услов1емъ:

- 4  Q2 =

f —  о.
иметь

въ этомъ случай два равные корня
Фпг. 125. Q iA О (4)

При этомъ условш система коническихъ 
с^чешй (2) имЪетъ обнця касательный J_ i= 0  
и А 2 =  0, а ихъ общая хорда соприкоснове
ния рхр2 (фиг. 125) дается уравнешемъ:

2Qxf— Q 4A*= *  о (5)

которое должно быть полнымъ квадратомъ.
Положимъ, что въ уравненш (2) А 2 есть постоянная величина к, то

это уравнеше сделается:
f — 1кАх == О (6)

преобразуя это уравнеше въ трилинейныя координаты, полагая (§ 182, 6):

х А
С У

В
С

найдемъ:
f —  1C Ах =  О (?)

где С —  0 есть уравнеше безконечно удаленной прямой. Изъ этой формы
видимъ, что коничесшя сечешя системы (7) пересекаются въ двухъ ко- 
нечныхъ точкахъ на прямой Ах — 0  и въ двухъ безконечно удаленныхъ 
на прямой <7=0. Прямыя i , = 0  н (7= 0  суть обпця хорды системы ко
ническихъ сЬчешй (7).

Положимъ еще, что две обпця хорды А х = 0  и А 2 — О системы (2) 
совпадутъ, т. е. А 2 =  Ах —  0 ,  то это уравнеше сделается:

f - \ A \  =  0(8)

Если хорды А х — 0  и Л2 =  О совпадутъ, то совпадетъ съ ними и другая 
пара рхр2 и РъРь а третяя пара рхр± и р 2ръ сделается общими касатель
ными къ системе (2), А \  =  0 ихъ общая хорда соприкосновешя. Такъ
какъ въ этомъ случае не только A j =  0, но и Qx — 0 (§ 333,32), то ку-

, /

бическое уравнеше (§ 344, 46) будетъ иметь два безконечно болыше кор
ня, а третай дается уравнешемъ:

Q\ — Д  =  О
V.

первые два корня даютъ пару хордъ А \  =  0, а корень X

остальную пару:

А
Я

(9)

даетъ

Q f —  А А \  =» О (1 0 )
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т. е. обпця касательный. Если А х — +  £2̂ 2 "Ь £зжз » то легко видеть,
что Q =  f \  следовательно уравнеше (10) будетъ:

f ' f —  A i 2j =  0 (11)

Если бы случилось, что А х —  0 есть касательная къ коническому еЬченто 
f —  0, то и пара (10) совпадетъ сънею, а для этого необходимо услогие 
f  =  0, какъ намъ уже известно.

Случай 2. Положимъ теперь, что въ системе (1) оба коничесшя се- 
чешя f —  0 и /1 =  0 распадаются, на каждой, на пару прямыхъ лишй 
f — A xA 2, fi =  A 3A i , то система будетъ:

А\ А 2 ~~ X =  О

и какъ мы видели выше (§ 299) есть система коническихъ сечешй, про- 
ходящихъ чрезъ точки пересечешя прямыхъ:

Ai — 0 И А а — = 0 ,

А  1 — 0 И A i — = 0 ,

Въ этомъ случай А 0 и Д] =  0,
(§ 344, 46) сделается:

а 2 - = 0 IIСОW = о ,

А 2 -=  0 W h II= 0

следовательно кубическое. уравнеше

QX» — ф  =  о

Следовательно оно имеетъ одинъ корень X =  оо, другой X =  0, а тре

тей X =  -Q- .
Qi

Первый корень, т. е. Х =  со, даетъ пару общихъ хордъ 4̂3̂ 44 =  О, 
второй, т. е. X =  0, даетъ другую пару A tA 2 =  0, а третШ даетъ осталь
ную пару:

QiA iA 2 — QAaA t О

Если положимъ, что хорды А а — 0  и А 4 — О совпадаютъ, то очевидно
Аг =  О и А 2 —  0  будутъ обпця касательный къ системе:

;  #

А \А 2 — ХЛ8з =  0 (13)

но въ этомъ случае и Q1 = o ,  следовательно третШ корень X =  оо , ко
торый даетъ А 28 =  0.

*> .

Если A s будетъ постоянное С, то система:

-ХС,2 =  0 (14)
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будетъ очевидно коническое сечеше, коего ассимптоты будутъ — 0 и 
А$ —— О.

Гипербола xy — Jc2 есть частный случай нредъидущаго уравнешя.
Лримпръ. Уравнение параболы у'1 — есть частный случай уравнешя:

А \  =  \А гС

следовательно х — О н < 7 = 0  суть касательныя, а — 0 хорда сонршсосновешя, т. е. 
одна нзъ касательныхъ къ параболе есть ось у, другая, прямая на безкопечностн, 
а ось х, есть хорда сонрнкосновешя.

Такъ какъ самая общая форма параболы есть:

(аж +  (З)/)2 2дх +  2сх - } - / ' =  О

то изъ этого заключаемъ, что все параболы касаются безконечио удаленной прямой 
(§ 232).

§ 348. Уравнеше коническаго ейчешя:

/  — УсА3 =  0 или f — X =  О

представляетъ систему коническихъ еЬченш, которыя пересекаются въ 
двухъ конечныхъ точкахъ, где прямая А 3 =  0 пересЬкаетъ коническое 
сечеше f —  0, и въ двухъ безконечно - удаленныхъ точкахъ на прямой
(7 =  0

Но коэфищепты при х2, ху  и у2 въ уравнен^яхъ:

f =  0  , f О

равны, следовательно эти кривыя подобны и подобно расположены (§ 288). 
Отсюда вытекаетъ следующее предложеше:

Предложеше. Два подобный и подобно расположенныя коничесшя 
сечешя пересекаются въ двухъ безкоиечно-удаленныхъ точкахъ, а сл е 
довательно пересекаться могутъ только въ двухъ конечныхъ точкахъ.

Если коничесшя сечешя суть параболы, то онЬ обе касаются пря
мой на безконечности (§ 232), но такъ какъ нанравлеше къ точке каса- 
шя дается только тремя первыми членами уравнешя, следовательно бу
детъ для обеихъ параболъ одно и тоже, откуда заключаемъ, что двЬ по
добный и подобно расположенныя параболы касаются въ безконечно-уда- 
ленной точке. Обшдя безконечно удаленный точки, нодобныхъ й подобно 
расположенныхъ коническихъ сеченШ, будутъ действительныя, совпада
ющая или мнимыя, смотря потому будетъ-ли коническое сечеше гипер
бола, парабола и эллипсъ.

f . ’’ 1
- • / * .

§ 349. Уравнеше f — Х/с —  0 или f — Х02 =  О представляетъ ко
ническое сечеше, которое, очевидно, не только подобно и подобно распо-

в т * 9
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ложено коническому сечешю f — О, но и концентрическое съ нимъ. От
куда вытекаетъ следующее предложеше:

Предложение. Два подобный и концентричесшя коничесшя сечешя 
им'Ьютъ двойное соприкосновеше въ двухъ точкахъ на безконечно удален
ной прямой, поэтому не могутъ пересЬкатся въ конечныхъ точкахъ.

§ 350. Разсмотримъ еще уравнеше:

х 2-\-у2—  1 (15)

где х —  0, у —  0 суть перпендикулярный координатныя оси, а А х =  О 
уравнеше прямой въ нормальной форме. Очевидно, что это уравнеше 
коническаго сЬчешя, коего фокуеъ находится въ начале координатъ, а 
директриса есть А { =  0 (фиг. 126).

Изъ формы этого уравнешя ви- Фиг. 126.
%

димъ, что координатныя оси и дирек
триса образуютъ полярный треуголь- 
никъ, коего вершины суть: фокуеъ и 
точки пересЬчешя директрисы съ коор
динатными осями. Изъ этого видимъ, 
что поляра каждой точки на директрисе 
перпендикулярна къ прямой, прохо
дящей чрезъ фокуеъ и точку на директрисе.

Изъ формы уравнешя (15) видимъ, что мнимыя прямыя:

у — хг О у - \ - x i - О (16)

суть касательныя, проведенныя изъ фокуса къ коническому еЬченш. Такъ 
какъ эти прямыя не зависятъ отъ директрисы, то заключаемъ, что есть 
коничесшя сньченгя, имгъющгя общгй фокусь имъютъ и двп> общгя каса
тельный, проходящ1я черезъ этотъ фокуеъ. Следовательно все коничесшя 
сечешя, имеюшдя обпце оба фокуса, имеютъ четыре обшдя касательныя, 
а потому могутъ быть разематриваемы какъ вписанныя въ одинъ и тотъ 
же четыреугольникъ. Эти касательныя суть те прямыя, который идутъ 
изъ фокуса къ циклическимъ точкамъ на безконечно удаленной прямой 
(§ £06). Изъ этого составляемъ следующее представлеше о фокусахъ: изъ 
каждой циклической точки на круге проведено две касательныя къ ко
ническому сечешю, которыя образуютъ четыреугольникъ, две вершины \
котораго суть фокусы кривой, а две друпя могутъ быть разематриваемы, 
какъ ея мнимые фокусы.

§ 351. Задача. Найти услов!е касашя двухъ коническихъ сечешй 
/*= 0  и д = о ?
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Ргъшете. Пусть р \,р ^ ,р ь, Pi (фиг. 124) будутъ четыре точки пересЬ- 
чешя двухъ коническихъ С'ЬченШ. Если изъ этихъ точекъ, напримЪръ 
Pi и совпадутъ, то очевидно, что пара хордъ р \р г, Pip2 совпадетъсъ 
парою хордъ pip2 и рзр±, следовательно кубическое уравнеше:

Д 1Х3— $iX2-f-QX— Д = 0  (17)

будетъ им^ть два равные корня; а изъ алгебраическаго анализа известно, 
что вътакомъ случае призначная (discriminent), единственный инвар1антъ 
кубическаго уравнешя и одинъ изъ инвар1антовъ двухъ коническихъ се-
чешй, равна нулю, именно:

W i  +  18 A A i Q Q i--2 7  A 2A 2i — 4 A ^ 8i -— 4 Д 1(̂ 3 =  0 (18)
или:

(QQi — 9А  A i)2 == 4(<22- 3 A & ) ( 0 2i -у - З Д 1Q) (19)

Известно, что призначная (19) пропорщональна произведешю квадратовъ 
разностей корней кубическаго уравнешя (17) и если призначная (18) есть 
величина положительная, то все три корня уравнешя (17) действительные, 
а если она есть величина отрицательная, то два изъ трехъ корней мнимы. 
Въ этомъ последнемъ случае коничесшя сечешя f —  0 и fx =  0 пере
секаются въ двухъ действительныхъ и двухъ мнимыхъ точкахъ. Въ пер- 
вомъ же случае, оне пересекаются въ четырехъ действительныхъ или 
четырехъ мнимыхъ точкахъ. Для отлич1я этихъ двухъ случаевъ простаго 
признака не существуетъ.

Если три точки p i , р ^  рг Пересечешя совпадутъ, то коничесшя се
чешя въ этой тройной точке имеютъ общую касательную и обнцй рад1усъ 
кривизны.

Въ этомъ случае все три корня уравнешя (17) равны, т; е. оно есть 
полный кубъ, для чего необходимо иметь:

ЗА
Q

Q
Qi

Qi
3A i (20)

Л

Услов1е для двойнаго соприкосновешя двухъ коническихъ сеченШ будетъ 
показано ниже.

Пр. 1. Найти предъидущнмъ способомъ услов!е касашя двухъ круговъ? 
Pnmenie. Составляя услов1е, при которомъ уравнеше (§ 346, пр. 4):

ЛХ*-f (d* -  г* — г8,) X +  г* =  О
*

mtierb равные корни, это ycioBie даетъ:
сР =  у8 -f- r \  =fc 2уух , d у dtyt

какъ известно нзъ элементарной геометрш.
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Пр. 2 . Найти услов1я касашя коническихъ с'ЬченШ, когда он* даны въ трех 
членной форм-Ь?

Ргьшенгс. Для уравнешй:

а12Х1Х2 +  «13ж1ж3 +  <*2ZX2XZ =  0 , 1 / axt -1- Vbx2 +  V схъ =  О
Оше.

I/ аа33 +  Vban +  V са12 =  О
Для уравнешй:

апх \  +  а22х\  +  «з8^2з =  0 , 1 ахх +  Vbxt V схг =  О
Отв.

а
42vS Ъг \ \  I c 'V

«,./+ к  +  ы
Для уравнешй:

апх \  +  аггх \  +  апх\  =  о , апхххг +  апх^хг +  ai3x2rs — О
Отв.

(®n®»J*)8 4“ (aS3alS2)3 "f" (aSSal»S)3 — О

§ 352. Если два кони чес шя еЬчешя им'Ьютъ двойное соприкоснове- 
Hie съ третьимъ (фиг. 127), то ихъ уравнешя будутъ имФть форму:

f + A \ = *  0 , f + A \ = * 0 (21)
'  v

A i—0 и А 2 — 0суть хорды соприкоснове-
шя коническихъ сЬчешй (21) съ f — 0.

Если вычтемъ уравнешя (21), то най-
демъ:

А \ —А 22 — 0
\

откуда

A i—А 2 =  0 , А\ -\-А2 =  О

Фиг. 127.

суть общ1я хорды, проходяшдя черезъ точку перееЬчешя хордъ сопри- 
косновешя Лх= 0  и А 2 —  О, съ которыми oat, очевидно, образуютъ гар
моническую связку.

Пр. 1. Хорды соприкосновения двухъ коническихъ с&чешй съ общими каса
тельными проходятъ чрезъ пересечете пары ихъ общихъ хордъ. Это предложеше 
есть частный случай предъидущаго, полагая въ немъ, что коническое сеч ете f  
распадается на две прямыя линш.

Пр. 2. Д1агоналн какого-нибудь вчисаннаго и соотв-Ьтствующаго описаннаго 
четыреугольника около коническаго с4чешя пересекаются въ одной точки и образуютъ 
гармоническую связку. Это предложеше есть также частный случай предъидущаго, 
полагая въ немъ, что коническая сечешя f-\-  А \, f- \-  Лг2 распадаются, каждое, 
на пару нрямыхъ лишй. Вирочемъ это можно показать слйдующимъ образомъ: иусть

Ci; h, ci будутъ двЬ пары касательныхъ и соответствуюпця хорды соирико-
сновешя, другими словами с, и с, суть д1агонали соответствующая) вписаннаго че-

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕ0МЕТР1Я. 24
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треугольника. Следовательно уравнеше коническаго еЬчетя f  можетъ быть нани- 
санно въ форнахъ:

1̂̂2 == б , 3̂̂4 С22 —г О

Вторая форма должна быть тождественна съ первой или отличается отъ нея только 
постояннымъ множителемъ. Следовательно txt2 — должно быть тождественно съ

Ci2 — Хс22. Но с2,— Хс22 есть пара прямыхъ лиши, проходящихъ чрезъ точки иересЬ- 
чешя Сх =  0 и с2 =  0 и гармоническпхъ съ ними, а тождественная форма 
М* — Х(3<4 =  0 показываетъ, что эти прямыя лиши проходятъ чрезъ точки <,<3, t2t\ 
и <!<4, t>f3, такъ какъ txtt — Xf3̂  есть геометрическое место проходящее чрезъ эти 
точки.

§ 353. Если три коничесшя с'Ьчешя имеютъ двойное соприкоснове- 
Hie съ четвертымъ, то ихъ уравнешя будутъ:

f + A \  =  0 , f + A \  =  0 , /Ч -  =  0 (22)

вычитая попарно, найдемъ уравнешя общихъ хордъ:

Изъ этихъ уравненш видно, 
по три въ одной точке:

что следующая обнця хорды пересекаются

А\ -— -42“= 0 IIС
О

1 = 0 IIС
О

1о*** = 0

А ~\~А == 0 , А\ +  А== 0 IIсосм = 0

А -\~А == 0 5 А\ -4з=
V .

= 0 , а2а  А -= 0

А --А  == 0 , А\ -(- Аз == 0 , а2 -f- As == 0

(23)

Полагая, что некоторый изъ конйческихъ сЬчешй (22) распадаются на 
линейные множители, а также и f % получимъ весьма замечательный пред
ложенья.

1. ПолОжимъ, что коническое сечете f  распадается на два линей-
эти множители суть обшдя касательный къ кониче-ные множителя, то 

скимъ сечешямъ:

f - \ - A О f  + ^ 1 2з =  О

Если при этомъ А О есть прямая, проходя
#

то коническое сечете:
(ая черезъ пересечете об-

„  »

/■+ л \ =  о
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Прямоугольник



ГЛАВА XXI.— Н’ВКОТОРЫЯ ЗАМЪЧАТ. СВОЙСТВА КОНИЧ. С*ЧЕН1Й. 3 7 1

распадается также на линейные множители и представляетъ пару 
мыхъ, проходящихъ черезъ точку пересЬчешя общихъ касательныхъ. 
этого вытекаетъ следующее предложеше:

пря-
Изъ

Предложете. Если черезъ точку пересЬчешя общихъ касательныхъ 
двухъ коническихъ сЬченШ нроведемъ, какую-нибудь, пару прямыхъ ли- 
нШ, то обшдя хорды каждаго изъ коническихъ сЬчешй съ этими прямыми 
перееЬкаются на одной изъ общихъ хордъ двухъ коническихъ сЬчешй.

Сшдствм. Касательныя, проведенный черезъ точки встречи съ сЬ- 
кущей, перееЬкаются на общей хордЬ коническихъ сЬчешй.

* % Ч

2. Положимъ, что всЬ три коничесшя сЬчешя:#

f-\-A\ =  0 , /4 - А\ =  О , =  О

распадаются на линейные множители, въ этомъ случай, это суть три па-
, j

ры касательныхъ, образующихъ шестиутольникъ, въ который вписано ко
ническое сЬчеше f =  0.

Соображаясь съ предъидущимъ предложешемъ, будемъ имЬть знаме
нитую теорему Вр1ашпона.

Предложете Брганшона. Три противуположныя д1агонали, описан-
о

наго около коническаго сЬчешя шестиугольника, перееЬкаются въ одной
\

точкЬ.

Если стороны шестиугольника означимъ черезъ 1, 2, 3, 4, 5, 6, то 
прямыя, соединявшая вершины (1,2) съ (4, 5), (2,3) съ (5,6), (3,4) съ
(6,1) будутъ противуположныя д1агонали. .

% . —  .

3. Если три коническш сЬчешя имЬютъ общую хорду, то ихъ урав-
, * /

нешя будутъ:

f — 0 , f  А \ А 2 == 0 , О

вычитая два послЬдшя, найдемъ:
• в »

A.\(A%— п4.3) =  0
N . .

ч  м

Изъ этого видимъ, что три остальяыя обшдя хорды А я'==&',
А 2 — И3 — 0 перееЬкаются въ одной точкЬ.

Это свойство можетъ быть выражено еще слЬдующимъ образомъ. 
Об иця хорды системы коническихъ сЬчешй, проходящихъ черезъ четыре 
данныя точки, съ даннымъ коническимъ сЬчешемъ, проходящимъ черезъ 
двЬ изъ данныхъ точекъ, перееЬкаются въ одной точкЬ.

24*
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§ 354. Предложены Паскаля. Три точки пересЬчешя, противуполож- 
ныхъ сторонъ вписаинаго въ коническое сЬчеше шестиугольника, лежатъ 
на одной прямой лиши.

Доказательство. Пусть ах, а2, я3, а4, ct§ ̂  O/q будутъ вершины шести- 
угольника; пусть aras—  О означаетъ уравнеше прямой, проходящей черезъ
вершины аг и а$.

Такъ какъ коническое сЬчеше описано около шестиугольника, то 
его уравнеше можетъ быть написано въ формЬ (§ 299):

а\ а2 • й3й4 а2а3. а\ а4 — О

но такъ какъ то же коническое сЬчеше описано и около четыреугольника 
а4 аь й6 «х, то его уравнеше можетъ быть написано и въ форм'Ь:

а4а5. a6«i — а5а6 .a lai =  0 (25)

Такъ какъ эти уравнешя должны быть тождественны, то имЬетъ:

( Х \  а 2  * < Н  й4 Й4<*5. а § а \  — <*5а6) й] й4 (26)

Вторая часть этого уравнешя разлагается на два множителя, а такъ какъ
\

первая есть коническое сЬчеше, описанное около четыреугольника,. коего 
стороны суть аха2, а3«4; а6а а4а5 , то, очевидно, два множителя второй 
части суть д1агонали этого четыреугольника. Но есть д!агональ, про
ходящая черезъ вершины аг и а4 , слЬдовательно а2а3 — о5а6 есть другая 
д1агональ, которая должна соединять точки пересЬчешя сторонъ ща2 и 
й4а5 ; а3®4 и ^  «6. Изъ формы этой д1агонали видно, что она проходить 
и черезъ точку пересЬчешя прямыхъ а2а3 и аьаь, слЬдовательно три точки:

(«1 а2, а4а5) ; (а3а4, аха6) и (а2ая , а5а6)

лежатъ на. одной прямой линш: а2а3 — а5а6 —  0.

Подобный предложешя получаемъ относительно тЬхъ же шести то- 
чекъ, если ихъ будемъ брать въ различныхъ порядкахъ. Такъ напримЬръ, 
коническое сЬчеше описано около четыреугольника слЬдователь
но его уравнеше будетъ:

а2а§. а2а3 а2а2• а^а3 —— О (27)

но это выражеше должно быть тождественно съ выражешемъ (24), откуда:
а г

d\0/2 • #2^5 • ^3^6 z===: (^1^4 ^5^б) ^2$3

MitskevichOA
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изъ этого уравнешя слгЬдуетъ, какъ выше, что три точки:

(щ а 2 , а 3ай) ; (а 3а 4 , а 2а$) ; {ах , а5ай) 

лежать на одной прямой:
а\ а4 — аьав О

Точно также, приравнивая формы (25) и (27) коническаго сЬчешя, най- 
демъ, что три точки:

( а 4«5 , «3«о) ; («6«1 , «2«в ) ; («1 «4 ,

лежатъ на одной прямой лиши:

d%d% ~ d\ d± —= 0

но три прямыя:
г

9
d%d$ d̂ dQ —= 0 , d$dQ “ ~ d\ dq. —

ОIIcs1* «г»
ОII

пересекаются въ одной точке, следовательно три Паскалевы лиши, кото
рый получили, взявъ вершины шестиугольника въ порядкахъ:

did^d^d^d^d^ 1  didjJX^d^d^d  ̂ 5

пересекаются въ одной точке—это известное предложенге Ш тейнера.

Соответствующая предложешя можно получить и относительно пред
ложешя BpiaHniomt.

§ 355. На ocHOBaHin предложешя Паскаля, по даннымъ пяти точкамъ 
а , Ъ, с, d, е, молено построить коническое сечеше, т. е. можно построить 
какое угодно число точекъ, которыя будутъ находится на коническомъ се-4 •
чеши, проходящемъ черезъ пять данныхъ точекъ.

Проведемъ черезъ точку а, какую-нибудь, прямую мы можемъ 
построить точку f, въ которой прямая ар пересекаетъ еще разъ кониче
ское сечеше, следовательно, такимъ образомъ, можемъ построить, какое 
угодно число точекъ на коническомъ сеченш. По теореме Паскаля точки 
иересечешя (ab, de), ( bc,ef), {cd, af) лежатъ на одной прямой лиши, но 
точки (ab, de) или О, (cd, af) или р, известны; проведемъ прямую рО, ко- 
торая пересечетъ сЪ въ точке q, наконецъ прямая qe пересечетъ аЬ въ 
точке f  на коническомъ сеченш.

Примгьръ. По даннымъ пяти точкамъ на коническомъ сеченш найти его центръ. 
Ptbuienie. Проведемъ ар || Ьс и онределимъ точку f  Отрезки a f  и Ъс будутъ 

хорды, а прямая проходящая чрезъ нхъ средины будетъ дааметръ. Проведя qe || dc 
легко найдемъ, точно также, другой д1аметръ, а следовательно искомый центръ.

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник



3 7 4 ГЛАВА XXI.---- Н'ЬКОТОРЫЯ ЗАМЪЧАТ. СВОЙСТВА КОНИЧ. СЪЧЕШЙ.

YpaBHeHie ноничеснаго сЪчешя отнесеннаго къ двумъ касательнымъ и нъ хордЪ ихъ
соприкосковежя.

§ 356. Мы видели въ § 300, что если:

А\ =  0 , А 2 =  0 , — О

суть уравнешя прямыхъ въ нормальной форм'Ь, то уравнеше:

А х Л2 =  А \  (28)

есть коническое с'Ьчеше, въ которомъ А х — О, А 2 =  0 суть касательный, 
a J 3 =  0 ихъ хорда соприкосновешя.

Если:
M i  =  А 3

%

есть прямая, проходящая черезъ, какую-нибудь, точку коническаго сЪче- 
шя, которую назовемъ черезъ р. и точку (А ,А 3), то изъ этого уравнешя 
и изъ уравнешя (28), найдемъ:

А 2 —  М з  и р М  =  А 2
V .

это суть прямыя, соединяющая точку р. съ точками (А 2А 3) и (АХА 2). 
Два кашя-нибудь изъ трехъ уравненШ:

«

Р-Ах = А 3 , А 2 =  у.А3 , р?АХ =  А 2 (29)
*

опред’Ьляютъ точку на коническомъ сЬченш.

Легко вид'Ьть, что уравнеше хорды, соединяющей точки р. и р/ на 
коническомъ сЬченш будетъ:

р.р.% — (р.+Р-') А 3-\- А 2 —  0 (30)
• *

Если точки р., р/ совпадутъ, то уравнеше (30) будетъ касательная въ
/  «

точк^ р.:
У?Ах ■— 2р.Л3 А 2 =  0 (31)

Обратно, если уравнеше прямой, какъ (31) содержитъ неопределенный
коэфищентъ pi во второй степени, то прямая будетъ всегда касаться кони-

« ,

ческаго сФчешя АхАа~  А*з,
. Ы  ч  .

§ 357. Задача. Найти уравнеше поляры данной точки?
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Pmaenie. Если въ уравнеше касательной, проходящей черезъ полюсъ,
поставимъ его координаты, то уравнеше (31) сделается:

р.2 Л \ — (32)

гд'Ь А \ , А '2 , А'з суть значешя А х, А 2 , А 3, когда въ нихъ подставимъ 
координаты полюса; но въ точке касашя имеемъ:

Р-2 — ~2А
А

А
А

подставляя въ (32), найдемъ:

А ХА 2 —  2А3А 3 +  А 2А \  =  О 

Если полюсъ будетъ данъ нерееЬчешемъ прямыхъ:

aAi =3 ч ЪАя — А

(33)

к!то уравнеше поляры оудетъ:

аЪАх — -J- — О

358. Заметимъ, что если между уравнешями:

(34)

V?AX— 2[кА3 +  =  О p.'2.4i— 2цА 3 -j-A 2 =  0 (35)

исключимъ А 3, то найдемъ уравнеше:

p.p/.4i =  А 2

прямой, соединяющей точку перееЬчешя касательныхъ (35) съ точкою 
(АхА 2). Следовательно, если намъ дано произведете р.[л!=а, то геометри
ческое место точки пересечешя касательныхъ (35) будетъ прямая лишя:

*

ж "
• . * . • ,

Если въ уравненш хорды (30) подставимъ вместо р.р/=а, то легко видеть,
что геометрическое место такихъ хордъ будетъ точка:

аАх -j- А 2 =  0 , А 3 — О

Такъ какъ уравнеше прямой, соединяющей точку р. съ точкою (АХА 2), 
есть ц2А х= А 2> то точки р. и —-р. лежатъ на прямой, проходящей че
резъ точку (АХА 2).



Е сли уравнеш я дв ухъ  коническихъ С'Ьченш, им'Ьющихъ общими ка

сательными Д [ = 0 ,  Д 2 —  0 , будутъ:

А 1А 2 =  А 2з , А х А 2 =  А 2 4
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то такъ какъ прямая р2Д 1= Л .2 несодержитъ Д 3 и А 4 , то прямая, сое
диняющая точку р, на одномъ изъ коническихъ сЬчешй съ одною изъ 
точекъ dzp. на другомъ, проходитъ черезъ точку ( А х А 2).

Говорятъ, что точка -j-p. на одномъ коническомъ сйченш соотвЬт- 
ствуетъ прямо- точкЬ -f-.u па другомъ, и обратно, на другомъ точк'Ь — р. 
Мы будемъ называть соответственными хордами  хорды, соедини юпця со
ответственный точки.

Пр. 1. СоотвЬтствуюибя хорды двухъ коническихъ сЬчетй иересЬкаются на 
одной изъ общихъ хордъ съ коническимъ сЬчешемъ. Въ самомъ дЬлЬ, коничесюя 
еЬчешя:

А\Аг — А33 , А1А1 —
имЬютъ общими хордами пару прямыхъ:

Но хорды (30):

РР'Л — (р +  Р') Л  +

A s -J- А 4 —  О

рр' Л — (р +  Р') A t -f- А2 =  О
очевидно нересЬкаются на общей хордЬ А 3 — At  =  0.

Если во второмъ изъ нредъидущихъ уравнен! й неремЬнимъ знаки при р и р', 
то эти хорды пересЬкутся на общей хордЬ Аъ A i =  0.

Пр. 2. ДвЬ вершины, описаннаго около коническаго еЬчешя, треугольника 
скользятъ по даннымъ двумъ прямымъ, найти геометрическое мЬсто третей вершипы?

Рпшете. Отнесемъ коническое сЬчеше къ двумъ касательнымъ, ироведеннымъ 
къ коническому сЬченш чрезъ точку нересЬчешя двухъ данныхъ прямыхъ, и къ ихъ 
хордЬ соприкосновешя. Пусть уравнешя данныхъ прямыхъ будутъ:

I

=  0 j  ~  “  О
а коническое сЬчеше:

А\Ац =  Д 3*

Мы выше показали, что двЬ касательный, нересЬкаюпцяся на прямой аА4— At =  О,
будутъ имЬть произведеше рр' =  а, слЬдовательно если одна изъ сторонъ треуголь

ника касается коническаго еЬчешя въ точкЬ р, то друпя будутъ касаться въ точ-
а Ъ . ,

кахъ — и — и ихъ уравнешя будутъ:

исключая р >

а
V-2

А, а2 Ag *f* Ag
V-

О * А
I** 1

2 — *-{- Л 2
У*

О

искомое геометрическое мйсто:

Л гА%
* * 4 йЬ
(« + А38
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Очевидно это есть коническое сйчеше, имеющее двойное соирикосновете съ дан-
ннмъ.

Up. 3. Найти обвертку основашя треугольника, внисаннаго въ коническое 
сйчеше, коего две стороны ироходятъ черезъ две данныя точки?

Pmmnie: Возьмемъ прямую, соединяющую данныя две точки за А3, а урав- 
нен1е коническаго с4чешя пусть будетъ:

АгА2 — А 2 з

пусть нрямыя, соединяющая данныя точки съ точкою {АХА ^  будутъ:

аАх — А2 , ЬАг =  А2

Мы выше показали, что если точки перес^чешя какой-нибудь хорды, проходящей 
черезъ точку (аАх — Л2, Аг) суть р/ и jx", то означая черезъ jjl вершину треуголь-

ника, вершины угловъ основашя будутъ =  од / =  6, откуда: -

I*'
а
t* , /  =  ~

Следовательно уравнеше основашя будетъ:
аЪАу — (а Ъ) р, А3 +  [А1 А2 == О

хорда, которая есть обвертка (§ 356) коническаго с4чешя:

А А  -  (а +  5)2 
Л'А%~  4

Это коническое сеч ете им^етъ двойное сопрпкосновеше съ прямыми Аг == 0, 
А2 =  О, а А3 =  о есть хорда сопри косноветя.

Пр. 4. Вписать въ данное коническое сеч ете треугольнику котораго бы три 
стороны проходили черезъ три данныя точки?

Ргьшете. Если две изъ данныхъ точекъ возьмемъ, какъ въ предъидущемъ 
примере, то уравнен1е основатя искомаго треугольника будетъ:

I*

аЪАг — (а +  Ъ) р. Аг +  р,2-42 =  0

Если эта прямая проходить черезъ точку:

о!Ах — Аг =  0 , Ъ'А3 0
то должны иметь:

аЪ — (а -{- &) а'р. *+• а'&'р.2 =  О

уравнеше, изъ котораго можно определить р..

Но въ точке р. имеемъ:

\lA 8 ) — Аг

Следовательно координаты этой точки должны удовлетворять уравнеше:

аЪАг — (a -J- Ь) arAz +  aVA^ О

Задача, очевидно, имеетъ два реш етя, такъ какъ каждая изъ точекъ пересечешя1 
нредъидущеЙ прямой съ коническнмъ сечетемъ, можетъ быть взята за вершину ис
конаго треугольника. 7
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Пр. 5. Найти геометрическое место вершины треугольника, коего основаше 
касается дан наго коническаго сечешя, вершины при основанш скользятъ по двумъ 
касательнымъ, а стороны нроходятъ черезъ две данныя точки?

Ргъшете. Пусть уравнеше коническаго сечешя будетъ:

А 1 А 2  =  А 23 (36)

Очевидно координаты А и А3, А 2 точки пересЬчешя прямой =  0, съ какою-нибудь
касательною:

р.2М, — 2р. Аз +  А2 = 0 (37)

будутъ пропорциональны количествамъ 0, 1, 2р., следовательно уравнеше прямой, 
соединящей эту точку съ точкою данною координатами А'и Л'3, будетъ:

A 1A'2 — A'1A2 = 2[> .(A 1A's — A'iAs) - (38)

Точно также уравнеше прямой, соединяющей данную координатами А!'и А"3, А"г 
точку съ точкою (2, [л, 0), которая есть пересечете прямой О съ тою-же ка
сательной (37), есть:

2 ( А 2 " А 3 - А 3 " А 2 ) = у . ( А 2 " А 1 - А 1 ' ' А 2 )(39)

Исключая р. изъ уравнешп (38) и (39), найдемъ искомое геометрическое место:

(А'ш4. -  А \А 2) (А"2А г -  А '\А 2) =  4 (А '.А , -  А \А 3) (А"2А3 -  А"3Аг) 

которое есть коническое сеч ет е , очевидно, проходящее черезъ две данныя точки.

§ 358. Хорда, соединяющая точки p.tg<p и [xcotgcp, где <р есть по
стоянный уголъ, всегда касается коническаго сЬчешя, им^ющаго двойное 
conpHKOCHOBeHie съ даннымъ.

Въ самомъ деле, уравнеше хорды есть:

р .%  — M g (tg f  +  cotg f )~ j-A 2 =  0
и такъ какъ:

tg <р -+- cotg tp =  2 cosec 2 <p

то обвертка этой хорды (§ 356) есть коническое сечете:

А\ Л2 =  А \  cosec2 2 <р

Легко можно показать, что геометрическое место точекъ пересйчетя ка-
сательныхъ къ коническому сЬченш въ точкахъ р. tg у, р. cotg «р, есть:

/

Прилтръ. Найти геометрическое место вершины треугольника, коего основаше 
касается даннаго коническаго сечешя; вершины при основанш скользятъ по данному 
коническому сеченш , имеющему двойное соприкосновеше съ даннымъ, а стороны 
нроходятъ черезъ две данныя точки?

* . • ► . • -  ■ г  / * • . . • _ ■' -

Ртиете. Пусть данныя коничесшя сечешя будутъ:

АгА2 =  А \  *, A tA 2 =  А% cosec22<p

MitskevichOA
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Следовательно изъ предъидущаго сл^дуеть, что если, какая-нибудь, прямая касается 
втораго коннческаго с'Ьчешя въ точке ja, то она пересйкаетъ первое въ точкахъ
[Atg<p И (ACOtg <р.

.

Если (а' и \}" суть данный тонки, то уравнешя сторонъ будут!:

М  tg ф . Ау— (р/ |а tg <р) А3 - f  At =  О

[Ар." tg  If. Ау—  (р," +  р. tg А  +  А  =  О

исключая р., найдемъ искомое геометрическое м4сто:

(А  — р.’ А 3)  ( ja" Ay — A )  =  tg 2? (А  — р " А )  ( [а' А  — А )

§ 359. Предложете. Ангармоническое отношеше связки, соединя
ющей четыре данныя точки на коническомъ сЬчеши съ какою-нибудь 
пятою, есть величина постоянная.

Доказательство. Пусть данныя четыре точки будутъ р.ь  р.2, [а3, {а4, 
а пятая [а. Пусть уравнеше коннческаго еЬчешя будетъ:

А\ А2=== А%
.  .*

Уравнешя прямыхъ, соединяющихъ четыре точки съ пятою, суть:

P-P-i А  - — (р ~Ь Pi) Аз +  А 2 -=  0 ,  РР2 А  - - ( Р  +  Р г ) А  +  А 2 =  0

Рр8 А  -—  (р +  Рз) А 3 +  А2 ==  0 ,  {А[А4 А х -
-  (р +  Р4 ) А  +  А 2 =  0

эти уравнен1я можно написать въ форме: -

Pi ( р А  - -  А$) -f* (А 2 l^As) =
*«

=  0 ,  (А3 ([А А  -— A )  -J- (А2 —  р А )  =  0
Г

Рз ( р А  -
\

■  А») +  (А2 —  р А )  == 0 ,  |а4 ( M l  - —  А )  -)- (А2 —  р-А) =  0

коихъ ангармоническое отношеше, есть:

Pi — Рз . Рг — P’S 
P’1 ~  P’4 P’2 Р-4

какъ видно величина независящая отъ р., а следовательно постоянная. 
Это предложете было уже доказано выше (§231, пред. 3).

§ 360. Предложете. Ангармоническое отношеше ряда точекъ полу- 
ченныхъ пересЬчешемъ четырехъ данныхъ касательныхъ кь коническому

какою-нибудь, пятою есть величина постоянная.
Доказательство. Пусть уравнеше коннческаго с4чешя будетъ:
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пусть f t , jj-2 , Из, f t  будутъ точки касашя четырехъ данныхъ касатель- 
ныхъ, и — пятой. Ангармоническое отношеше четырехъ полученныхъ то- 
чекъ на пятой касательной, очевидно, равно ангармоническому отношешю 
связки, соединяющей эти точки съ точкою (A iA 2) . Но уравнешя этихъ 
прямыхъ, какъ мы вид'Ьли (§ 358), суть:

Hft А — А р.Из Hi =  А 2 - ) W i A = A

следовательно ангармоническое отношеше четырехъ точекъ равно ангар
моническому отношешю этихъ прямыхъ, которое есть: ,

ft — Из. Иг — Из 
Hi f t  f t  f t

величина пезависимая отъ р., следовательно постоянная. Это предложеше 
было уже доказано выше (§231).

§ 361. Выражеше:
ft Из. [*-2 ~Из
Hi f t  f t  N

неизменяется, если изменимъ знаки при рц > f t ........ , следовательно, если
проведемъ черезъ точку (А 1А 2)- четыре прямыя, то ангармоническое от
ношеше четырехъ точекъ f t, Иг, Из, f t ,  въ которыхъ эти прямыя пере-

•Ч

секаютъ коническое сечеше, будетъ равно ангармоническому отношешю
четырехъ точекъ — ft И2, — f t ,  — f t ,  въ которыхъ эти прямыя еще
разъ встречаютъ коническое сечеше.

По той же причине ангармоническое отношеше четырехъ точекъ, па 
одн.омъ коническомъ сеченш, равно ангармоническому отношение четырехъ 
соответствующихъ точекъ, на другомъ.

Ангармоническое отношеше четырехъ точекъ f t , и-2, Из > f t  не из
меняется, если и помножимъ на tg<p или на cotgep, откуда будемъ иметь 
пред/южете Товсвенда.

Предложение. Если два коничесшя сечешя имеютъ двойное сопри- 
коеновен1е, то ангармоническое отношеше точекъ касашя четырехъ ка- 
сатеяьныхъ къ одному изъ нихъ, равно ангармоническому отношешю че
тырехъ точекъ, въ которыхъ эти касательный встречаютъ другое и четы
рехъ точекъ, въ которцхъ эти касательный встречаютъ еще разъ кони
ческое сечеше.

■, *

§ 362.Предложеше. Если даны три хорды въданномъ коническомъ 
сеченш а,а1 гЪЬи ссх и четвертая хорда ddx такого; свойства, что (abed) 
(ftbic,^), то она будетъ всегда касаться коническаго сечешя, имеющаго 
двойное соприкосновеше съ даннымъ (предложеше обратное предъидущему);
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Доказательство. Если положимъ, что а, Ъ, с я а\, сх означаютъ 
величины [л для шести данныхъ точекъ, и- и р.' суть точки четвертой пе
ременной хорды, то будемъ имйть:

(а— Ь)(с—р.) _  &i)(ci—р.')
(а— с)(Ъ— р.) («1— с,) (&!—

откуда:
Д  Да Д  (7р.' Д  В  =  О (40)

А, В,С, В  суть изв^стиня постоянныя величины. Определяя р.’ изъ этого
уравнешя и подставляя въ уравнеше хорды:

Р-Р-Л — (р. Д  Р-'Мз +  А 2 =  О
найдемъ:

\ь(В[1.-\-В) А хД-Аг {р.(Л.рД С) — (Д аД Д )} — О
* \ 
или:

* N

^ (В А .+ А А г )  Д  р. { В  Ах Д  «7— В )А 3 — } — ( +  СА2) =  О
' • *

откуда обвертка этой хорды будетъ (§ 356):
*

{ВАг Д  (С—В) А 3 —  А А 2}2 Д  4 (ВАх Д  А А 3) (СА2 +  В  А3) О

уравнеше, которое можно написать въ формй:

4 (ВС — А В) (Ах А2— А 23) Д  [В Д  Д  Д  =  О

эта форма показываетъ, что это коническое сЬчеше имйетъ двойное со-
# *' ’ I *•

прикосновеше съ данными.

Въ частномъ случай, когда В — С, ypaBHeHie (40) сделается:
\

■4р.р/ Д  В  (р. Д  р.') Д  В  =  О

которое показываетъ, что хорда:

рД Ах — (р. Д  р.’) А 3 Д  А 2 =  О

проходить черезъ постоянную точку.

§ 363. Уравнеше коническаго еЬчешя, отнесеннаго къ фокусу, какъ 
началу, коего директриса есть А х= 0, какъ видйли выше (§ 350) ес*гь:

X2Д  у2 =

его можно написать въ

(с А\ — х ) (с Ахх) — у 2

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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откуда сл'Ьдуетъ, что:

еАх — х  —  О , еА\ +  х  =  О

суть касательныя къ коническому сЬченш изъ точки (х А х) на дирек
трисе.

Если кривая будетъ парабола, то е = 1, а потому касательныя, про
веденный изъ какой-нибудь точки на директрисе, къ параболе, будутъ:

А\ — х  — 0 , О

Следовательно, касательныя съ осью х  и директрисой составляютъ гар
моническую связку и такъ какъ изъ ихъ уравнешй видно, что о не суть 
равноделятря углы между ж и А х, то оне перпендикулярны. Следова-

I

тельно касательныя, проведенный, изъ какой-нибудь точки на директрисе 
къ параболе, перпендикулярны.

§ 364. Если черезъ <р означимъ уголъ, который, какой-нибудь ра- 
д{усъ векторъ, проведенный черезъ фокусъ, составляетъ съ осью х, то 
очевидно выражешя:

х  =  еАх cos ^ , у =  еАх sin f

удовлетворяютъ уравнеше:

х 2 +  У2
ф

Если f i  и <р2 суть углы, которые рад1усы векторы, проведенные изъ фо
куса коническаго сечешя, къ кондамъ данной хорды, образуютъ съ осью 
х , то ея уравнеше будетъ:

-  /

х  cos |  + f 2) +  y sin |  (<j>, +  f t )  =  eAt cos |  (<Pi — )
%

". w  \

Если данная хорда перемещается такъ, что уголъ <рt — f 2 остается по- 
стояннымъ, то обвертка этой хорды будетъ:

х 2 у2 — е2А \  cos2 ^  (<fi — <f>a)
ЛЛ '

очевидно коническое сечете, имеющее двойное соприкосновеше съ дан- 
нымъ и общую съ нимъ директрису.

365. Если ypaBHeHie коническаго сечешя будетъ:

e2A 2i
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то касательная къ нему въ точкгЬ хх —  еА\ sin (рх, ух =  еА\ sin <рг будетъ:

т  +  т  =  е2А\ А \

где А \  есть А х, въ которое подставлении координаты (хх, ух). Подставляя 
въ это уравнеше вместо хх, ух ихъ выраженья, найдемъ:

х  cos cpi -f- у sin <fi — =  О

касательная въ точке:

будетъ:
х2 — еА\cos (f2 ., Уч — еА\ sin 

х  cos <р2 +  у sin <р2 — еАх =  О

вычитая эти уравнешя, найдемъ уравнеше:
и . 4

х  sin |  (tpi . + f 2) —  у cos |  (tpj - f  f 2) =  0 (41)

которое есть прямая, соединяющая фокусъ съ пересЬчешемъ касательныхъ
, - • г

въ точкахъ (хх, ух), (х2,у 2).
\

Изъ уравнешя этой прямой видимъ, что она составляетъ съ осью , 

уголъ (<р! +  <р2) , а следовательно делить пополамъ уголъ между рад1у-

сами векторами, проведенными къ точкамъ (ххух), (х2у2).

Уравнеше прямой, проведенной изъ фокуса въ точку пересечешя 
хорды соприкосновешя съ директрисой, очевидно, есть:

ж cos |  (<fi +  <j>2) +  У sin Ь +  ъ )2 О

следовательно перпендикулярна къ прямой (41).
#

§ 366. Задача. Найти геометрическое место пересечешя касатель
ныхъ, проведенныхъ въ точкахъ, въ которыхъ рад{усы, проведенные въ 
фокусъ, составляютъ данный уголъ 28.

Ртьшете. Пусть уравнешя касательныхъ будутъ:

х  cos (ft-} -уsin — еАх =  О

х  cos (р2 -f- у sin (р2 — еАх —  О

определяя координаты точекъ пересечешя, найдемъ:
'■ t
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если угол® уj — <р2 — 28, то:

х еА \
cos |  (<рг +  (р2) 

cos 8
У =  еАх

sin |  ('Pi +  <Рг) 

cos 8

исключая изъ этих® уравнений угол® -f- <р2, найдем® искомое геомет
рическое м^сто:

( х 2 -(- у 2) cos28 =  е2Л 21

коническое сЬчеше, имеющее один® фокус® и директрису съ данным®,
еа эксцентриситет® котораго есть ——̂  •

§ 367. Ангармоничесшя свойства конических® сЬчешй, выраженныя 
предложешями §359 и § 360, можно доказать еще следующим® образом®.

Уравнеше коническаго сЬчешя, описан- 
наго около четыреугольника A B G D  (фиг. 128), 
коего стороны даны уравнешями:

Ах = 0, А<2 =  0, А3 =  О, Ai =  О (42) 

в® нормальной форм^, как® мы вид'Ьли (§ 299)

Фиг. 128.

есть:
А\ А 2 ХА3А4 — О (43)

I

Если координаты, какой-нибудь точки О на коническом ь с'Ьченш подста
вим® в® уравнешя (42), то А\, А2, Аз, А± будут® выражать длины пер
пендикуляров®, опущенных® изъ точки О на прямыя (42); сл'Ьдовательно, 
разсматривая треугольники BOG, АОВ, и , будем® им^ть:

А

А

В О . С О  sin  B O G  
В С

А О . В О . sin  А О В
А В Г  •

А

? А

А О . В О . sin  А О В
АВ

С О . В О . sin  С О В
С В

подставляя эти выражешя в® уравнеше (43), найдем®:,
Ч

В О . С О .  А О .  В О  s in  ВОС.sin  АОВч . В О . С О .  В О .  s in  А О В ,  sin
В С . А В  А В . С В

откуда:
s in  В О С . s in  АОВ_  ̂А В . В С
sin  А О В . s in  С О В А В . С В

(44)

Первая часть этого уравнешя выражает® ангармоническое отношеше связки 
( О . А В С В ) ,  а вторая часть остается постоянною, Когда точка О скользит®

. ; ’ • ' . л!;.' . ’ V '.

по койическому сЬченш, что и выражает® преДложеше § 359 (§ 231).

MitskevichOA
Прямоугольник
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368. Если
А х — 0 Ао—  О Л , =  0 А±— О

будутъ уравнешя точекъ въ нормальной форме, то:

А\ А 2 — У.А — О
Фиг. 129.

(45)

(46)

будетъ уравнете коническаго сЬ- 
ч е т я , вписаннаго въ четыреу- 
гольникъ A iA sA2A i (фиг. 129).
Уравнеше (46) выражаетъ, что от- 
ношете произведетя перпенди- 
куляровъ, опущенныхъ изъ точекъ 
А\ =  О, А 2 — 0 на какую-нибудь 
касательную AD  къ коническому 
сЬчешю, къ произведет:» перпен- 
дикуляровъ, опущенныхъ изъ то
чекъ А 3 =  О ,А± =  О на туже ка
сательную, есть величина постоянная X.

Пусть А, В, О, Л  будутъ точки пересЬчешя данныхъ четырехъ ка-
. •

сательныхъ А ХА 4, А х А 3, А 3А 2 и А 2А 4 съ какою-небудь пятою АЛ. Если 
въ уравнете (46) вставимъ координаты касательной АЛ, то Ах, А 2, А 3, А 4 
будутъ длины перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ точекъ (45) на каса
тельную АЛ. Разсматривая треугольники А А ХВ, СА2Л, В А 3С, А А 4Л  и 
поступая какь въ предъидущемъ параграфе, найдемъ предложеще § 360, 
что ангармоническое отношеше четырехъ точекъ А, В , С, Л  пересЬчетя

*  у

какой-небудь касательной А Л  съ четырьмя данными касательными А ХА 4,
, ♦

А, А 3, А 3А 2, А 2А4 есть величина постоянная, когда перемещается каса
тельная АЛ.

Ангармоническ1я свойства коническихъ с%чешй.
• « • ч

§ 369. Предложете. Геометрическое место вершины треугольника, 
коего три стороны проходятъ черезъ три данныя точки, а друпя две вер
шины скользятъ по двумъ даннымъ прямымъ, есть коническое сечете.

Доказательство. Пусть данныя точки будутъ Ох, 02, 03 (фиг. 130), 
данныя две прямыя Оа и ОЬ. Возьмемъ четыре положешя такого треу
гольника:

Ааа'и4, Д  ЬЪ’щ , А сс'щ, Д  dd'ui

Изъ свойствъ ангармоническихъ отношёнШ имеемъ:
"  • * . >- г  • -

• .  4 -

{Ох. abed) =  iOx. a'b'c'd')
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМКТИЯ. 25
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следовательно (abed) —  (a'b'с'd '), откуда (О 2. abed) =  (03.a'b'c’d’), откуда
наконецъ:

(О 2 . Uy U2U3U4)) -г— (О3 • Щ MftUftUi)

Фиг. 130. а изъ этого равенства заключаем!., 
что точки щ , щ , щ  находятся 
на коническомъ сеченш (§ 230). 
Если три первые треугольника 
будутъ фиксированы, то геометри
ческое место вершины четвертаго ♦
будетъ коническое сечете, про
ходящее черезъ точки 02, 0$,
щ , •

Этотъ способъ образовашя 
коническаго сечешя принадлежитъ Маклореню. Шаль обобщилъ предъи- 
дущее предложеше, показавъ, что геометрическое место вершинъ треуголь
ника будетъ коническое сече Hie и въ томъ случае, если сторона аа вме
сто того, чтобы проходить чрезъ точку 0\ будетъ касаться даннаго ко
ническаго сечешя. Въ самомъ деле, въ четырехъ положешяхъ стороны 
аа' будемъ иметь (§ 360):

(abed) =  (a'b'c'd')

откуда будетъ следовать, какъ выше, предложеше Шаля.
Можно положить, что основаше аа' треугольника скользитъ по ка

кому нибудь коническому сечешю, проходящему черезъ точки 02 и 03.
Въ самомъ деле, для четырехъ положешй треугольника имеемъ:

Фиг. 131.
(abed) — (a'b'c'd!)

откуда, какъ выше:

(02. abed) =  (03. a'b'c'd1)

следовательно:

(О, . Ну щи$щ) — (03. W| U2U3U4)

§ 370. Предложеше. Если два данные угла вращаются около своихъ
вершинъ 0J и 02 такъ, что две ихъ стороны пересекаются на данной

%

прямой, то геометрическое место пересечешя двухъ другихъ сторонъ бу
детъ коническое сечете.

Доказательство. Возьмемъ (фиг. 131) четыре положешя угловъ аО\Ц
*

и а О $ и ,  а 'О уЩ  и а '0 % щ ,  а!'0{щ и а в0%Щ, а ! " и а ' " 0 2и 3 .
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[зъ свойств® ангармонических® отношенШ им^емъ:

(Oi. аа'аа'") — (02 • аа'а!'аш)
но:

( 0\.аа'а!'а'") =  (0 1.и и 1щщ) и (02. (02 •
откуда:

(Oi .ищ  == (02. w щ j)

а это показывает®, что точки и ,щ ,и 2,и3, находятся на коническом® сЬ- 
чеши.

т

Этот® способ® образовашя конических® сЬчешй принадлежит® Нью
тону. Шаль показал®, что если точки а, а', а", а'", лежат® не на одной 
прямой, а на коническом® сЬчешй, проходящем® через® точки Oi и 02, 
то геометрическое место точек® и, щ , % , . . . . .  будет® также коническое 
сЬчеше. И в® самом® дгЬле, в® этом® случай имеем®:

(0\.а а'а" а'") —  . щ

с

§ 371. Свойство ангармоническаго отношешя дает® возможность до
казать предложеше Паскаля (§ 354) следующим® образом®.

Доказательство. Пусть ABC D EF  (фиг.132) Фиг. 132.
будет® вписанный в® коническое сЬчеше шести
угольник®, коего вершины суть А, В , С, В ,
Д  Д  а противуположныя стороны А В  и B E ,
ВС  и ЕЕ, СВ и AF.

Из® ангармоническаго свойства кониче- 
скаго еЪчешя имеем®:

(E .C B FB ) —  {А . CBFB)

Если теперь разсмотримъ отрезки, которые связка ( ) делает® на
стороне СВ,а связка (А . CBFB) на стороне то:

(СЕМВ) =  {CBNS)
\

Если из® точки О пересЬчешя сторон® А В  и B E  проведем® прямыя к® 
этим® точкам®, то найдем®:

{O.CRMB)—
\ ' • . * ’ ‘ ' > ; *

Эти две связки имеют® общими лучи: GO, B E , АВ, следовательно ОМ 
и ON  должны составлять одну прямую линию, но М, О, N  суть точки пе- 
ресечешя противуположныхъ сторон® шестиугольника.

25*
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§ 372. Предложенге. Рядъ точекъ, полученный пересЬчешемъ связки 
коническихъ сЬчешй, проходящихъ черезъ четыре данныя точки, какою- 
нибудь прямою, есть инволющонный (§ 346).

Доказательство. Пусть f = 0 ,  f l = 0  будутъ два коничесшя сЬчешя; 
система коническихъ сЬчешй, проходящихъ черезъ четыре точки пересЬ- 
чешя этихъ двухъ коническихъ сЬчешй, выражается уравнешемъ:

f - Ч 1= о

Если секущую возьмемъ за ось -и положимъ въ предъидущихъ 
трехъ уравнешяхъ у  =  0, то онЬ сделаются:

а0х 2 +  2ахх  -f-а2 =  0 , Ъ0х 2 -f- 2Ъхх  -f- Ъ2 =  0 (47)
и

а0х 24- 2»! х-f- а2-}- X (Ъ0х-f- 2&i х-f- Ъ2) —  0 (48)

Это последнее уравнеше даетъ точки пересЬчешя системы коническихъ 
сЬчешй съ осью х. Но эти точки съ точками (47) составляютъ инволю- 
цюнный рядъ (§ 178). Въ числЬ лучей связки считаются двЬ пары про-
тявуположныхъ сторонъ и пара д1агоналей четыреугольника, коего вер- 
пшны суть данныя четыре точки.

373. Если коничесюя сЬчешя даны въ линейныхъ координатахъ, 
то будемъ имЬть следующее, взаимное предъидущему, предложеше.

Предложенге. Пары касательныхъ, проведенныхъ, черезъ какую-нибудь 
точку, къ системЬ коническихъ сЬчешй, имЬющихъ четыре обшря каса
тельный составляютъ инволющонную связку.

Доказательство. Это предложеше можно доказать, какъ и предъиду-
II

Пр. 1. Если около одного четыреугольника оиисаны три коничесюя сечешя, 
то общая касательная къ двумъ изъ нихъ пересекается трётьимъ гармонически, по
тому что точки касашя суть фокусы инволющоннаго ряда.

Пр. 2 ..Если черезъ пересЬчеше общихь хордъ двухъ коническихъ с4ченШ
I

дроведемъ касательную къ одному изъ нихъ, то она пересекается другимъ гармони
чески.

Пр. 3. Построить коническое сеч ете, проходящее черезъ четыре данныя точки
'• >

и касающееся данной прямой? Точка касашя должна быть фокусомъ инволющон- 
ной системы, следовательно задача имЬетъ два рЬшешя.

§ 374. Предложеше. Система коническихъ сЬчешй, имЬющихъ обпцй 
полярный треугольникъ, пересЬкается, какою-нибудь прямою, проходящею 
черезъ одну изъ его вершинъ, въ точкахъ образующихъ инволющонный

MitskevichOA
Прямоугольник
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Доказательство. По свойству полярнаго треугольника, прямая про
ходящая черезъ его вершину, пересйкаетъ каждое изъ коническихъ сй- 
ченШ системы въ точкахъ, которым суть еопряженно-гармоничесмя съ 
вершиною и точкою пересйчетя прямой съ противулежащей стороной 
полярнаго треугольника, слйдовательно каждая пара точекъ на коничес
кихъ сйчешяхъ системы, гармонична съ одной и той-же парой, а потому 
онй образуюсь инволюцюнный рядъ, коего двойная точки суть вершины 
и точка пересйчешя прямой съ противулежащей стороной.

Предложете. Если черезъ, какую-нибудь, точку на сторонй общаго 
полярнаго треугольника системы коническихъ сйчешй, проходящихъ че
резъ четыре данная точки, проведемъ пару касательныхъ къ каждому изъ 
коническихъ сйчешй системы, то онй образуютъ инволюцюнную связку, 
коей двойные лучи суть: взятая сторона общаго полярнаго треугольника 
и прямая, проходящая черезъ взятую на ней точку и ея полюеъ, т. е. 
противулежащую вершину полярнаго треугольника (предложеше взаимное 
предъидущему).

Доказательство основано на евойствй полярнаго треугольника (§ 212).

Фокусы коническихъ сЪченШ.

§ 375. Выше мы видйли (§ 350) изъ уравнешя коническаго сйчешя 
отнесеннаго къ фокусу какъ началу, выражающаго основное свойство фо
куса и директрисы:

x 2-\-y 2 — e2Ai (49)

что коническое сйчеше можно разсматривать, какъ вписанное въ четы-
реугольникъ, коего стороны пересйкаются въ двухъ циклическихъ безко-
нечно удаленныхъ точкахъ, въ двухъ дййствительныхъ и въ двухъ мни-

%

мыхъ фокусахъ.

Разсмотримъ ближе характеръ и свойства этихъ замйчательныхъ 
точекъ:

Пусть:
/ '  =  0 и = 0  (50)

• *  .

будутъ два коничеемя сйчешя въ линейныхъ координатахъ.
\ ф .

Уравнеше:
f ' - \ f \ = 0  (51)

будетъ представлять систему коническихъ сйчешй, имйющихъ четыре об- 
нця касательныя съ двумя коническими сйчешями. Между коническими 
сйчешями системы (51) есть три пары точекъ, принадлежащихъ этой си-
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стеме въ качестве коническихъ сечешй. Если предположим1!., что одна изъ 
этихъ паръ есть пара циклическихъ точекъ, то (51) будетъ система кони
ческихъ сЬчешй, въ которой въ качестве коническихъ сечешй будетъ и 
пара циклическихъ точекъ.

Такъ какъ въ системе (51) можно, вместо коническихъ сЬчетй (49), 
выбрать какую-угодно пару другихъ изъ системы, а мы предположили, 
что въ системе (51) находятся и пара циклическихъ точекъ, то вместо 
f \  —  0 можемъ взять циклииескin точки: $2-f-T)2 =  0. Въ. силу этого сис
тема (51) приметъ форму:
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f — X(&2+ V 0  =  o (52)

изъ которой ясно видно, что между коническими еЬчешями (51) нахо-
t

дится и пара циклическихъ точекъ, именно, когда Х = о о .  Если за коор- 
динатныя оси возьмемъ оси а и Ъ коническаго еЬчешя f ' = 0, то оно 
прцметъ форму:

f = a4 2+ b \ 2— 1 = 0 (53)

следовательно уравнеше (52) преобразуется въ следующее:

или:
*

аЧ2 -f- &2i}2 — 1 — X ($2 -f- iQ2) =  О 

(а2 — X) $2 -j- (Ъ2 — X) т)2 —- 1 = 0

Чтобы определить друия две пары точекъ въ системе коническихъ се- 
ченш (54), необходимо определить X изъ уравнешя (§ 337):

откуда:

а

О

О

X . О О

, Ь2 — X , О

О 1

X

(«2 — Х)(Ь2 — Х) =  0

а2 , X Ъ2

(55)

Подставляя эти значешя въ уравнеиге (54), найдемъ:

(d2 — Ъ2) $2 =  1

(Ь2 — a2) tq2 =  1

Это суть уравнешя остальныхъ двухъ паръ точекъ:

V а2— Ъ2Л—  1 = * 0 а2. к) 1 = 0

(56)

(57)

(58)
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если а >  Ъ, то первая пара будетъ действительная, а вторая мнимая. 
Координаты этихъ точекъ, очевидно, суть (§ 64):

х —  О
______ (59)

у — ± } / ъ 2 — а2

Первая пара представляетъ те точки, которыя мы назвали фокусами ко
ническихъ сечешй, а вторая представляетъ мнимые фокусы.

§ 376. Такъ какъ выражешя (69) не зависать оть X, то изъ этого 
заключаема что система коническихъ сечешй:

ч

(а2— Х)$2- |- (62 — Х)т|2= 1  (60)

или въ декартовой системе (§ 214):

х
а2 — X+ У

Ъ2 —  X 1 (61)

имеетъ обпце фокусы; ташя коничесшя сйчешя называются софокусными 
(confocales). Эти обпце фокусы принадлежать основному коническому се- 
ченю f  =  0.

§ 377. Изъ уравнешй софокусныхъ коническихъ сечешй:

а
Ж2 , W2

г" UX 1 &2 — X 1 (а2 — X) $2 (Ъ2 — X) к)2 =  1 (62)

вытекаютъ следующая предложешя:
Ч1

Предложете 1. Черезъ каждую точку на плоскости всегда проходятъ 
два изъ системы софокусныхъ коническихъ сечешй.

Доказательство. Пусть данная система будетъ:
'\

х
а + У

2 — X 1 Ь2 — X 1

а данная точка ( j^ ) . 
неше, найдемъ:

Подставляя координаты точки въ это урав-
N

откуда:
X2 — (a2-j-b2—х \ —у2) Х— — О (64)

Изъ этого уравнешя видймъ, что X имеетъ всегда два действительныя
• %

значешя, которыя будучи подставлены въ первое изъ уравнешй (62) да-
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дуть два софокусныя коничесшя сечешя, проходяшдя черезъ данную точку 
{ххух). Если въ уравнеши (64) положимъ последовательно "к — а2, \==Ъ2 
и X =  — со, то результаты этихъ подстановленШ будутъ:

х \  {а2— 62) , у2х(Ъ2— а2) , -|-оо

если а>&,  то будемъ иметь рядъ знаковъ -)------- {-, следовательно одинъ
изъ корней заключается между а2 и Ь2, а другой, очевидно, между -)-Ь2 
и — со. Откуда, замечая, что уравнеше (63) будетъ представлять:

эллипсъ, если X <  Ъ2
% 9

гиперболу, если а2 >  X >  Ъ2

мнимый эллипсъ, если а2 <  X <  Ь2

Фиг. 133.

видимъ, что черезъ каждую действительную точку на плоскости проходитъ 
всегда два коничесшя сечешя: эллипсъ и гипербола, принадлежащая одной 
системе софокусныхъ коническихъ сечетй.

Предложены. Показать, что 
два софокусныя коничесшя сече- 
т я ,  проходяпця черезъ данную 
точку (ххух) на плоскости, пере
секаются подъ прямыми угломъ?

Доказательство. Въ самомъ 
деле, пусть Х|, Х2 будутъ корни 
уравнешя (64), то уравнешя:

х
а + У

\о ! Ь2^ Х 1

будутъ представлять одно эллипсъ, а другое гиперболу. 

Въ точке (a?i ух)касательныя къ нймъ будутъ:

х хх
а + У\У

Xj 1 b2_Xj 1 х хх
а + У\У

X, 1 ъ2— х 1 (65)

откуда, вычитая, найдемъ, отбрасывая множитель \  — Х2,:

г =  а
(а2— Хх) (а2 — X*) ̂  {Ъ-Х {) — Х2)

Ф

а это есть услов1е перпендикулярности прямыхъ (65).
На чертеже видно' (фиг'. 133) положете этихъ двухъ кривыхъ. 
Предложение 2. Къ каждой прямой на плоскости касается одно изъ 

системы софокусныхъ коническихъ сечетй.
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Доказательство. Пусть данная система будетъ:

( а 2 — Х)£2 -j- (Ь2 — X)-/)2 =  1 '

а данная прямая (£i4i). Если коническое сЬчете (66) касается прямой 
то им^емъ:

(«* -  +  (ь» ■- W i  =  1

откуда для X им^емъ одно только значеше, а следовательно и одно ко
ническое сечеше изъ системы (66) касается прямой (^iji).

Предложете 3. Въ системе софокусныхъ коническихъ еЬчешй не 
существуетъ ни одного, которое бы распадалось на пару прямыхъ линШ.

Доказательство. Это легко видеть изъ формы уравнешя (63).

Предложете 4. Въ системе софокусныхъ коническихъ сеченш су- 
ществуютъ трщ коничесыя сечешя распадаюпцяся на пару точекъ: пара 
циклическихъ точекъ, пара действительныхъ и пара мнимыхъ фокуеовъ.

Доказательство. Это было показано выше.
Предложете 5. Все софокусныя коничесгая сечешя имеютъ обпця

оси, которыя съ безконечно - удаленною прямою образуютъ полярный, об-
*

щШ всей системе, треугольникъ.

Доказательство. Это очевидно (§ 338).

§ 378. Эллштичестя координаты. Свойства софокусныхъ коническихъ 
сечешй даютъ систему координатъ, съ помощью которой определяется по- 
ложеше точки на плоскости пересечешемъ. двухъ софокусныхъ кониче
скихъ сеченш. Эти координаты называютъ эллиптическими.

Пусть:

ч

будетъ уравнеше коническаго сечешя. Пусть его фокусное разстояше бу
детъ с, то оно можетъ быть написано въ форме:

Изменяя а получимъ систему софокусныхъ коническихъ сеченш, изъ ко-
торыхъ два будутъ проходить черезъ каждую изъ точекъ на плоскости.

*

Найдемъ то изъ нихъ, которое проходить черезъ точку (хх ух). Крорди- 
наты этой точки должны удовлетворять уравнеше:

ч

MitskevichOA
Прямоугольник
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или:
а 4— { х \- \- у \- \ -с 2)а2 +  с2ж2! =  0 (67)

Точно такое же уравнеше получимъ, если пожелаемъ определить ось Ъ, 
именно:

Ь4— у~\г у\~\~ с<2)№ — (68)

Если назовенъ корни уравнен1я (67) черезъ щ, а2 , а корни уравнешя 
(68) черезъ Ъх, Ъ2 , то найдемъ:

откуда

или:

а \  а \  -=  с2х \ ; ъ \ ъ \

& ito II а 21 а 2 2
С2 , у \  —

1!С*'"’ а \ а 2 2 
а 2— Ъ2 > у \  =

с Ч \

Ъ\

Ъ\Ъ\ 
Ъ2— а

Такимъ образомъ выражаются координаты Декарта въ функцш осей двухъ 
софокусныхъ, коническихъ с’Ьчешй, пересекающихся подъ прямымъ угломъ. 
Это и суть эллиптичесшя координаты.

Г Л А В А  XXII.

Геометрическое значеже инвар1антовъ системы коническихъ сйченж.
• »

§ 379. Если коничесшя сечешя:

%

преобразуемъ къ другимъ координатамъ декартовымъ или трилинейнымъ, 
то если f  и fi сделаются Ф и Фи  уравнеше f  — X/j —  0, очевидно, сделается 
Ф— ХФх =  0. Изъ этого следуетъ, что значешя X, для которыхъ:

f - Ч х О (2)

распадается на пару прямыхъ линш, должно остаться неизменнымъ къ 
какимъ бы координатамъ не были отнесены коничесшя сечешя f —  0 и 
fi —  0. Следовательно отношеше между двумя, какими-нибудь, корнями 
кубическаго уравнешя (§ 344, 46):

О (3)



неизм'Ьняется, если перейдемъ отъ одной системы координата къ другой. 
Въ силу этого свойства Д , Q; Д ь  Q\ названы инвар1антами. Легко про
верить, что если въ f  и fi подставимъ вместо х ,у ,  г выражешя:

x  — alx l-j-a2x2-{-а3х 3 , у =  §\Хх-\-$2х 2 -\-% хг , z =  Ъ Х1~\~ЪХ2 +  Ъ х г
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то выражешя Д, Q\ Д ь Qx для преобразованныхъ f  я fx равны прежнимъ 
умноженнымъ на квадрата определителя:

«1 , а2 , «8

Pi > Рг i Ps

Yi , Y2 , Ys

Поэтому, если два коничесшя сечешя, будучи преобразованы къ другой 
системе координата, получаютъ простейшую форму и въ этой простейшей 
форме вычислимъ выражешя Д , Q; Д ь  Qx и найдемъ, что между ними 
существуетъ однородная зависимость, то эта зависимость будетъ суще
ствовать, между теми же выражешя ми, какая бы ни была выбрана коор
динатная система.

Такимъ образомъ можемъ выразить въ функдш этихъ четырехъ ко- 
личествъ все те зависимости между коническими сечешями, который не 
зависятъ отъ координатной системы, къ которой оне- отнесены. Таково 
напримеръ услов1е (19) § 351, что два коничесшя сечешя касаются. По-
яснимъ выше сказанное примерами.

»  »

§ 380. Если въ коническомъ сеченш:

f —  Vi =  О (4)

fi распадается на пару прямыхъ лиюй fx — А хА 2 , то:

f — \А \А 2 — О

есть коническое сечеше, проходящее черезъ точки пересечешя 0 съ
* * % '

прямыми А х— О, А 2 =  0. При этомъ условш Д-1= 0; посмотримъ значеше 
инвар1антовъ Q и

Для этого возьмемъ прямыя Д = 0  и i s =  0 за координатныя оси, 
тогда уравнеше (5) сделается:

f  ■— \ху —  О (6)

Въ силу свойства инвар1антовъ, найденная между ними зависимость для

MitskevichOA
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формы (6) будетъ оставаться и вообще. Признанную (discriminant) формы 
(6) найдемъ, паписавъ въ признанной Л , знанеше а12 —  ̂ вместо а12, 
что даетъ:

Д  — 2 (а, з«2з — «12«зз) * — «зз 2̂ О)

Если а33=  0, то тонка (х, у) находится на кривой f = 0. Если а13а2з — 
— «12<*зз =  0, то прямы я х  и у суть сопряжении поляры относительно 
коническаго сЬнешя f —  0. Следовательно, если /1 = 0  есть пара прямыхъ 
лишй, то Д  [ =  О, а ^ = 0  даетъ услов!е, что тонка пересечешя прямыхъ 
линШ х  =  0, у — 0 находится на f —  0, и наконецъ Q —  0 есть ycxoBie, 

что две прямыя суть сопряженныя поляры коническаго сечешя 0.

Если уравнеше:
&Х2 — Q\ -(- Д  =  0 (8)

• I
%

есть полный квадратъ, то:
Q2 =  4& Д

это есть условие, что одна изъ прямыхъ 0 касается коническаго сече
шя f —  0. Въ выбранномъ примере легко найдемъ:

Q2---4Qx Д —  (« 2 2 ^ 3 3 ----- <*22з )  (<*11«38 а \ г )

381. Задача. Найти уравнеше пары касательныхъ лишй въ точ-
кахъ пересечешя прямой:

Si Х\ +  2̂̂ 2 “Ь *3̂ 3 — в

съ коническимъ сечешемъ О?
 ̂ # *

\

Ргьшете. Если въ уравненш (5) положимъ:

— А.% — (£l#I Н- £з#з) (9)
то оно сделается:

f  ~~ ̂  (%1%1 “1“ 2̂*̂2 +  &3#з)2--® (1 0 )

и представляетъ, очевидно, систему коническихъ сеченш, имекнцихъ двой-
• • *  '

ное соприкосновеше съ коническимъ сечешемъ 0, коихъ общая хор-
♦ '

О (§ 347, фиг. 125). Вся система имеетъ
==0.

да соприкосновешя будетъ А х =  
обпця касательныя въ точкахъ пересечешя А\ О и f

Легко видеть, что въ этомъ случае не только Дх =  О, но и — О
(§ 333, 32), a Q будетъ:

•  . * , *

Q~ f  ~  -(- Л.22^22 “Ь 4.33S23 -f- 2 Л-12^1 ?2 2-4x8?!S3 -j- 2 Л 23$2^8
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при такомъ условш два корня уравнешя (§ 336, 7) равны нулю, а третш 
дается уравнешемъ:

Q Л  — А =  О или f ' =  Д
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подставляя это значеше X въ уравнеше (10) найдемъ искомое уравнеше:

f ' . f =  А (^ 1  +  \ 2Х2 +  ^ з )2 (И )

„Если прямая 4~ %з%з =  Р касается коническаго еЬчешя /’= 0,
то пара касательныхъ совпадаешь съ этой прямой, и ycxoBie для этого, 
какъ намъ известно, есть f  =  0. Если и f  разбивается на линейные мно
жители, то А =  0 и уравнеше (11) будетъ f =  0, какъ и сл'Ьдуетъ.

§ 382. Разсмотримъ геометрическое значеше Q =  0.

Возьмемъ за координатный треугольникъ одинъ изъ полярныхъ тре-
9

9

угольниковъ относительно коническаго сечешя f —  0. Его уравнеше бу
детъ:

ап х \  +  а22х \  +  «зз^з =  0 (12)
/

следовательно а12 =  0, «13 =  О и а23 =  0.При этихъ значешяхъ:

Q~«22̂ 33̂ 11 4“ й33й11̂ 22 ~|~а11а22̂ 33 (13)

и обращается въ нуль при Ъп —  О, Ъ22 =  0, Ъ32 =  0, т. е. когда коническое
*

еЬчеше А — 0, отнесенное къ тому же полярному треугольнику, будетъ
им^ть форму: \ - - 

А =  Ъх 2Х\ х2 +  h йхх хъ 4- Ь2Ъх 2х3 —  О

Следовательно Q тогда равно нулю, когда какой-нибудь треугольникъ, 
вписанный въ коническое сечете /j =  0, есть полярный относительно ко
ническаго сечешя f — 0.

Если за координатный треугольникъ возьмемъ какой-нибудь поляр
ный, относительно коническаго сечешя /1= 0, то Ь12 =  0, 613 =  0, Ъ23 — 0, 
следовательно:

Q —  -4; 1 Ъх 1 -j-Л22Ъ22 -(- 4 33ft33 (14)

выражеше, которое обратится въ нуль при:

4-ц =  О, А 22 — 0, 4.33 =  0

но это суть услов1я, при которыхъ коническое сечеше f =  0 вписано въ 
координатный треугольникъ, следовательно Q равно нулю и въ томъ слу
чае, если треугольникъ, описанный около коническаго сечешя /■= О, есть 
полярный относительно /1 =  0.
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Точно также можно показать, что Qx =  0 есть уелсше возможности 
вписать въ f =  О треугольникъ, который бы былъ полярнымъ для fx — О, 
или описать около f =  0 треугольникъ, который бы былъ полярнымъ 
fi —  0. Если одно изъ этихъ предложешй возможно, то возможно и другое.

Пара коническихъ сЬченш, связанныхъ услов!емъ Q =  0, имЬетъ 
еще другое следующее свойство. Если точку пересЬчешя прямыхъ, соеди- 
няющихъ вершины какого-нибудь треугольника съ соответственными вер
шинами его полярнаго треугольника относительно коническаго сЬчешя, 
назовемъ полюсомъ этого треугольника относительно коническаго сЬче
шя, а прямую, соединяющую точки пересЬчешя соотвЬтственныхъ сторонъ 
треугольниковъ, назовемъ ихъ осью, то услов1е 0 показываетъ, что 
полюсъ относительно коническаго сЬчешя f =  0 находится на fx — 0; 
и что ось, относительно коническаго сЬчешя fx =  0, какого-нибудь опи- 
саннаго около f —  0 треугольника, касается коническаго сЬчешя f =  0. 
Въ самомъ дЬлЬ, исключая х2, хъ изъкаждыхъ двухъ паръ уравненш:

ОЛ1%\~{'а12х2~\~а\гхг ~  0 ) «12#1-{- &22#2-Ь<г23жЗ— 0 i 0>\bx l~\~a2Zx2~\~aZZXZ — О

получимъ:

(#1 (l\ I й'2з) —  (в>\ 2а23 ---- а22а1 з) —  ifl23а 1 3 —  Й33Я1 2) .*3

уравнешя прямыхъ, соединяющихъ вершины треугольника хх =  0, х2 =  О, 
хг =  0 съ соответственными вершинами его полярнаго, относительно ко
ническаго сЬчешя f =  0. Эти уравнешя можно написать въ формЬ:

А 22х х — А х 2 — А х

координаты полюса треугольника будутъ:

(15)

Подставляя эти величины въ / 1 = 0 ,  въ которомъ полагаемъ Ъх х — О, 
Ь22 =  0, 2>зз =  0, получимъ: ✓

2А22Ъ22 2АХ з&1 з -f- 2АХ 2ЪХ2 — Q — 0 (16)

Точно также можно доказать и вторую часть предложешя.
Пр. 1. Если даны два полярные треугольника относительно коническаго d i- 

че шя / 1 = 0 , то можно описать одно коническое сЬчете, проходящее черезъ шесть 
вершинъ данныхъ треугольниковъ, а другое касающееся шести ихъ сторонъ.

Доказательство. Онишвмъ коническое сЬчеше чрезъ три вершины одного 
треугольника и черезъ двЬ другаго, коего стороны пусть будутъ ж1= 0 , ж, — 0 , ж, =  0-
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Такъ какъ искомое коническое сеч ете описано около перваго треугольника, то
I

Qi =  0 или ап -(- «22 +  «зз =  0 (§ 346 ир. 3), но оно проходить и чрезъ двй вершины 
втораго треугольника, следовательно ап =  0, а22 =  0, откуда гг а33 =  0, т. е. кони
ческое сеч ете проходить и черезъ шестую вершину. Вторая часть этого предложешя 
доказывается точно также.

Пр. 2. Квадратъ касательной, проведенной изъ центра коническаго с4четя  
къ кругу описанному около полярнаго треугольника, есть величина постоянная.

Доказательство. Это слйдуетъ изъ пр. 5. § 346, где ф =  0 или:

а2 +  (З2 — г2 =  а2 +  Ъ2

§ 383. Если имеемъ два произвольно взятия коничесюя с£чешя,
г

то вообще нельзя вписать въ одно изъ нихъ треугольнику который бы 
былъ описанъ около другаго, но можно построить безчисленное множество 
такихъ треугольниковъ, если коэфищенты данныхъ двухъ коническихъ 
еЬченШ связаны нгЬкоторымъ услов1емъ, которое мы и разыщемъ. Поло- 
жимъ, что такой треугольникъ построенъ, возьмемъ его за координатный,

Ч .

то уравнешя коническихъ еЬченШ будутъ:

f== х \  +  х \  +  ж23 — 2ххх2 -j- 2xiх3 -f- 2х2х3 == О
%

f i  =  2&i 2 1̂ Х 2 +  Ь, Зж, х 3 2Ъ23х 2х 3 О
(17 )

ихъ инвар!анты будутъ:

Л 4, Q —  4(&1 г Н-  з 3), Q Ф12 &1з +  з̂з)*5 A i — 2Ъ\ф\ф23

выражешя, которыя, очевидно связаны уравнешемъ:

(18)

Это уравнеше составлено изъ инвар1антовъ, а следовательно неизме- 
няется преобразовашемъ координатъ и въ какой бы форме-ни были даны 
коничесюя сечешя, услов1е (18) должно оставаться, когда коничесшя се
чешя преобразуются въ форму (17). Обратно, легко показать, что если усло- 
Bie (18) существуетъ, то треугольникъ описанный около f —  0 и котораго 
две вершины находятся на /\ = 0, то и третяя вершина будетъ на этомъ 
коническомъ сечеши.

Пр. 1. Найти тагпе два круга, чтобы треугольникъ, вписанный въ одинъ изъ 
нихъ, былъ бы описанъ около другаго?

Рпщете Пусть d1 — г2 — г \  — &, то услов1е (см. пр. 3. § 346):

(к — г2)2 +  4г2 (к — г2,) =  0 или (к -|- =  4 г гг \
откуда:

d2 = г\±  2ГГ,
Это известное выражете Эйлера для разстояшя между центрами круга онисаннаго
и одного изъ круговъ касавмцагося трехъ сторонъ треугольника,
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Яр. 2. Найти ycioBie при которомъ бы стороны треугольника, вписаннаго въ 
коническое сбчеше /i =  0, касались коническихъ обчеши:

f +  X/j =  0 , f-\- p./i =  0 , f  4* v/i =  О
Пусть:

f == х \  ”1” « 22 “1“ « 2з — 2 (1 -J- «1«г “ 2 (1 |А«13) 2 (1 Х«зз) «2«в =  О

ft =  2gc12̂’i*̂2 ~f" 2«1зЖрВз 2а23ж2Жз =  О
очевидно, коническое сбч ете  f-j-X/i =  0 касается сторонъ треугольника «1 =  0, 
х2 =  О, хг =  0. Но мы иыбемъ:

/ \  = =  ---- ( 2  - { -  Х «23  - J "  р.Й1з У «12) 2 ---- 2Х[ЛУ . «12«13а 23
|

Я — 2 (« 1 2  «13 «23) (2 Х«2з “f" Р*«13 “Ь ”Ь 2«i2«l3«23 (р.У “Ь vX р,Х)

Ql =    («12 -f- «18 “h «2з)2   2 (X +  p. +  v) «12«13а23 , Д1 =  2«12«13«28
откуда:

{Q -A i(X p  +  Xv +  py)}2 =  4 (A  +  Xp.vAi){«l +  Ai(X +  p +  v)}

§ 384. Въ § 208 и § 221 мы нашли уравнешя касательныхъ, про- 
веденныхъ изъ данной точки къ коническому обчеши», и двухъ точекъ пе- 
ресбчешя данной прямой съ коническимъ сбчешемъ. Эти уравнешя суть:

P R — Q Z = 0  и L N — Ж 2=  О (19)

какъ видно изъ значенш Р, R, Q] L , N, М, развернуть ихъ, относительно 
перембнныхъ, весьма трудно, но ихъ можно получить въ развернутой формб 
слбдующимъ образомъ.

Замбтимъ сначала, что уравнеше коничсскаго сбчешя:

f —  <Ц\ х \  +  а22х \  +  й33«23 +  2 а{2#1 х 2 +  2й! Зж, +  =  О(20)

(21)

первое выражаетъ, что точка данная координатами лежитъ на
коническомъ обчеши, а второе, что прямая данная координатами ( ^ У  
касается коничеекаго сбчешя.

1 * *

%

Задача 1. Найти уравнеше касательныхъ проведенныхъ къ кониче
скому сбченш (20) изъ данной точки?

Рчьшете. Возьмемъ уравнеше прямой проходящей черезъ точки (у} у2у3) 
и (^^2д3) (§ 74):

Х 2 Xg

У\ Уч з
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ея координаты будутъ (§ 187):

£l =  У*** г/з̂ 2 , =  y-iZ\ — У\ 03 , £з — У2̂ 1 (23)

Если прямая (22) касается коническаго сЬчешя (20), то ея коорди
наты (23) должны удовлетворять уравнешю (21), что даетъ:

0  N* , •*

A i(#2% Уз^)2 A 22(y3Zx— У\НУ “1“  — 0 . (24)

или разлагая вторую часть относительно г и замещая в черезъ х, най- 
демъ уравнен1е:

(А22у2а ~Ь А ззУ22 — -̂А-2зУ-гУз) x<2\ ~Ь

+  (A  1 У2з +  А-ззу\ —  2 J.J зУ\Уз) х \ - У

+  (Ах1 у \  +  А 22у \  — 2 А х 2у\у2) х 2з +

+  2 (А2гухуа - \-А п у2у3 — Аззухуч —  А х 2у \ )  +
*

+  2 (Ах2у2уа -f- А 23уху2 — А 22ухУз — А хау \ )  +■

+  2 (Аг зух у2 +  А х 2ух Уз — А, х у2у3 — А^эу\ ) х2хз =  0

(25)

Если фиксируемъ точку (У1У2У3Xa xh x2 , хз сд’Ьлаемъ переменными, 
удовлетворяющими уравнеше (25), то это уравнеше будетъ выражать, что 
прямая, проходящая черезъ точки (ухи касается коническаго 
еЬчешя (20). Но какъ это уравнеше относительно хх,х 2,х 3 второй сте
пени, то оно и представляетъ искомыя касательный и легко убедиться, 
что критер!умъ Д =  О удовлетворяется.

Задача 2. Найти уравнеше точекъ перееЬчешя данной прямой съ 
коническимъ оЬчешемъ (20)?..

Ршиенгё: Возьмемъ уравнеше точки пересйчешя двухъ прямыхъ 
(•№ з) и (Ш з )  (§ 187, 15'):

?1 ?2 ' %  1
• -  J.

*)1 * 2 =  0

Cl С2 *

С
О

координаты этой точки будутъ (§187):

У \=  "*]2̂ 3 — Ц3К2, У2 =  'Чз?! — ''ll £з . Уз ''ll ?2 —

Если эта точка лежитъ на коническому сЬченш (20), то ея координаты 
должны удовлетворять уравнешю (20), что даетъ:

ЯнОЧаСз ' т|3?2)2 “Ь ®аа (^з?!—  ’tyCa)2 “Ь •. • • — 0 (28)
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТНЯ. 26
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разлагая по £ и заменяя X чрезъ £ найдемъ, очевидно, уравнеше подобное 
уравнешю (25), въ которомъ Аг,к, у, заменены чрезъ а,,к, vj, I*.

Если въ уравненш (28) фиксируемъ tj, а % будемъ изменять такъ 
что ?1,$2,$з удовлетворять это уравнеше, то это будетъ представлять вра
щающуюся прямую около точки на коническомъ сЬченш, а такъ какъ оно 
второй степени, то и будетъ представлять двгЬ точки перееЬчешя прямой 
С*)! ВДз) съ коническимъ сЬчешемъ. Изъ этого елгЬдуетъ/ что уравнешя (25) 
и (28) суть .ничто иное какъ уравнешя (19) въ развернутой форм'Ь. /

Сд’Ьлавъ эти преобразовашя уравнешй (19) можно легко решить слгЬ- 
дуюпця двгЬ задачи.

З а д а ч а  3 . Найти геометрическое м&сто точекъ, касательныя прове- 
денныя изъ которыхъ къ двумъ даннымъ коническимъ сЪчешямъ, состав- 
ляли-бы гармоническую связку?

Р м и е н г е .  Пусть данныя два коническихъ сЬчешя будутъ:

f  — ап х \- \ - а 22х \  +  а33ж23 +  2а12ХуХ2 +  2а13ххх 3 +  2а23х2х3 =  О 

fi =  Ъп х \ Ъ 22х \  -}- Ъ33х 23 +  2ЬХ2 2Ь13ж1ж3 2Ъ23х2х3 —  О
(29)

ихъ взаимный:

f '  —  A x i ^ 2i ~ { ~ A22̂22 + 2.4 2 ^ 2  2 A 13JZj%3 4 2 А 23%2%3 — О

f x = B n  ̂  +  Д  2\ \  +  В 33\ \  +  2 Д  2$, \ 2 +  2 Д  3% \ 3 +  2 Д  зУ з =  О
(30)

Если гармоническую связку перееЬчемъ какою - нибудь прямою, то полу- 
чимъ четыре гармоничесюя точки (§ 9 3 ). Сд'Ьлаемъ въ уравненш (25) и 
въ уравненш полученномъ изъ (2 5 ), изменяя At,к на Д * , х 3 —  0, то най- 
демъ два сл’Ьдуюшдя уравнения четырехъ точекъ пересйчешя стороны х 3 

координатнаго треугольника съ четырьмя касательными, проведенными къ 
коническимъ сЬчешямъ (2 9 ) изъ точки

I

*
S

{ А 22у \  4  А 33у \  2 А 23у 2у 3) х \  4" (Ay у у 23 4 .  А 33у \  — 2Ау Зу х у 3) х \  -f-
- ’• 1

+  2 ( А 23уу у 3 +  А х 3у 2у 3 —  А 33уу у 2 —  А 12у 23)хуХ2 =  О 
и - (31)

( В 22у 23 -f- В 33у \  2 В 22у 2у 3) х \  4  (Д I У2з 4  В 33у \  — 2Д  2у у у 3) х \  4
* ‘ .  •' С ,  : .• '  . . ‘ ; . . .  .

• ' ■ • I V
✓

4  2 ( В 23у ху 3 4 -  Д  Зу 2у 3 — В 33у ху 2 — Д  2у 23) х гх 2 —  О 

Если четыре точки представляемый этими двумя уравнещями будутъ гар-
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моничесшя, то услсдае (26) § 177 должно быть удовлетворено, т. е. должны 
имЬть:

(4-20% -f- А 33у22 %А23у2у3) (Д 1 у23 ~Ь Д зз2/21 — 2Д  Уз) +

+  (В22у \  +  В 33у \  —  2В2ф у 9)(Ли у \  +  — 2 (32)

=  2 (-4гз2/1 У з+Д  з У 2 ?/ з A 33yiy3 А, 3у23)(В22у\у3~\~В\ —В33у\ у3—В\

Развертывая и разделяя на у23, найдемъ искомое геометрическое м'Ьсто:

В — (А22В33-\-А33В22 2А12В 12)х\~ Ь (Л зД  i “Н Д  i Д 3—2А\3Д 3) х22 -)-

+ ( J .11 Д а + Л .22 Д  1 —2 J-23 В23)Х23-\~2(А\ 3 Д з + А23Д  3—А} J  Д  2—Д 2 Д ! )Х\х2-\-
(33)

“Ь ^(-^гзДз "Р А \2В 23 А 22В \3 А \3В 22)Х\Х3 —

+  2 04-12 Д 2 +  А 22 Д  2 — А 33В23 — 2̂3 Д з) ж2-«з =  0
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какъ видно это коническое сечете, которое имЬетъ важную зависимость
• \ ~ :

съ данными двумя коническими сЬчешями. Если бы ангармоническое отно- 
шеше четырехъ касательныхъ было дано, то геометрическое м'Ьсто будетъ 
кривая четвертой степени:

F 2 — kffi (34)

гд'Ь F  есть уравнете (33), a f  и /j коничестя с^чешя (29).

Задача 4. Найти геометрическое место (обвертку) прямой, которая бы 
пересекала два данныя коничесмя С'Ьчешя (29) въ четырехъ гармониче- 
скихъ точкахъ?

Ргыиёте. Это задача взаимная иредъидущей, и, разсуждая нздъ урав- 
нешями (28) и (21), какъ выше, легко найдемъ следующее геометрическое 
место, которое получится изъ (33), заменяя At,к, Д * , х  чрезъ а<д-, б,-,*,

(0'22Ъ33 ~|~ а33Ъ22 2«j 2̂ 12) ?2i ~f* (язз 1̂1 Оц^зз ~  2<*i 3Ъ\ 3) ?22 “Ь

(35)
а2ф\ з «13622)?! £з+

Н“ )а\ 1 ̂ 22 +  <*22̂ 11 2а23Ь2з) -f-

~Ь 2(«i 3Ь23-{-а23Ъ\ з «j 1 Ъ\ 2 (>\ 2Ъ\ j )?i ?2 И-  ̂ (0’2ф\2~\~а>12Ъ23-
I

“4е 2 (&! 2&22 “1“ %2̂ 12---#33̂ 23--- 2̂3̂ 3з) ?2̂ 3 =  0 =  Ф
•  л •

какъ видно коническое сечете.
'  f /

Если ангармоническое отношеше дано, то обвертка будетъ четвер
той степени:

<pz =  lcf\fx' ( 3 6 )

Функцш (33) и (35) будемъ всегда обозначать символами F  и Ф.
2fi*
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§ 385. Задача. Найти уравнеше четырехъ общихъ касательныхъ къ 
двумъ даннымъ коническимъ сЬчешямъ?

Ргъшете. Пусть уравнешя въ линейныхъ координатахъ данныхъ ко
ническихъ сЬченш будутъ:

f '  =  0  , fi =  0 (37)
Уравнеше:

r + ¥ i ' = o  (38)
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представляетъ систему коническихъ сЬчешй, имЬющихъ четыре обпця ка
сательный съ данными двумя. Если это уравнеше преобразуемъ къ три
линейной Декартовой систем!», то найдемъ:

A f + l F + W & i f ^ O  (39)
t

- м»
' 1 ’ * .

гдЬ F  есть выражеше (33).

Уравнеше (39) представляетъ систему коническихъ сЬчешй, коей 
обвертка есть:

F 2—  4Д  A i/’/l (40)
• •

Но обвертка системы коническихъ сЬченш (38) есть четыре обиия каса
тельный къ коническимъ сЬчешямъ (- 7). СлЬдовательно (40) и есть ихъ 
уравнеше. -

У

Уравнеше (40) по формЬ представляетъ геометрическое мЬсто, ка
сающееся коническихъ сЬчешй (39), а кривая F —  0 проходить черезъ 
точки касашя. Откуда видимъ, что восемь точекъ касашя двухъ кониче- 
екихъ сЬчешй съ общими ихъ касательными находятся на коническомъ

*

сЬченш F =  0. Взаимно, восемь касательныхъ въ точкахъ пересЬчешя 
двухъ коническихъ сЬчешй, касаются коническаго сЬчешя Ф =  0.

Если f i= 0  есть пара прямыхъ лишй, то F — 0 есть пара касатель-
\  • *

ныхъ, проведенныхъ изъ точки пересЬчешя прямыхъ /i =  0, къ кониче
скому сЬченш

Up. Найти уравнеше общихъ касательныхъ къ коническимъ сЬчешямъ:

ах*1 Ъх\ -f- с х \  =  0 , -{- Ъ'х\ -{- с?х\ — О?

Ргьшете. ЗдЬсь:
А11 Ъс 22 со зз аЪ

откуда:
F  =  аа! {bd -f- Ъ*с) х \^ Ъ Ъ ' {са! ~ {-d a )x \-{ -  cc' (аЪ' -\- а'Ъ) х \

следовательно искомое уравнеше будетъ:

| аа! (bd Ъ'с) х \  -|-ЪЪ* (са! 4 - d a )  х \  -f- сс' (аЪг +  а'Ъ) ж23|
t  • ■ *

4 abca'b* с1 {а х \  -j~ Ъх\ +  с х \)  (а 'х \  -j- Ъгх \  4“ d x \ )
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• г  • I -

которое легко разлагается на четыре линейные множителя:
• • .  . •

хх Vаа' фс' Ь'с)± х.г 1 ЪЪ' фа' +  ±  х3 Vec1 ( +  a'fy =  0.

§ 386. Если коничесшя сЬчешя 0 и /i =  0 касаются, то кони
ческое сЬчеше F  касается каждаго въ точкЬ ихъ касашя. Это слЬдуетъ 
изъ того, что F =  0 проходить чрезъ точки касашя общихъ касательныхъ 
къ f== 0 и f i= 0 .  Если f  — 0 и f \— 0 имЬютъ двойное соприкосновеше,
то и F — Q имЬетъ двойное соприкосновеше сь ними въ точкахъ ихъ со-

 ̂ • •* * * * •

прикосновешя. Это можно проверить, составляя 0 для коническихъ
* - ^

сЬченш:
сх2 з +  2hxx х2 =  0 и е’х \  +  2h'xxx2 —  О

которое будетъ той же формы:

2cc'hh'x22 +  2hh’(ch1 с'1г) —  О

ЗамЬтивъ, что если f — 0 и /i =  0 имЬютъ двойное соприкосновеше, то 
F = 0 имЬетъ форму If -j- mfx, найдемъ систему условШ, при которыхъ 
коничесшя сЬчешя f —  0 и fx—  0 имЬютъ двойное соприкосновеше. Для 
этого напишемъ F —  0 въ формЬ:

ах\-\-Ъ х\-\- сх3-f- 2hxxx2 2дхххг-(- 2/а52ж3 =  О

гдЬ «, Ъ, с . . . .  им’Ьютъ значешя коэфищентовъ при F  въ (33). Эти услр- 
Bia очевидно суть рядъ опредЬлителей, выраженныхъ символомъ:

«11 <%22 <*зз «12 *13 «234 1

Ъи сосо
1*0 Ь\2 1̂3 &23

• =  ° (41)

а ъ с h 9 f

значеше котораго извЬстно изъ теории опредЬлителей.
✓

Что f —  0 и fi =  0 имЬютъ линейную зависимость съ F,  если онЬ 
имЬютъ двойное соприкосновеше, можно показать слЬдующимъ образомъ. 
Если f  =  0 и f\ — 0 имЬютъ двойное соприкосновеше, то въ выраженш 
f — \ f v— Qвеличина X имЬетъ такое значение, при которомъ это уравнен
ше представляетъ двЬ совпадаюпця прямыя. Но если коническое сЬчеше 
есть двЬ совпадающая прямыя, то его взаимное тождественно равно нулю, 
слЬдовательно мы должны имЬть тождественно:

*  W л 0

f \ \ 2 —  ф . X -f- f 1 == О (42)
■  . * ✓  *

Но значеше X, при которомъ это имЬетъ мЬсто, есть двойной корень урав- 
нешя:

Д  А3 — <2iX2 ~Ь фХ — Д  =  О (43)
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исключая X изъ предъидущаго уравнешя и двухъ дифференщаловъ настоя*
щаго, найдемъ:

Г ф /1

ЗД  , 2 Q , 0[

Q 2$i , ЗД!

О (44)

Если два коничесшя сЬчешя имЬютъ двойное соприкоеновеше, то ихъ 
взаимныя имЬютъ его также, и легко видЬть, что предъидущая зависи
мость между /■', Ф и fi даетъ следующую между f, F  и /j:

f F fx
ЗД  2 flQ, Q 

Qx 2 Д, О 3 Д

О (45)

§ 387. Задача. Найти уш ш е, при которомъ прямая:

5i «1 +  Z2X2 +  £3% =  О
проходитъ черезъ одну изъ точекъ перес'Ьчешя двухъ коническихъ сЬче- 
т й  f  =  0 и /] =  0 ?

Рчьшете. Другими словами, требуется найти уравнеше четырехъ то
чекъ перес'Ьчешя ̂ данныхъ коническихъ сЬченш. Уравнеше въ линейныхъ 
координатахъ одного изъ системы коническихъ сЬченш /  +  X/i =  0 най-

4

демъ, подставивъ въ линейное уравнеше 0 коническаго сЬчешя О 
вместо ап , а22, . . . ,  выражешя а ц -f-X,

Но
f  =  -4l 1 £21 "Ь-422?22 Н“ А з^З  “Ь 2-4] 2?1 %2 "4~ 2̂ -13̂ 1 ̂ 3 Н~ 2-423̂ 2̂ 3 =  О

откуда, подставляя, найдемъ:
f + 1 0  +  W О (46)

гдЬ Ф есть выражеше (35). Обвертка этой системы коническихъ сЬчешй
есть: фа =  4/7*' (47)

Но такъ какъ обвертка системы коническихъ сЬчешй суть четыре точки 
ихъ перес’Ьчешя, то уравнеше (47) и есть искомое, т. е. прямая, которой 
координаты удовлетворяют уравнешю (47), проходитъ чрезъ одну изъ 
точекъ перес'Ьчешя данныхъ коническихъ сЬченш.

§ 388. Koeapiatmm и контравар{анты. Въ главЬ XIII мы опредЬлили, 
что такое инвар1антъ и ковар1антъ формы или системы формъ. Въ настоя- 
щемъ параграфЬ мы пояснимъ примЬрами данное опредЬлеше и скажемъ, что 
такое кошправаргантъ. Инвар!ажтъ и ковар1антъ имЬютъ то свойство, что 
ихъ геометрическое значеше не зависитъ отъ координатныхъ осей, къ ко- 
торымъ отнесено уравнеше или уравнешя; но инвар!анты, какъ мы видЬ-



ли, суть функцш только коэфищентовъ уравнешя, а ковар1анты содержать 
и перемЬнныя. Если намъ дана кривая или система кривыхъ и мы най- 
демъ изъ ихъ общихъ уравненш такое геометрическое мЬсто 77=0, коего 
связь съ данными кривыми не зависитъ отъ координатныхъ осей, къ ко- 
торымъ отнесены уравнешя, то кривая 77= 0 называется коваргантомъ 
данной системы кривыхъ. Если мы желаемъ имЬть уравнеше кривой 77=0, 
отнесенной къ какимъ-нибудь новымъ координатными осямъ, то мы оче
видно получимъ одинъ и тотъ же результата, преобразуя уравнеше 77=0 
къ новымъ осямъ, или преобразуя данную кривую или кривыя и изъ пре
образованныхъ уравненш составляемъ 77 такъ, какъ оно было составлено 
изъ начальныхъ.

Такъ напримЬръ, если преобразуемъ уравнешя двухъ коническихъ 
еЬчешй къ новому координатному треугольнику, то должны подставить 
вместо Х\ , ж2 , хг выражешя:

®11#1 “Ь а12Х2 ~Ь а13ж3 1 а21х1 , * 3 1 ~Ь а32ж2 "Ь а33®8
✓

Если теперь подставимъ эти выражешя въ уравнеше а по-
томъ составимъ тоже уравнеше изъ преобразованныхъ коническихъ сЬче- 
нШ, то очевидно, что эти два уравнешя будутъ отличаться только посто
янными мпожителемъ зависящимъ отъ коэфищентовъ а,-,*. Это происходить 
вслЬдств1е того, что уравнеше jF2 =  4A A\ f f \  представляетъ четыре об- 
пця касательныя къ коническими сЬчешямъ f — 0 и /1 =  0.

Точно такое же свойство имЬетъ и кривая F —  0, которая есть гео
метрическое мЬсто точекъ, изъ коихъ четыре касательныя, проведенныя
къ двумъ даняымъ коническимъ сЬчешямъ /*= 0 и /i =  0, срставляютъ

% * • „

гармоническую связку (33). Поляра данной точки относительно даннаго 
коническаго сЬчешя 7 =  0 есть ковар1антъ. На этихъ свойствахъ осно
вано аналитическое опредЬлеше ковар1антовъ. Фуекщя, составленная изъ

• • 9  • *

одной или нЬсколькихъ данныхъ функцШ по известному правилу, назы-
‘  V .  • •

вается коваргфтомъ, если она будетъ такого свойства, что результата, по
лученный линейными преобразовашемъ перемЬнныхъ въ ней, будетъ от
личаться отъ результата, полученнаго составляя ту же функцш изъ дан
ной или данныхъ функщи линейно преобразованныхъ, только постоянными 
мпожителемъ.

Есть еще другой родъ icoBapiaHTOBb, которые называются контрава- 
piaumaMu. Контравар1анты суть ничто иное какъ ковар1анты формъ въ 
линейныхъ координатахъ Slf S2, £3 и въ то время, когда перемЬнныя хг,х 2, а?3
преобразуются линейно, перемЬнныя $15 $2, ?з преобразуются обратно (§ 186).

. - '  ‘ " . ; • ? . • :• '  .

Пусть стороны координатнаго треугольника будутъ:

3/1 =  0 , 2/2 =  0 , 2/з** О
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Если черезъ гд, y)2, щ назовемъ координаты какой-нибудь прямой, отне-
V

сенной къ этому треугольнику, то ея уравнеше будетъ:

’ ll У\ +  ЪУ2 +  — 0 (48)

Если положимъ, что х 2, х а суть стороны другаго' треугольника, то 
yi, Уъ, У а будутъ линейныя функцш перем'Ьппыхъ хх, х 2, ха ; пусть он'Ь 
будутъ:

У\ —  а 1 ] #1 ~Ь a l 2 Х 2 +  а 13#3 5 У 2 —  а 21 Х 1 ~Ь а 2 2 х 2  Н~ *23*3 1

У з  =  «31^1 +  *32^2 +  a 3 3 X 3

подставляя эти выражения въ уравнеше (48) и означая коэфид1енты при 
х х, х2, х3, чрезъ найдемъ:

1 ai 1 ’ll ~Ь a2i ~Ь “з^ з  > «1 2̂ 1 +  “22̂ 2 +  “зг^з 1

а1 З̂ Й ~f* a23̂ 2 "I" “зз^з
(50)

откуда, означая черезъ Д  определитель элемента од*, найдемъ:

Д*)1 == Pll^l “Ь@12§2 “Ь Эх3̂ 3

Ду)2 == $21̂ 1 "Ь (̂ 22̂ 2 ~Ь @23̂ 3 (51)

Д.’1з == Эз1?1 +  3̂2̂ 2 +  3̂3̂ 3

Следовательно, если переменныя хх, х2, х3 преобразуются уравнешями (51), 
то гп, г12, щ должны преобразоваться уравнешями (50). Если теперь функ- 
д1я, составленная изъ коэфид1ентовъ уравнения кривой или системы кри- 
выхъ и переменныхъ $х, $2 , з̂> будетъ иметь свойство ковар1анта отно
сительно линейнаго преобразовашя (50), то она называется контраватан-

* .

томъ данной кривой или системы кривыхъ. Такъ, напримеръ, уравнеше:

f'  -4ц ̂ 21 “Ь - -̂22^2 4 ~ ........... .— О
, - • ■ . -  1*

I

или ycxosie, что прямая, данная координатами (?i$3$3), касается кониче- 
скаго сечевая:

f  =  ах хх \  +  а22ж22 + ...=  О
%

есть его контравар!антъ.

Уравнеше Ф —  0 (35) геометрическаго места прямыхъ, которым пе-
ресекаютъ два коническихъ сечешя /* = 0  и /1 = 0  въ четырехъ гармони- 
ческихъ точкахъ, есть контравар1антъ этой системы.

\



§ 389. Каждое коническое сгЬчеше, KOBapiaHT'b съ коническими cf>- 
чешями f —  0 и f \ = 0 ,  можетъ быть выразкено вт> 'функцш f  и /j и ко- 
BapiaHTa jF = 0, а контравар1антъ можетъ быть выраженъ въ функцш
f \  fiи Ф.

Пр. 1. Выразить въ функцш /!, ft и F  полярное коническое cineHie кошь
—*• >

ческаго сечешя f  — 0 относительно /i =  О?

Ртиете. йзъ свойствъ инвар1антовъ и ковар1антовъ мы знаемъ, что всякая 
найденная зависимость между ними, при какой-нибудь системе координатныхъ осей 
им^етъ место и тогда, когда координаты будутъ преобразованны. Следовательно 
можно отнести хмничесшя сечешя f — О и / i = 0  къ ихъ общему полярному тре
угольнику, тогда ихъ форма будетъ:

f  =  ах2 +  Ъу2 4- cz2 , fx =  х2 -ф- у2 -f- z2

при этомъ найдемъ, что ихъ ковар!антъ F  будетъ:

F = a ( b - \ - c l x 2- \ -b (c - \ -a )y2- \ -c (a- { -b)z2 (52)

Но услов!е, что прямая касается коническаго сечешя f  — 0, очевидно, есть:

4* cari2 4“ #&£2 =  О

Геометрическое место полюса относительно ft = 0  касательной къ f — О есть:

Ъсх2 4* сау2 4- abz2 =  О 

но его можно написать въ форме:

(Ъс 4* са +  аЪ) (х2 +  З/2 4“ 2̂) =  F  

следовательно искомое геометрическое место будетъ:

\  ,

Точно также, можно показать, что полярное коническое сЬчеше коническаго соче
тая Д относительно f  есть:

Q t f = F

Пр. 2. Выразить въ функцш Д Д , F  обвертку прямой,- которая перес'Ькается 
коническими сЬчетями f — О и Д =  0 въ четырехъ гармоннческихъ точкахъ?

Pmuenie. Мы вид-Ьли, что ypaBHeaie этой обвертки есть коническое сеч ете  
(33) ф — о, въ этомъ случае:

ф =  (& 4 -с )^ 4 -(с 4 -а )т )24 - ( а 4 - 5 ) ^  =  0 (53)

следовательно ея уравнеше въ коордйнатахъ #, у, z есть:

(с 4- а) (а 4- Ъ) х2 4“ (а 4” &) (& 4“ с) У2 4 “ (с 4“ а) Ф 4*с) z2 == О
и л и : ..

(Ъс +  са 4 “ аЪ) (х2 4“ У2 4* *2) 4“ (а 4*& 4“ с) (ал?2 +  Ъу24” с*2) — F =  О
и л и :

Qfi 4" Qif F  — о
Пр. 3 . Найти yoioBie, при которомъ ковар!антъ F  распадается на две пря- 

мыя линш?

Ртиете. Инвар1антъ Д  ковар!анта 2Г =  0 (52) долженъ быть равенъ нулю, 
что даетъ:

аЪс (Ъ -f- с) (с 4 “ Щ (а +  Ъ) =■ О
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или:

откуда:
аЬс [ (а +  Ь +  с) (be +  са - |-  аЬ) — аЪс\ =  О

Д  • A i (QQi' Д А О  »— о
искомое yciioBie. Уравнеше QQ1 — A A i =  0 есть также услов1е распадения коварЬ 
анта Ф на два линейные множителя. Это услов1е будетъ удовлетворяться, когда два 
круга пересекаются иодъ ирямымъ угломъ; въ этомъ случае, каждая изъ.прямыхъ, 
проходящихъ чрезъ одинъ изъ цеятровъ, пересекается кругами въ четырехъ гармо- 
ническихъ точкахъ, а геометрическое место точекъ, изъ коихъ четыре касательныя 
jrь кругамъ образуютъ гармоническую связку, есть две прямым лиши. Геометричес
кое место и обвертка будутъ так1я же, если $2 =  2 (r2 + r 2i).

Пр. 4 . Преобразовать два коничесшя сеч етя  въ формы:

ж2 +  У2 4" — 0 , ах2 -J- Ьу2 -[- cz2 =  0 (54)

Рт иеме . Количества а, &, с определяются изъ уравнешя:

ДА* -  &Х* +  Q\ -Д  =  0 (55)
«»*

какъ въ § 346 пр. 2. Если изъ уравнетй:

я 2 +  У2 +  я2 =  f  , -|- &У2 +  ж2 =  Д , а (6 -|- с) ж2 -f* & (с +  а) у 2 -f- с (а +  5) z2 =  Е

определимъ ж2, у 2у я2, то найдемъ эти величины въ функщи Д Д, F.

Up. 5. Преобразовать уравнешя:

Зж3 — бжу +  9у2 — 2ж -f- 4у =  О , 5ж2 — 14ху  -|- 8у 2 — 6ж — 2 =  0 

въ форму (54)?

Ргьшете. Отшцемъ определители Д  и Д г и ихъ миноры:

Д  =  - 9  , <2 =  - 5 4  , Qx =  — 99 , Д , = - 5 4 ,  

откуда корни уравнешя (55) будутъ 1, 2, 3. Вычисляя JP, найдемъ:

Полагая:
>

Найдемъ: 

изъ
*

ИЗЪ

ш

изъ

F  =  — 9 (23ж2 — 50ж«/ +  44у2 — 1Ьх +  12у — 4)

* +  У 2 +  = : Зж2 — бжу -{- 9у2 — 2ж — 4у

X 2 -j- 2 ЗГ2 +  3Z2 =  5ж2 — 14жу -J- 8у2 — 6ж — 2 

5 Х 2 -J- 8 У"2 9Z2 =  28ж2 — бжу -j- 44у2 — 18ж -j- 12у -— 4

Х2 =  (3 2 /-Н )2

Y 2 =  (2ж — у)2

/

F — S f — 2ft

Z* =  _  (а +  у 1)*

Z f + S f ^ F



Up. 6. Найти ypaBHeeie четырехъ касательныхъ въ точкахъ лересечешя ко- 
ническихъ сЬчешй f = 0  и /i =  0?

Ошв,
(Qf -  ДА)2 = 4Д/1 (Qif— F)

Up. 7. Найти обвертку оенован1я треугольника, виисаннаго въ коническое се
чете f =  0, и коего две остальныя стороны касаются коническаго сечешя /i =  0?

Pmuenie. Возьмемъ за координатный треугольнику треугольникъ вписанный 
въ f  =  0 въ известномъ иоложен1и, и пусть:

f  =  2 (fyz +  yzx - f  2ху)

=  х2 у 2 z2 — 2yz — 2ху — 2Х/ш/

где, очевидно, прямыя х =  О ,у  =  0 касаются коническаго сечешя /i =  0. Очевидно, 
что V + Z i  =  0 коническое с^чеше, коего касается третяя сторона треугольника 
z — 0; мы иокажемъ, что это коническое сеч ете определенное.

Въ самомъ дел*, нмеемъ:

Д  =  2f g \  Q =  - ( f + 9 + b y - 2 l f g K  Qi =  2 { f + g  +  h)(2 +  U ) ,  д 1 =  - ( 2  +  Х»)* 

откуда:
Q\  -  4 « A i =  4ХДДг

следовательно уравнеше Xf +  А =  О можетъ быть написано въ форме.*

(Я \  —-40Д 0 /*+  4 Д Д гА =  О

какъ видно определенное коническое сечете, коего касается третяя сторона тре
угольника. Если Q \ — 4 Д Д г, то очевидно третяя сторона треугольника всегда ка
сается коническаго се ч еш я /i =  0.

Пр. 8, Найти геометрическое место вершины треугольника, коего стороны 
касаются коническаго сечея!я f  ~  0, а две остальныя вершины находятся на кони- 
ческомъ сеченш А =  О?

Pmuenie. Означимъ черезъ f  (1) и А (1) результатъ иодстановлешя ос*,у' z' въ 
данныя коничесшя сечешя f  и А- Р еш ете будетъ состоять въ следующему соста
вить ypaBHenie двухъ касательныхъ къ коническому сеченш /= =  О, нроведенныхъ 
изъ точки {xxyxzx\  за темъ составимъ уравнеше прямыхъ, соединяющихъ точки пе- 
ресечешя касательныхъ съ коническимъ сечешемъ А = 0 ,  и наконецъ составимъ 
yciOBie, при которомъ одна изъ этихъ прямыхъ (которая должна быть третяя сторо
на искомаго треугольника) касается коническаго сечешя f = 0 .  Если чрезъ Р  на- 
зовемъ поляру точки (xxy xzx) коническаго сечешя f  =  0, то пара касательныхъ изъ 
этой точки къ f  =  0 будетъ f f  (1) — Р 2 =  0. Чтобы найти хорды пересечешя этихъ каса
тельныхъ съ А =  0, надобно определить X такъ, чтобы уравнеше /У(1)— Р 2+ХА =  О 
представляло пару прямыхъ лишй. Признанная (discriminant) этого уравнешя есть 
следующее квадратное уравнен!е: ~

I .

Д , Х *  +  F  ( 1 ) .  X  +  Д  / 4 1 )  Л ( 1 )  =  о
для опредйлешя X Наконецъ, чтобы найти условие касашя одной нзъ этихъ хордь 
коническаго с-Ьчешя f — 0, составимъ признанную уравнешя:

\*f +  (ff(!) — •*** +  X/i) =  О
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и приравняю» ее нулю, составимъ условхе, чтобы это уравнеше, относительно р 
имЬло равные корни. Эта признанная есть:

А р 2 -{- (2Д / 1 (1,) +  Щ  р +  [ А /2 (1) +  X (Qf (1) +  Д  А (1) +  ФА2] =  0

искомое услогие равенства корней будетъ:

X (4 Д &  -  Ф2) +  4 Д 2 А (1) =  О
* t . . » " .

подставляя, полученное отсюда значсше \  въ:

Д 1Х2 +  2?’(1)Х +  Д / ,(1 ).А (1 ) =  0

найдемъ искомое геометрическое м4сто:

16 Д  »Д . А -  4 Д  (4Д«1 -  ф2) F + f  (4Д ф , — ф2)2 =  О

которое, при ф2 =  4Д ф ъ обращается въ А — 0.

Пр. 9. Найти геометрическое Micro вершины треугольника, коего двЬ стороны 
касаются коническаго сЬчешя f — 0, а третяя касается коническаго сЬчешя 
« / 4 -  ЬА =  0, а двЬ остальныя вершины находятся на коническомъ сЬчешн А =  О?

Рпшенге. Какъ въ предъндущемъ иримЬрЬ найдемъ, что искомое мЬсто есть 
одно изъ коническихъ сЬченШ, касающихся четырехъ общихъ касательныхъ къ ко- 
ническимъ сЬчешямъ f  — 0 и /i =  0:

• Г  *

A A i/ iX 2+ p 2 T .X  +  p V = 0
\  .

•

гдЬ X : р дано квадратнымъ уравнетемъ:
- ’ •  t

а (аЪ — $а) X2 +  а (4а Д  -f- 2Qb) Х[Л — &2[а2 — О
#

въ которомъ:

а  =  4 A A i > a  Р =  Ф2— 4 Д § !

Пр. 10. Найти геометрическое м'Ьсто вершины многоугольника, коего стороны
касаются коническаго сЬчешя f =  0 , а остальныя вершины скользятъ по коничес-

/

кому сЬченш / ,  — О?

Рпшете.Этотъ примЬръ сводится на иредъидущШ. Вт» самомъ дЬлЬ, прямая, 
соединяющая смежныя вершины съ вершиною геометрическое мЬста, которое ищется,
касается коническаго сЬчешя формы a/'-J-a/i == 0. Найдемъ, если X', р'; X", р";

, * • ‘ # ^

X'", р'" будутъ величины для многоугольниковъ П — 1, п и л  - j -1 сторонъ, что 

X'" == р'р"2 , р"' =  ДХ'Х" (ap" — Ai^X"). Для треугольника нмЬемъ X' =  а, р' =  Д,|3; 

для четыреугольннка X" =  (22, р" =  а (4Д а  +  аф@), и подобнымъ образомъ, последо
вательно, найдемъ для всякаго многоугольника.

§ 390. Якобгевская кривая. Даны три коничесшя сЬчешя. Найти гео
метрическое мЬста точки, коей три поляры относительно трехъ данныхъ 
коническихъ еЬчешй пересЬкаются въ одной точгЬ.

Рпш ет е. Пусть данныя коничесшя сЬчешя будутъ:
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(56)
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г

три ихъ поляры относительно точки {xxyxZ]) будутъ:

d f ,  ,X ---- \ - у -—
дхг * дух д0,

О dfx , dfx
дхх дух dzx О

х дхх
4 - У &  +  Л
^  У д у х  ^  д в у

(57)
О

•ч

Если эти поляры проходятъ чрезъ одну точку, то будемъ имЬть (§ 68):

(58)

Такому уравнешю должны удовлетворять координаты точки (xi у\S\) встрЬчи
трехъ поляръ. Какъ видно это кривая третей степени, которая назы-

*  » ‘  *  • .

* '  '  .  \  * • ; ®  * .

вается якобгевскою кривою трехъ коническихъ сЬченш.
*  *  • ' * * * ' ’  •  « ' * ,

Легко видеть, что если три поляры, какой-нибудь точки относи-
/ ’  * ' * ’  * ’ ‘ ’

тельно коническихъ сЬченШ (56) пересЬкаются въ одной точкЬ, то поляра 
той же точки относительно веЬхъ коническихъ сЬченш системы:

V  Н~ V-fi +  v/’a =  0 (59)
‘ *

пройдетъ также чрезъ точку пересЬчешя трехъ поляръ (57).
# • г

/

Если поляры точки А, лежащей на якоб1евской кривой, веЬхъ ко- 
ническихъ сЬченш (59), проходятъ чрезъ точку В, то прямая пере- 
сЬкается гармонически каждымъ коническимъ сЬчешемъ изъ системы (59), 
а слЬдовательнб поляры точки Б  пройдутъ всЬ чрезъ точку А, поэтому 
и точка В  находится на якоб1евской кривой и называется соответственной 
точкЬ А . Очевидно, прямая А В  пересЬкается системою коническихъ сЬ- 
чешй (59) въ точкахъ образующихъ инволюционный рядъ, коего двой- 
ныя точки суть А  я В. Такъ какъ двойныя точки суть совпадающая 
соотвЬтственныя инволющоннаго ряда, то изъ этого слЬдуетъ, что если 
какое-нибудь изъ коническихъ сЬченШ системы (59) касается прямой АВ, 
то оно можетъ ее коснуться только въ точкахъ А  или В. Если одно изъ 
коническихъ сЬчешй системы (59) распадается на двЬ лрямыя лиши, не- 
ресЬкаюнцяся на прямой АВ, то точки ихъ пересЬчешя должны быть 
или А  или В ,исключая того случая, въ которомъ сама лишя есть 
одна изъ распавшагося коническаго сЬчешя на двЬ прямыя.



Впрочемъ можно прямо доказать, что если коническое сЬчеше:
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V  Н-  V-fi +  v/ 2  — О

распадается на пару прямыхъ лиши, то точки ихъ перееЬчешя нахо
дятся на якоб1евской кривой. Въсамомъ дйл'Ь, если (60) есть прямая ли- 
шя, то координаты точки пересечешя должны удовлетворить уравнеше:

\ Х^-4-u. — 4-v

df dfi
дх ду

dz =0

° A S= 1
dz

dhv =~  !

О

О

(61)

исключая изъ этихъ уравнешй X, р., v найдемъ якоб1евскую кривую ,(58).
*  ,

Ф •  '  „

Прямая А В  пересЬкаетъ якобхевскую кривую еще въ третей точке, 
а изъ того, что было сказано выше, сл'Ьдуетъ что сама лишя А В  есть
одна изъ пары прямыхъ лишй, проходящихъ чрезъ эту точку, и надо-

- _  .  \

дится въ системе коническихъ сЬченШ (5 9 ).
Если три даиныя коничесшя сечешя будутъ:

0*12л +  «2Ж2 +  «Зжз)2 =  0 ,
(b\X\ -f- Ъг%ъ -J- Ъ9х 9)2 =  0 , (62)
Ол Х\ +  С2 х 2  +  с9х 9)2 =  О

*

въ символической форм*Ь (§ 199), то очевидно ихъ якоб1евская кривая бу- 
детъ:

{р>11 Ъ\ 3С12) Х^ 1 “}“ (#22̂ 12̂ 2з) х \  Н“ (#33 2̂3̂ 1 з) Z

[(̂ 11̂ 22̂ 1 з) НЬ (а11̂ 12с2з)] Х 2 \Х% [(̂ 33̂ 11с12) +  (% 1 2̂3 1̂з)] х \х &

[ (^1 1 ^22 2̂3) "Ь (^22^1 ZP\2)] Х \ Х \  ~ [(̂ 22̂ 33̂ 12) “Ь (̂ 22̂ 23̂ 1 з)] X \ XZ
(63)

— [(аззЬп с2з)Н-(аззЬ, 3С1 2 )] x %x i — [(«22̂ 33̂ 1 з) +  (азз&^гз)] х%х2 —
. ‘  4  *

[(«! 1 Ъ29с99) +  2 (а 2 3 &1 3 С1 2 ) 1  осх х 2х 9 =  О

Символъ, нанрим'Ьръ, (aiibI3Ci2) означаетъ определитель полученный изъ
члена «%гЬ|3сх2 , перемещая d, &, с.

Яр. Д. Описать коническое сйчеше, проходящее чрезъ четыре данныя точки 
и касающееся данваго коническаго
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Ргьшете. Пусть четыре данный точки будутъ пересйчетя двухъ коническихъ 
с-ЬченШ /*= 0 и /i =  0. Легко видеть, что задача ювЬетъ шесть pfvineuift Въ самомъ 
дЬлЬ, если въуокдае (§ 351) касатя двухъ коническихъ сЬченш f =  0 и /2= 0  под-
ставимъ +  )ч5ц, «12 +  ^ 12т  • * вместо а1и а12, т о  X войдетъ въ это услов1е въ 
шестой степени. Якоб1евская кривая трехъ коническихъ сЬчешй / =  0, / i = 0 ,  f2 =  О 
иересЬкаетъ f2 =  0 въ шести нскомыхъ точкахъ касатя. Такъ какъ поляра точки 
касатя съ f2 =  0 будетъ поляра той же точки относительно коническаго с^четя
Х/*+ W*fi =  0, то она нроходитъ чрезъ точку перес'Ъчешя поляръ относительно кони
ческихъ с4ченш f  =  0 и й =  0.

Пр. Если три коничесгия с'Ьчетя им’Ьютъ обпцй полярный треугольникъ,
то ихъ якоб!евская кривая обращается въ три прямыя линш.

\

Ргьшете,. Въ самомъ д'Ьл'Ь, если три коничесшя сЬчешя отнесены къ общему 
ихъ полярному треугольнику, то он'Ь имЬютъ формы:

ах2 Ьу2 cz2 =  0 , ахх 2 Ъху 2 -(- cxz2 =  0 , а2х2 Ъ2у2 -{- c2z2 =  О

очевидно, ихъ якоб!евская кривая есть xyz =  0.

Up. 3. Если коничесшя сЬчешя им^ютъ дв’Ь обпця точки, то ихъ лкоб!евская 
кривая распадается на коническое сечете, проходящее чрезъ дв'Ь обшдя т о ч к и , и

на прямую литю. Геометрически, очевидно, что прямая, проходящая чрезъ дв'Ь точ-
• % . . .

ки, удовлетвориетъ условно. Тоже легко показать аналитически. Въ частномъ случай,
якоб1евская кривая трехъ круговъ есть кругъ, нересЬкающШ три данные круга подъ

* .  . . .  .  ■  . . . . . .

ирямымъ угломъ.

Пр. 4. Якоб1евская кривая состойтъ изъ коническаго с'Ьчетя и прямой и въ 
томъ случай, когда одно изъ коническихъ сЬченш будетъ полный квадратъу т. е. дв'Ь 
совпадающая прямыя f = L 2 =  0. Въ этомъ случай, изъ формы (58) якоб1евской кри
вой видно, что прямая L  =  0 будетъ въ ней множителемъ. СлЬдователъно можно 
описать четыре коничесшя сЬчешя касаюпцяся даннаго коническаго с'Ьчетя /i =  О 
въ двухъ точкахъ пересЬчешя fx=  0 съ L =  0, и касающееся f2 =  0 въ точкахъ пе- 
ресйчетя его съ якоб1евскимъ коническимъ сЬчешемъ.

/

Если три коничесшя сйчешя суть: коническое сйчеше, кругъ и квадратъ без- 
конечно удаленной прямой, то ихъ якоб!евская кривая проходитъ чрезъ основашя

e i

нормалей, которыя можно провести изъ центра круга къ коническому сЬченш.

391. Выше мы вид’Ьли, что два коничетя сЬчешя:

/ =  0 и /1 =  0

им&ютъ четыре инвар1анта Д ,  Q; Д ь  Qx и одинъ ковар1антъ F — 0, ко
торый есть также коническое сЬчеше (33); но кром4 этого есть еще куби- 
ческШ KOBapiaHTb,—это якоб1евская кривая трехъ коническихъ сЬченш / =  О, 
/1 = 0  и F== 0. Мы видЬли выше (§ 390, пр. 2), что коническое сЬчеше 
F — 0 имЬетъ общШ полярный треугольникъ съ коническими сЬчешямя 
f — О и /1=0, следовательно если составимъ якобгевскую кривую кониче- 
скихъ сЬченШ /■= 0, /1= 0 , F = 0 ,  то найдемъ кубически* ковар1антъ, ко
торый будетъ ни что иное, какъ стороны общаго полярнаго треугольника
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коническихъ сЬченШ f —  О и f x =  0. Изъ § 389 также видно, что яко- 
б1евская J  тождественно уничтожается, если f —  0 и f x =  0 имеютъ двой-

т

ное соприкосновеше. Въ § 389, пр. 4 мы показали, какъ найти уравнеше 
сторонъ общаго полярнаго треугольника, и если сравнимъ эти два метода, 
то найдемъ:

J  =  F 3 -  F \Q fx- f <3,0  +  F (  Д  х Qf*+  A Qx fx 2) +  3 Д  Д
(64)

Д 21A f3— А 2Л 1/13+  A i ( 2  A $ i — Q2) f 2fi +  A ( 2 A XQ—

Изъ этого видимъ, что система изъ двухъ коническихъ с^ченШ им4етъ, 
кроме четырехъ инвар1антовъ, четыре ковар1анта:

f  , Г, F J

которые связаны зависимостш (64). Точно также им’Ьемъ четыре контра- 
вар1анта:

Г  , /*.' , и Г

изъ коихъ посл^дшй йредставляетъ вершины общаго полярнаго треуголь
ника въ линейныхъ координатахъ. Эти ковар1анты связаны зависимостью 
подобною (64) между f \  fx\  Ф, Г  и инвар1антами.

Пр.Написать для коническихъ сеченШ:

х2 4* Уг +  — 0 , аж* -j- by2 -}- cz2 =  О

всЬ двенадцать формы
Д  1 A i  , Q , Qi, f , A  , F  F  , /•', , Фи n

-r

Orm.
Д  =  1 , Д !  =  abc , (> =  a - |-b  +  c , =  be -f- ca -J- ab

f  =  x2 +  y2 z2 , fx = a x 2-\-by2 -\-cz2 , -j- e) -j- -j- c) -j- c (a -|-

J  =  (b— c) (c— —

f  =  ^  +  4 2 +  ?  , f t  =  bc& +  сац* +  ab? , Ф =  ( f t +  c) S2+  (<* +  «) *is +  (« +  &) C

Г  =  (b — c)(c— a)(a — ft)

§ 392. Кроме инвар1антовъ, коварнантовъ и контравар1антовъ, есть 
еще смешанные ковар1анты; это ташя функцш отъ коэфищентовъ, пере- 
менныхъ хх, ж2, ж3 и неременныхъ &2, S3, которыя имеютъ характеръ 
ковар1антовъ, когда хх, х ъ ж3 преобразовываются подстановлешями § 388
(49), а Si, S2, 63 подстановлешями (50), Эти смешанные ковар!анты можно 
разематривать, какъ ковар1анты системы двухъ коническихъ сечешй f— О,

О и  прямой , мы можемъ составить якоб!ев-
свую кривую системы, или геометрическое точекъ, коих ь по-

MitskevichOA
Прямоугольник
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ляры относительно f  и А пересекаются на прямой -f- ч\у -f* & —  0. Эта
якоб1евская функщя, очевидно, есть:

5

d f df d f
дх ду dz

dfx dfx dfi
дх ду dz

а для ypaBHeHifi въ канонической форме:

%(Ь — с) у г +  ^(с — a) zx +  £ — Ъ) =  О

соответствующая взаимная форма этой последней относительно f ' ,  f \  
будетъ:

arfc (Ъ — с) х  +  (с — а) у -f-cqi) (а — Ъ) z =  О
•  %

Это уравнеше представляетъ прямую, проходящую черезъ полюсы прямой 
%х -f- щу -J- Ке =  0, относительно f —  0 и /1= 0 . Мы можемъ взять полюсъ, 
какой-нибудь, прямой \ х t\y-\-^z =■ О относительно 0 и поляру этого 
полюса относительно /1 = 0  и получить линш К, которой уравнеше, если 
f  и fi даны въ канонической форме, будетъ:

К  — а%х +  Ъу\у 0 .

мы получимъ другую прямую К \, если возьмемъ полюсъ прямой \х-\-ч\у-\-&—0 
относительно А — О и поляру этого полюса относительно f = 0 .  Если f  
и А будутъ въ канонической форме, то:

К\ =  Ьс%х -f- cat\x -}- aVCz =  О

Всехъ смешанныхъ ковар1антовъ системы, состоящей изъ двухъ кониче- 
скихъ сеченШ, есть восемь, изъ нихъ четыре мы нашли, а четыре суть

s '  *

следующая:

якоб1евская функщя отъ f, К  и ix-\-rty -{- X,z въ канонической форме:
v j l — c)x-\-Zfc(c — а)у-\-%ц(а — b)z

*  *

якоб!евская функщя отъ /1, К\ и —J— vj ̂  -{- :
nj £а2(Ь-— c)x-\-Zfcb2(c — а) у% г[С 2{а— Ъ) z

* * * . 1

и две ихъ взаимныя:# • 4 ц • , - . *
\a y z  (Ь — е) —J- xjjazx(с

%Ъс(Ъ—c)yz +  rfa(c— a)xz-\-\db{a—Ь)ху

> *

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЫ. 27

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник



4 1 8  -ГЛАВА X X II.— ГЕОМЕТР. ЗНАЧ. ИНВАПАН. СИСТЕМЫ КОНИЧ. С'ВЧЕНШ.

Построеже коннческихъ с%ченШ.

§ 393. Задача. 1. По даннымъ пяти точками на коническомъ сече- 
ши построить шестую?

Фиг. 134. Ртиенгс 1. Пусть a,b ,c ,d ,e  (фиг. 134)
будутъ данныя точки на коническомъ сгЬ- 

^ ченш. Возьмемъ две изъ нихъ, наприм'Ьръ, 
а и Ъ за вершины двухъ связокъ. Прове- 
демъ лучи ас, ad, ае и Ъс, bd, be\ эти дв'Ь 
связки устанавливаютъ (§ 230) ихъ про- 

эктивность, если теперь возьмемъ, какой-нибудь лучъ a f  и построимъ ему 
соответственный bf, то точка пересЬчешя ихъ f  будетъ на коническомъ

t . • • *

обчеши, проходящемъ черезъ пять данныхъ точекъ.

Въ самомъ деле, имеемъ:
• '

(a.cdef) =  (b.cdef)
•  •

Такимъ образомъ можемъ построить сколько угодно точекъ на данномъ
#

коническомъ сечен!и.
- • • *

Если вместо луча a f  возьмемъ лучъ ab, то соответственный лучъ 
b f  будетъ касательная въ точке b къ коническому сечешю.

Ргыиете 2. Пусть (фиг. 135) данныя пять точекъ будутъ 1, 2, 3, 4, 5.
* г

Соединимъ точки 1 и 2 ,  2 и З ,  З и 4 ,  4 и 5  прямыми 12, 23, 34, 45. 
Черезъ пятую точку проведемъ, какую-нибудь прямую 56, которая встре- 
чаетъ данное пятью точками коническое сечеше въ неизвестной точке, 
которую означимъ черезъ 6.

Такимъ образомъ бу- 
демъ иметь, вписанный въ 
коническое сечеше шестиу- 
гольникъ 123456, коего 
противуположныя стороны 
будутъ 12 и 45, 23 и 56, 
34 и 61. По предложенш 

Паскаля точки пересечешя этихъ сторонъ лежать на одной прямой лиши. 
Пусть точки встречи 12 и 45; 23 и 56 будутъ а и Ъ. Продолжимъ пря
мую аЪ до встречи въ точке с съ прямою 34. Очевидно, искомая точка 6 
должна находится на прямой 1с, но она находится и на 56, следовательно 
искомая точка будетъ пересечете произвольно проведенной прямой 56 съ 
1с. Проводя черезъ точку 5 прямыя въ произвольномъ направленш мо- 
щ щ ъ  построить сколько угодно точекъ на коническомъ сеченш, коего

Фиг. 135.
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пять точекъ даны. Если произвольную прямую 56' проведемъ черезъ точ
ку 1, то 51 пересЬчетъ 23 въ точке Ъ\ прямая ah' пересечется съ 34 въ
точке с'. Если теперь проведемъ прямую 1с’, то это, очевидно, будетъ ка-

• >

сательная къ коническому с'Ьчепт въ точке 1. И въ самомъ деде, въ 
этомъ иостроенш искомая шестая точка совпадаетъ съ 1, следовательно 
шестая сторона с'\ шестиугольника проходить черезъ совпадающая две 
точки. Это самое простое решеше.

§ 394. Задача 2. По даннымъ пяти касательнымъ къ коническому 
сечешю построить шестую?

Ртиете 1. Пусть (фиг. 136) данныя касательныя будутъ А Л 1, АЛ", 
аа\ ЪЪ', сс'. Пусть а, а'; Ъ, Ъ'\ с, с' будутъ точки пересеченья трехъ изъ 
пяти касательныхъ аа1, ЪЪ', сс' съ двумя АА', А  А".

Фиг. 136.

Известно, что ангармоническая отношешя точекъ пересЬчешя четырехъ 
поетоянныхъ касательныхъ съ пятою переменною равны (§ 230), следо
вательно, если на касательной АА' возьмемъ, какую-нибудь четвертую
точку d и определимъ на касательной А  А" точку d', такъ чтобы имели:

/

. *  Г ’  *

(abed) =  (a'b’c'd')

то прямая dd' будетъ-искомая шестая касательная. Такимъ образомъ мо-
жемъ построить сколько угодно касательныхъ къ коническому сечешю,

/

котораго пять касательныхъ даны.

Если вместо точки d взята точка А  и определена на АА" точка а" 
такъ, чтобы (аЪсА) =  (а'Ъ'с'а"), то очевидно точка V  будетъ точка касашя
касательной А  А". Если бы точку А  разематривали, какъ находящуюся

1 * »  ■ :  * ’•

на касательной А А"и определили точку а'" на касательной АА' такъ, 
чтобы (аЪса'").— (а'Ъ'с'А), то точка а'" будетъ точка касашя касательной 
АА'. Это легко видеть изъ того, что до мере приближешя точки d къ А,

2 7 *
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толка d' будетъ приближатся къ точке касашя а" и совпадаетъ съ нею, 
когда d  совладеть съ А .

Ргьш ет е 2 . Пусть данныя касательныя будутъ F A ,  В С , С В , B E  

(фиг. 137). Если на касательной B E  возьмемъ произвольную толку Е  и 
положимъ, лто Е Е  есть искомая шестая касательная, то по предложешю 
Бр1аншона д1агонали А В ,  B F ,  C F  пересекутся въ одной точке.

Фиг. 137. Такъ какъ д1агонали А В  и B E  из
вестны и пересекаются въ точке 0, то 
прямая СО  встретить касательную F A  

въ точке F , которая будетъ вершина 
описаннаго шестиугольника, противу- 
лежащая вершине (7; следовательно 
Е Е  будетъ шестая искомая касательная.

Если бы точку Е  на касательной B E  взяли на пересеченш ея съ 
касательной A F ,  то построенная, такимъ образомъ, точка а  будетъ точка 
касашя касательной A F .  Въ самомъ деле, по мере приближешя произ
вольно взятой точки Е  къ точке Е \  точка F  приближается къ а и когда 
Е  и Е '  совпадутъ, то F  совпадетъ съ точкою Это самое простое ре
шете задачи.

§ 395. З а д а ч а  3. По даннымъ четыремъ точкаыъ и одной касатель
ной построить пятую точку?

Р т и е н ге . Пусть (фиг. 138) а , Ъ, е, d  будутъ данныя четыре точки, 
А В  данная касательная. Точки а , Ъ, с, d  образуютъ четыреугольникъ, 
противуположныя стороны котораго d a  и Ъс, аЪ и c d  пересекаютъ каса-

Фиг. 138. тельную въ точкахъ А , С, В ,

2А которыя съ неизвестною точкою каса
шя Е  касательной А В ,  образуютъ ин- 
волющонный рядъ, коего двойная точ
ка есть Е .

Если эту'двойную точку постро- 
имъ, то будемъ иметь пятую точку ко- 
ническаго сечешя, следовательно мо- 
жемъ построить, какъ показано выше 
(§ 393, зад. 1), сколько угодно точекъ

; ч

на коническомъ сечеши, проходящемъ чрезъ точки а , Ъ, с, d  и касаю
щемся прямой А В .  Но такъ какъ есть две двойныя точки Е  и Е ', со- 
ставляющихъ инволющю съ точками А ,  В ,  С , В ,  то есть два коничесшя

удовлетворякищя данному условш.
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Фиг. 139.

396. Задача 4. Даны четыре касательныя и одна точка, построить 
пятую касательную?

Ртиенге. Если данную точку соединимъ прямыми лишями съ вер
шинами четыреугольника, образуемаго четырьмя данными касательными, 
то эти прямыя образуютъ инволющонную связку, коей двойной лучь будетъ 
искомая пятая касательная. Но есть другой двойной лучь, следовательно 
задача им^етъ два рёшешя, т. е. существуютъ два коничесюя сечешя, 
касаюпцяся четырехъ касательныхъ, и проходя!щя черезъ одну точку.

397. Задача 5. По даннымъ тремъ точкамъ и двумъ касательнымъ 
построить коническое сЬчеше?

Ртиенге. Пусть (фиг. 139) а, Ъ, с будутъ данныя точки, a Ot и Ot1 
данныя касательныя.

Если определимъ точки e n d  
касашя, то будемъ иметь пять 
точекъ на коническомъ сечеши, 
а следовательно можемъ постро
ить сколько угодно другихъ то
чекъ. На прямой de, каждая изъ 
точекъ d u e  представляетъ две 
безконечно близшя точки на ко
ническомъ сечеши, следовательно 
она представляетъ две противу- 
положныя стороны вписаннаго въ 
коническое сечеше четыреуголь
ника, коего две друпя противу- 
положныя стороны суть касательныя и

Следовательно секущая Ъс пересекаетъ стороны этого четыреуголь
ника въ точкахъ tи t 'и кривую въ точкахъ б и с .  Эти четыре точки съ 
пятою Е  составляютъ инволюционный рядъ, коего двойная точка есть Е. 
Следовательно, если построимъ точку Е  и такую же точку ю на секущей 
db, то прямая Еш определить на касательныхъ Ot и Ot' две точки d u e ,  
которыя будутъ точки касашя. Следовательно будемъ иметь пять точекъ 
на коническомъ сечеши, а потому можемъ построить и какое угодно число 
другихъ точекъ. Но такъ какъ есть по две двойныя точки на секущихъ 
Ъс и сЪ, то будемъ иметь четыре прямыя, соединякнщя двойныя точки 
Е ,Е ' съ (о,<о', следовательно будемъ иметь четыре решешя.

Если заметимъ, что секущая ас даетъ также два решешя, т. е. две
• % . ' 4

двойныя точки ф и ф’, то можно провести двенадцать прямыхъ:

Ей , Е'ш , Еь>', E 'd Е^ , Е'Ф , Е ф ', Е ’Ф' шф , <1>'ф , ыф' , о'ф'
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которыя казалось бы дадутъ и двенадцать решенШ. Но, если зам'Ьтимъ, 
что каждая изъ сторонъ треугольника abc делится въ точкахъ ш, ь>'; 
Ъ, с, Е, Е ' ; а , с> ф, ф', гармонически, то увидимъ, что точки, какъ напри- 
меръ Е , «, ф лежатъ на одной прямой линш (§ 146), следовательно ре- 
шенш всего четыре.

§ 398. Задача 6. По тремъ даннымъ касательнымъ и двумъ точкамъ 
построить коническое сечете?

Рмиенге. Пусть А В , ВС , СА будутъ данныя касательный, а,Ъ дан-
I

ныя точки. Каеательныя въ этихъ точкахъ пересекаются въ точке Ж, ко
торую надобно определить. Легко видеть, что лучъ В М  есть двойной въ
инволющонной связке: В  А  и ВС, Ва  и ВЪ, следовательно можно его по-

*

строить. Точно также найдемъ, что лучъ МС, пересечете котораго съ В М  
даетъ точку Ж, которую если соединимъ съ а и Ъ, то будемъ иметь ка
сательный въ точкахъ а и Ъ. Но такъ какъ построеше даетъ каждый разъ 
два двойные луча, то будемъ иметь четыре реш етя, а следовательно и 
четыре коничесыя сечешя, удовлетворяющая услов1ямъ задачи.

Если между условиями для построешя коническаго сечешя будетъ 
дана одна ассимптота, то она должна считаться за два услов1я, такъ какъ 
этимъ услов1емъ дается положеше касательной и точка касашя, которая 
находится на безконечности.

Если будетъ сказано, что коническое сечете есть парабола, то это 
даетъ одно ycxofiie—именно касательную на безконечности.

Если сказано, что коническое сечете есть кругъ, то этимъ дается 
два услов1я—именно две безконечно удаленныя точки.

Если данъ фокусъ, то этимъ даются два услов1я, такъ какъ черезъ 
фокусъ проходятъ две каеательныя къ коническому сечению. Если даны 
два фокуса, то это тоже что даны четыре каеательныя.

I 4 ■ .

Если данъ полюсъ данной прямой, то этимъ даны два услов1я. На- 
конецъ если данъ центръ, то этимъ даны два условия, такъ какъ центръ 
есть йолюсъ безконечно - удаленной прямой.

Г Л А В А  XXIII.

М е т о д ъ  в з а и м н ы х ъ  п о л я р ъ .
4.

399. Въ § 227 мы изложили уже главное основание метода взачм‘
ныхъ поляръ, а теперь изложимъ самый методъ.

f(x )  =  0 и pig) =  О (1 )
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будутъ уравнешя коническаго сЬчешя во взаимныхъ формахъ; мы его на
звали основным!. Если (у\у%уъ) есть какая-нибудь точка, то координаты 
поляры этой точки относительно коническаго сЬчешя (1) будутъ:

4i

и обратно:

У\

1 V 1 df 1 df
2 ду, ’ ~ 2  <*, ’ 2 ду3

1 d f 1 d f ld
2 2 dri2 »*- 2 dri3

(2)

(3)

Въ выше упомянутомъ параграфа видели, что если:

F  (х\ х2х3) О ( 4 )

есть какое-нибудь коническое сЬчеше и полюсъ (у\ с к о л ь з и т ь  по немъ, 
то его координаты должны удовлетворять уравнеше (3):

F  (2/1У2У9 ) = F l d f
2дъ

l d f
2 дш

f d f
2 Ф(*1\ 42%)=. О

и видели, что коничесшя с'Ьчешя:

F(XiX2X з) =  0 и Ф($! $2$з) =  О ( 5 )

находятся въ такой зависимости между собою, что точки одного изъ нихъ 
суть полюсы касательныхъ къ другому и, обратно, касательный къ одному 
изъ нихъ суть поляры точекъ на другомъ. Татя два коничесшя сЬчешя 
называются взаимными.Это основное свойство служить основашемъ мето
да изслЬдовашй свойствъ коническихъ сЬченШ и вообще кривыхъ лишй.

§ 400. Для сокращешя рЬчи, означимъ основное коническое сЬчеше 
черезъ /о =  0, данное черезъ /1= 0 , а взаимное, относительно /1= 0 , че
резъ /1' =  0. Мы будемъ говорить, что точка соотвптствуетъ прямой, 
если она есть полюсъ этой прямой относительно f0 =  0, слЬдовательно 
точки на коническихъ сЬчешяхъ /1 = 0  и /1 '=  0 суть соотвЬтственныя 
касательнымъ на /1 '=  0 и /1 =  0.

На основаши этихъ свойствъ взаимныхъ коническихъ сЬчешй мо-
V

жемъ изъ свойствъ одного изъ нихъ. заключить о сврйствахъ другаго. Свой- 
ства эти суть предложешя, относительно положешя и, въ исключительныхъ...
случаяхъ, Относительно мЬры.

. . .  • '  ^
§ 401. 1. ТочкЬ пересЬчешя касательныхъ къ кривой/1 = 0  соотвЬт- 

ствуетъ прямая, соединяющая соотвЬтственныя касательнымъ точки на
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кривой /i — 0. Это сл'Ьдуетъ изъ § 209, что точка перес&чешя двухъ но- 
ляръ есть полюсъ прямой, проходящей черезъ ихъ полюсы.

2. Если три или бол'Ье точекъ на кривой =  0 лежатъ на одной 
прямой лиши, то соответственный касатсльныя къ кривой fi'— O пересе
каются въ одной точке, и обратно, если три или более касательныхъ къ 
кривой fi — О пересекаются въ одной точке, то соответственный точки 
на кривой / j '=  О лежатъ на одной прямой линш. Это следуетъ изъ об- 
щихъ свойствъ поляры и нолюса.

ЕГояснимъ теперь приложеше этого метода примерами.

§ 402. Мы вид£ли въ § 371, что если шестиугольникъ ABCD EF  
вписанъ въ коническое сЬчеше /j =  0, то его противуположныя сто
роны А В  и ED, ВС  и ЕЕ, CD и F A  пересекаются на одной прямой
линш. Каждой вершине А, В, С ,  соответствует ь касательная къ /i —О,
следовательно вписанному шестиугольнику A B C D E F  въ коническомъ еЬ- 
чеши f\ — 0 соответствуетъ описанный шестиугольникъ abcdef около 
f i '— Q. Точкамъ перес'Ьчешя противуположныхъ сторонъ А В  и ED, ВС 
и EF,CD и A Fбудутъ соответствовать д1агонали ad, Ъс, противупо
ложныхъ вершинъ и такъ какъ точки пересечешя А В  и ED, ВС  и EF, 
CD и A F  лежатъ на одной прямой линш, то д!агонали ad, Ъе, cf пере
секаются въ одной точке. Такимъ образомъ видимъ, что изъ предложешя 
Паскаля вытекаетъ предложеше Вр1аншона, следовательно это два взаим
ный предложешя. Обратно, изъ предложешя Вр1аншона получается пред
ложеше Паскаля.

Операщя вывода изъ даннаго предложешя его взаимнаго состоитъ въ 
следующемъ механическомъ процессе: слова точка и прямая, вписанный и

ч

описанный заьгЬщаются словами: прямая и точка, описанный и вписанный.

Взаимный предложешя.

Пр. 1. Если дв4 вершины треу
гольника, скользятъ по прямымъ лиш- 
ямъ, а три его стороны ироходятъ че
резъ три даиныя точки, то третяя вер
шина опишетъ коническое сЬчеше (Ма- 
клорень).

Пр. 2 . Если въ предъидущемъ ири- 
M ipt точки, чрезъ которыя нроходятъ 
три стороны треугольника лежатъ на од 
ной прямой . лиши, то геометрическое 
м4;сто вершины будетъ прямая дишя 
(пр. 14, § 84).

Hp.L Если дв'Ь стороны треугольни
ка ироходятъ черезъ дв4 точки, а три вер
шины его скользятъ но тремъ даинымъ 
прямымъ, то третяя его сторона будетъ 
касаться коническаго с1>чешя.

Пр. 2 . Если прямыя, по которымъ 
скользятъ три вершины треугольника, пе
ресекаются въ одной точке, то геометри
ческое место третей стороны будетъ точка 
(up. 4. § 85).,

MitskevichOA
Прямоугольник



ГЛАВА XXIII.— МЁТОДЪ ВЗАЙМНЫХЪ ПОЛЯРЪ. 4 2 5

Если два коничесшя сечешя касаются, то ихъ взаимныя будутъ 
также касаться. Въ самомъ д'Ьл'Ь, первая пара коническихъ сеченш иагЬетъ 
общую точку и общую касательную въ этой точке, следовательно взаим
ная пара будетъ иметь общую касательную и общую точку.

Пр. 3 . Если две стороны вписан- 
наго въ коническое сечете треугольни
ка ироходятъ черезъ две данный точки, 
то обвертка третей стороны есть кони
ческое сечете, имеющее двойное сопри- 
косновете съ даннымъ (up. 3, § 358).

Пр. 3. Если две вершины, описан- 
наго около коническаго сечешя, треуголь
ника скользятъ по двумъ прямымъ, то 
геометрпческое место третей вершины 
есть коническое сечете, имеющее двой
ное соприкосновение съ даннымъ (нр. 2.
§ 358).

§ 403. Мы выше показали, что если двумъ точкамъ Р Ь Р 2 на /1 =  0, 
соответствуют касательный PXS], Р 2£2 на / ' х =  0, то касательнымъ въ 
точкахъ Рх и Р2 будутъ соответствовать точки р х и р 2, а следовательно 
точка Q пересечешя этихъ касательныхъ будетъ соответствовать хорде 
р хр2 . Откуда заключаемъ, что какой нибудь точке Q и ея поляре P iP 2 
относительно /1 =  0, соответствуетъ прямая рхр2 и ея полюсъ q относи
тельно взаимнаго коническаго сечешя fx =  0.

Пр. 4. Если система коническихъ 
сеченШ проходить черезъ четыре дан
ный точки, то геометрическое место по- 
ляръ данной точки относительно системы 
коническихъ сечешй есть точка (§ 228).

Пр. 5. Вписать въ коническое се
ч ете треугольникъ, коего стороны про- 
ходятъ черезъ три данныя точки?

Пр. 4. Если система коническихъ 
сечешй касается четырехъ даыиыхъ ка
сательныхъ, то геометрическое место по
люса данной прямой относительно сис
темы коническихъ сечешй есть прямая 
лишя (§ 229).

Пр. 5: Описать около коническаго 
сечешя треугольникъ, коего вершины на
ходились бы на трехъ данныхъ прямыхъ.

§ 404. Даны два коничесшя сечешя /1 =  0 и /  ̂=  0, а ихъ взаим
ныя /1 = 0  и /*2— 0; четыремъ точкамъ пересечешя А , Р, С, В  первыхъ 
двухъ соответствую™ четыре общдя касательный А \В \  С\ D’; шести об- 
щимъ хордамъ коническихъ сечешй fx и f2: А Б , CD; АС, BD; AD , БС  
соответствую™ шесть точекъ пересечешя общихъ касательныхъ А ГБ \  
С]Б А С \  Б 'Б '\ А Б \  Б ’С  къ f \  и f2'.

Пр. 1. Если три кони честя сече
шя имеютъ обпця касательныя или име- 
ютъ двойное соприкосновете съ четвер- 
тьшъ, то ихъ шесть общихъ хордъ по 
три проходятъ черезъ одну точку (§ 352).

Пр. 2.  Другими словами, если три 
коничесшя сечешя, имеютъ двойное со- 
прикосновеше съ четвертымъ, то ихъ 
можно разсматривать, какъ имеюпця 
четыре радикальные центра.

Пр. 1. Если три коничесшя сече
шя имеютъ две обпця точки или двой
ное соприкосновете съ четвертымъ, то 
шесть точекъ пересечешя общихъ каса
тельныхъ но три лежать на одной пря
мой линш (352).

Пр. 2. Если три коничесшя сече
шя имеютъ двойное соприкосновете съ 
четвертымъ, то ихъ можно разсматривать, 
ка&ъ имеюпця четыре оси подоб1я.
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Пр. 3. Если черезт, точку касашя 
двухъ касающихся коническихъ сЬченШ, 
проведенъ, какую-нибудь, хорду, то ка
сательный въ концахъ этой хорды пере
секутся на хорд'Ь общей двумъ копи- 
ческимъ „еЬчешлмъ.

Пр. 3. Если изъ какой-нибудь точ
ки общей касательной двухъ касающих
ся коническихъ еЛ;чепш нроведемъ каса- 
тельныя къ каждому изъ нихъ, то пря
мая, соединяющая точки ихъ касашя 
пройдетъ черезъ точку переев чешя об- 
щихъ касательныхъ къ даннымъ кони- 
ческимъ сЛ;чешямъ,

§ 405. Мы брали за основное коническое сечеше какое-нибудь изъ 
коническихъ сгЬченш, но всегда почти берутъ въ этомъ методе за основ
ное коническое сечеше кругъ и полюсы прямыхъ и поляры точекъ берутъ 
относительно круга.

Изъ уравнешй круга и поляры точки {хл у ху.

X 2 у 2 = = Z 2 , Х Х \ + У У х —  г 2

легко видЬть, что поляра перпендикулярна къ прямой, соединяющей по-
прямоугольникъ, построенный на разстояшяхълюсъ съ центромъ, и что

Фиг. 140. полюса и поляры отъ центра круга, равенъ
квадрату построенному на радiусе г. Если 
центръ круга есть О, полюсъ Р, поляра Q, 
то имеемъ:

O P . OQ =  г2

Поэтому говорятъ: если изъ данной точки
%

О (фиг. 140) опустимъ перпендикуляръ ОТ 
на какую-нибудь касательную къ кривой fx 

и продолжимъ его до точки р  такъ, чтобы ОТ. Ор =  г2, то геометрическое 
место точекъ р  будетъ кривая /у' взаимная кривой /i. Очевидно, что это 
то же, что брать полюсъ р  прямой P F  относительно круга, коего рад1усъ 
есть г.

Легко видеть, что величина рад1уса г  изменяетъ только размерь 
кривой f i ,но не ея форму. Поэтому слово кругъ можетъ быть выброше- 
но, а говорятъ, что кривая /i' есть взаимная кривой /! относительно 
точки О, которую называютъ иачаломъ.

Выгода употреблешя круга, какъ основнаго коническаго сечешя, за
ключается въ следующихъ двухъ предложешяхъ, которыя легко выво
дятся изъ того, что было сказано выше и которыя, въ этомъ методе, мо-
гутъ преобразовать не только предложешя относительно положешя, но и

,  *

относительно меры литй и угловъ.
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Эти предложешя суть следующая:
Предложете 1. Разстояше, какой-нибудь, точки Р  отъ начала, есть 

взаимное разстояше отъ начала соответствующей прямой p t .

Предложете 2. Уголъ TQT' между двумя прямыми TQ и T'Q равенъ 
углу рОр', такъ какъ Op X TQ и Op' X  T'Q •

Пояснимъ сказанное примерами.

§ 406. Задача. Найти взаимную кривую даннаго круга относительно 
другаго круга?

* *

Ргъшенгс. Пусть начало или дентръ основнаго круга будетъ О, пусть 
центръ даннаго круга будетъ С. Проведемъ, какую-нибудь, касательную 
P F  къ кругу (7, изъ цен- Фиг. 141.
тра или начала О опу- 
стимъ на нее перпенди- 
куляръ OF и построимъ 
на этомъ перпендикуляре, 
такую точку р, чтобы:

OF. Op

где г есть рад1усъ круга
О. Наша задача, очевид
но, состоитъ въ томъ, что
бы найти геометрическое место точки.

На прямой ОС (фиг. 141) построимъ точку Q, такъ чтобы

ОС. 0Q — г2

и проведемъ М 'М  X  ОС. Изъ точки р  проведемъ p N X  М М ’.
Изъ построешя имеемъ:

откуда:

откуда:

ОС. 0Q == OF. Ор

ОС OF
Ор 0 Q

пропорцш И изъ

OF СР
0Q Np

ОС Ор
СР ' N P

Но легко видеть изъ этой пропорцш и изъ треугольниковъ KOF, КСР, 
OQL, NpL, что:

/
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Замечая, что ОС:PC  есть величина постоянная, видимъ, что отношеше 
разстоянш точки р  отъ прямой М М ' и отъ точки О есть величина по
стоянная, следовательно геометрическое место точки р  есть коническое 
сбчеше, коего фокусъ есть О, директриса ММ', а эксдентриситетъ ОС: СР. 
Откуда видимъ, что коническое сечеHie будетъ эллипсъ, гипербола или 
парабола, смотря питому будетъ-ли начало О внутри, вне или на окруж
ности круга С.

§ 407. Принявъ во внимаше пред. 2, § 405, имеемъ следующая два
*

взаимныя предложешя:
Пр. 1. Дв'Ь касательный кь кругу 

составляютъ равные углы съ ихъ хордой 
соприкосновешя.

Пр. 1. Прямая, соединяющая фо
кусъ съ пересгЬчен1емъ двухъ касатель- 
ныхъ къ коническому сйченш, Д'Ьлитъ 
нополамъ уголь, составляемый рад1усами 
векторами, проведенными изъ фокуса въ 
точки соприкосновешя.

Въ самомъ д^лй, уголъ между касательной PQ и хордою соприкос- 
новешя Р Р } равенъ углу между Ор и Од, точно также уголъ QP'P равенъ 
углу между Ор' и Од, но такъ какъ /jQ P P '— /jQP'P> то /_pOq=/_p}Oq.

Up. 2. Въ кругЬ касательная пер
пендикулярна къ рад1усу проведенному 
въ точку касашя.

IIр. 2. Рад1усы, проведенные изъ 
фокуса коническаго с-Ьчеша въ точку ка
сашя какой-нибудь касательной и въ точ
ку, гдгЬ эта касательная встр4чаетъ ди
ректрису, перпендикулярны.

Это слйдуетъ изъ того, что директриса соотв-Ьтствуетъ центру круга.
Пр. 3. Прямая лишя перпенди-

/

кулярна къ прямой, соединяющей ея по- 
люсъ съ центромъ круга.

Пр. 4. Прямая, соединяющая точ
ку nepecinema двухъ касательныхъ къ 
кругу съ центромъ, дЬлитъ пополамъ 
уголъ между касательными.

Пр. 5. Геометрическое м*Ьсто то- 
чекъ пересйчешя касательныхъ къ кругу, 
собтавляющихъ данный уголъ, есть кругъ 
концентричесшй данному.

Пр. 6. Обвертка хордъ сонрикос- 
новешя касательныхъ къ кругу, состав-

Пр. 3. Прямыя, проведенныя изъ 
фокуса коническаго сйчешя въ какую- 
нибудь точку и въ точку п ер есч ет а  по
ляры этой точки съ директрисой, перпен
дикулярны.

Пр. 4. Если точку пересйчетя, ка
кой-нибудь, прямой съ директрисой сое- 
динимъ съ фокусомъ прямою, то эта пря
мая д'Ьлитъ пополамъ уголъ между радь 
усами проведенными изъ фокуса къ точ- 
камъ встречи съ прямой.

Пр. 5. Обвертка хордъ коническа
го сйчешя, составляющихъ въ фокуеЬ 
данный уголъ, есть коническое сечеше, 
имеющее обпцй фокусъ и общую дирек
трису съ даннымъ.

Пр. 6. Геометрическое мйстопере-
I

еЪчешя касательныхъ, коихъ хорды со-
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ляющихъ данный уголъ, есть кругъ кон- 
центрияескШ данному.

Пр. 7. Геометрическое м4сто то- 
чекъ касашя касательныхъ, нроведен- 
ныхъ нзъ данной точки къ ряду кон- 
центрическихъ круговъ, есть кругъ, про
ходящей черезъ ихъ общШ центръ и черезъ 
данную точку.

прикосновенia составляютъ данный уголъ 
въ фокус'Ь коническаго с^чешя, есть ко
ническое сечете, имеющее общШ фокусъ 
и общую директрису съ даннымъ.

Лр. 7. Обвертка касательныхъ, иро- 
веденныхъ въ точкахъ перес'Ьчешя дан
ной прямой съ рядомъ коническихъ c i-  
чешй, им'Ьющихъ общШ фокусъ и дирек
трису, есть коническое сечете, имеющее 
тотъ-же фокусъ и касающееся данной 
прямой и общей директрисы.

Если въ этомъ послгЬднемъ прим'Ьр'Ь, положимъ что данная прямая
»

находится на безконечности, то найдемъ, что обвертка ассимптотъ ряда 
гиперболъ, им'Ьющихъ обнцй фокусъ и директрису, есть парабола, имею
щая тотъ же фокусъ и касающаяся общей директрисы.

Пр. 8. Обвертка хорды, стягива
ющей концы двухъ перпендикулярныхъ 
хордъ, проходящихъ черезъ данную точ
ку на круге есть центръ круга.

Пр. 8. Геометрическое место пере- 
С'Ьчешя двухъ перпендикулярныхъ каса
тельныхъ къ параболе есть директриса.

Мы говоримъ, вместо коническаго сечешя, парабола, такъ какъ взяли 
за начало данную точку на кругЬ (§ 406).

ТТр. 9. Если изъ, какой-нибудь, точки на окружности круга, опу-
стимъ перпендикуляры на стороны вписаннаго въ кругъ треугольника, то 
основашя этихъ перпендикуляровъ лежатъ на одной прямой лиши (§ 300).

Если данную точку на окружности возьмемъ за начало, то вписан
ному въ кругъ треугольнику будетъ соответствовать, описанный около па
раболы треугольникъ; основашямъ перпендикуляровъ соответствуют?.* пря- 
мыя, проходяцця черезъ точки соответственный сторонамъ треугольника 
перпендикулярно къ рад1усамъ векторамъ, проведеннымъ черезъ начало въ 
эти точки. Следовательно, если соединимъ фокусъ съ вершинами описан- 
наго около параболы треугольника и изъ этихъ вершинъ возставимъ пер
пендикуляры къ этимъ рад1усамъ, то эти перпендикуляры пересекутся въ 
одной точке. Изъ этого следуетъ, что кругъ, коего д1аметръ есть разстоя- 
Hie фокуса отъ точки пересечешя выше упомянутыхъ перпендикуляровъ, 
проходить черезъ вершины описаннаго около параболы треугольника. От
куда вытекаетъ, что геометрическое место фокусовъ параболъ, касаю
щихся трехъ данныхъ прямыхъ, есть кругъ, проходящш черезъ точки пе
ресечешя трехъ данныхъ прямыхъ.

§ 408. Если:

A i—О ? Ао =  0 5 A t— ХП О — р. J-2 =  О (6)
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суть уравнешя прямыхъ, пряходящихъ черезъ точку пересЬчешя А } и 
А 2 , то:

А \ — 0 , А '2 =  0 , А \ — Ы '2 =  0 , A \ — \iA' 2 =  0  (7)

будутъ полюсы прямыхъ (6), находящееся на прямой (А \ ,А'2), если А'г 
есть ничто иное какъ А г , въ которое подставлены вместо х  выражеше

\  ч о  ~
Изъ этого вытекаютъ слфдуюпця предложешя:

1. Ангармоническое отношеше связки прямыхъ (6) равно ангармо
ническому отношешю ряда ихъ полюсовъ относительно даннаго кониче- 
скаго сЬчешя.

2. Ангармоническое отношеше ряда точекъ (7) равно ангармониче
скому отношешю связки ихъ поляръ относительно коническаго сЬчешя.

3. Если прямыя, проходящ1я черезъ одну точку, составляютъ инво- 
людюнную связку, то ихъ полюсы относительно даднаго коническаго сЬ- 
чешя составляютъ инволющонный рядъ.

4. Если точки, находящаяся на одной прямой лиши, составляютъ ин
волющонный рядъ, то ихъ поляры относительно даннаго коническаго сЬ- 
чешя образуютъ инволющонную связку.

5. Точки пересЬчешя связки коничес- 
кихъ сЬчешй, проходящей черезъ четыре 
данныя точки, съ какою-нибудь прямою 
образуютъ инволющонный рядъ.

5. Касательныя, проведенныя пзъ ка
кой-нибудь точки, къ ряду коннческихъ 
сйчетй, касающихся четырехъ данныхъ 
прямыхъ, образуютъ инволющонную связ
ку.

Этихъ примйровъ достаточно, чтобы составить ясное поняпе о ме- 
тодЬ взаимныхъ поляръ, который принадлежать французскому геометру 
Понселе.

Г Л А В А  XXIV.

М е т о д ъ  проэкцiй.

§ 409. Методъ проэкщй, такъже какъ и методъ взаимныхъ поляръ, 
служить вообще къ отыскашю свойствъ и предложен^ фигурь относи
тельно положенья, но есть предложешя и относительно мЬры, къ которымъ 
эти оба метода могутъ быть приложены.
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Въ настоящемъ метода точкгъ соответствуете , примой—
мая, а въ методе взаимныхъ поляръ соответств1е обратное. Вотъ въ чемъ 
состоять этотъ методъ.

Если все точки фигуры на плоскости соединимъ прямыми лишями 
съ точкою О ' вне плоскости, то образуется пирамида или конусъ, коихъ 
вершины будутъ точка О. ПересЬчеше этой пирамиды или конуса, какою- 
нибудь, плоскостью даетъ фигуру, которая называется данной
фигуры. Плоскость, которая пересекаетъ пирамиду или конусъ называется 
плоскостью проэкцгй. Вотъ основным предложешя этого метода.

Предложенге 1. Какой-нибудь точке одной фигуры соответствуете 
точка въ другой.

Въ самомъ деле, если точка А  будетъ соединена съ вершиною , 
то точка а, въ которой, какая-нибудь, плоскость пересекаетъ О А, будетъ 
проэкщя точки А  на этой плоскости.

Предложенге 2. Проэкщя прямой лиши есть прямая лишя.
Въ самомъ д’Ьл’Ь, если все точки прямой лиши, соединимъ съ вер

шиною О, то образуется плоскость, пересЬчеше которой съ плоскостью 
проэкцш есть прямая, очевидно, проэкщя данной.

Следовательно, если нисколько точекъ въ одной фигу p i лежать на 
одной прямой лиши, или нисколько прямыхъ линШ пересекаются въ од
ной точке, то проэкцш точекъ также лежать на одной прямой, а проэк
цш прямыхъ проходятъ черезъ одну точку.

Предложенге 3. Всякая плоская кривая всегда проэктируется кривою 
того же порядка.

Въ самомъ деле, если данная кривая пересекается прямою въ точ- 
кахъ А, Д  С,. . . . ,  то ея проэкщя пересЬчется проэкщей секущей въ
столькихъ же точкахъ а, Ъ, с ,___, но степень кривой определяется числомъ
точекъ пересечешя прямой съ кривою, а это число одно и то же въ обе- 
ихъ кривыхъ. Если прямая А В  пересекаетъ кривую въ действительныхъ 
и мнимыхъ точкахъ, то проэкщя аЪ пересечетъ проэкцш кривой въ столь
кихъ же действительныхъ и мнимыхъ точкахъ.

Точно также, если две кривыя пересекаются, то ихъ проэкщи пере
секутся въ столькихъ же точкахъ и точка общая одной паре кривыхъ 
есть проэкщя общей точки другой пары.

Предложенге 4. Проэкщя касательной къ кривой есть касательная 
къ проэкцш кривой.

Въ самомъ деле, если какая-нибудь прямая А В  пересекаетъ кри
вую въ точкахъ А  и В, то ея проэкщя аЪ пересечетъ проэкщю кривой 
въ точкахъ а и Ъ.Если точки А  и Всовпадутъ, то совпадутъ и точки
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а и Ъ, следовательно, когда прямая А В  делается касательной къ данной 
кривой, то аЪ делается касательной къ ея проэкцш.

Ж вообще, если две кривыя соприкасаются въ несколькихъ точкахъ, 
то соприкасаются и ихъ проэкцш въ столькихъ же точкахъ.

Предложенье 5. Если черезъ вершину О конуса проведемъ плоскость, 
параллельно плоскости проэкцш, которая пересечетъ первоначальную плос
кость по прямой А В , то всякая связка прямыхъ лишй, имеющая свою 
вершину на А В  будетъ проектироваться на плоскости проэкщй рядомъ па- 
раллельныхъ лиши. Въ самомъ деле, если две прямыя пересекаются на 
А В , то точка ихъ пересечешя проектируется на безконечности, следова
тельно проэкщй такихъ прямыхъ параллельны.

Обратно, система параллельныхъ лишй на начальной плоскости про
ектируется связкой прямыхъ, коихъ точки пересечешя находятся на пря
мой А В  пересечешя плоскости проэкщй съ плоскостью проходящею че
резъ вершину О параллельно начальной плоскости. Это даетъ намъ право 
разсматривать систему параллельныхъ лишй, какъ связку, коей точка пе
ресечешя находится на безконечности, такъ какъ ихъ проэкцш вообще 
проходятъ черезъ одну точку въ конечномъ разстояши. Точно также 
все точки на безконечности можно разсматривать, какъ образующая пря
мую линт, такъ какъ ихъ проэкщй находятся на прямой А В  пересече
шя плоскости проэкщй съ плоскостью, проходящею черезъ вершину О 
параллельно начальной плоскости.

§ 410. Это суть основныя предложешя настоящаго метода, изъ ко-
*

торыхъ видимъ, что если какое-нибудь свойство кривой относится только 
къ положенш, а не къ мере, то это свойство сохраняетъ и проэкщя кри
вой. Такъ, напримеръ, увидимъ ниже, что всякое коническое сечеше мо- 
жетъ быть проэктировано кругомъ, следовательно изъ свойствъ круга мы 
можемъ выводить свойства коническихъ сеченШ. Всяшй четыреугольникъ 
можетъ быть проэктированъ параллелограммомъ, следовательно можемъ изъ 
свойствъ параллелограмма выводить свойства четыреугольника.

Пр. 1. Если изъ концовъ хорды въ круге, проходящей черезъ одну 
точку, проведемъ касательныя, то геометрическое место точки пересече
шя этихъ касательныхъ есть кругъ.

Такъ какъ всякое коническое сече Hie можетъ быть проэктировано 
кругомъ, то это свойство принадлежитъ и коническому сечешю.

Пр. 2. Если теоремы Паскаля или Бр1аншона доказаны для круга, 
то оне имеютъ место и для всякаго коническаго сечешя.

Изъ этого следуетъ, что если мы желаемъ доказать, какое-нибудь, 
дроэктцвное свойство фигуры, то достаточно доказать это свойство для
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простейшей фигуры, которая можетъ быть проэкщей данной, а фигура 
делается въ нроэкцш простейшей, если некоторый изъ ея точекъ или 
прямыхъ проэктируются на безконечности.

Пр. 3. Если желаемъ доказать гармоничесюя свойства полнаго че- 
тыреугольника ABGD , коего противуположныя стороны пересекаются въ 
точкахъ Еи F,а д1агонали въ точке G, то мы должны все точки фи
гуры соединить съ какою-нибудь точкою О вне плоскости четыреугольника 
и пересечь конусъ или пирамиду плоскостью параллельною плоскости OEF. 
Очевидно проэкщя прямой Е Е  будетъ на безконечности, следовательно

У

проэкщя abed даннаго четыреугольника будетъ параллелограмъ, такъ какъ 
точка е пересечешя аЬ и cd будетъ находится на безконечности, а сле
довательно противуположныя стороны аЪ и cd будутъ параллельны. Сле
довательно всякш четыреугольникъ можетъ быть проэктированъ паралле- 
лограмомъ.

Такъ какъ д1агонали въ параллелограмЬ взаимно делятся пополамъ, 
то д1агональ ас делится гармонически въ точкахъ а, д, с и е, находя
щейся на оо; следовательно {О.адсе) =  (О. AGGE), откуда вытекаетъ из
вестное гармоническое свойство полнаго четыреугольника.

§ 411. Мы сказали, что коническое сечете можетъ быть проэкти- 
ровано всегда кругомъ, но при этомъ мы можемъ выбрать вершину про
экщй О и плоскость нроэкцш такъ, что одна изъ прямыхъ въ фигуре 
будетъ нроэктироватся на безконечности, какъ выше уже видели. Допу
стивши это будемъ иметь следующая предложешя:

Предложена 1. Если дано коническое сечете и точка въ его плос
кости, то оно можетъ быть проэктировано - кругомъ, коего центръ есть 
проэкщя данной точки.

Доказательство. Для этого надобно его проэктировать такъ, чтобы 
поляра проэкщй данной точки была на безконечности (§ 233).

Предложенге 2. Два ко ни честя сечешя могутъ быть всегда проекти
рованы кругами.

Доказательство. Для этого надобно одно изъ нихъ проэктировать 
кругомъ и притомъ такъ, чтобы одна изъ ихъ общихъ хордъ проектиро
валась на безконечности, следовательно (§ 306) проэкщя втораго кони- 
ческаго сечешя пройдетъ черезъ две безконечно удаленныя точки на пер- 
вомъ круге, а следовательно сама будетъ кругъ.

Предложете 3. Два коничесшя сечешя, имеюшдя двойное соприко- 
сновеше, могутъ быть проектированы концентрическими кругами.

Доказательство. Для этого надобно одно изъ нихъ проэктировать
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кругомъ и притомъ такъ, чтобы ихъ общая хорда проэктировалась на без- 
конечности (§ 306).

§ 412. Теперь предложишь нисколько прим'Ьровъ, какъ изъ свойствъ 
круга выводить свойства коническихъ сЬченш или изъ частнаго предло- 
жешя коническаго сЪчешя выводить болЬе общее.

Пр. 1. Прямая, проходящая черезъ какую-нибудь точку делится 
гармонически этой точкой, ея полярой и коническимъ сЬчешемъ.

Это свойство и его взаимное суть проэктивныя и оба имЬя м'Ьсто 
для круга, будутъ имЬть м'Ьсто и для всякаго коническаго сЬчешя.

Пр. 2. Ангармоничесшя свойства точекъ на коническомъ сЬченш и 
касательныхъ къ нему, имЬя М'Ьсто для круга, будутъ имЬть мЬсто и для 
всякаго коническаго сЬчешя.

Пр. 3. Хорда одного изъ двухъ 
концентрическихъ круговъ, касающаяся 
другаго, дЬлится нополамъ въ точкЬ ка- 
сатя .

Пр. 4. Касательная къ одному изъ 
трехъ концентрическихъ круговъ, дЬлится 
другими двумя гармонически.

Пр. 3. Хорда одного изъ коничес
кихъ сЬченш, имЬющихъ двойиое сопри- 
косновен1е, касающаяся другаго, въ точ
кЬ касанья дЬлится гармонически и въ 
точкЬ нересЬчешя ея съ хордою соири- 
косновешя.

Пр. 4. Два изъ трехъ коническихъ 
сЬчешй, им'Ьющихъ двойное сонрикосно- 
веше въ двухъ общихъ точкахъ, дЬлятъ 
гармонически касательную къ одному 
изъ нихъ.

§ 413. Замечая, что если F  есть фокусъ, а и суть цикличес- 
шя точки, то A F  и B F  суть касательный къ коническому еЬчешю, най- 
демъ нЬкоторыя интересныя свойства фокуса.

Пр. 5. Геометрическое мЬсто по
люса прямой АВ  относительно коннчес- 
каго сЬчешя ироходящаго черезъ двЬ 
данныя точки А В и касающагося двухъ 
данныхъ коническихъ сЬчешй, также про- 
ходящихъ черезъ точки А и В, есть ко
ническое сЬчеше, касающееся четырехъ 
ирямыхъ АС. СВ, С  А, С'В, гдЬ С и  С' 
суть полюсы А В  относительно двухъ дан
ныхъ коническихъ сЬчешй.

Въ этомъ примЬрЬ мы заменили слово кругъ словами коническое сгь- 
ченъе проходящее черезъ точки А  и В, слово центръ заменили словами: 
полюсъ прямой АВ.

Пр. 6. Данъ фокусъ и двЬ точки Пр. 6. Даны двЬ касательныя и
на коническомъ сЬчещи, геометрическое двЬ точки на коническомъ сЬченш, гео*

Пр. 5. Геометрическое мЬсто цен
тра круга, касающагося двухъ данныхъ 
круговъ, есть гипербола, коей фокусы 
суть центры данныхъ круговъ.

MitskevichOA
Прямоугольник
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мЬсто пересЬчешя касательныхъ въэтихъ 
точкахъ есть прямая лишя.

11р. 7. Данъ фокусъ и двЬ каса- 
тельныя къ коническому сЬченш, геомет
рическое мЬсто другаго фокуса есть пря
мая лпьия.

Пр. 8. Кругъ, описанный около 
треугольника, онисаннаго около параболы, 
проходить черезъ фокусъ (§ 285).

метрическое мЬсто пересЬчешя касатель
ныхъ въ этихъ точкахъ есть прямая ли- 
шя.

Пр. 7. Даны двЬ точки А , В  и 
двЬ касательный FA и FB, ироходящгя, 
каждая, черезъ одну изъ точекъ А , В  и 
двЬ друпя касательныя; геометрическое 
мЬсто пересЬчешя касательныхъ FA  и 
FB  есть прямая лишя.

Пр. 8. Если два треугольника опи
саны около коническаго сЬчешя, то ихъ 
шесть вершинъ находятся на одномъ ко- 
ническомъ сЬченш.

Надобно заметить, что второй описанный около параболы треуголь- 
никъ есть треугольнику коего вершины суть: фокусъ и двЬ цикличесшя 
точки.

Пр. 9. Геометрическое .мЬсто цен
тра круга, проходящаго черезъ данную 
точку и касающагося данной прямой, 
есть парабола, коей фокусъ есть данная 
точка.

Пр. 10. Геометрическое мЬсго цен
тра коническаго сЬчешя, касающагося 
четырехъ данныхъ касательныхъ, есть 
прямая лишя, проходящая черезъ сере
дины д1агоналей, образуемаго касатель-

I

ными четыреугольника.

Пр. 9. Даны касательная и три 
точки на коническомъ сЬченш, геомет
рическое мЬсто пересЬчешя касательныхъ 
въ двухъ изъ трехъ данныхъ точекъ, есть 
коническое сечете, вписанное въ тре
угольнику коего вершины суть три дан
ный точки.

Пр. 10. Геометрическое мЬсто по
люса, какой-нибудь прямой, относитель
но копическаго сЬчешя, касающагося 
четырехъ данныхъ касательныхъ, есть 
прямая, соединяющая точки четвертый 
гармоничесшя, въ которыхъ данная пря
мая пересЬкаетъ д1агопали четыреуголь
ника.

Изъ опредЬлешя фокуса слЬдуету что если два коничесшя С’Ьчешя 
имЬютъ общШ фокусъ, то онъ есть точка пересЬчешя общихъ касатель
ныхъ, а слЬдовательпо коничесшя сЬчешя имЬютъ свойства изложенныя 
въ § 356.

Если два коничесшя сЬчешя имЬютъ общ!й фокусъ и общую дирек
трису, то ихъ можно разсматривать, какъ имЬюпця двойное соприкосно- 
веше, а слЬдовательно онЬ могутъ быть проэктированы концентрическими
кругами.

§ 414. Перейдемъ къ изслЬдовашю свойствъ угловъ съ помощью 
метода проэкщй. ЗамЬтимъ при этому что уголъ будучи постояннымъ въ 
извЬстной фигурЬ не остается постояннымъ въ проэкщй этой фигуры, по
этому свойства угловъ относительно величины не могутъ быть получены 
изъ свойствъ угловъ въ проэкщй фигуры.

28*
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Пусть х  =  О, у —  О будутъ уравнешя двухъ перпендикуллрныхъ 
прямыхъ, то уравнешя прлмыхъ, проходящихъ черезъ точку пересечешя 
данныхъ прямыхъ и черезъ цикличесмя точки будутъ (§ 307):

х -\-гу  =  0 , х — iy —  О

которыя съ х  =  0 и у =  0 составляютъ гармоническую связку. Пусть
А, В, С, D  будутъ четыре гармоничесшя точки иа одной прямой, и
могутъ быть действительными и мнимыми, если эти четыре точки могутъ 
быть такъ проэктированы, что А  к В  сделаются въ проэкцш цикличес
кими точками, то проэкцш прямыхъ, нроходящихъ черезъ точки и D, 
будутъ перпендикулярны.

Обратно, дв-Ь катя-нибудь перпендикулярным прямыя проэктируются 
прямыми, которыя д'Ьлятъ гармонически прямую, соединяющую проэкцш
диклическихъ точекъ.

Лр. 1. Касательная въ круге пер
пендикулярна къ рад1усу проведенному 
въ точку касашя.

Пр. 1. Какая-нибудь хорда въ ко- 
ннческомъ сечеши пересекается гармо
нически, какою-нибудь касательною и 
прямою соединяющею точку касашя съ 
полюсомъ хорды (§ 208).

Это сл^дуетъ илъ предложения, что хорда проэктируется на плос
кости круга прямою на безконечности, точки пересечешя хорды съ ко- 
ническимъ с-Ьчешемъ проэктируются циклическими точками, а полюсъ
хорды—центромъ круга.

Пр.2. Какая-нибудь прямая, про
веденная черезъ фокусъ коничеекаго cfc- 
чешя, перпендикулярна къ прямой, сое
диняющей фокусъ съ полюсомъ данной 
прямой.

Лр. 2 . Какая-нибудь прямая, про
ходящая черезъ данную точку, прямая 
соединяющая ея нолюсъ съ этой точкой 
и две касателышя черезъ эту точку, 
составляютъ гармоническую связку.

Пр. 3. Найти геометрическое место полюса данной прямой относи
тельно системы софокусныхъ коническихъ сЬченШ?

Ргьшете. Если даны два фокуса, то данъ и четыреугольпикъ, въ 
который вписано коническое с'Ьчеше, поэтому можемъ приложить пр. 10 
§413. Одна изъ диагоналей этого четыреугольника есть прямая, соединяю
щая фокусы, следовательно одна изъ точекъ искомаго места есть четвер
тая гармоническая къ точке, гд’Ь данная прямая дгЬлитъ разстояше между

/

фокусами. Другая д1агональ четыреугольника есть безконечно удаленная 
прямая и, такъ какъ концы д1'агонали суть цикличесшя точки, то геомет
рическое м4сто есть прямая перпендикулярная къ данной прямой. Такимъ 
образомъ геометрическое место вполне определено.
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Лр. 4. Софокусныя коничесшя се- 
чешя пересекаются подт> прямымъ уг- 
домъ.

Л р . 5. Геометрическое место, пер- 
иенднкулярныхъ касателышхъ къ цен
тральному коническому с^ченио, есть 
кругъ.

Лр. 6. Если черезъ данную точку 
на коническомъ сЬчеши проведемъ две 
перпендикулярным хорды, то геометри
ческое место прямой, соединяющей ихъ 
концы, есть точка.

Лр. 4 . Если два коничесшя сЬче- 
шя вписаны въ одинъ четыреугольникъ, 
то две касательныя въ одной изъточекъ

•  щ

ихъ нересечетя иересекаютъ гармони
чески, какую-небудь изъ д!агоналей че- 
тыреугольника.

Лр. 5. Геометрическое место то- 
чекъ нересечетя касательныхъ къ ко
ническому сечешю, которыя делятъ гар
монически отрезокъ А В , есть коничес
кое сечеше, проходящее черезъ точки 
А  и В.

Лр. 6. Если черезъ какую-нибудь 
точку на коническомъ сечешй проведемъ 
гармоническую связку, коей два луча 
постоянны, то геометрическое место хор
ды, соединяющей точки пересечешя двухъ 
остальныхъ лучей, есть точка.

§ 415. Нары прямыхъ линш, проходящихъ черезъ одну точку и
при томъ такъ, что каждая пара составляешь равные углы съ данной пря
мой, нересгЬкаютъ безконечно удаленную прямую въ точкахъ, составляющихъ 
инволющонный рядъ, коему принадлежатъ цикличесшя точки, какъ со
пряженным. Въ самомъ деле, эти пары иересекаютъ какую-нибудь пря
мую въ точкахъ, образующихъ инволющоиный рядъ, коего двойныя точки 
суть пересечете прямой внутреннею и внешнею равно делящими углы 
между прямыми. Изъ этого очевидно, что цикличеешя точки принадле
жатъ системе, такъ какъ прямым, направленным къ нимъ, суть сопряженно 
гармоничесшя съ каждой парой перпеедикулярныхъ прямыхъ (Пред. 2 
§ 307).

Лр. Касательныя, проведенныя изъ
V

какой-нибудь точки къ системе софокус- 
ныхъ коническихъ сечешй, составляютъ 
равные углы съ двумя данными прямыми.

Лр. Касательныя изъ какой-нибудь 
точки къ системе коническихъ сечешй, 
виисанныхъ въ данный четыреугольникъ, 
перес Ькаютъ какую-нибудь изъ д1агона- 
лей этого четыреугольника въ точкахъ, 
образующихъ инволющоиный рядъ, коего 
сонряженныя точки суть концы д1аго- 
нали.

§ 416. Две прямым, составляющая постоянный уголъ, пересекаютъ 
безконечно удаленную прямую въ точкахъ, коихъ ангармоническое отно- 
шеше съ циклическими точками есть величина постоянная.

Если # ==0, у =  0 суть две прямым, составляющая уголъ 6, то на- 
правлеше къ циклическимъ точкамъ дается уравнешемъ;

х 2 “Ь У2 4 “ 2ху  cos 6 =  0
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разлагая это уравнеше на линейные множители, легко видеть, что ангар-
'  *  44*  4 «

моническое отношеше четырехъ лишй будетъ постоянно, если уголъ О 
есть величина постоянная.

Пр. Предложешё, что уголъ вписанный въ сегментъ круга есть ве
личина постоянная, есть ничто иное какъ предложеше, что ангармони- 
ческое отношеше четырехъ точекъ на круге, изъ коихъ двЬ суть цикли-

и

чесшя, есть величина постоянная. Сказаннаго достаточно для составлешя 
яснаго понятая о метода проэкщй.

§ 417. Таковы два геометрические метода для изслЬдовашя свойствъ 
кривыхъ линш; въ одномъ изъ нихъ координаты двухъ системъ точекъ 
такъ связаны между собою, что каждой точке въ одной системе соотвЬт- 
ствуетъ точка въ другой, каждой Прямой соответствуешь прямая—это ме
тодъ проэкщй. Во второмъ, каждой точке въ одной системЬ соотв'Ьтствуетъ 
прямая въ другомъ и обратно—это методъ взаимныхъ поляръ.

Эти два метода можно обобщить и изложить аналитически слЬдую- 
щимъ образомъ.

Пусть будутъ дв'Ь системы точекъ въ одной плоскости или въ раз- 
личныхъ плоскостяхъ, пусть каждая изъ системъ будетъ отнесена къ ко- 
ординатнымъ треугольникамъ Xi — О, ,г3 =  О въ первой систем'Ь и
i/i =  0, У2 =  0, г/3 =  0 во второй. Если координаты точекъ этихъ двухъ 
системъ будутъ всегда связаны уравнешемъ:

F(Xi , х 2 ,  ж3, Ух , =  0 .

то, принимая xx, x 2, x s за постоянныя величины, a yi ,y2,y2 за перемЬн- 
ныя, будемъ имЬть кривую во второй систем'Ь, соотв'Ьтствующую точкЬ 
въ первой и обратно; Следовательно каждой точкЬ въ одной систем'Ь бу
детъ соответствовать кривая въ другой. Но если координаты точекъ пер
вой системы будутъ линейныя функцш другой, то обратно координаты 
точекъ второй системы будутъ линейныя функцш координатъ первой. При 
такой зависимости, очевидно, каждой точкЬ въ одной системЬ будетъ со
ответствовать точка въ другой и обратно; каждой прямой въ одной си
стеме будетъ соответствовать прямая въ другой и т. д.

Если координаты точекъ въ одной системе будутъ связаны линейно 
съ координатами прямой въ другой системЬ, то, очевидно, точкЬ въ одной 
системе будетъ соответствовать прямая въ другой и обратно. Такова об
щая мысль обобщешя двухъ геометрическихъ методовъ: метода проэкщй 
и метода взаимныхъ поляръ.

ГЛАВА XXIV.— МЕТОДЪ ПРОЭКЩЙ.
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СЪчен'т конуса плоскостью .

§ 418. Кривыя втораго порядка называютъ коническими скъчетями, 
потому что вс'Ь он'Ь могутъ быть получены пересечешемъ конуса плос
костью въ различныхъ направлешяхъ.

Открытие коническихъ С'ЬченШ древнье геометры приписываютъ уче
нику Платона Менайхму и поэтому часто называютъ эти кривыя „mpiadou 
Менайхма.“ Некоторый же геометры ихъ открытие приписываютъ самому 
Платону, но это мнЬше едва-ли справедливо. Первый изъ геометровъ ис
черпавший до малейшихъ подробностей свойства коническихъ сЬчешй былъ 
АпполонШ Пергск1й (во II в. до Р. X.); ;§му приписываютъ и назвашя: 
эллипсъ, гипербола и парабола— недостатизбытокъ и равенство. Сна
чала геометры получали эти кривыя, пересекая конусъ плоскосью, перпен
дикулярною къ образующей или реору, и, такимъ ооразомъ, получали эллипсъ, 
если конусъ былъ остроугольный, параболу, если онъ былъ прямоуголь
ный и гиперболу если конусъ былъ тупоугольный. Евтокш (въ YI в. после 
Р. X.) говоритъ, Что и назвашя эти произошли по этой причине, т. е. 
если конусъ былъ остроугольный, то недоставало до прямаго угла—эллипсъ, 
если конусъ былъ прямоугольный, то было равенство—парабола, если 
уголъ былъ тупой, то былъ избытокъ надъ прямымъ угломъ—гипербола. 
Но Папусъ, жившш раньше Евтошя, говоритъ, что назвашя эти произо
шли отъ сл'Ьдующихъ свойствъ этихъ трехъ кривыхъ.

Если эти кривыя будутъ отнесены къ ихъ вершинамъ, то ихъ урав- 
нешя будутъ:

у2 =  2 Ъ2
а х у2 =  2рх У

Ъ2
2р* +  Г2Жtv

Следовательно въ эллипсе противъ параболы недостаетъ того, что является 
избыткомъ въ гиперболе. -

Апполошй Heprcitift показалъ, что все коничесшя сечешя могутъ по
лучится изъ одного и того-же конуса, пересекая его плоскостью въ раз
личныхъ направлешяхъ. Въ заключеше покажемъ это.

§ 419. 11редложете. Кривыя, полученныя пересРчешемъ конуса па
раллельными плоскостями, подобны.

Доказательство. Пусть О (фиг. 142) будетъ вершина конуса, пусть
-  i

прямая О А, соединяющая какую-нибудь точку А  въ плоскости сечешя, 
встречаетъ параллельную ей другую плоскость въ точке а, проведемъ ра- 
д1усы векторы изъ точекъ А и а къ соответствующимъ двумъ точкамъ В  
и Ъ на кривыхъ.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Изъ подоб1я треугольниковъ Д  АОВ  и Д  аОЪ имйемъ:

Фиг. 142. А В  =  АВ  
аЪ аО

и такъ какъ такая зависимость существуете 
для всйхъ рад!усовъ векторовъ, проведенныхъ 
изъ точекъ 4  и а, ко всймъ соотвйтственпымъ
точкамъ на кривыхъ, то эти кривыя подооны 
(§ 287).

Слп>дств(е. Вей сйчешя конуса, имйющаго 
основашемъ кругъ, плоскостями параллельными 
основанию, суть круги.

А? § 420. Конусъ, коего осно-
BaHie есть кругъ, называется прямымъ, если 
основан1е перпендикуляра, опущеннаго изъ вер

шины на основаше есть дентръ основашя, въ противномъ случай конусъ 
называется косымъ. Разсмотримъ сначала сйчеше прямого конуса.

Предложенье. Пересйчеше прямого конуса плоскостью можете быть: 
эллипсъ, гипербола и парабола.

Фиг. 143. Доказательство. Пусть (фиг. 143) ОАВ
/

будетъ плоскость, проходящая по оси ОС пер
пендикулярно къ плоскости M SN  сйчешя ко
нуса, пусть плоскости основашя A S  В  и сйче
шя M SN  будутъ обгЬ перпендикулярны къ 
плоскости АОВ. Пусть R S  будетъ пересйчеше 
основашя A S  В  съ MSN, очевидно B S  также 
перпендикулярна къ плоскости АОВ.

Случай 1. Положимъ, что прямая MN, 
по которой пересйкаются плоскости АОВ  и 
M S N ,  пересйкаетъ обй стороны О А и О В  
треугольника АОВ, съ одной стороны верши

ны О. Проведемъ плоскость aSh, параллельно основашю ASB, черезъ ка
кую-нибудь изъ точекъ S  сйчешя MSN.

Такъ какъ сйчеше A S  В  и asb суть круги, то имйемъ:

SB 2 =  AM sr ar. rb

Но изъ подоб!я треугольниковъ Д  A R M  и Д  а гМ ; Д  B R N  и Д  brN
можно показать, что:

A R . В В : ВМ . B N  — ar. rb : Mr. rN
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откуда:
i?s2. rS 2 =  MR.R:

а такая зависимость показываетъ, что сйчеше M SsN  есть эллипсъ.

Случай 2. Прямая M N  встрйчаетъ продолжеше одной изъ сторонъ, 
наприм'Ьръ О А  (фиг. 144). Поступая, какъ выше, найдемъ ту же зависи
мость, но только точка М  будетъ Фиг. 144.
лежать на продолженш ребра О А.
Легко видйть изъ этой зависимо
сти, что это будетъ гипербола.

Случай 3. Пусть (фиг. 145) 
прямая NM  || О А. Въ этомъ слу
чай, такъ какъ:

A R  *= аг
и

то имйемъ: 

откуда:

но:

R B : гЪ — N R : 

R S 2 — A R .R B  ,

R S 2:

есть величина постоянная, слЬдовательно это свой
ство параболы.

Проэкцш касательныхъ въ точкахъ А  и В  къ 
кругамъ суть касательный въ точкахъ и къ 
коническимъ сйчешямъ. Если коническое сйчеше бу
детъ парабола, то точка М  и касательная будутъ на 
безконечности, слйдовательно опять приходимъ къ 
тому заключешю, что каждая парабола имйетъ ка
сательной безконечно-удаленную прямую.

Фиг. 145.

§ 421. Теперь положимъ, что конусъ косой. Пусть основаше конуса 
есть кругъ; сйчеше конуса плоскостями параллельными основашю, какъ 
мы выше видйли, будутъ круги. Пусть MSNQ будетъ пересйчеше конуса

ч

съ какой-нибудь плоскостью, пусть AQS будетъ кругъ, полученный отъ 
пересйчешя конуса плоскостью параллельною основаню и при томъ про
веденною такъ, чтобы кривая и кругъ имйли общую хорду, пусть эта 
хорда будетъ Q8.

MitskevichOA
Прямоугольник



4 4 2 ГЛАВА XXIV.— МЕТОДЪ ПРОЭКЦ1Й.

Проведемъ (фиг. 146) д1аметръ , дЬлящш хорду QS пополамъ, 
проведемъ прямыя ОК  и O L ; эти прямыя пересЬкутъ кривую MSNQ въ

Фиг. 146. точкахъ М  и N, прямая K L  будемъ, очевидно,
проэкщя MN.

Изъ построешя имЬемъ:

R S 2 — K R . R L  , rS 2 — К г . гЪ

если rS  есть хорда пересЬчешя кривой другой кру
говою плоскостью. Изъ подоб1я треугольниковъ
K R M  и hr Ж ; L R N  и IrN въ плоскости OLK

*

найдемъ, что:

R S 2: r S 2 =  M R . R N :  Mr . r N

а это показываетъ, что кривая M8NQ есть коническое сЬчеше, въ кото- 
ромъ M N  есть д1аметръ сопряженный хордЬ QS. Кривая будетъ эллипсъ, 
если M N  пересЬкаетъ OL и ОК  по одну сторону вершины О. Гипербола, 
если M N  пересЬкаетъ эти прямыя съ различныхъ сторонъ точки О, и на- 
конецъ парабола, если M N  параллельна одной изъ прямыхъ OL и ОК.

§ 422. Предложете. Если плоскость круговаго сЬчешя конуса пере-$
сЬчется, какою-нибудь, плоскостью, то сопряженный д!аметръ общей хор
ды QS въ этомъ сЬченш и въ кругЬ пересЬкутъ QS въ одной точкЬ. /

Фиг. 147. Это предложеше очевидно, если коническое
с'Ьчеше и кругъ пересЬкаются въ дЬйствительныхъ 
точкахъ, но требуетъ доказательства, если QS пе
ресЬкаетъ обЬ кривыя въ мнимыхъ точкахъ.

Доказательство. Пусть (фиг. 147) QS будетъ 
перес'Ьчеше плоскостей: коническаго сЬчешя qhsg 
и круговаго JDEF.

Пусть JDF будетъ д1аметръ перпендикуляр
ный къ QS, проведемъ такую плоскость dqf кру-

N

говаго С'Ьчешя, въ которой-бы пересЬкались кругъ 
и коническое сЬчеше въ дЬйствительныхъ точкахъ 

q и s, очевидно qs || QS, черезъ средину г хорды qs проведемъ Rr, мы го- 
воримъ, что R r  есть сопряженный д!аметръ направленно qs или QS.

Въ самомъ дЬлЬ, д1аметрь df, перпендикулярный къ qs въ кругЬ- dqf, 
очевидно, есть проэкщя д1аметра JDF, слЬдовательно геометрическое мЬсто
срединъ хордъ параллельныхъ qs и QS будетъ плоскость Odf. Откуда слЬ-

• '  \  .

дуетъ, что д!аметръ, сопряженный QS въ какомъ-нибудь сЬченш есть пе- 
ресЬчеше плоскости Odf съ плоскостью сЬчешя, слЬдовательно Rr  и есть 
этотъ д1аметръ.
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Легко видеть, что:

d r .r f= rs gr.rk — квад. д1ам. парал. qs
Но изъ во до б ш треугольниковъ, какъ выше, им'Ьемъ:

откуда:
dr.rf: D R . R F — gr.rk :gR .R k  

D R .R F  :gR.JcR — rs2: квад. д1ам. парал. QS

а потому, если дано коническое сЪчеше qlcg, то можно определить прямо- 
угольникъ D R .R F , т. е. квадратъ касательной проведенной изъ точки R  
къ кругу DEF.

§ 423. Остается показать, какъ выше упомянули (§ 410), что всякое 
коническое с'Ьчеше можно проектировать кругомъ.

Пусть gskq будетъ, какое-нибудь коническое сЬчеше и TL  какая-ни
будь прямая въ его плоскости (фиг. 147), очевидно, надобно найти вершину 
конуса, коего основаше есть данное коническое сЬчеше gskq, и нритомъ такъ 
чтобы кривая пересЬчешя этого конуса плоскостью параллельною плос
кости QPL, былъ кругъ. Тогда все сечешя конуса плоскостями парал
лельными плоскости QTL будутъ круги

Если L  есть точка пересечешя прямой L T  съ сопряженнымъ ей 
д1аметромъ кд, то изъ предъидущаго параграфа следуетъ, что разстояше 
0L  будетъ известно, такъ какъ вершину О можно разсматривать, какъ 
безконечно малый кругъ и мы имеемъ:

А

0 L 2:gL:sL =  rs2: квадр. д1ам. парал. TL

0 L  находится въ перпендикулярной плоскости къ TL. Такъ какъ относи
тельно разстояшя 0L  мы не имеемъ другихъ условШ, то изъ этого заклю- 
чаемъ, что вершина искомаго конуса находится на окружности круга въ 
плоскости перпендикулярной къ TL, коего рад1усъ есть 0L .

§ 424. Предложенье. Если въ прямой конусъ пересеченный, какою- 
нибудь, плоскостью впишемъ шаръ, который бы касался плоскости сече
шя, то точка прикосновешя его съ плоскостью сечешя будетъ фокусъ 
коническаго сечешя, получен- Фиг. 148.
наго пересечешемъ плоскости В
съ конусомъ. е

Доказательство. Возьмемъ,
Ч

какую-нибудь точку Р  (фиг. 148) д 
на Тсоническомъ сечеши, соеди- 
нимъ ее съ вершиною О пря
мою ОР, которая пересечетъ плоскости 
сомъ въ точкахъ D  и d.

соприкосновения шаровъ съ кону-
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Если шаръ касается плоскости еЬчешя въ точке то очевидно 
P D — PF, такъ какъ PD  и P F  суть касательный къ шару, точно также, 
если F '  есть точка прикосновешя другаго шара, то P d ~ P F '\  Откуда:

P I) +  Pd =  Ik l  =  F 'P

Но отр'Ьзокъ Dd есть величина постоянная, следовательно точки и 
суть фокусы коническаго еЬчешя. Это интересное предложеше было уже 
известно Апполошю Пергскому.

Ортогональная проэкщя.

§ 425. Если изъ вс'Ьхъ точекъ фигуры оиустимъ перпендикуляры на 
какую-нибудь плоскость, то основашя перпендикуляровъ образуютъ на 
плоскости фигуру, которая называется ортогональной проэкщей данной 
фигуры.

Следовательно ортогональная проэкщя фигуры есть перпендикуляр
ное с'Ьчеше къ оси цилиндра, проходящаго черезъ данную фигуру.

Легко доказать следующая свойства ортогональной проэкцш:

1. Все параллельные отрезки находятся въ постоянномъ отношенш 
къ ихъ проэкцш.

2. Все отрезки параллельные пересечешю плоскости фигуры съ 
плоскостью проэкцШ равны ихъ ортогональнымъ проэкщямъ.

3. Площадь фигуры въ данной плоскости находится въ постоянномъ 
отношенш къ площади ея ортогональной проэкщи въ другой плоскости.

4. Эллипсъ можетъ быть ортогонально проэктированъ кругомъ.'

|<онецтз первой части.



ЧАСТЬ ВТОРАЯ.

Ан а л и т и ч е с к а я  Г е о м е т ш  т ре хъ и з Ш е н И .

Г Л А В А  ХХУ.

Методъ координатъ въ пространстве.

Фиг. 149.

§ 426. Въ Аналитической Геометрии двухъ изм’Ьренш положеше точки 
на плоскости, какъ мы видели, определяется разстояшями ея отъ двухъ 
нерпендикулярныхъ между собою прямыхъ. Чтобы определить положеше 
точки въ пространстве, возьмемъ три прямыя ОХ, ОТ, OZ, проходящая
черезъ одну точку О (фиг. 149) перпендикулярный между собою. Эти пря-

%

мыя называются координатными осями, ось X , 
ось Т, ось Z. Точка ихъ пересечешя О называется 2
началомъ координатъ.

Плоскости, определенный осями ОХ  и OF,
ОХ  и OZ, O F и OZ, называются координатными 
плоскостями. Обыкновенно плоскость (ОХ, ОТ) 
представляется горизонтальною, следовательно ось 
Z  будетъ перпендикулярна къ ней. '

§ 427. Если знаемъ разстояше точки Р  (фиг. 150) въ пространстве 
отъ координатныхъ плоскостей (О F, OZ); (OX, OZ); (ОХ, О Т), то положе
ше точки относительно координатныхъ плоскостей вполне определяется.

Пусть разстояшя отъ плоскостей (OT/OZ), (OX,OZ) и (ОХ, ОТ) 
будутъ:

х — а  , у  — Ъ , г  — с

т. е. ОЛ =  а, ОВ — Ъ, ОС— с. Черезъ точки А, В, С проведемъ плоско-
л

сти, перпендикулярныя къ осямъ X, и Все точки плоскости перпен
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дикулярной къ оси X  будут® находится на разстоянш а от® плоскости 
(OY, OZ); все точки плоскости перпендикулярной къ оси Y  будут® нахо-

Фиг. 150.
дится на разстоянш Ъ от® плоскости {OX, OZ), 
и наконец® всЬ точки плоскости перпенди
кулярной къ оси Z  будут® находится на 
разстоянш с от® плоскости (O X,O Y), сле
довательно точка Р  находится на пересЬ- 
ченш этих® трех® плоскостей и вполне опре
деляется. Числа а, Ъ, с называются коорди
натами точки Р. Из® этого видим®, что 
положеше точки в® пространстве опреде
ляется тремя уравнешями:

а У Ъ г

которыя пишут® въ символической форме, для сокращешя, в® виде сим
вола (а, Ъ, с).

Три перпендикулярный плоскости делят® все пространство на во
семь тождественных® частей, которыя суть трегранные прямые углы. Въ
каждом® из® этих® углов® находится точка, которой положеше опреде-

\

ляется теми же числами а, Ъ, с.

Въ самом® деле, если ОА =  ОА! — а (фиг. 151);
0 0 =  ОС' — с, то восемь точек® Р ь  Рг , Р 3, Р 4; Р ', Р \  Р '“, Р"' бу

дут® определяться числами а, Ъ, с, следова
тельно не отличаются одна от® другой эти
ми числовыми значешями. Чтобы отличать 
эти точки одна от® другой необходимо сде
лать услов1е относительно знаков®, указы
вающих® направлеше, по которому числа 

а, Ъ, с отсчитываются от® точки О по осям® 
X, Y, Z.

Для этого условились от® начала О, 
по оси Х ъ откладывать вправо числа поло- 

жштельныя, а влево отрицательный; по оси Y  въ направленш ОБ положи
тельный, а по ОБ' отрицательный, и наконец® по оси Z  въ верх® поло
жительный, а вниз® отрицательный. Такое услов1е дает® возможность от
личать одну от® другой все восемь точек® Р, точно также как® отли
чали четыре точки в® геометрш на плоскости,

Фиг. 151

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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Так®:
X =— -f- а х == -(- а X -— а X 5== — а

Pi У == +  S ; р 2 у  == — Ъ ; Р 3 У == — ь ; Pi у  == - н

0 -= —j~ С 0 == -\-с 0 == +  с 0 == +  с

X -= -f“ d X == а Х == — а # == — а

Р ' у  == -\-Ъ ; Р" у=--— ъ ; Р 1" У == — ъ . p v  у == + ъ

0 - = — С 0 == — С 0 ===■ —  С 2 == — С

Точки Р, Р 2 Р 3 (фиг. 150) называются проэкщями точки Р  на коорди
натных® плоскостях® (OX,OZ); (OY,OZ); (O X ,O Y ). Эти точки на соот
ветственных® координатных® плоскостях® определяются уравнешями:

'ч.

х — а у =  Ъх =  а
Pi ; р 2 ; Р 3

g = с g =  e у — Ь

Мы' предположили, что координатный оси перпендикулярны между собонД 
но оне могут® быть наклонены под® известными углами одна к® другой! 
Тогда за координаты точки принимаются разстояшя точки Р  от® коорди-f 
натныхъ плоскостей, отсчитываемый параллельно координатным® осям®./

г

- Следовательно, если даны координаты точки, то ея положеше отно
сительно координатных® плоскостей вполне определяется.

%

Обратно, если положеше точки относительно координатных® плос
костей дано, то легко определить ея координаты. Для этого надобно че
рез® данную точку Р  (фиг. 150) провести три плоскости перпендикуляр
ный к® координатным® осям®; разстояшя точек® встречи этих® плоскостей 
еъ осями от® начала координат® и будут® искомыя координаты точки.

/Легко видеть, что координаты точек® Р ь Р 2, Р 3 (фиг. 150), лежа-
щихъ на плоскостях® (ОХ,

г*
ОХ); 0OY; ОХ); (ОХ, о г ) , суть

X-=  а х =-0 ж = а

P i  Г =  0 ; р 2 У == & ; Рз У = Ъ
0 -=  с 0 == с 0

Координаты точекъ А , В  и (7, лежащих® на осях®, суть:

я = = а # == 0 ■ а; == 0

и= 0 к* ;  в Г== ь ; о У == 0

= 0 - <* == 0 -С

А



Наконедъ координаты начала О суть:

х  — 0 , О ,
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Геом етри ческое представлен!е уравнеш я между коорд инатам и точки  въ п р о с т р а н с т в ^ .

v  § 428. ВсЬ точки плоскости, проведенной на разстояши х — а отъ 
начала координатъ перпендикулярно къ оси X, находятся на разстояши 
а отъ координатной плоскости (OY, OZ), следовательно уравнеше:

х — а

)
у  /  .

-  *  '

и представляетъ эту плоскость. Координаты и могутъ получать все
возможный значешя, т. е. остаются неопределенными.

Если будутъ даны совокупно два уравнешя:

х — а , у = Ъ

a z остается неопределеннымъ, то легко видеть, что этимъ уравнешямъ 
будутъ удовлетворять все точки прямой пересечения плоскостей и
у — Ь. Эта прямая перпендикулярна къ плоскости (OX, OY) и встречаете 
эту плоскость въ точке Р 3 (фиг. 150). Изъ этихъ двухъ простыхъ при- 
меровъ видимъ, 1 что одно уравнеше представляетъ новерхностьЛвъ раз-

.  г - . . .  *" *

сматриваемомъ случае плоскость, а\ два уравнешя представляютъ липш,)
въ настоящемъ случае прямую. Наконецъ видели, что три уравнешя.

•'  •. « • • •• ' v>f  -- •» г

429. Посмотримъ теперь, что представляетъ уравнеше между ко
ординатами х, ,

F ix , у, z) =  О ( D

решимъ это уравнеше относительно z, пусть это решеш’е будетъ:

* =  f ix ,  У) , (2)

Такъ какъ координаты х , у, z  связаны только однимъ уравнешемъ, 
то две изъ координатъ, напримерь х  я у, могутъ получать совершенно 
произвольный зпачешя, a z будетъ определятся съ помощью предъиду- 
щаго уравнешя и получить одно или несколько значенШ, для каждой па
ры значенШ х, у , смотря по свойству уравнешя (1). Возьмемъ, какую-ни
будь, точку на плоскости (OX, OY), пусть ея координаты будутъ а и Ъ,

» » *

подставимъ эти числа въ уравненш (2) и определимъ z; пусть z — c.
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Изъ точки (а, Ъ)на плоскости (ОХ, OY) возставимъ перпендику- 
ляръ и отложимъ на немъ отр'Ьзокъ равный с, получимъ точку въ прост
ранстве, координаты которой (а, Ъ, с) будутъ удовлетворять уравнешямъ 
(1) или (2). Д'Ьлая подобныя построешя для всЬхъ точекъ плоскости 
(OX, OF), получимъ соответственный точки на перпендикулярахъ воз- 
ставленныхъ изъ точекъ плоскости (ОХ, О Г). Концы этихъ перпенди- 
куляровъ образуютъ непрерывную поверхность, которая и будетъ геомет
рическое представлеше алгебраическаго уравнешя (1) съ тремя перемен-

и

щВДш. (Можетъ случится, при построенш, что для известныхъ точекъ плос
кости (ОХ, О Г) значеше для z будетъ мнимое, тогда въ этомъ месте 
нетъ поверхности; а иногда известнымъ точкамъ на плоскости соответ- 
ствуютъ, каждой, два и более значешя для z, тогда поверхность можетъ 
иметь несколько ветвей.

Вообще форма поверхности зависитъ отъ уравнешя. Обратно, если 
знаемъ, какое-нибудь свойство известной поверхности, принадлежащее 
каждой ея точке, то выражая это свойство уравнешемъ между координа
тами точекъ, это уравнеше и будетъ алгебраическое представлеше геомет
рической поверхности. Напримеръ, мы знаемъ, что все точки поверхности 
шара равно удалены отъ его центра; выражая это свойство уравнешемъ 
между координатами точекъ его поверхности, это уравнеше и будетъ его 
алгебраическое представлеше.

Ч
\

§ 430. Мы видели въ Аналитической Геометрш двухъ измерешй, 
что уравнеше:

f(x , у) =  О

представляетъ кривую на плоскости 
(OX,OY). Пусть эта кривая будетъ АВС  
(фиг. 152).

Черезъ каждую точку этой кривой 
возставимъ перпендикуляры къ плоскости 
( OX,OY), эти перпендикуляры образуютъ 
цилиндрическую поверхность, которая и . 
будетъ геометрическимъ представлешемъ 
уравненшДж, у) =  0.

‘ Въ самомъ деле, такъ какъ въ урав-

Фиг. 152.

неше не входить z, то всякая, произ
вольно взятая, точка на построенной цилиндрической поверхности, будетъ 
иметь координаты на плоскости (ОХ, О Г), которыя удовлетворяютъ урав-
нешю f(x,y) — 0, следовательно это уравнеше и представляетъ цилиндри-

*  •  - -  - -  -  . .  •  ’  , v ; -  . ^

ческую поверхность, коей^ л^енератрисьи-.перпендикулярны къ плоскости
• у ; ^ г  - . 'Г .
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О OX,OY). Уравнешя f\(x ,z )~ 0  и Ъ(у,г)— 0 будутъ представлять ташя-же 
цилиндричесшя поверхности, коихъ женератрисы будутъ, одна перпенди
кулярна къ плоскости ( OX,OZ), а другая къ плоскости Напри-
мЬръ, уравнеше:

у =  ах Ъ (3)

представляетъ прямую на плоскости ( ), а въ пространстве плос
кость перпендикулярную къ плоскости (O X ,O Y ) 'и коей пересгЬчеше съ

■ * '  "  “  ‘ # ... . .  V L - *

этой последней есть прямая (3).
................. г

Уравнешя:
х  — az -f- Ъ , у — сг -J- d (4)

представляютъ, первое плоскость перпендикулярную къ плоскости (OX,OZ), 
а второе плоскость перпендикулярную къ плоскости (О Г, OZ)._ Совокупно 
же он4 будутъ представлять прямую въ пространстве—пересечеше двухъ 
плоскостей (4), такъ какъ координаты всЬхъ точекъ этой прямой будутъ
удовлетворять обеими предъидущимъ уравнешямъ.

%

Мы уже выше видели, что уравнешя:

х  — а , у =  Ъ

представляютъ прямую, перпендикулярную къ плоскости (ОХ, О Y).
%

* «

§ 431. Возьмемъ два уравнешя:

f ( x ,y , z ) =  0 и /10 ,  — 0 (5)

каждое изъ нихъ представляетъ, какъ видели, поверхность, совокупно-же 
онЬ представляютъ точки общш о  ̂ , т. е. кривую, по
которой эти поверхности пересекаются, такъ какъ координаты каждой 
точки этой кривой должны удовлетворять об'Ьимъ уравнешямъ (5) поверх
ностей. Следовательно две поверхности, совокупно взятия, представляетъ
кривую въ пространстве.

Исключимъ изъ уравнешй (5) переменное z, то получимъ уравнеше:

у(х, у) = О (6)

это уравнеп!е, какъ видели выше, представляетъ цилиндрическую поверх
ность, коей женератрисы перпендикулярны къ плоскости (O X ,O Y ). Эта 
цилиндрическая поверхность, очевидно, проходить черезъ кривую пересе- 
чешя поверхностей (5), такъ какъ координаты всехъ точекъ этой кривой 
удовлетворяют уравнешю (6), Следовательно кривая представляется ца=
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детою на цилиндръ у(х, у) =  0. Исключая изъ уравненш (5), найдемъ 
цилиндрическую поверхность:

f i  (я, я) =  О

на которую надета та же кривая. Следовательно, кривую, пересечеше по- 
верхностей (5), можно представить перес'ЬчешемтГдвухъ цилиндровъ:

у ( х , у ) =  О ,

ГЛАВА XXV.— МЕТОДЪ КООРДИНАТЪ ВЪ ПРОСТРАНСТВА.

коихъ уравнешя получаются исключешемъ сначала z, а после у, между 
уравнешями поверхностей (5). Очевидно, что третШ дилиндръ:

полученный исключешемъ х, пройдетъ также черезъ ту же кривую, но 
двухъ цилиндровъ достаточно для представлешя кривой въ пространстве. 
Следовательно кривая представляется надетою на три цилиндра, коихъ 
женератрисы перпендикулярны къ координатнымъ плоскостямъ.

Возьмемъ уравнешя двухъ поверхностей:

f ( . x , y , z ) =  О , я =  «
. .  . . . . .  - '•-«V 55 ;

f t : * *

первое изъ этихъ уравненш представляетъ, какую-то поверхность, а вто
рое плоскость параллельную плоскости (ОХ, О Y ) на разстоянш а. Сово
купно эти уравнешя представляютъ кривую пересъченш поверхности

исключеше я изъ этихъ уравненш даетъf  (х, у, z) = 0 съ плоскостью а;
«■я*

цилиндрическую поверхность:

f(x , У , а )  =  0

или кривую на плоскбсти (OX, OY). Давая всевозможныя значешя коли-
« 4 . 1

« ^ r . i

честву а получимъ рядъ кривыхъ, коихъ форма даетъ некоторое пою те 
о форме поверхности:

f(x , у, г) — о (7)

тоже можно сделать относительно координатъ х, у, что даетъ еще опре
деленнее пош те о форме поверхности.

Ч

Очевидно уравнешя:

f(x,y,0) =  0 , f(x ,0 ,z )  =  0 ,
/  ^

полученным, полагая последовательно въ уравненш (7) г — 0, у — 0, х — О
29*
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будутъ представлять кривыя перес'Ьпешя поверхности f(x ,y ,z) —  0 съ ко
ординатными плоскостями (ОХ, О Г), (OX, ОХ),

§ 432. Если будутъ даны три поверхности:

/ 1 ( я , 2 М )  =  0  ,  й ( х , у %е) —  О  ,  f s ( x , y , z )  =  0  ( 8 )

то изъ этихъ трехъ уравненш можно определить х, у и я; пусть:

х  — а , у  =  Ъ , 0  — с (9)

эти величины представляютъ координаты точки общей тремъ поверхно- 
стямъ. Данныя уравнешя могутъ иметь такую форму, что дадутъ несколь
ко системъ:

х == а , у = ь , 0 == С

х == «i » У == &. , 0 = (10)

х =— СЬ 2 ) 9 == ь2 , 0 == с2

Въ этомъ случае уравнешя представляютъ несколько общихъ точекъ 
тремъ поверхностямъ. Первыя два изъ уравненш (8) представляютъ кри
вую, первое и последнее также кривую, следовательно эти кривыя обе 
находятся на поверхности f x (х,у, £) =  0, точки ихъ пересечешя даны ко
ординатами (9) или (10).

Этихъ объяснены достаточно для составлешя отчетливаго представ- 
лешя о методе координатъ въ пространстве.

Ptuiettie нЪкоторыхъ вопросовъ.

в ъ

§ 433. Теперь решимъ несколько вопросовъ, которые намъ будутъ 
необходимы во всехъ последующихъ изследовашяхъ.

Задача 1. Даны координаты точки, найти ея 
растояше отъ начала координатъ?

Pmueuie. Пусть координаты данной точки Р 
(фиг. 153) будутъ Xi,yi,8i, а разстояше ея отъ на
чала пусть будетъ г. ; .

Координаты точки Р, очевидно, суть стороны,
АВОСпостроеннаго параллелепипеда > коего сто

роны суть: О В = х и ОС — ух, О Е = г х. 
г. Но известно, что квадратъ построенный на д1а- 

гонали прямаго параллелепипеда равенъ сумме квадратовъ, построенныхъ 
на его сторонахъ, т. е.:

Ф иг. 153.

F
/

]_____ Е /
\  / V  /У
! /  Г
Z------ — В -X

Д1агональ ОР

О Р 2 =  ОВ2 Д- +
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или:
у2 =  х \  +  у + А  (11)

Сшдствге. Если бы точка Р  перемещалась такъ, чтобы ея координа
ты удовлетворяли во всгЬхъ ея положешяхъ предъидущему уравнение, а 
у было бы постоянно, то уравнеше:

ж2 -|- у 2 =  у ( 12)

будетъ представлять поверхность шара, коего рад1усъ есть у, а центръ
. . . . . .  -  -7 •

находится въ начале координатъ.
Задача. 2. Д ан ы  ' к о О Ё д а й а ^ ^

*-*•*< -чту. у  «*»/ ' j r ? '

ними?
Ргьшете. Пусть данныя точки будутъ 

Pi и Р 2; ихъ координаты Ху, уг, zy\ ж2, у2, z2 
(фиг. 154). Построимъ параллелепипедъ, коего 
д1агональю было бы разстояше Ру Р 2 =  у, а 
стороны были-бы параллельны координатнымъ 
осямъ.

Пусть этотъ параллелепипедъ будетъ

{ f p 2d e } '  стор оны ег0  суть  P *F ’ р з - °  и  р а # ;

очевидно, имеемъ:

Ф иг. 154.

Z

\

/ .... С/

в  А /

Г

Л  ./
А — ь-------У

-х

I  *

\ /

P % F — X] Ж2 , Р 2Р —  У\ у2 , Р 2Р —- Zy #2

но:
Р у Р \  =  P » F 2 +  Р 2Р 2 +  Р 2Р 2

следовательно:
у  2 _

—  ж2) 2 - f  iui—m)2 +  («1 — ^ 2) 2 (13)

Если въ этомъ уравнеши будем ъ изменять хи ух, а и х2, , £3
оставимъ постоянными, то это уравнеше будетъ представлять поверхность 
шара, коего рад1усъ есть у, а центръ находится въ точке (х2,

Если координатный оси будутъ косоугольныя и составляютъ углы 
а, р, у между собою, то разстояше выразится формулой:

\

р \-Рг2 =  («1 — я?.)2 +  (2/1 — 2/г)2 +  («1 — 02)2 +  2 (^  — ж2) (уг — i/2) cos +
2 (Ху —  х2) (z y — z2) cos Р -f- 2 (уу— у2) (zx— z2) cos а (14)

4• « 1 
полагая ж2 =  0, у2 —  0, — О, найдемъ разстояше 5 начала координатъ
ОТЪ ТОЧКИ {XyyyZy)\

S2 =  ж21 -f- у \  z \  +  2 !̂«/i cos +  2 XyZy cos P -f* 2 yxZy cos a (15)
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Задача. 3. Найти рад1усъ шара, который проходит® через® точки
(0,0,0), (0,2,0), (1,0,0), (0,0,3)?

Pmueuie. Надобно решить три уравпешя:

з)2 == (х — I)2 -f- у-j-

я 2 +  2/2-Ь (г — з)2 == ж2+  (у — 2)2 +  г2

#2 4~ Н~ (я — 3)2 == X2“Ь* у* ■~Ь’

откуда координаты центра будут®:

1 = 1 3
Ж==2 ’ У = ’ * =  2

а рад1усъ:
1

г2 = и
" 4

■

Задача 4. Выразить, что разстояше точки (х,у,я) от® точки (2,— 1,' 1) 
равно 3.

О те.
2)2 +  (У +  I)2

f

§ 434. Если разстояше точке, коей координаты суть (ххух ), от® на
чала координат®, означим® через® г, а углы которые г  составляет® съ 
координатными осями X , Y, Z  означим® через® a, (J, у, то будем® им^ть ( 12):

Г2 — х2Х_|_ _|_ z2̂
или:

Х\
+ (v 1

Но, очевидно:
Xi =  Т COS (X , ул — г  COS (J , 01 COS Y

следовательно:
cos2a -f- cos2̂  -f- cos2y == 1 (16)

таким® уравнешемъ связаны углы, которые, какая-нибудь прямая, про
ходящая через® начало координат®, составляет® съ координатными осями.

Если прямая не проходит® через® начало координат®, то для опре- 
Д’Ьлешя углов®, которые она составляет® съ координатными осями, на
добно провесть- через® начало координат® прямую параллельную данной 
прямой; углы, которые эта последняя прямая составляет® съ координат
ными осями и суть углы, составляемые съ тЪми-же осями данной прямой 
в® пространств’Ь.
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§ 435. Задача. Найти уголъ между двумя прямыми* проходящими 
черезъ начало координатъ?

Ф иг. 155.Ргьшете. Пусть данныя прямыя будутъ 
OPj и ОР2 (фиг. 155); пусть углы* которые 
онф составляюсь съ координатными осями 
будутъ о,, рь  ух; «2, р2, у2-

Возьмемъ на данныхъ прямыхъ, кашя 
нибудь, точки Р, и Р2; пусть координаты 
этихъ точекъ будутъ (ххyxgx); (x2y2z2), сое- 
динимъ точки Pi и Р 2 прямою Р ,Р 2 и разстояше означимъ черезъ 
Означимъ разстояшя точекъ Рх и Р 2 отъ начала координатъ черезъ гх и г„ 
а уголъ между этими прямыми черезъ у.

Выше видФли (§ 433), что:

S2 =  {хх — х2)2 +  (у\ у*У +  (gx — go)2

+  2/2i +  Л  +  я22 +  у \  +  — 2 (жхж2 +  2/12/2 +  +
или: \л

Л  + г 32 — 2 ( з д  +  ухуг +  g.g2)

но изъ Л ОР[Р2 имФемъ:

52 _  r 2; _j_ г22 — 2rj -/-2 COS Ф

подставляя, найдемъ:
rxr2 COS Ср =  Ж,Ж2+  ^ 1/2 +  ^

откуда:

cos (f . ^2 I 2/i . 2̂ I _ £а
П г2 ' пг2 Г[ г2

но:
Х х —  Г! COS 0Cj 2/i — cos pj , zx — i cos Yi

3?2 =  v2 cos a22/2 =  2̂ COS p2 , Z2 — r2 cos y2

следовательно:

(17)COS 'f —  COS G<1 COS 02 +  COS Pi COS p2 +  COS Yi COS Y2

Если прямыя 0Pi и 0Р2 перпендикулярны, то им'Ьемъ:

cos Oj cos а2 +  cos pi cos p2 +  cos Yi cos Y2 — 0 (181
s

I .. '

Если двф прямыя не проходятъ черезъ начало координатъ, то за угодъ
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между ними принимается уголъ, который прямыя, проведенным черезъ 
начало коордйнатъ параллельно даннымъ, составляюсь между собою. Сле
довательно уголъ между прямыми* не проходящими черезъ начало коор- 

I динатъ, выразится тою*же формулой (17).

Легко видеть* что:

sin2 <Р &= (cos Й! COS р2--COS «2 COS Pi )2 +

-j- (cos at cos у2 — cos а2 cos Yi )2 -f- (cos ft cos y2 — cos ft cos Yi )2

I

436. Задача. Найти косинусы угловъ, которые прямая, перпенди-
^ *■ 3 . к 4  •• V .'V» ч

кулярная къ двумъ даннымъ прямымъ, составляетъ съ координатными 
осями?

Тгьшетс. Пусть углы, которые две данныя прямыя составляютъ съ 
координатными осями будутъ « i,3i ,Yi; ' «2>Ра>Та; означимъ углы искомой 
прямой съ координатными осями черезъ и, [3, у.

Такъ какъ искомая прямая перпендикулярна къ двумъ даннымъ пря 
мымъ, то имеемъ (16 и 18):

COS Й! COS й +  COS COS Р +  COS “Yi cos у =  0
/

cos й2 cos a -f- cos P2 cos P +  cos y2 cos у == 0
и

COS2a 4 - cos2p -{- cos2y
(=vl

Изъ первыхъ двухъ найдемъ:

COSffl cos Р cosy
COS C0sy2 — COS P2C0S Tl c0SYl COS й2 — COSYa COS Й! COS Й! cosp2 — COS и2 COSPi

Возвышая въ квадратъ,
' • 'Ч

корень, найдемъ:
складывая числители и знаменатели, и извлекая

к

sin <f> cos a — cos Pi cos y2— cosP2cosyi

sin f  cos P =  cos Yi cos a2 — cos y2 cos й! (20)

sin (f cos Y =  cos й! cos P2 — cos a2 cos Pi

где sintp есть выражеше (19), т. e. синусъ угла между данными прямыми.
Если данныя прямыя пересекаются, то искомая прямая будетъ пер

пендикулярна къ плоскости двухъ данныхъ прямыхъ.
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§ 437. Задача. Даны координаты двухъ точекъ, найти координаты 
точки, делящей разстояше между данными точками въ данномъ отношенш?

f**  ’ ' ' ‘•"11.“  —  V

Ргъшенге. Пусть координаты 
данныхъ точекъ Р и Р 2 (фиг. 156) 
будутъ (Хху^х), (х2у202), данное 
отношеше т :п .

Пусть координаты искомой 
точки Р  будутъ х, у, z. Опустимъ 
изъ точекъ Р ], Р  и Р2 перпен
дикуляры Pi A, PJB, Р2С на плос
кость ( OX,OY).

По услов!ю, им^ем®:

S ’

Ф иг. 156.

Р Р А Б А 'В’ ш

Но:
Р Р 2 ~ ВС ~ ' В'С' ~ п

следовательно:
А 'В '= х

%

Xi , В'С'== Х2
*

*ч

х  — Ху _ ш

X  2 - — х п

откуда:

точно также найдемъ:

пхх j -  тх2 
п —[— ш

X

Если положимъ:

пух +  ту.2 

п -\-т
Ш\ +  Ш02

п-{- м

т
п

(22)

то три координаты искомой точки выразятся сл'Ьдующимъ образомъ:

х Х\ \х<
1 +  ^ У

у 1 4~ Xy:
l +  X z Zy H~ Xff

1 —j- X (23)

Если отношеше X будетъ количеством® отрицательным®, то точка Р  ле
жит® вн'Ь отрезка РуР2 и Д'Ьлитъ разстояше между точками Рх и Р а 
внешне въ том® же отношеши.

Давая отношешю X всевозможны я величины от® — со до -f- оо по- 
лучимъ всФ точки на прямой, проходящей через® точки Р| и Р 2; из® 
всЬхъ величин® X единственная есть — 1 г при которой веЬ три коорди-
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наты (23) обращаются въ оо, следовательно на прямой Р, есть только 
одна точка на безконечности.

Пр. Если X =  1, то точка Р  д4;литъ разстоянге Р Р 2 пополамъ и ея коорди
наты суть:

х *1 +  ̂ 2 ' __ 2/1 +  2/2
2 ’ у - —2 ~ z *1 +  3

Г Л А В А  XXVI.

П л о с к о с т ь .

438. Мы видели въ § 428, что плоскость параллельная плоскости 
(О Y, OZ) на разстоянш а отъ начала координатъ представляется уравне
шемъ первой степени:

х а
' *  .л*

а плоскость перпендикулярная къ плоскости 
нешемъ первой степени (§ 430):

=  +

(OX, OY) выражается урав-

Плоскости въ этихъ двухъ случаяхъ имеютъ исключительное положеше 
относительно координатныхъ осей. Посмотримъ какимъ уравнешемъ вы
ражается плоскость, имеющая какое нибудь положеше относительно ко
ординатныхъ осей.

Чтобы представить плоскость уравнешемъ надобно одно изъ ея 
свойствъ, принадлежащее каждой изъ ея точекъ, выразить уравнешемъ 
между координатами точекъ на плоскости. Такихъ свойствъ плоскость имеетъ 
несколько, возьмемъ одно изъ нихъ, напримеръ, следующее.

Если изъ какой-нибудь точки на плоскости возставимъ къ ней пер- 
пендикуляръ и продолжимъ его въ обе стороны плоскости, то каждая точ
ка на плоскости будетъ равно-удалена отъ двухъ точекъ взятыхъ на пер
пендикуляре въ равномъ разстоянш отъ его основашя.

Изъ начала координатъ опустимъ на плоскость перпендикуляръ и 
продолжимъ его по другую сторону плоскости такъ, чтобы это продолже- 
Hie было равно разстоянш начала координатъ отъ точки встречи съ пер- 
пендикуляромъ Пусть координаты, такимъ образомъ, построенной точки 
будутъ Х \,у \,Z\. Возьмемъ какую-нибудь точку на плоскости, пусть ея ко
ординаты будутъ х, у, z. Квадратъ разстояшя этой последней точки отъ 

'начала будетъ:
ж2 4 -«2 +  з2
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О — )2 +  ух )а +  (е ъ)*
а  о т ъ  т о ч к и  ( х у у \ ( ! \ У -

Следовательно, по свойству плоскости, будемъ иметь:

х 2 +  у 2 +  У  =  (х — я>у У +  —  +  О — «I )2

откуда:
■ I -f- -{- А /1Ч

ххх +  уху - \ - zxz-% ~ ~ = ° W

Йзъ этого видимъ, что плоскость выражается уравнешемъ первой сте
пени между координатами произвольно взятой на ней точки. Следуетъ 
только показать, обратно, что всякое уравнеше первой степени:.

А х By -f- Cz -f- В  =  0 (2)

есть аналитическое выражеше плоскости въ пространстве.

Для этого "надобно только показать, что уравнешю (2) можно дать 
форму уравнешя (1); следовательно уравнеше (2) въ форме (1) будетъ 
выражать свойство плоскости, выраженное этимъ последнимъ уравнешемъ.

Помножимъ уравнеше (2) на неопределенный множитель X и при- 
равняемъ. коэфищенты при одинаковыхъ переменныхъ, что дасть следую
щая уравнешя:

ХЛ =  х , , \ В ~  у,, \С = г ,  , =  -  **■+  * -£  (3)А

изъ этихъ уравнешй найдемъ:

—  2D
А 2 +  В 2 +  С2 ’

— 2D А
*  ~  А 2 +  В 2 +  С2 ’

— 2
Ух А 2 +  В 2 -1- С2

_  —

01 А 2 +  В 2 +  С2

откуда видимъ, что уравнеше (2), умноженное на X, принимаетъ форму (1), 
въ которбмъ х,у, z, определяются предъидущими уравнешями (4), даю
щими для хх, уу, Zy, величины всегда действительныя.

Изъ этого видимъ, что уравнеше (2) съ произвольными коэфищен- 
тами А, В, С, D  есть самое общее алгебраическое представлеше плоскости.

§ 439. Общее уравнеше плоскости:

А х  -f- By +  Сг-f- =  О ( 5 )

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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содержись четыре коэфищента А, В, , TJ, но по разд'Ьлети на одйнъ изъ 
нихъ будемъ иметь уравнеше только съ тремя коэфищентами, которыми 
определяется, какъ увидимъ ниже, положеше плоскости, поэтому ихъ на- 
зываютъ координатами плоскости. -

Чтобы найти точки перееЬчешя плоскости съ координатными осями
ж, у  и г надобно, последовательно, положить въ уравненш (б):

-  \ . ч ..

" I

х — а , у =  0 , 2  =  0 ; ж =  0 , у =  Ь , 2 =  0 ;

х  =  0 , у  =  0 ,

что даетъ:
Аа —  — D  , ВЪ =  — I)  , Сс =  — I) 

подставляя эти величины въ уравнеше (5) вместо А , В, С, оно сделается:

х
а

где а, Ъ, с суть отрезки, которые плоскость делаетъ на координатныхъ
У

осяхъ. Форму уравнешя (6) называютъ канонической формой уравнешя 
плоскости.

§ 440. Изъ начала координатъ опустимъ перпендикуляръ на плос
кость (6), пусть длина этого перпендикуляра будетъ р.

Очевидно, что косинусы угловъ а, (3, у, которые этотъ перпендику
ляръ составляетъ съ координатными осями, будутъ:

cos а Ж
а COS0 Ж

Ь cosy Ж
с

Помножая уравнеше (6) на р  и подставляя предъидулця выражешя, урав
неше (6) примемъ форму:

х  cos a -f- у cos Р +  2  cos у —

которая называется нормальной формой уравненш плоскости.

(7)

§ 441. Если уравнеше (2) сравнимъ съ уравнешемъ (7), т. е. помно-
жимФ это последнее на неопределенный коэфищентъ X и приравняемъ 
коэфищенты при ж, у, 2 , то найдемъ:

X cos а =  А  , X cos Р =  В  , X cos у =  С , р  = XD (8)

откуда, возвышая первыя три уравнешя въ квадратъ и складывая, най
демъ:

X2 =  А 2 -f- №  +  (72 (9)
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откуда:
cosa = ______ А _______ _______ в _______

±  ^  A 2 -j- B 2-j- С2

cosy
С

1/  А 2 +  В? +  С2

р В
V a 2+ b 2 +  c 2

знакъ передъ радикаломъ определяется следующимъ образомъ: условимся 
разъ на всегда принимать перпендикуляръ, опущенный изъ начала коор- 
динатъ на плоскость за величину положительную, а также и все перпен
дикуляры, опущенные на плоскость изъ точекъ, лежащихъ съ той-же сто
роны плоскости съ какой лежитъ и начало координатъ; все перпендику
ляры, опущенные на плоскость изъ точекъ, лежащихъ съ противуполож- 
ной стороны плоскости принимаются за величины отрицательныя. При 
такомъ уело в1и легко определить знакъ радикала въ выражешяхъ (10). 
Для этого возьмемъ выражеше (11), въ этомъ выраженш р, по условш, 
есть величина положительная, следовательно, если въ уравнеши (5) В  
есть величина положительная, то радикалъ надобно взять съ знакомъ—, 
въ противномъ случае съ знакомъ -(-.

Изъ выраженш (10) видимъ, что положеше плоскости относительно 
координатныхъ осей определяется только коэфищентами А, В , С, такъ что 
изменяя В, плоскость будетъ только переносится параллельно сама себе.

Легко перейти отъ общаго уравнешя плоскости (5) къ нормальной 
ея форме, для этого надобно уравнеше (5) разделить только на
V  А 2 +  В 2-f- С2, то въ силу выражешй (10) форма ея сделается нор

мальной:
А х  -)— By -j- C -f- В

V A2 +  В24- ~
П рим гьръ  1 . Найти косинусы угловъ, которые периендикуляръ къ илоскости:

: с \  .

2х — Зу +  bz — 3 =  О
/

составляетъ съ координатными осями?
О ш е . Такъ какъ посл'ЬднШ членъ отрицательный, то радикалъ надобно взять 

съ знакомъ +  •
cos a

1 38
cos (3

V'38
cosy Vss

и;
p

| / 3 8

*
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П р и м г ь р ъ  2 .  Найти косинусы угловъ, которые плоскость:

у — ах — Ъ =  О

составляетъ съ координатными осями и дать ей нормальную форму? 
О ш в .

cos а
а

— V 1 +  а2
cos (3

I / 1 - f  а
cos Y =  О

2/ — а#
1 У 1 4 -  а

О

§ 442. Задача. Найти длину перпендикуляра, опущеннаго изъ дан
ной тонки на данную плоскость?

.  Ч.'.т
•* -,чГ,

1е. Пусть данная тонка будетъ {хх ух zx), данная плоскость въ
нормальной форме (7):

х  cos а +  у cos 3 -f- s cos у == p ( 12)

черезъ данную точку {хх ух zx) проведемъ плоскость параллельно данной
плоскости. Означимъ черезъ рх длину перпендикуляра, опущеннаго изъ

%

начала координатъ на эту последнюю плоскость. Очевидно ея уравнеше 
будетъ:

х  cos a  -f- у cos (5 +  z cos у — р х (13)

Если означимъ длину искомаго перпендикуляра черезъ 8, то будемъ иметь:

8 =  (pi —р) (14)

Но точка (xiDiZy) лежитъ на плоскости (13), следовательно будемъ иметь:

Р\ =  хх cos а -f- ух cos (5 -(- Z\ cos у

подставляя эту величину въ (14), найдемъ:

8 =  (а?! cos а ухcos (3 -(- zxcos Y— (15)
N

Откуда видимъ, что если въ уравнеше плоскости, въ нормальной фор
ме, подставимъ координаты точки, лежащей вне плоскости, то получается

# *

числовая величина, которая будетъ длина перпендикуляра, опущеннаго 
изъ точки {хх ух zx) на плоскость. Знакъ цг берется, смотря потому съ ка
кой стороны плоскости лежитъ точка (хх ух ) относительно начала коор
динатъ (§ 441).

Это свойство плоскости въ форме (7) послужило къ названш уравне-
!

шя (12) нормалънымъ.
Если уравнеше плоскости дано не въ нормальной форме, а въ общей, 

то его надобно написать въ нормальной:

А х  -j- B y  — C -j- _^
А 2 В 2-ф- С*~ ~~
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и подставить вместо ж, у , z  значешя x l , у х, Z\, что даетъ:

5 -\-]Ву\ С * + D

Примгьръ 1. Найти разстояше начала координатъ отъ плоскости:

- + I + - - 2а о 1 с

Оше. Плоскость эта, написанная въ нормальной форм-Ь, будетъ:

Ъсх асу +  abz — 2 dbc 
V а2Ь2 -j- а 2 е2 -|- б2с2

О

полагая ж =  0, у  =  оу z — О и замечая, что перпендикуляръ 8 изъ начала коорди
натъ на данную плоскость есть величина положительная, найдемъ:

8 2аЪс
VaW +  «V +  62с2

Примгьръ 2 . Найти разстояше точки ж =  О, 2/ =  0, г =  с отъ плоскости:

# , У г
а +  б с

Оше. Въ нормальной форм'Ь эта плоскость будетъ:

беж +  асу — abz — abc 
V а2Ь2 а2с2 -(- б'с2

полагая ж =  О, у — 0, z =  с, найдемъ:

8
2абс

1/а 2б2 +  Ь*с* +  а2с2

Примгьръ 5. Найти разстояше двухъ параллельныхъ плоскостей:

Лж +  Б</+  С* + 1) == О , -Аж +  В|/ +  С* +  А = = 0  

Owe. Въ нормальной формй эти плоскости будутъ:

Лж -(- -Zfy +  Oz В
Va 2+ b 2^ W ~

о А.х B y  — Oz -j- By
1/Ж + В г +  С2

О

Если назовемъ 
им4ть (11):.

черезъ р  и pt ихъ разстояшя отъ начала координатъ, то будемъ

Р
В

|/^2 +  Б2+ С 2
P i

Vi
V А2 +  В2 +

4

откуда разстояше плоскостей будетъ:

■ %=Pi—р A - - D
V  А г -)- В 2 -fr С2
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§ 443. З а д а ч а .  Найти уравнеше плоскости, проходящей черезъ дан
ную точку?

Pmueuie. Пусть данная точка будетъ (ххухzx). Возьмемъ уравнеше 
плоскости въ самой общей форме:

А х  -j- By Cz -\- D =  О

Если эта плоскость проходить черезъ точку {ххyxZi), то должны им'Ьть:

А х  1 -j-  В у \  —(— G z \ - f - 1 )  = =  О

Вычитая это уравнеше изъ предъидущаго, найдемъ:

Л(х — хх) +  В (у  — ух) +  C(z — zx) =  О (16)
т - j t  * 4  ' t

■ s ■*

Если бы уравнеше плоскости было взято въ канонической или нормальной 
формахъ, то уравнешя плоскостей, проходящихъ черезъ точку (хх ухzx) 
будутъ:

х —  хх , y —  yi . 0
а + Ъ + О (17)

(х — хх) cos а +  (у — yi) cos $ - \- ( z — zx) cos у =  О (18)

Если плоскость должна проходить черезъ начало координатъ, то хх =  О, 
3/i = 0, zx= 0 ,  следовательно ея уравнеше будетъ:

А х - \  - B y  - \ -  C z  О

444, З а д а ч а .  Найти косинусъ угла между двумя данными плоско
стями?

Ргъш ет е.  Пусть данный плоскости будутъ:

А х х  ”f- Д  у-f- G\Z-J- В\ — О 

А%х -f- В 2у-f- C2z -J- D 2 О

Если назовемъ черезъ щ, (Jj, ух; а2, (32, у2 углы, которые перпендикуляры, 
опущенные изъ начала координатъ на данныя плоскости, составляютъ съ 
координатными осями, то будемъ иметь (10):

cosa. _________ А \

V a \ + b \ + c g
, COsPi

Г

C0SO2 А
V a \ + b \ + c a

ft , cospo

______д ______
V a \ + b \ + c g

______В 2______
V  А \ + В \ + С г*

Ci
COSYl =

V a \ + b \ + c g

COSY2= .1—-ITT- -
V  A \-\-B \-\~  С??
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Если назовешь черезъ ср уголь между перпендикулярами, опущенными на 
плоскости, то найдешь (§ 435):

-)- Д  Д -f-COg т -г—   - - - 1 - - -— —-—  1. а ...... .
V А \  + Ъ \  -f с \  V a \  + В \  + с \

Легко видеть, что:

Если плоскости перпендикулярны, то cos <р =  О, а если параллельны, то 
sin ср =  0. Первое усло!Йе даетъ:

Л,Л2 +  Д Д +  Д Д  ==0
авторов:

1 А\С2
или ♦

#

<

Это последнее ycaocie показываетъ, что если въ двухъ плоскостяхъ коэ- 
фид1енты при перем'Ьнныхъ пропордюнальны, то плоскости параллельны. 
Это мы уже заметили выше (§ 441).

Изъ формулъ (19) и (20) им'Ьемъ:

V  (Л, Д  -  Л2 Д  )2 +  (А, С2 -  ) Ч -  (Д  -  Д Д  )2
л , л 2+ д д  +  а ^

П р . Найти уголъ между плоскостями:

су — hz
и между плоскостями:

Оше.

cos <р

х — az — р

аЪ

0 , сх — az :=  0

0 , у— - 3  =  0

par m — аЪ
с2

 ̂ tvO Ц/ —
1 /1 +  а2 Й + Ь 2

0г / ' пV1  ̂ V
445. Задача. Найти уравнеше плоскости, проходящей 'черезъ три

данныя точки?
'  + ш ** -V . \л' -

.  V  ' J

Рмиете. Пусть данныя точки будутъ:

(#i У\ #1) , (Х2У2Н )  , (ж32/з%)
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я, ВО
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Напишемъ уравнеше плоскости въ общей формЬ:

A x  +  By +  Cz +  D =  0

Такъ какъ эта плоскость должна проходить черезъ данныя точки, то 
должны им'Ьть:

A x t -f- Вух -\-Czx Ц- В  =  О 
А х  2 -f- By % 4~ Cz2 -f~ D — 0 
A x  з -f~ By3 Cz3 4~ I)  =  0

Изъ этихъ четырехъ уравненш можно исключить коэфищенты А. В, С, В  
и найдемъ:

X У Z 1

У\ *1 1
х 2 У2 2̂ 1

%з Уз #3 1

Это уравнеше линейное относительно и удовлетворяется коорди
натами данныхъ трехъ точекъ, следовательно это есть уравнеше искомой 
плоскости.

§ 446. Задача. Найти точку перес'Ъчешя трехъ данныхъ плоскостей?
• — ■— ы . . т « -------------------------------------------- -------------

Р)ьшете. Пусть данныя плоскости будутъ:

А\ х -J- В\ у 4" А^ 4* В\ =0

А 2х -j- ВгУ 4~ C2z 4~ В-2 —  0 (25)
*

А 3х  -|- ВзУ 4" C3z 4~ D 3 — О

Такъ какъ точка перес'Ьчешя лежитъ на вс'Ьхъ трехъ, плоскостяхъ, то ея 
координаты найдутся изъ трехъ предъидущихъ уравнений, о предал и въ изъ 
нихъ х, у,  z.

Легко видгЬть, что:

А А А А\ А, А Ах А А,

А А2 А • А 2 В  2 As. а 2 А а 2

В 3 в3 С3 Аз А 3 Аз - Аз Аз Аз

А х А А Лг А А % Ai А А

Л JB2 с 2 А% а 2 А Ф

а 2 а 2

А% Аз Аз , Г Аз Аз Аз Аз Аз Аз
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Если бы случилось, что въ предъидущихъ выражешяхъ знаменатель 
равенъ нулю, то точка пересЬчешя плоскостей будетъ на безконечности, 
если же и числители равны нулю, то есть безчисленное множество точекъ 
перес'Ьчешя трехъ плоскостей, въ этомъ случаЬ всЬ три плоскости пере- 
сЬкаются по одной прямой. Можно дать слЬдующШ признакъ пересЬчешя 
трехъ плоскостей по одной прямой лиши. Если три плоскости:

Л =  0 , В  =  0 , С — О

пересЬкаются по одной прямой лиши, то всегда можно подобрать ташя
л

три числа X, [л, v, для которыхъ будетъ существовать тождество:

^А  -j- 3 -(- vG =  О

Въ самомъ дЬлЬ, точки, лежащая на пересЬченш плоскостей А  —  0 и 
В  =  О, удовлетворяютъ уравнение:

X A  -j- р.2? =  О

а слЬдовательно для этихъ точекъ и (7= 0.

§ 447. Задача. Найти услшпе, что четыре плоскости проходятъ че- 
резъ одну точку?

Ртиете. Пусть данныя плоскости будутъ (25) и четвертая:
.

А 4хВ4у -J- С4з -f~ Д  — 0 (26)

ycaoeie это найдется, если найденныя величины для х, в изъ урав- 
нешй (25) подставимъ въ уравнеше (26). Но это условхе можно выразить 
опредЬлителемъ, исключая х ,у ,в  между уравнешями (25) и (26). что даетъ:

А д Сг д
а 2 д <к д
Аз в 3 Сз д
А Д д

Признакъ пересЬчешя четырехъ плоскостей:

А  =  0, В  — 0, <7=0 ,
V

въ одной точкЬ можно еще найти слЬдующимъ образомъ. 
Если можно найти ташя четыре числа X, р., v и 8, что:

\А  -j-  [А .В ~j~ v(7 -j- Ы) =* О
30*
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то четыре плоскости пересекаются въ одной точке. Въ самомъ деле, ко
ординаты точки перес'Ьчешя плоскостей:

А =  0 , 0 , (7 = 0

удовлетворяютъ и D —  0 въ силу предъидущаго тождества. 

§ 448. Если одно изъ уравненШ двухъ плоскостей:

А х  -(- JBy “I-  Cz -f- D  =  0 , А\Х -|- JByу  ~j~ С\я  "I-  D\ —  0 (28)

помножимъ на неопределенный множитель X и сложимъ, то получимъ урав- 
неше:

А х  -(- JBy -f- Cz -f- JD “I-  X (A\ x  -f- JB\у -|- z -f- D \ ) =  0 (29)

которое есть тоже плоскость, такъ какъ оно линейное относительно х , у, z. 
Давая X всевозможный значешя отъ — со до +  со получимъ безчисленное 
множество—систему плоскостей, которыя все проходятъ черезъ пересече- 
Hie данныхъ плоскостей, такъ такъ координаты точекъ, удовлетворяющихъ 
обеимъ уравнешямъ (28) удовлетворяютъ и (29). Между всеми плоскос
тями (29) находятся и данныя (28) именно, когда Х =  0 и Х=оо .

Такъ какъ плоскость (29) заключаетъ одно неопределенное коли
чество X, то для определешя ея требуется еще одно услов1е.

!
, Пр. 1. Определить X такъ, чтобы плоскость (29) проходила черезъ точку {xlylzx)’i

Ргьги. Если плоскость (29) проходитъ черезъ точку то имеемъ:
#

А хг -J- В ух +  Czx +  В  +  X (А хх х 4 “ П\У\ +  4“ В \) =  О
откуда:

 ̂ ___' А хх 4~ ВУ\ 4~ ^z\ 4 “ ^
А ххх 4* ВхУх +  Cxzx 4“ Di

подставляя это значеше X въ (29), найдемъ искомую плоскость:

(Ахх  1 4 -  В хУх 4 -  Cxzx 4 -  В , )  (Ах  +  B y 4 -  Cz 4 -  В )  —  

(Ахх 4" Иу\ 4" “h D) (Ахх  4- Вху  4" Cxz 4“ В х) == о

Если плоскость должна проходить черезъ начало коордипатъ, то хх =  0, у х = 0 , 
zx =  0, следовательно уравнеше плоскости будетъ:

(А В Х - А хВ ) х  +  (ВП х -  В ХВ ) у 4- (СВХ -  СХВ ) Z =  0 , (31)
О- : >

\  • /

Пр, 2. Определить X такъ, чтобы плоскость (29) была пвриеядикулярна къ
_тЛ '̂ V  ‘  • /

прямой, которая составляетъ углы а, (3, у съ координатными осями.

Ргьш. Очевидно, услов1е это будетъ (§ 44^:

(А  4 - \ А Х) cos ас 4- (В +  ХБг) cos (34- (С +  ХСх) cos y =  О

MitskevichOA
Прямоугольник
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А х  +  By +  +  == 0

+  В\у-{- С\г -j~ JD\ == 0 (32)

А%х -f- В 2у 4  С<>,z -(- В 2 == 0
f

помножимъ на неопределенные множители X, р. и сложимъ, то получимъ 
четвертую плоскость:

(Ах -f- By-f- Cz-f- D)-\~y.(AiX -f- +  -f-
/ (33)

p. (A2x -f- B.2y 4" C2z -(- JD2) — 0

которая, очевидно, проходить черезъ точку пересйчешя трехъ плоскос
тей (32), такъ какъ координаты точки перееЬчешя удовлетворяютъ всЬ 
три уравнешя (32), а следовательно удовлетворяютъ и (33). Такъ какъ
уравнеше плоскости (33) содержитъ два произвольные множителя X, р., то

* 1

оно можетъ удовлетворять еще двумъ условьямъ.
Ilp. 1. Чтобы плоскость проходила еще черезъ дв'Ь точки (ж, ух zx) и у1 л2)?

». '  «V
V .•а

Ир. 2 . Чтобы плоскость была перпендикулярна къ прямой, которая составляетъ 
углы а;~(3, Т съ координатными осями и проходила черезъ точку (x ,y ,z,)?

Первая задача даетъ для онред^ленля X и [л два уравнешя-

(А +  1А, +  sхЛ2) х , +  (В  +  1В, +  цВ2) у, +  (С +  1C, +  {хС2) z, 4- D  +  1D, +  \хВ2 =  О
(34)

(Л -(- X A j 4" [х А2) х2 +  (В -j- lB ,  -f- р.Б2) у2 4" (fi +  XCj +  \хС2) z2 -f- D  -j- XZX +  \xD2 =  0 

или:
\

(A,x, -|- B ,y, 4" A )X  +  (A2x , -j- B2y, 4- C2z, 4“ B<̂ )\x 4“ Ax, 4“ By, 4" Cz, 4 - D =  0
.. .  . .  /

(a ,x2 4- в ,у 2 4- 4 -^ i)^  +  (A2x2 4~ и 2у2 4 “ C*Z44~ -^2) p* 4~ a .x2 4 -  By2 4 - Cz24 - d  =  0
*

изъ этихъ уравнешй можно определить ^ и X .
Для второй задачи уравнешя будутъ: первое изъ нредъидущихъ (34), а второе 

(§ 444):

( А 4* 'lA, 4 - \х А 2)  cos а 4 “ (В  4" ХБ| 4“ р*В2) cos р 4 “ (С 4~ ХС* 4" И2) cos Y — ^
или:

^ 1cosa4-#iCosj34-£iCosY)X44̂ 2Cosa4-#2Cosj34-̂ 2cosYV4“̂ costt+ ^cô 4~£cosY:=Q (35)
изъ которыхъ легко определить X и |л.

Пр. 3. Уравнеше:
ах -\-Ъу с - \ - l z  =  О (36)

где X есть неопределенный коэфнщснтъ, иредставляетъ плоскость, проходящую че- 
резь пересечете плоскостей:

ах-\-Ъу 4 -0  =  0 , я =  0
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Прямая.

§ 450. Въ § 431 мы видели, что уравнешя двухъ поверхностей, со
вокупно взятия, представляютъ кривую—пересЬчеше двухъ поверхностей, 
следовательно уравнешя двухъ плоскостей представляютъ прямую въ прос
транстве.

'  * '•  • *••• ■. .

Пусть уравнен1я двухъ плоскостей будутъ:

-А 1 х  -f- В х у -f- Сх z -f- D \ — 0 , A 2x  -|- B 2y -f- C2z -f- JD2 =  0 (1)

Если изъ этихъ уравненШ исключимъ сначала а потомъ х, то найдемъ 
два уравнешя:

x  — az-\-b  , y —  cz-\-d  (2)
'  * "  ’ __  . .

Это суть проэкщи прямой на .плоскостяхъ (O X,O Z ); (О Y, OZ) или урав
нения плоскостей перпендикулярныхъ къ темъ-же координатнымъ плоскос- 
тямъ, нересечешемъ которыхъ замещено Пересе чеше плоскостей (1). Изъ 
уравненШ (2) видимъ, что уравнеше прямой линш въ пространстве со
держать четыре постоянныя величины—параметра, которыми определяются 
положеше прямой въ пространстве.

§ 451. Если на пересеченш плоскостей возьмемъ, какую-нибудь, 
точку (xxyxzx), то уравнешя плоскостей можно написать въ форме (§ 443):

I А х (х — хх) +  Д  (у — у\) -}- Ci (z 

А 2,(х  ~ х х) - \ - В 2 (у —  у х) - \ - С 2 (г

— * )  =  <> 

— zx) =

такъ какъ обе плоскости (1) проходятъ черезъ точку 

Изъ этихъ уравненШ легко получить следующая:

Д  С2
у — У\

С\ А 2 — 02А Х
Z — Zx

А\ В2 — А 2В х

который суть ничто иное, какъ уравнешя прямой, проходящей черезъ 
точку (xxyxzx), которыми замещены уравнешя двухъ плоскостей (1).

(Я) 452. Если означимъ черезъ а, р, у углы этой прямой съ коорди-
* \

натными осями, черезъ г разстояше какой нибудь скользящей точки по 
ней (x y z )  отъ точки (xxyxzx), то найдемъ:
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это суть уравнешя прямой, проходящей черезъ точку (#13/1*1) и состав
ляющей углы а, Р, у съ координатными осями.

Изъ этихъ уравнешй имеемъ:

х  =  Ж] г cos а , у =  у\ +  г cos Р , *1 +  * cos y (6)

т. е. координаты точки выражены съ помощью одного перем$ннаго пара
метра г.

Если прямая, выраженная уравнешями (5) есть таже, что и выра
женная уравнешями (4), то будемъ иметь:

Л

X cos а =  Д  С2 — В2СХ , X cos (I =  Д И2— С2АХ , >.cosy =  A lB2— А Д  (V

X есть неопределенный коэфищентъ, на который помножили знаменатели 
уравнешй (5), чтобы отождествить ихъ съ уравнешями. (4). Если урав
нешя (7) возвысимъ въ квадратъ и сложимъ, то опред'Ьлимъ X, именно:

х* =  (Д  СИ -  Д  Д )2 +  (Д А г -  C2A i )2 +  (А  В 2 -  А 2Д  )2 (8)

Следовательно:

cos а =

где X имеетъ выражеше (8).
Изъ этого видимъ, что если прямая дается общими уравнешями

двухъ плоскостей (1), то косинусы угловъ, которые она составляетъ съ
»  '

координатными осями, даются уравнешями (9).

§ 453. Если уравнешя прямой даны въ форме:

x —  x , y  — yl z —  4
А В С (10)

то сравнивая ихъ съ (5), найдемъ:

Xcosa =  n  , XcosB =  J5 , Xcosy — С
откуда:

X2 =  А 2 4- В 2 +  С2
Следовательно:

cosa А
V  A 2-j-B2~i-C*

, COSp
В

У а *+в 2+ с*
, cosy

С
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§ 454( Если уравнешя прямой даны въ формЬ:
,'v«

х =  ая-\-Ъ , y =  cz-\-d  

то ихъ можно написать такъ:

х  — Ъ у — d   — О
а с  1

Если эти уравнешя сравнимъ съ уравнениями (5), то легко видЬть. что 
прямая проходить черезъ точку (Ъ, d, 0) и составляетъ углы съ коорди
натными осями, коихъ косинусы пропорщональны количествамъ а, с и 1, 
то есть:

X cos а =  а , X cos Р =  с , X cos y =  1

откуда, какъ выше, найдемъ:

cos «
а

V  a2 -f- с2 -f-1
, COS Р

V  а2 4- с2 -f- 1
, cosy

V  а 2 с 2 1 (14)

§ 455. Мы видЬли, что если двЬ точки (ххух 2) въ прост-
ранствЬ даны, то всякая точка (xyz)  на прямой, проходящей черезъ дан
ный двЬ точки, выражается съ помощью перем'Ьннаго параметра X (§ 437):

— \ х 2
1 - 1-х

_У\ Ху 2 Я\
У~  1 + Х  ’■ * 1 + Х

исключая этотъ параметръ изъ этихъ трехъ уравнешй, найдемъ уравне
шя прямой, проходящей черезъ двЬ данныя точки:

Эти уравнешя можно получить просто изъ уравнешй (5) замечая, что:

Въ уравпешяхъ (1C), очевидно, въ числителяхъ можно поставить вмЬсто 
координатъ X], ух, zx координаты х2,у 2 , 02•

Это и всЬ формы, которым можно дать уравпешямъ прямой.
/

§ 45G. Дв’Ь прямым въ нространетвЬ вообще не пересЬкаются, спра
шивается, какая зависимость должна существовать между коэфищентами 
прямыхъ для того, чтобы онЬ пересЬклись?
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Пусть уравнения прямыхъ будутъ:

% =  а8-\-Ъ , x — a\Z-\-bi 

у =  cz-\-d  , !

такъ какъ координаты точки пересЬчешя должны удовлетворять всЬмъ 
предъидущимъ уравпешямъ, то х, у и s, опредЬленныя изъ трехъ урав- 
ненШ, должны удовлетворять и четвертому, что даетъ:

d — d\ (18)

это и есть услов1е пересЬчешя прямыхъ (17). Если а =  щ и с =  сь  то 
услов1‘е (18) удовлетворяется; но это услов1е параллельности лиши, т. е. 
онЬ находятся въ одной плоскости, а слЬдовательно пересЬкаются (на 
безконечности). /

§ 457. г'ТЬшимъ теперь нЬкоторыя задачи относительно прямой и 
плоскости. v

Задача 1. Найти уголъ между двумя прямыми:

Ртиенге. Такъ какъ косинусы угловъ, которые эти прямыя состав- 
ляютъ съ координатными осями суть (§ 444).

COS«! = _____А
V a \ + b \

cosa2=
I

Y  -422“hJ522_r ^ 22

______Q________
I/ A \ + B \ + C \

V a \ - \ - b \ + c \ V  a \ + b \ a g \

слЬдовательно (§ 444):
\

4 ,4 2+ а д + с ; ( ? с
COS <p =  —7------  ' _

V  A 21 -j- B \  +  C2i V  A 22 -\- B 22

откуда, если прямыя перпендикулярны, то:

А\ А% -J-  В\В% 4“ С2С2 == О

Задача 2. Найти уголъ между прямой и плоскостю?
! t

Pmuenie. Пусть уравнеше плоскости будетъ:

Ах 4~ By 4- Сз 4~ В  == О ( 2 2 )

MitskevichOA
Прямоугольник
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а  у р а в н е ш я  п р я м о й :

х  — х, у — У\
А Д

Z—
Ci

( 2 3 )

Изъ выраженш для угловъ (§ 441), перпендикуляра къ плоскости (22) и 
выражений для угловъ прямой (23) найдемъ, что:

Sqs <р А А Х +  Б В Х +  ССх
V А 2 А В 2 A G2V А \  +  В \  +  C2i

Если-бы прямая была дана въ формй:

x  =  az у — bz-\-d

то очевидно:

С ^  <Р
аА +  ЬВ +  С

V  А 2 +  В 2 +  С  a2-f Ь2+ 1
// Н. -<к

Если прямая перпендикулярна къ плоскости, то:

a A  -J- ЬВ ~}~ С

(24)

(25)

(26)

Задача. 3. Написать уравнеше плоскости перпендикулярной къ пря
мой:

* — ®i У —  2/1 * — *i
А В G (27)

Pmueuie. Соображаясь съ предъидущимъ, найдемъ:
■_« ' V

А х By  -j- Cz +  JD =  0 (28)
\

гдй В 'остается неопред'Ьленнымъ, если-же плоскость должна проходить
черезъ точку (x2y2z2), то будемъ имйть:

*

А (х  — х2)-\-В (У '— У г)-\-С (г— 0 (29)

Если прямая будетъ дана уравнешями:

А х х В \  у -j- Ci z-j- D x — 0 , -f- -l-  -j- =  0 (30)

то уравнеше плоскости, проходящей черезъ точку и перпедику-
лярной къ пересеченно двухъ предъидущихъ плоскостей, будетъ (§ 452):

( Д С2 В2Сх)(х  Ж|)~1~(С\А2 С2А х) {у—з/i)-j (АХВ 2 А 2В х) (z—zx)—0 (31)

MitskevichOA
Прямоугольник
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Наконецъ если уравнешя прямой будутъ въ форме:

X Х\ у  —  у\ г \
cos а cos Р cosy

(32)

то уравнеше плоскости, проходящей черезъ точку (х2 у 2 z2), перпендику
лярной къ прямой (32), будетъ:

(х — х 2) cos a -J- { у — у 2) cos Р +  (z — z2) cos у =ч* О (3,3)

Задача 4. Написать уравнешя прямой перпендикулярной къ плос
кости:

А х  -j- B y  -j— Cz -{- =  0 (34)

Ртьшеме. Легко видеть, что уравнешя прямой будутъ, если она еще
проходить черезъ точку (х х у х zx):

® —  Z i _ y  —  yi z  —  zx
А В С

(35)

З а д а ч а  5 . Найти уравнеше плоскости, определенной двумя пересе
кающимися прямыми?

PfMU'uie. Пусть уравнешя данныхъ прямыхъ будутъ:

х — хл У~У\ Z — Z\ Х —  Х\ у —  у { z — zx
cos ai COS P1 COS Yj cosa2 cos p, cosy2

(36)

прямыя проходятъ черезъ точку (хх ух zx).

Если означимъ черезъ А , В , С косинусы угловъ, которые состав- 
ляетъ съ координатными осями перпендикуляръ къ искомой плоскости, 
то ея уравнеше будетъ, какъ видели выше (§ 443, 16):

A(ot —  x]) - \ - B ( y  —  y l ) - \ - C ( z  —  z l ) =  Q (37)

такъ какъ и плоскость проходить черезъ точку (х, у х zx).
Такъ какъ перпендикуляръ къ плоскости будетъ перпендикуляромъ 

и къ прямымъ (36), то имеемъ (§ 436):
4

A  cos <*i -f - В  cos pi -f -C  cos Yi =  О 

A  cos a2 -j- В  cos p2 -f- cos Ya == 6
(38)

откуда найдемъ:

A В С .
COSP2 COSYl COSYl COsa2—COSY2 COSa, cosaj COSp2—COSajCOSp! (39)
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Подставляя въ (37) вместо Л , В , С  величины пронорщональныя,
найдемъ искомое уравнеше:

\

(х — хл) (cos 3icos j -2 — cos (i2 cos Yi) +  (у — у х) (cos Yi cos a2 — cosъ  cos oti) —}—

- f  (* —  zx) (cos a , cos P2 — cos a2 cos pi) =  0 (40)

Задача 6 . Найти yc.»0Bie, при которомъ прямая:

x  =  (Z - \-b  , y  =  c z - \-c l (41)
или:

% — Д?1 _  — У\ _  я — 
cos a cos jS cos у

t

лежитъ въ плоскости:
.Л.Х -j- B y  ~ j- CJz —j— J) =  0 (43)

Ргъшете. Прямую (41) можно написать въ форм!; (§ 454):
/

• # •  Ж *

х  —  Ъ__у  —  ( I__ z  —  О
а  с 1

сл Ьдовательно она прохоД итъ черезъ  точку (Ъ, <1,0); т ак ъ  к ак ъ , по усло- 

Biio, о па н ах о д и тся  вся  въ  плоскости (43 ), то то ч к а  (Ь, d, 0) долж на 

удовлетворять  урави еш ю  (4 3 ), т . е.:

J b  +  B d  +  D  =  0  (44)

Но перпендикуляръ къ плоскости (43) долженъ быть перпендикуля- 
ромъ и къ прямой (41), следовательно имЬемъ еще одно услов1е:

Ла -}-■ В с С  0 (45)

Если прямая будетъ дана въ форме (42), то предъидунця услов!я 
(44), (45) будутъ:

Л.Х\ —(— Ву\ —(- 1 -f- D  —  О

J .c o s  a  4 -  В  cos 3 -f- С  cos Y =  О
(46)

Задача 7 . Найти уравнеше плоскости, определенной двумя парал
лельными прямымиГ” ,

х  —  х х у — Ух
CQS«. cos 3

Z —  Zx
cos %

X X-2 У ---У2
cos a cos 3

z  —  z2

COSY
(4=7'J

MitskevichOA
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Рмиете. Очевидно въ  искомой плоскости будетъ н аходи тся  п рям ая , 

соединяю щ ая точки  (х х у х гх) и (ж2 У г н ) ,  но е я  уравнеш е, к а к ъ  выш е ви

д е л и , есть (§ 455):

х — х\ =  у —yi __ * 1

ж I — #2 У\ У 2 2, — Я2

следовательно задача сводится на 5-ую: Н аписать уравнеш е плоскости опре

деленной  одной изъ  прям ы хъ  (47) и прямою (48)?

О ткуда легко  вид'Ьть, что косинусы угловъ, которы е перпендикуляръ  

к ъ  искомой плоскости составляетъ  съ координатны ми осями, пропорцю - 
пальны  вьграж еш ямъ:

t

(2/1 — 2/2) c°s Y —  (А — z%) cos P ; (zx—£2) c o s a —  (ж,— ж2) cos у ;
(49)

(«1— ж2) cos.a —  (y i— у 2) cos 0

так ъ  к ак ъ  углы, которы е прям ая (48) составляетъ  съ координатными осями 

пропорщ ональны  разностям ъ х х— ж2 , у х— у .2 , z x— z2 .

С ледовательно уравнеш е искомой плоскости будетъ:

\(«/i— У2) cos у —  0*1—  cos (ж — ж ,) +

+  {(A — *а) cos a  —  (ж!— ж2) co s7} (у —  У\ ) +  ‘ (50)

+  {(ж!— ж2) COS0 —  (у, — у2) cosa} —  О

Задача 8 . Н айти  уравнеш е плоскости, проходящ ей черезъ  прямую; 

А хх В ху Cxz В х =  0 , А%х - j - В 2у  -f- C2z -f- D 2 =  0  (51)

•-> 1C

A x  - |-  B y  - j-  Cz -f- D  — 0

Pm ueuie. Т ак ъ  к ак ъ  иском ая плоскость долж на проходить черезъ  пе-

ресЬ чеш е плоскостей (51), то ея  уравнеш е есть:
\

А \Х -\-  Ъ \у J) 1 4 “̂ {Л^х 4~ JB̂ y *4“ 4 “ D 2) === 0 (53)
или:

(Ах-^-'ЬАъ) х  (-Z?iV Z?2) 2/ 4 “{С\-\-\Съ)я  -j” i)i4~^*®2 = '0 (54)
• »

Йо эта  плоскость, по услов!ю, перпендикулярна къ  плоскости (52), следо

вательно имеемъ:
.  ' « . •
*• \  . • « • V ‘ / * ** . • ** .

-f* -В(J?j 4* 4* ==:: 0- (5 5 )
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определяя изъ этого уравнешя X и вставляя въ уравнев1е (53), найдемъ
уравнеше искомой плоскости:

ААу -f- ВВу -j- ОС\
А А 2 -4- В В 2 Н- СС2

следовательно:

(А А 2 +  ВВ2 +  СС2) (А хх  +  В ху  +  Су г +  Д )

(■ А А у -}~ ВВу - j -  ССу) ( - ( -  j- -f-  — О

Если уравнешя прямой и плоскости даны въ формахъ:

х  cos a -J- у  cos Р г  cos у — =  О Х — Ху _ _  у — у  у _  z — z 2

cosat cos Pi cosyi

то искомую плоскость можно написать въ форме:

А  (х —  Ху) +  В  (у  — уу) +  С (z — Zy) =  О

(56)

(57)

(58)

но такъ какъ перпендикуляръ въ этой плоскости перпендикуляренъ въ
перпендикуляру къ плоскости (58) и перпендикуляренъ къ прямой (58),

• /  »

то имЬемъ (38):

A  cos a  -J- В  cos Р +  С cos y =  О 

A  cos ct! -f- В  cos Pi - j-C ? c o s Y i= 0

откуда:

___________ A  ________  В __________  _  С___________
COS p COS Yl —  COS Pi COS Y cos Y COS a 1 —  COS Yi COS a  COS a  COS Pi —  cos щ cos P

следовательно уравнеше искомой плоскости будетъ:

(cos р cos Yi —  cos Pi cos y)(x — Xy) +  (cos V cos ay — cos Yi cos a) (y — ) -j-

.+  (cos a  cos Pi — - cos a, cos P) { z  —  z x) —  0 (59)

Задача 9. Даны уравнешя двухъ неперееЬкающихся прямыхъ:

Ж — Ху У —  У\ , х  —  х 2 _  y  —  y 2 _ z — z 2

cosaj cos Pi cosyi ' cosa2 cosP2 cos Y2

написать уравнеше плоскости, проходящей черезъ одну изъ данныхъ пря
мыхъ параллельно другой?

MitskevichOA
Прямоугольник
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РгЫиенге. Е сли  иском ая плоскость будетъ проходить по первой пря

мой, то ея  уравн еш е будетъ:

А { х  —  х х) - \ - В { у —  У \ ) - \ - С { а  —  тх) —  0  (6 1 )

Но перпендикуляръ къ этой плоскости перпендикуляренъ къ обйимъ цря- 

мымъ (60 ), следовательно (4 0 ) уравнен 1в искомой плоскости будетъ:

(х  —  X] ) (cos 0i COS Т2 —  COS 02 COS Y l) +  (y —  y x ) (cos Yi COS a 2 —  COS Y2 COS a , ) - ( -

+  0* —  Z \ )  (cos a, cos 02 —  cos a2 cos 0 ,)  =  0  (6 2 )

О чевидно, что уравнеш е плоскости, проходящ ей  по второй изъ  п р я- 
м ы хъ (60) параллельно первой, будетъ:

( х  —  Х 2 )  (cos 01 COS Y2 —  COS 02 COS Yl) +  ( y  —  V i )  (cos Yi cos a2 —  COS Y2 COS ^ ) 4 -

+  ( я —  z 2)(cos a, COS 02 —  cos a2 cos 0!) =  0  (6 3 )

Р азстояш е меж ду плоскостями (6 2 ) и (6 3 ), очевидно, будетъ разность пер- 

пендикуллровъ, оиущ енны хъ на эти плоскости изъ начала координатъ. 

Чтобы найти длину эти хъ  иериендикуляровъ надобно плоскостямъ (6 2 ) и

(6 3 ) дать нормальную форму и положить въ нихъ  ж = 0 ,  0, (§ 4 4 2 ).
»

Чтобы этимъ плоскостямъ дать нормальную форму надобно обгЬ раз

делить на корень квадратный изъ суммы квадратовъ выраженШ:

COS0] COSY2— COS02COSYi , C0SYi C0S«2— C0Sy2C0S5Ci , COSCtj COS02— COSa2COS0i

но этотъ корень есть ничто иное, какъ синусъ угла между плоскостями
, -  V . . „  . *■ — -  . . .  ^

(§ 4 3 5 ), следовательно, разстояш е меж ду плоскостями будетъ, если черезъ  

f  назовемъ уголъ между ними:

( х х:—  Х 2 )  (cos 0! COS Y2 —  COS 02 COS Yl ) 4~ ( У \ —  У г )  (COS Yi COS « 2  — COS Y2  COS gQ  -f~
sin f

\ *
-f* {Z\ —  jgg) (cos «1 COS —  COS «2 COS 3i )

sin cp
\i ♦

i  - .
»

Задача 1 0 . Н айти  длину и ураэн еш е кратчай ш аго  разстояш я меж 

ду двум я неперееЬ каю щ им ися прямыми?
I
t

Ргьшсте. П усть уравн еш я д ан н й х ъ  прям ы хъ  будутъ:

х  —  х х  у  —  у х  0 —  0Х J  х  —  х 2 __ у —  —  г
co sa j COS 01 COSYl ’ ' cos «2 COS 0а COS Y2

MitskevichOA
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уравнешя плоскостей, изъ коихъ каждая проходитъ чсрезъ одну изъ этихъ 
прямыхъ параллельно другой, какъ видели выше (62) и (63) суть:

( х — х х )(cosPi COSY2— cosP2cosyi ) - \ - ( у — у{) (cosyi co sa2— cosY2COsa1 )-f-

+  (z— Z\ )(C0S«! cosP2 —  COSa2COsPi) =  0

( x — a:2)(cosp, COSY2 •—  C0Sp2C0SYi )~\~(у—Уч) (COSY1 cosa2 —  C0SY2C0sai) +

+  — Z2) (C0S«! C0SP2 —  COSa2COsPj) =  0

(66)

разстояше между этими плоскостями, какъ мы видели есть (64); оно-же,
f

очевидно, и кратчайшее. Чтобы найти уравнешя прямой, проходящей че- 
резъ точки на прямыхъ (65), которыхъ, разстояше есть кратчайшее, на
добно составить уравнешя двухъ плоскостей, изъ коихъ каждая, проходя 
черезъ одну изъ прямыхъ (65), была-бы перпендикулярна къ одной изъ 
плоскостей (66). Очевидно, что пересЬчеше этихъ плоскостей будетъ пер
пендикулярно къ об'Ьимъ прямымъ, а следовательно и есть прямая крат- 
чайшаго разстояшя.

■ Пусть уравнеше одной изъ этихъ плоскостей, положимъ той, кото
рая проходитъ по первой изъ прямыхъ (65) и перпендикулярна ко вто
рой изъ плоскостей (66), будетъ:

Л ( х  —  д?1) —1- В ( у  —  У \) - \-С { я  я { )— 0 (67)
V

(cos Pi cos Y2 —  cos P2 cos Yi) -A-- ( -  (cos Yi cos <*2 —  cos Y2 cos "i) -f-

-f- (cos a, COS P2 —  COS «2 COS Pi) G —  0

откуда найдемъ, что А , Б , С  пропорщовальны выражешямъ:

cos Pi (cos <*i cos Р2 —  cos a2 cos Pi) —  cos Yi (cos Yi cos a2 cos Y2 cos ai )
К , • 0 • •

COS Yi (cos Pi COS Y2 —  COS P2 COS Yi) —  cos «1 (cos «1 COS P2 —  COS a2 COS Pi) 

COS ai (cos Yl COS <*2 —  COS Y2 COS *1) —  cos Pi (cos Pi COS Y2 ■ cos P2 COS Yi)

Если вспомнимъ, что:
V

t •

COS <P 3= COS «1 COS «2 COS Pi cos P2 4* COS Yi COS Y2

MitskevichOA
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то легко видеть, что три предъидуиця вы раж еш я будут®:
*

—  cos а2 +  cos а, cos f  , —  cos (32 +  cos & cos ср , —  cos у2 +  cos Ti cos <p

С ледовательно уравн еш е искомой плоскости будетъ:

(cos а2 —  cos «1 cos <р) (х  —  х х) 4 _ (cos Р2 —  cos Pi cos f )  (у  —
(70)

+  (cos у2 —  COS Yi COS —  ) == 0

У равн еш е другой плоскости, очевидно, будетъ, по симметрш :

(cos «1 —  COS а2 COS tp) (х  —  Х2) +  (cos р! —  cos Р2 cos <р) («/ —  у.2) -f-

ГЛАВА XXVIII.— ДВОЙСТВЕННОСТЬ В® ПРОСТРАНСТВ®.

+  (cos Yi —  cos у2 cos <p) (z  —  e2) —  0

Эти дв'Ь плоскости (70) и (71 ) и представляю т®  прямую кратчай ш аго  
р азсто яш я между данны ми двумя прямыми. Косинусы угловъ, которы е 
п рям ая  кратч ай ш аго  р азсто яш я составляет®  съ координатны ми осями,

Ч

очевидно, пропорщ ональны  вы раж еш ям ъ:

cos Pi cos y2 —  cos P2 cos уi ; cos Yi cos a2 —  cos y2 cos a ! ; cos cos p2—  cos «а cos pi

Г ЛАВА XXVIII.

Двойственность вь пространстве.

Плоскость!я точка.
I

§ 458. Мы видгЬли, что уравн ещ е плоскости, приведенное къ  про
стейш ем у виду содерж итъ три  постоянны й величины , которы я оп ределя
ют® ея  полож еш е въ пространстве, |таковы  косинусы  угловъ, которые 
перпендикуляр®  къ  плоскости составляет®  съ координатны м и осями и  
длина перпендикуляра, опущ еннаго и з4  начала координат®  н а  плоскость, 
отрезки , которы е плоскость делает®  на! координатных®  осях® и наконец®, 
въ  самой общ ей ф орм е, отнош еш я трфхъ коэф ищ ентовъ къ  четвертому. 

Эти три  величины, определяю щ ая полф кеш е плоскости въ  пространствеь
мы будем® назы вать координатами плоскости; очевидно, что о н е  во всех®  
своих® видах® суть ничто иное, как® |гри точки , так® как® полож еш е 
плоскости оп ределяется  тремя точками; отсюда вытекает® т а к а я  взаим-

т>

ность: что  точка въ  пространстве оп ределяется  трем я плоскостями— ото

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕ0МЕТР1Я. 31
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система Декарта, а плоскость определяется тремя точками; отсюда вы- 
текаетъ то что называют* двойственностью коордипатъ, которая состо
ит* в* том*, что три постоянный величины можно разсматривать, как* 
координаты точки или как* координаты плоскости.

В* первом* случае точка определяется координатами или тремя 
уравпешями, а плоскость одним*; во втором*, плоскость определяется 
координатами или тремя уравнешями, а точка одним* уравнешемъ.

§ 459. Возьмем* уравнеше плоскости в* канонической форме (§ 499):

где а, Ъ, с суть отрезки, которые плоскость делает* на координатных*
♦ ■

осях*. Возьмем* на этой плоскости, какую нибудь, точку (х х у х z x), то 
будем* иметь:

Х\
а

1

Если координаты точки, т. е. х х, у х, z x оставим* постоянными, а 
отрезки а, Ъ, с будем* изменять, но так*, чтобы они удовлетворяли посто
янно уравнеше (2), то плоскость будет* изменять свое положеше, при чем* 
будет* постоянно проходить через* точку (хх у х zx). При таком* условш, 
разсматривая {хх у х z x ), как* постоянным, а ( , Ь, с), как* переменным ве
личины, уравнеше (2) будет* представлять уравнеше точки.

Чтобы дать этому уравнешю более симметрическую форму мы вместо 
отрезков* а, Ъ, с возьмем* их* обратным величины съ противными зна
ками, т. е. положим*:

тогда уравнеше (2) примет* весьма простую форму:

x x^ - \~ y xri - \ - z xK-\- 1 =  О
* * >

Если это уравнеше напишем* в* форме:

(3)

( 4 )

* 5 +  Я  +  Л + 1 = * 0 ( 5 )

то разсматривая в* нем* £,■»),£, как* величины постоянным, а х ,у ,я ,  
как* переменныя, оно будет* представлять плоскость, коей положеше 
определяется величинами или координатами $, у , С, а каждая по ней 
скользящая точка будет* определятся переменными х, у , г, удовлетворяю
щими уравнеше (5).
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О братно, если х , y,zбудемъ разсм атривать, к ак ъ  величины  постоян

ный, a £,*j, С, к ак ъ  п ер ем кн н н я , то уравн еш е (5) будетъ представлять 

точку, которой полож еш е оп ределяется  координатами { x y z ) \  координаты  

плоскости, приним аю щ ей всевозможный полож еш я около точки  (х  у  г) опре

д еляю тся  величинами перем енны м и £, yj, С удовлетворяю щ им и уравн еш е (5).

§ 460 . Е сли  уравнения плоскости или точки  будутъ даны общ ими 
уравнеш ям и:

А х  +  B y  +  Се +  В  =  0  , АЬ +  +  СК +  =  0 (6)

то координаты  плоскости, въ  первом®, 

очевидпо, будутъ:

А  В
В

а  координаты  точки , во второмъ,

Е сли  будутъ, следовательно, даны  координаты  плоскости , то ея

уравнеш е будетъ:

5i* +,% У +  Ci* +  1 =  0 (8)
\

а  если даны  координаты  точки х х, у \, gx, то ея  уравн еш е будетъ:

+  +  1 =  о (9)

§ 461. П еренесем ъ теперь, по смыслу двойственности, теоремы, най - 

денны я выш е, относительно плоскости, на теоремы относительно точки.

Пр. 1 . Если положеше плоскости 
дано координатами ^ , Yjj, , то ея урав-
неше будетъ:

\

V

- |-  Ъ У  +  "Ь  *  ^  О !
i ,
I

Up. 2. Если плоскость дана урав- 
петемъ:

5i* +  tuy 4- Ъ* +1 — о
то ея координаты будутъ:

Пр. 3. Если .у-равнеше плоскости
дано въ общей форм!;:

* • \

Ах  +  By -j- Cz -|- D  =  О

то ея координаты будутъ:

А  В

Пр. 1 . Если положеше точки дано 
координатами xu yX)zu то ея уравнеше 
будетъ:

+  2М +  ^  +  1 = 0  

Пр 2 Если точка дана уравне-
шемъ:

+  УЯ +  +  1 =  О

то ея координаты будутъ:

«

Ц р -3. Если уравнеше точки дано 
въ обще й форм'к

-4? +  By) 4- С£ -f. D — о 
то ея координаты будутъ:

В СС А

MitskevichOA
Прямоугольник
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Э та взаим ность не им'Ьла бы игЬста если бы за  координаты  плоскости 
в зял и  не обратны й величины  отрезков®  съ  противны м и знакам и , а  сами 
о т р й з к и .

Пр. 4. У равнете плоскости, прохо
дящей через® точку (xiy lz1) есть (§ 443):

А ( х  —  ж,) - f  В (;/ — уг) +  С(г — ^) =  О

или:

Si ( *  —  « О  +  v)i (У  —  2 /0  +  Ci (*  —  * , )  О

Лр.,5. У равнете плоскости, про
ходящей через® три точки:

есть:
*l) > ( х 2 У ч Z2)

X У Z 1

x t Ух 1

Х 2 Уз *2 1

х 3 Уз 3̂ 1

О

Пр 6 . Если четыре плоскости: 

Si« +  rj,3/ +  ^  +  l. =  О

$2Х +  щу4- X̂ z +  1 =  О

+ ъ у  +  Сз* +1 = о
+  1 = 0

пересйкаются в® одной точк^, то:

Si 4i Ci 1

TZp. 4. Уравнеше точки, лежащей 
на плоскости есть:

^ ( Е - б 1 )  +  В ( ч - Ч | )  +  О « - 1 : 1 )  =  0
или:

-  5 0  +  УжСч —  Чх) +  *1 (С -  СО -  О

Пр. 5. Уравнен1е точки находя
щейся на трехъ нлоскостяхъ:

(SiVjtCO , (S2vj2C2) , (?зЧзСз)
есть:

£ С 1

Si 4 t Ci 1

S2 % С* 1

Ss ч» Сз 1

О

Пр. 6 . Если четыре точки: 

"Ь S/i*) +  +  1 =  О

®*S +  !/2vj +  л*С +  1 =  О 

^ S -Ь 2/3к] +  *8С + 1 =  0

x j  +  М  +  *чС + 1 =  0
.  * >

лежатъ въ одной плоскости то:
1

О

хг Ух I 1
4

V

1
х 2 Уз 1
д?з Уз 4 - 1
х4 2/4 *4 1

О$2 Ч2 2̂ 1

Ss Чз Сз 1

S4 fji С4 1

Из® этихъ примеров® видимъ, что переход® от® одних® теорем® 
или выражешй к® другим® дйлается, замгЬщая слова плоскость—точкою, 
а слова точка— плоскостью.

У

§ 462. Но если входят® въ выражешя углы и отрезки, то такого 
перехода сделать нельзя, а надобно перевесть вс'Ь данныя относительно 
топки на плоскость и решить задачу въ этой системй.

\

Задача 1 . Найти угол® между двумя плоскостями, коих® положеше
N

дйно координатами?



Р>ыиете Пусть координаты  двухъ  д ан н ы х ъ  плоскостей будутъ:

(?i i]i Ci)

Е сли  координаты  плоскости даны , то уравнеш е ея  легко написать (§ 460), 

следовательно уравнеш я двухъ  д ан н ы х ъ  плоскостей будутъ:

tji а? +  г(1 г /- f - С, # - ) - 1  =  0 , 4" "Н ^ " Ь   ̂ ~  О

откуда уголъ <р между ними будетъ (§ 444):
/

^1^2 +  ^1^2 +  ?1^2COS Ср =  ~т —- . ..........- ■ ~  ,  =====

Задача 2 . Н айти  углы , которы е п рям ая , соединяю щ ая д в е  данны я 
(уравнеш ям и) точки , составляетъ  еъ координатны ми осями?

Ргъшете. П усть ур авн еш я двухъ  данн ы хъ  точекъ  будутъ:
Г

х \% "Ь У\‘Ч z\С - f - 1 — 0 , ,  -}- -f- £2С Н~ 1 —  о\
)

О чевидно, координаты  эти х ъ  точекъ  суть:
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«ь2/1, *i «2\, У 2 » 2̂

С ледовательно ур авн еш я прям ой, соединяю щ ей эти д в е  точки бу
дутъ  (§ 455):

*

Ж--- X] У —  У\ Д - « 1
#2 2Л У 2 i r  ^2

Г

\
откуда если а , (5, у суть углы, которы е эта  п бям ая составляетъ  съ коорди

натными осями, а  г  р азстояш е точекъ, то (§ 455):

cos а
Ху —  х 2

г
COS Р У \—  У 2 cosy «1 — ^2

Задача 3. Н айти  разстояш е точки данной уравнеш ем ъ:
.  ч, •

I

«lS  +  S/iT'l +  ^ C + l  = 0  (10)

отъ плоскости данной координатам и (?i'»)iCi)?
/

Ргьшенге. Так ъ  к ак ъ  точка д ан а  уравнеш ем ъ (10), то ея  коорди
наты суть (ху у у йу), а  плоскость дан а координатам и, то ея  уравнеш е 
есть (§ 460):

+  '«li^ +  №  +  1 —  О ( П )

MitskevichOA
Прямоугольник
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Следовательно задача сводится на следующую: найти разетояше 
точки {х\У\2 х) отъ плоскости (11), которая решена въ § 442, а для этого 
надобно напирать уравнеше (11) въ нормальной форме:

S is  +  T fliy +  S i * +  1

V p + v + v
о ( 1 2)

и вставить въ него координаты данной точки; если разетояше означимъ 
чрезъ г, то найдемъ:

4* ~Ь 1

K ' l e T l i M - V
г (13)

Если ас\ = 0 ,  у\ —  0, г\ =  0, то разетояше начала координатъ отъ 
плоскости (?! TTj ^) будетъ:

1

V w + V  +  £ i2
(14)

j

Уравнеше (13) можно написать въ следующей форме:
*

J

( l i ^ i  - f  W i  +  +  1 )3 =  г 8( ^ 8 +  Ч18 +  ?18) (15)

Если въ этомъ уравнеши отбросимъ при -г),,?, индексы и примемъ 
ихъ за величины переменный, но удовлетворяются предъидущему урав- 
n eH iio , то плоскость, которой положеше будетъ определятся этими пере
менными, будетъ принимать всевозможный положешя около точки ), 
находясь отъ нея постоянно на разстоянш следовательно во всехъ 
своихъ положешяхъ она будетъ касаться шара, коего рад1усъ есть г, а 
дентръ въ точке (хг у х гД а потому уравнеше:

(#i I  +  У\к] +  +  I ) 2 г=  »*2(?2 +  V  +  S2) (16)

будетъ алгебраическое представлеше поверхности шара, коего рад1усъ есть
г , а центръ данъ уравнешемъ:

У\

I  +  S/i и) +  f Д  +  1 = 0
4

4 Г1
i

i
I

Если дентръ шара находится; въ начале
v

О, Z\в== 0, а уравнеше (16) приметъ весьма
\

2 (?2 +  I)2 - f  JJ8) =  1

(17)

координатъ, то х х — О, 
простую форму:

(18)

D to будетъ уравнеше поверхности шара, коего центръ находится 
въ начале координатъ, рад̂ усъ есть г, а плоскость, коей координаты
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удовлетворяю сь ypaBHeHie (18) касается  во в сй х ъ  своихъ  п олож еш яхъ  

этого ш ара.

И зъ  этого ирим'Ьра видимъ, что можно разсм атривать поверхность 

ш ара, к ак ъ  обвертку плоскостей, которы й касаю тся его во вс'Ьхъ своихъ 

п олож еш яхъ , если координаты , о п р е д е л я ю т с я  эти полож еш я, удовлетво- 
ряю тъ  уравн еш я (16) или (18).

§ 463. Разсм отрим ъ теперь, к ак ъ  сл'Ьдуетъ понимать уравнеш е, свя

зы ваю щ ее координаты , о п р ед ел я ю тся  полож еш е плоскости. Пусть будетъ 
какое нибудь уравнеш е:

=  О (19)

Это уравнеш е им’Ьетъ безчисленное множество р'Ьш еш й, к аж д ая  си

стема £, т), £, удовлетворяю щ ая уравн еш е (19), о п р ед ел я ете  полож еш е 
плоскости; эти хъ  полож енш  мож етъ быть несколько , смотря по х ар актер у  

уравнеш я. Плоскости эти , во всЬ хъ  своихъ п олож еш яхъ , будутъ касаться  

поверхности, которой форма и свойства будутъ зависить отъ  уравн еш я

(19). П оверхность эта  назы вается обверткой всЬ хъ  положений плоскостей, 

координаты  которы хъ  удовлетворяю тъ уравн еш е (19).

С ледовательно разъ  поверхность представляется , к ак ъ  непреры вны й 

р ад ъ  точекъ , координаты  которы хъ  удовлетворяю тъ известном у уравн е

ние f ( x ,  у, z) =  0, другой разъ , к ак ъ  непреры вны й р яд ъ  плоскостей, коор

динаты  которы хъ удовлетворяю тъ уравнеш е vj, ?) =  0. П оясним ъ это

примерами:
Пр. 1 Мы видели, что уравнеше:

х =  а

иредставляетт. плоскость перпендикуляр
ную к ь оси хна разстоянш а отт, начала 
координата.

Пр. 2. Уравнен1я:

х — а , у  =  Ъ
* « 

совокупно, представ ля ютъ прямую пере-
сйчешя двухъ плоскостей:

х  =  а и у  =  Ь

Ир. 3. Уравнеы1я:

х =  а , у =  Ъ v z =  с

нредетавляютъ точку перееЬчешя плос
костей:

/VI

Пр. 1. Уравнеше:

Ь =  а \

будетъ представлять точку на оси х  на
1разстоянш — -- отъ начала координатъ:

Пр. 2. Уравнешя:

5 =  а , YJ — Ь
совокупно, нредетавляютъ прямую, про
ходящую черезъ точки:

£ =  а и Y) =  Ъ

Пр. 3. Уравнешя:

£ =  « , г) =  Ь , С = 'с

нредетавляютъ плоскость проходящую 
черезъ точки:

$ =  <* , к )= Ь  , £ =  <?1 у — Ъ и z = с
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Если:

z =  0 , х =  а , У ~  Ь

то это будетъ точка на плоскости 
(OX, O Y)

Если:

х =  0 , у =  0 , z — О

то это начало коордннатъ.

Если:

х = о о  , у =  со , z =  оо

то это точка на безконечности.

Если:
'( =  0 , |  =  а , *0 =  6

то соответственный отр-Ьзокь на оси я 
будетъ равенъ ос, а совокунпо эти урав
нешя представляютъ плоскость парал
лельную оси Z.

Если:

1 =  о , Y] =  о , с =  о
то это будетъ плоскость на безконечности. 

Если:

 ̂ —  СО , Y] =  ОО , —  ОО

I

то это плоскость, проходящая черезъ 
начало коордииатт».

§ 464. Мы видели, что уравнешя двухъ поверхностей:

f ix ,  у , £) =  0 , /1 (ж, </,*) =  О

представляютъ совокупно кривую, образованную иерес'Ьчешемъ двухъ по
верхностей.

Два уравней]я:
т ^ , 0  =  0 , /1(5, Ti,Q =  0 (21)

представляютъ поверхности, къ которымъ касаются плоскости, координаты 
которыхъ удовлетворяютъ обеимъ предъидущймъ уравнешямъ. Эти каса
тельный плоскости, во всйхъ своихъ положешяхъ, перееЬкаютъ коорди
натный плоскости по прямымъ, который во всЬхъ своихъ положешяхъ 
касаются кривыхъ, уравнешя которыхъ получатся, исключая одно изъ 
перем’Ьнныхъ между уравнешями (21). Исключая К, ■>] и £, найдемъ урав
нешя этихъ кривыхъ на координатныхъ плоскостяхъ (О Х , О Т ), (O X ,O Z ), 
(O Y ,O Z ). Возьмемъ, наприм4 ръ, уравнешя:

и Ху£, Д- #i’( -)- 1 =  0 (22)
’ • v

последнее есть точка, коей координаты суть ж, , у \ , 2 \.
л

Координаты £, tq, ’С, удовлетворяюнця оба предъидупщя уравнешя, бу- 
дутъ определять положешя плоскостей, который, проходя постоянно че- 
резъ точку ( xx y x zД  касаются поверхности f(%,n,K) =  0 ; очевидно, плос
кости образуютъ конусъ, описанный около поверхности, вершина кото- 
раго находится въ точке (хх у { ), а его' ветви, пересекаясь съ коорди- 
натными плоскостями, образуютъ кривыя, которыя получатся, исключая 
между уравнешями (22) величины Z, или vj, или



Пр. 1 . П усть будутъ даны  двЬ поверхности:

■г2 (^2 +  К]2 4 "  С2) =  1 , К — а  (23)

п ервая  изъ  н и х ъ  есть ш аръ , коего д ен тр ъ  находится въ  началЬ  коорди-
1

н атъ , а вторая  точка на оси Z, на  р а з с т о я н ш ------- отъ  начала коорди-
d

н атъ . Е сл и  исключим® изъ  эти х ъ  уравнеш й то найдемъ:
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или:

Г2 (£2 +  К]2 +  й 2) —  1

1

форма этого уравнеш я показывает®, что это есть круг® (§ 65), коего ра- 
д1усъ равен®:

г  _

] / 1 —• а 2#*2

Это тот® круг®, которы й образует® конус®, описанны й около ш ара 

и имЬю щ ш  верш ину въ  точк'Ь £ =  а , пересЬчеш ем®  с® плоскостью  (O X ,O Y ). 
Е сли  а —  0 , то верш ина конуса н аходи тся  н а  безконечности; конус® обра

щ ается  въ  цилиндр®, описанны й около ш ара, которы й пересЬ кается съ 

плоскостью  (O X , O Y ) по кругу:

\

П р. 2 . У р авн еш я двухъ  точек®:' % $

®i5 +  y i 4  +  < r i H -  1 =  °  ,  х£-\~ УМ 4 "  4 ~  1 =  О  ( 2 4 )
К

очевидно, въ  совокупности, представляют® прямую , проходящ ую  через® 
эти точки . Э та п рям ая  есть пересЬ чеш е всЬ хъ  плоскостей, координаты
которых® удовлетворяют®  обЬимъ предъидущ им ъ уравнеш ям ъ.

\

\ >

О чевидно, что уравнеш я:
* I

I

■*] 4~ С И-  1 =  О ., С =  0 (25)

представляют® прям ую ,’ проходящ ую  через® точку ( х х у ^ )  параллельно 

оси Z . Эта п рям ая встречает® , очевидно, плоскость (О Х, О Y )  въ  точк’Ь:

* i$  +  y i4  +  l e 0
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Е сл и  им йем ъ у р ав н еш я  т р е х ъ  поверхностей :

Д ^ Д )  =  0 , /i(^,v],0 =  0 , / 2( ^ , 1;) =  о - (26).

то  совокупно .он'Ь представляю т®  одну или нисколько  общ и хъ  касатель
ных® плоскостей  к® этим® поверхностям ® . Н анрш гЬ ръ:

r 2(^2+ v j2- j-? 2) — § , a:i|-)-t/iV)-(-^1^ -f - l  =  0  , —  (27)
3

• * > С -  г*“  * 1 -

эти  три  уравнен]'я будут® п р ед ставл ять  дв'Ь касательн ы й  плоскости к® 
ш ар у , п роходящ ая через® точки  (ж ,у хёг) и (х 2 у%

л

§ 465 . В сего ск азан н аго  вы ш е достаточно  д л я  уразум 'Ьш я геометри- 

ческаго  зн а ч е ш я  у р ав н еш я :

/Ч?, >1,0 =  О

или таких®  уравненШ  в® совокупности . Р й ш и м ъ  ещ е  н и сколько  вопросов®.

Задача 1 . Д аны  у р а в н е ш я  ч еты р ех ъ  плоскостей , образующих® те

траэдр® , н ай ти  уравнения его  верш ин® ?

Ря(ше«7ё1ТГусть д а н н ы я  у р а в н е ш я  будут®:

а хес 4* Ъху  -f- -)- О

2 +  Ь2У +  c2z +  =  О

агх  -f- Ъ$у -f" с32 - )-  с?3 =  О 

а±х -(- Ъ4у  —(— с —[- =  О

Н айдем®  уравнен1е верш и н ы , образуем ой п ер есЬ ч еш ем ъ  последних®  тр ех ъ  

илоскостей  (2 8 ). П усть у р а в н е ш е , к ак о й  нибудь, плоскости , проходящ ей  

через® эту  верш и н у  будет®:

£ж 4~ ‘*1 у 4~ Ч- 1 =  0

Так®  как® , по условно, эта  плоскость проходит®  через® пересйче- 
H ie последних®  т р е х ъ  плоскостей  (2 8 ), то следую щ ее услов1е должно

бы ть удовлетворено:

5 ■п

$2 Ъ2

h

h

К 1 ,/

С4 $4
✓

или:
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это и есть искомое уравнеш е верш ины , гд’Ь А \,  Д ...... суть миноры,

соответствую щ ее элем ентам ъ щ , ...... оп ределителя:

а! ci *

а2 с2 (?2

а3 h с3 Л СО

а 4 <-4

Л егко ви д еть  теперь, что в се  четы ре верш ины  будутъ даны  урав- 
неш ям и:

+  +  +  Д  =  о

-Л2̂  -(- 4 ~ С 2?-I- D i ~  О

Лз? 4 “ Д 'о 4~ б®*» 4~ Д з — о

Л 4? -}- Д ‘о -f- С4 С 4 " Т )\ =  о

(31)

Задача2 . Даны уравн еш я четы рехъ  точекъ , образую щ ихъ верш ины 
тетраэдра, найти  уравн еш я его граней?

Pm ueuie. П усть у р авн еш я верш инъ будутъ:

Щ £ 4~ ■*) 4~ ci ? 4 ” === О 

4" >̂2Г\ 4“ СгС 4 ~ ^ 2 ~ 0  

а з% 4 -  з̂Ч 4" сзС 4~ &г —  б 

«4? 4" 4̂'О 4" с4̂  4-<^4 =  0

Р азсуж деи м т.додобны я предъидущ имъ, даю тъ  следую щ ая уравнеш я граней:
*  / % _

+  В\У  “F -D \== о

А 2х  -}- В 2У “f~ D 2 =  О

Л 3л? +  JS32/ -f- Gz# +  J93 =  О 

А ± х  -23̂ 2/ —Н” “ Ь  ^ 4  == О

(33)

" • •  .  * ,

гд е  Л ц  Д ,...,. им ею тъ т е  ж е зн ач еш я, к а к ъ  и въ  предъидущ ей задаче .

§ 466. Задача. Н айти  объемъ тетраэдра, коего верш ины даны  коор
«

динатами?

Ргъгиеме. П усть ребра тетраэдра будутъ г, , г2, а  углы между эти-
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ми ребрам и  пусть будутъ  а , а ь а 2. Д вой н ая  п лощ адь треугольн и ка , коего 

стороны  суть г  и  Г], а  у го лъ  м еж ду ними а 2, к а к ъ  и звестн о , есть:

2 Д =  rr\ s in  а 2

В ы сота тетр аэд р а , очевидно, есть;

г2 sin  otj s in  А

если  А  есть д ву гр ан н ы й  уголъ , коего  ребро есть г. С ледовательн о  

им'Ьемъ:

6П =  г п  гз sin  <*! sin  а 2 s in  А  (34)
V

гд г1> П есть объем ъ тетр аэд р а .

И зъ  этого  в ы р а ж е ш я  ви ди м ъ , что если о тъ  верш ины  тетраэдра, гд'Ь 

сх о д я тся  р е б р а  г , г \ , г 2, отлож и ть  отр'Ъзки г ' , г {\  г 2' т а к ъ , чтобы:

ГГ\ Г2 —  г' Г\ Г2

то п олучи м ъ  новы й тетр а эд р ъ , коего  объем ъ  будетъ  р авен ъ  объему дан-

н аго , если то лько  н ак л о н еш е  реберъ  и  гр ан ей  неизм 'Ь няется.
\

В озьм ем ъ теп ер ь  тетр аэд р ъ , коего  одна и зъ  вер ш и н ъ  находится въ 

началЪ  к о о р д и н атъ , а  три  остальн ы я, и м § я  ж', У; г"\ У"
коорди н атам и , л е ж а т ъ  в ъ  плоскости  п араллельн ой  плоскости  О Г ) .

Т а к ъ  к а к ъ  п ло щ адь  этого  тр еу го л ьн и к а  р ав н а  площ ади  своей проэкцш  н а 

(О Х ,  О Т ) ,  то его  п л о щ ад ь  будетъ  (§ 5):

2 Д  =  ( * у  -  * У )  +  W  -  * ”У )  +  (* " У  -  * У ") (3 5 )
;

Е сл и  это тъ  тр еу го л ьн и к ъ  возьм ем ъ за  осн оваш е тетр аэд р а , то его высота

У, будетъ  п ер н ен д й ку л яр ъ , опущ енны й  и зъ  н ач ал а  коорд и н атъ  н а  пло-
/

щ ад ь  н редъ и ду щ аго  треугольн и ка .

Е сл и  полож им ъ я’=  /  =  $",то объем ъ тетр аэд р а  можно написать 

в ъ  форм!*:

ItJli6П =  (х'у" —  х"у') У" +  +  (х"у х 'У )  У (36)
‘  *  . ~

отлож им ъ теп ер ь  н а  р е б р ах ъ  тетр аэд р а  о тъ  н ач ал а  коорд и н атъ  о тр езки  

г ', г \  , г '2 , но т а к ъ , чтобы г г хг 2 =  г 'г \г '2 . П усть координаты  получен- 

н ы хъ , так и м ъ  образом ъ, вер ш и н ъ  втораго  тетр аэд р а , котораго  объемъ бу

дет ъ  р ав ен ъ  объем у д ан н аго , будутъ:

( x \ y \ z ' \ )  ; ; (Уз 2 /У з)

I

MitskevichOA
Прямоугольник
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но котораго основаш е, очевидно, не будетъ параллельно плоскости (О Х , О Г -). 
И зъ  этого построеш я легко  ви деть , что:

х! = г 1 \ f  , J Г
г '

х х > у =“ Т -* 1 ч»
Z = г '

V п М п  , 7/ f tX = 1 X/ 2 II

г', ’
0 =

“ л

X = *3 '\ Ш Г2 JU ftl
г '2

^3 . 2/ =~ Л !'* ’
Z -

^2

Г

п одставляя  эти  выражения въ  (36) и зам еч ая , что ггхг2 г 'г \г 'о, найдемъ:

6П =  (х\у  з —  ж'3 у \) s', +  (ж'з у\ —  у ’a) s'2 +  (ж', у '2 —  х '2у \ ) А

или:

ж) J*1
ж'2 у'2 /у'̂2

со у'з со

Это ш есть разъ  взяты й  объемъ тетраэдра, коего одна и зъ  верщ инъ н ахо

дится въ  начажЬ, а  координаты  трехъ  остальны хъ суть:

%
»
I_. 4

Л егко теперь н ай ти  объемъ тетраэдра, коего координаты  верж и н ъ  суть:
«*

( f t  У\f t ) ( f t^ ft l)
I

{%зУз4) (#4У^4)
I

Д ля этого надобно только перенести  начало координатъ  въ верш ину 

(ft2/ift)> тогда, очевидно, координаты  остальны хъ верш инъ будутъ:

ж , - # 2 , Ж! -—  # 3 » / f t  -
1

- " # 4

2/1 2/2 » 2 / i ' - 2 / 3

«

, ; 2 /i -
0}

- 2 / 4

*1 - г - * . . . f t - —  Из

J

J и ,  - - f t

i
Г
* ‘ г  .

которы й, подставивъ въ  (37 ) вместо ж ), у'{, s ’] , . - . . ,  найдемъ:
i

У
>
л~ ж, - #2 . 2/1 ““ 2/2

i
5 ft “- и а

6П== Ж! - - # з , 2/1--У з . ft - - И 3

ж, - , 2/1 “
0

- у * , ft " ~ s 4
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а  это тъ  о п р ед ел и тел ь  л егк о  п реобразовать  в ъ  следую щ Ш :

6 П

Х1 Уу Z\ 1

х 2 Уз 1
1

Х з Уз z3 1

х 4 Vi Z i 1

( 3 8 )

Е сл и  это тъ  о п р ед ел и тел ь  сравниш ь съ  о п р ед ел и тел ем ъ , найденны м ъ въ 

§ 4 6 1 ,  то  н ай д ем ъ , что онъ  есть то тъ , которы й, о б р ащ аясь  въ  нуль, нока- 

зы в аетъ , что четы ре точки  л е ж а т ь  в ъ  одной плоскости.

С л ед о вател ьн о  у р ав н еш е  плоскости , п р о х о д ящ ей  ч ер езъ  три , дан н ы я 

ко о р д и н атам и  то ч ки  (§ 445 ), есть  ничто  иное, к а к ъ  ycKOBie, что  ч етвер тая  

в ер ш и н а  тетр аэд р а  л е ж и т ъ  в ъ  плоскости  тр ех ъ  д ан н ы х ъ  точекъ .

§ 4 6 7 . Задача. Д аны  у р а в н е ш я  четы рехъ  гран ей  тетр аэд р а , найти  

его  объем ъ?

Вт иенге. П усть у р а в н е ш я  его  гр ан ей  будутъ:

а\Х  -(- Ъ\у -f~ C\Z -f- dx =  О

(loX -J- boy CoZ -f
a$x -f- Ъзу -j- =  О

a4.x “I-  b4y  -f- C48 -(- =  0

у р а в н е ш я  в ер ш и н ъ  тетр аэд р а  будутъ:

+  В\У\ +  C \K -\- Д  = 0

. А 2% -\-B tfi  +  В 2 —  0 
А^с, +  i? 3Y) +  (73С - j -  D 3 =  О

А &  4 -  В 4vj -f- (74? +  2 )4 =  0

откуда, очевидно , коо р д и н аты  его  вер ш и н ъ  будутъ:

А ±
В ,

откуда:

А

а
в

: М

А 2

Во
В 2

В 2

'Съ
В» ■>

A s  
B s

А>
B s

Cs
В3

A4. В,
Ж ’ в

4

4

C j
Bi

А
в х

А2
в 2

А з
B s

А
В 4

Bi
в ,

Вг
В 2

Ж
Вз

В 4

В .
»

4
А

Сз
Bi
Сз
Вз
C i
B i

> 1

1

6П

1

1
1
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или:

6П

■

-4 i д C l д

1 л 2 д С2 д

D [D ^ D ^ D ^ -̂ з д с 3 Д
а 4 д д д

«1 ъх cl d\
У*

1 Я2 h c2 d2

D 2 D$D± Яз h Cs d3

«4 h Ci d4

§ 468 . Задача. Н ай ти  объемъ тетраэдра, коего верш ины  даны  урав- 
неш ям и:

«1 ̂  —f- 6i v) —f-  ̂—f— =  О

( +  Ьг7)

- |-  Ъ3ч\ -f- с3£ -(- —  О 

(l'4~ -f- Ь3У\ —(— С4С —}— == О

И зъ  эти хъ  уравнеш й видимъ, что координаты  

дутъ  (§ 460):
и н ъ  тетраэдра

следовательно:

h °A 1
dx

•

d>\ dx

02 h
6 ‘ 2  1

a, h di
d2 d2 d2 j 1 a2 h C2 d2

<4 h CA  !
T  dxd2d 3d4

Os h ?3 d3

i

ds d3
a4 h Ci d4

o4 h £ i  i
d4 d4 d4 * •

гл а 1в а  x x ix .
*

\Сокращенный способъ.

\
469 . В ъ  § 448 мы виД'Ьли, что если:

А х = 0
I
I? О

суть уравн еш я двухъ  плоскостей, то:

А \ О

( 1 )

(2)
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будетъ уравнеше плоскости, проходящей черезъ пересечете плоскостей 
(1). Изменяя X получимъ безчисленное множество—систему плоскостей, 
которыя пересекаются по одной прямой лиши.

Если уравнешя (1) даны въ канонической форм'Ь:

A j  — i)i у  +  +  1 — ОА 2 =  ?2Ж +  W  +  1 =  О

то уравнеше (2) будетъ:

£i Н~ х$ 
1 + Х х I 4i +  Ц а  г j j i j j l

+  14_х У+  14
хс 

F *
я 4-1 =  О (3)

Следовательно положеше этой плоскости определяется координатами 
(§ 460):

%1 ~Ь Х^2
1 4 -  X ч щ +  М

1 -j-  X
s Si +  xg2

i  +  x
( 4 )

Если будутъ даны три плоскости:

А \  —  0 , А 2 —  0 , А О ( 5 )

то уравнеше (§ 447):
А> -f- Х42 -f* l*-As — О /■ (6)

будетъ плоскость, 
Если:

проходящая черезъ точку пересечешя плоскостей (5).

А х =  %_х +  щ у  +  Si0 “Н 1 — 0

А 2 =  %2х  +  W  +  Ч г  +  1 =  0

А ъ =  \ ъх  4- чзУ +  ^  +  1 =  °

то уравнеше плоскости (6) будетъ:

1 Ч~ Х%2 Р-£з
1 - X 4 — р.

I 41 +  Хч2 +  №  _|_ к  +  ^ 2 -+ . ̂ 3  е + 1
^  l + X - f - И -  1 + X - j - p .

х о (7)

С лед о вательн о  ко о р д и н аты , оп ределяю щ ая е я  п олож еш е, будутъ:

%1 +  Х|2 НН Р-1з 
1 -J- X -j~ jx

YJi -f- X?/2 №  у
4 l -4— X —{— fA- 1

Si ~f~ Xg2 - | -  p-Ss
i 4- x +  p.

§ 470. Если:
А г =  О 4 o  =  0

будутъ уравнешя точекъ, то:

(8)

Аг О ( 9 )
\
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будетъ уравнеш е точки , н аходящ ей ся  на прям ой соединяю щ ей д в е  д ан 
ный точки. Если он'Ъ даны  въ  канонической  форм'Ь, т. е.:

А, =  Х\Ь +  1̂̂ 0 +  S +  1 =  ОА2 =  х£ +  у.гт, +  Z& +  1 = 0

то уравнеш е (9) будетъ:

Х у

1 4 -  X
Х%£ I У\ +  Ц-2  ̂ | *1 +  Х*8  ̂ | 1 О (10)

С ледовательно координаты , определяю щ ая полож еш е точки  (9), будутъ:

х  —
Ху —j \х%
“ Т Т Г У У\ Н~ %2

1 “I-  X
Z

Z y  -J- Хя2
1 +  Х ( 11)

к а к ъ  мы уже выш е ви дели  (§ 437).

С ледовательно ф орм а .координатъ (4) перем енной  плоскости (3), 

проходящ ей  черезъ  одну прямую  и координатъ , скользящ ей по прямой 

точки , есть одна и таж е.

Если:
4 ,  =  О Ао =  О А* —  О ( 1 2 )

суть ур авн еш я тр ех ъ  точекъ , то уравнеш е:

(13)

будетъ точка, л еж ащ ая  н а  плоскости, полож еш е, которой о п ределяется  

уравнеш ям и  (12).

Если:
Ау =  ХуЪ-\г у у ч Zy^1 = 0

А 2 =  х £  +  У2'П +  z2K + 1  =  О 

A s —  х г% +  « 3у] +  + 1  =  О

то уравнеш е (13 ) будетъ:

Х у 4" Ь;2 -|- Р-#з е I У\ 4~ 1^2 ~Ь Р#з  ̂ | gj ~t~ Хг2 -f- Р-#з у | | —  о (14)
l + X - j - p .  1 + X - f - p .  ’  ' '1 -j-  X —(— (л

С ледовательно координаты  этой точки  будутъ:

X ДлЧ-Х^г+Р-Аз 
1 +  Х +  р.

У
У\ ~]~Ху2~(~Р-УЗ 

1 -f- X -)- р. > г
Zy -f-X#2+ Pg3

1 +  X +  р.
(15)

О ткуда видимъ, что форма координатъ  плоскости (§ 469), проходящ ей  
черезъ  точку пересечения тр ех ъ  плоскостей и координатъ точки, леж а
щ ей н а  плоскости, полож еш е которой оп ределяется  трем я точкам и, одна

и таж е.
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я 32
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Э лементы :
A i —  O , А% =  0  , Л 3 =  0  (16)

постоянны ; элем енты :

-4]-1-Х .42 =  0  , A i  -J- ХЛ2 +  ^ A z —  0 (17)

п ер ем ен н ы , сл ед о вател ьн о  п ервы е служ и ть  координатам и  для  послЬднихъ, 
которы е и зм е н я ю т ъ  свое п олож еш е относительно элем ентовъ  (16 ) съ из- 

м е н е ш е м ъ  п ар ам етр о въ  X и р..

§ 4 7 1 . И зслед у ем ъ  теп ер ь  н ек о то р ы й  свойства системы плоскостей 

и систем ы  то ч ек ъ .

, Е сл и  уравнения д в у х ъ  плоскостей:
/

Л , =  0  , А 2 =  0  (18)

дан ы  в ъ  норм альной  ф о р м е, т. е. если:

А \ —  хcos оц - f  cos f$i - f -  cos Yi ~ Р \  =  О
\

А 2 =  х  cos а 2 +  2/ cos Рг +  0 cos у2 —  р  —  О 

то  л егк о  в и д е т ь , что:

Ау — А 2 =  0 , А \ -(- А 2 —  О

будутъ  у р а в н е ш я  плоскостей , д е л я щ и х ъ  пополам ъ смеж ны е двугранны е 

углы  м еж ду плоскостям и  (1 8 ).
Ч

§ 4 7 2 . П усть:
А \ =  0  , А 2 =  0  , Ад =  0  (2 1 )

будутъ  у р а в н е ш я  т р е х ъ  плоскостей  в ъ  норм альной  форме, эти  плоскости
\

д е л я т ъ  п ростран ство  н а  восемь частей , и зъ  к о и х ъ  к а ж д а я  есть трегран- 

н ы й  уголъ , в ъ  одномъ и зъ  к о то р ы х ъ  л еж и тъ  н ачало  координатъ . У рав- 

н е ш я  п лоскостей , д е л я щ и х ъ  двугран н ы е углы  того трегран н аго  угла, въ  

котором ъ  л е ж и т ъ  н ачало  ко о р д и н атъ , очевидно, будутъ:

А \ А 2 === 0  , А 2 'Ад === 0 , Ад —  А х —  0 (22)

Т а к ъ  к а к ъ  сумма э т и х ъ  т р е х ъ  у р авн ен щ  тож дественно р авн а  нулю, то 

плоскости  (2 2 ) п е р е с е к а ю т с я  по одной прям ой. Это предложение молено

вы р ази ть  в ъ  сл ед у ю щ ей  ф орм е. О пиш ем ъ и зъ  верш ины  трегран н аго  угла,

к а к ъ  и зъ  ц ен тр а  произвольны м ъ рад1усомъ, ш а р ъ ; , н ер есеч еш я  поверхно
сти  этого ш а р а  съ  гр ан ям и  тр егр ан н аго  угла образую тъ сферическШ

................._ .

тр еу го л ьн и къ , а  пересечения съ  плоскостям и  образую тъ дуги  больш ихъ 
круговъ , равн о  д ел яш д я  углы  сф ерическаго  треугольника; следовательно 
п редлож еш е м ож етъ  бы ть вы раж ено въ  тако й  ф орм е.



я*

Предложете 1 . Б о лы ш е круги , д'Ьляхще внутренш е углы  сферичес- 

каго  треугольни ка пополамъ, п ересекаю тся въ  одной то ч к е .

У р авн еш я плоскостей, д е л я щ и х ъ  пополамъ в н еш ш е углы  разсм атри- 
ваемаго трегран н аго  угла, очевидно, суть:

A i - j - A 2 =  0, A 2 - j - A 3 —  0 , А 3 - \-А ]  —  0  (23 )
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Е сли  и зъ  двухъ  п ервы хъ  уравненш  (23 ) и последняго  (22) составимъ
тождество:

А \ +  А 2 —  (А 2 +  А 3) 4 -  (А 3 —  A i)  —  О (24)

то будемъ и м еть , перенося н а  поверхность ш ар а , следую щ ее п р ед л о ж ете :

Предложение 2 . Д уги болы пихъ круговъ , д Ь л яп ц я  пополамъ два вн еш - 

н и х ъ  угла и одинъ внутреннШ  сф ерическаго треугольника, пересекаю тся 
въ  одной т о ч к е . Это п р е д л о ж е т е  относительно сферическаго треугольника 

не отличается отъ  предъидущ аго, т а к ъ  к а к ъ  равноделяш )е круги , два 

в н е ш т е  угла и одинъ внутренш й, суть равноделяш Де внутренш е углы сфе

рическаго  треугольника, полученнаго отъ  продолж еш я двухъ  его сторонъ.

Н о это предложение отлично отъ  предъидущ аго  относительно плос- 
каго  треугольника (§ 81).

§ 473 . Разсм отрим ъ ещ ё следую п ц я четы ре уравнеш я:

. - г -

эти у р а в н е н щ ^  очевидно, 

Щ 1яся ваг одной то ч к е :

А \  -f- А 2 +  А 3 О

A i  -f- А 2 -f- А 3 =  О
*

А \  —  А 2 - h A f —  О

О

(25)

(§ 447) предетавляю тъ плоскости, пересекаю -

ч

4 ,  =  о Ао =  0 Ая =  0

П ервое изъ  уравн еш й  (25) есть плоскость, п роходящ ая черезъ  пере
с е ч е т е  плоскостей 4 i  =  0  и А 2 - \ - А 3 —  0  (§ 449), а  такж е черезъ пере
с е ч е т е  плоскостей А 2 — 0, 4 ! - ( - 4 з = 0  и плоскостей 4 3= 0 ,  Ai~\~A2= 0 .

I

С ледовательно три  прям ы я п ер есеч еш я  эти х ъ  плоскостей в се  н аходятся  

въ  одной плоскости. Точно такж е п ер есеч еш я  плоскостей:

А \ — 0 , А 2 ~\~А3 —  0 5 А 3 —  0 , А 2 А  

находятся  въ  одной плоскости:

1 О А 2 —  0 , А 3 —  А \ —  О

А \ -f- А 2 -{- А 3 —  О

32*
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подобны я свойства им Ью тъ мЬсто и для д ву х ъ  п ослЬ днихъ  плоскостей (25). 

П ервое  и зъ  п р ед ъ и д у щ и х ъ  свойствъ  м ож етъ  быть вы раж ено слЬдую щ имъ 

образом ъ.

Предложение 1. П ер есЬ ч еш я плоскостей , р авн о д Ь л ящ и х ъ  виЬ ш ш е углы 

тр егр ан н аго  угла, съ  п роти вулеж ащ и м и  гран ям и  л е ж а т ь  в ъ  одной плос

кости . Это п р ед л о ж еш е, перенесенное н а  еферическШ  треугольн и къ , мож

но вы р ази ть  слЬ дую щ им ъ образомъ: точки  п ер есЬ ч еш я больпш хъ круговъ , 

равн од 'Ь лящ ихъ  в н Ь ш ш е углы  сф ерическаго  треугольни ка, л е ж а т ь  н а  од- 

ном ъ болы пом ъ к р у гЬ  съ  п роти вулеж ащ и м и  сторонами.

В торое и зъ  п р ед ъ и д у щ и х ъ  свойствъ , перенесенное на ш ар ь , можно 

вы р ази ть  слЬ дую щ им ъ образомъ:

Предложеше 2 . Т очки  п ер есЬ ч еш я  б олы п и хъ  круговъ , равноцЬ ля- 

щ и х ъ  д ва  в н у тр ен ш е  угла и одинъ  вн Ь ш ш й  сф ерическаго  треугольника, 

съ  п р о ти ву л еж ащ и м и  сторонам и , л е ж а т ь  на одном ъ болы пом ъ кругЬ .

§ 4 7 4 . В озьм ем ъ е щ е  у р а в н е ш я  ч еты р ех ъ  плоскостей , ненересЬкаю -
Р •

щ и х с я  в ъ  одной то ч к Ь , пусть эти  у р ав н еш я  будутъ:
/

Э ти плоскости  образую тъ  тетр аэд р ъ — трегран н ую  пирам иду. В ъ  томъ пред- 

п о ло ж ен ш , что н ачало  к о о р д и н атъ  н ах о д и тся  внутри  тетраэдра, уравне

ш я  п лоскостей , р а в н о д Ь л я щ и х ъ  вн у тр ен ш е двугран н ы е углы  тетраэдра, 

будутъ :
'  и -

А \  -- Л 2 == 0 г А  - А% - — 0 у А ^  —  ^4

A i - А з  == 0 , A<i —- А  == 0 "  (27)

А - - А  == 0 1

Т а к ъ  к а к ъ  и зъ  т р е х ъ  п ер вы х ъ , въ  горизонтальн ой  лиш и, уравн ен ш  вы- 

т е к а ю т ъ  тр и  п о сл Ь д ш я (§ 4 4 7 ), то им Ьем ъ слЬдую щ ее предлож еш е:

Предложеше 1. В сЬ  ш есть плоскостей , р авн о д Ь л яп ц я  вн утрен ш е углы 

тетр аэд р а , п ер есЬ каю тся  в ъ  одной точкЬ . Т о ч ка  эта , очевидно, есть центръ  

оп и сан н аго  около тетр аэд р а  ш ар а .
t

•  •

У р а в н е ш е  плоскостей  р а в н о д Ь л я щ и х ъ  всЬ вн Ь ш ш е двугранны е углы
те тр а эд р а  суть:

%

(26)
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Е сли  возьмемъ уравнеш я:
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А\ ~-А2-= 0 , Д -f- A i 0

л 2

оIIсо1 ,  А2  А± = 0 (29 )

Ag-- Д  = = 0 ,  Д  Д  Д  = 0
•

то легко видеть, что эти плоскости пересекаю тся ВЪ ОДНОЙ точк е, отку-

да вы текаетъ  следую щ ее предлож еш е:
Предложенге 2 . П лоскости равнод4ляш Дя три двугранны е угла, одного 

изъ  трегран н ы хъ  угловъ тетраэдра, и три плоскости, равно д е  ля  щ in  внЬш - 

Hie двугранны е углы, противулеж ащ ге первы мъ тремъ, пересекаю тся въ 
одной то ч к е . Эта точка есть центръ  вписаннаго  вн еш н е въ  тетраэдръ  

ш ара.

§ 475. Е сли  уравнеш я:
*

А х = 0  , Л 2 =  0  (30)

представляю тъ точки и написаны  въ  нормальной ф орм е, то уравнеш я:
*»

А\— А 2 =  0 , +  П.2 =  0  (31)

будутъ представлять, первое точку на безконечности на прямой соединя

ющ ей точки (30), а  второе точку, д ел ящ у ю  разстояш е между тем и -ж е 
точками пополамъ.

Н редлож еш я, вы раж енны я уравнеш ям и  (22), (24), (25 ) относительно 
плоскостей не дадутъ  новы хъ  предложенШ  относительно точекъ , а  дадутъ  
нредлож еш я относительно плоскаго треугольника, т ак ъ  к ак ъ  три  точки 
всегда л еж ать  въ одной плоскости. О тносительно четы рехъ  точекъ:

А \ —— 0 , А 2 ==: 0  , Ag —  0 , Aj. —  0 (3 2 )

будемъу и м еть следую щ ая предложения соответствую щ ая предлож еш ям ъ 
(27) и (29).

Уравнения,, точекъ , д е л я щ и х ъ  ребра тетраэдра пополамъ, суть:

Д - Д  А 2 - =  0  , -4з ~\r A t  ==  0
•

A i Д  А 3 ~= 0 ,v А  4 +  А 3 ==  0 (33 )

A i  Д  A i  = /9

/ ~
/

О11 . А ‘2 +  ^ 3  == 0
i

К аж д ая  пара, въ  горизонтальной лиш и, уравпенш  слож енная даетъ  урав- 
Heniei

A i  - j-  А 2 Ag -f- A i —  0  (3 4 )

изъ  котораго вы текаю тъ  следую щ ая нредлож еш я:
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Предложение 1 . Если средины трехъ противулежащихъ ребръ тетра
эдра, соединимъ прямыми лишями, то эти три прямыя лиши пересЬкутся 
въ одной точкЬ.

I

Если уравнеше (34) будемъ рассматривать, какъ сложенное изъ
уравненш:

Дх == 0 и А% +  Д-з +  Д 4 == 0
или:

Л 2 == 0 и А \ +  A 3-j- == 0
или:

A s == 0 и А \ Д 2 +• = 0
или наконецъ:

А 4 == 0 и Д\ +  А3 +  А 3 == 0

то будемъ имЬть следующее предложеше:
Предложеше 2 . Если центры тяжести граней тетраэдра соединимъ 

прямыми лишями съ вершинами тетраэдра, то эти четыре прямыя лиши 
пересЬкутся въ одной точкЬ.

ГЛАВА XXX.

Ангармошя, гармошя и инволющя плоскостей.

§ 476. Ангармошя Если четыре плоскости пересЬкаются на одной 
прямой, то ангар монтескимъ отношенгемъ называютъ ангармоническое от-
помете связки прямыхъ линШ, полученной пересЬчешемъ данныхъ че
тырехъ плоскостей плоскостью перпендикулярною къ общему ихъ ребру 
нересЬчешя.

§ 477. Пусть 0 0 ’6 удетъ об
щее пересЬчеше четырехъ плос
костей, пусть О А , ОВ, ОС, OD

. г

(фиг. 157) будетъ связка, получен

У ’

ная перееъчешемъ четырехъ плос-
костей плоскостью перпендику-

✓

Аярною къ ребру 0 0 '.
Ангармоническое отношеше этой связки будетъ (§ 144):

/
sin A 0 C  # sin ВО С  
sin АОВ' sin B O D ( 1 )

ПересЬчемъ данный плоскости, какою-нибудь, плоскостью, которая образуетъ 
связку О'Ау О’В , О’С, О'В, ПересЬчеше первой сЬкущей плоскости со

MitskevichOA
Прямоугольник
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второю даетъ  прямую  ABCD, которая пересЬ каетъ  обе связки , следова

тельно будемъ и м еть  (§ 144):

sin AOG  . sin BOG A G  . B G  sin  AO'G  . s in  BO'G
sin AOD sin BOD AD  sin  A O 'D  sin

(2)

О ткуда заклю чаем 1!., что ангарм оническое отнош еш е вс'Ьхъ связокъ , 

полученны хъ пересечеш ем ъ четы рехъ  дан н ы хъ  плоскостей пятою  произ
вольною, н еизм ^няется; н еизм еняется . очевидно, и ангармоническое отно
ш еш е отр^зковъ  пересеченья четы рехъ  плоскостей съ  прямою, проведен

ною въ  произвольномъ н ап равлен ы .

478. Пусть:
Д , =  О Ао =  0 (3)

будутъ ур авн еш я двухъ  плоскостей въ  нормальной форме.

У равнеш е плоскости, проходящ ей  черезъ  п ересечеш е эти хъ  двухъ
оудетъ:

А х —  U О (4)
*•

Е сли на этой плоскости возьмемъ, какую -нибудь, определенную  точку, 

коей разстояегя  отъ плоскостей (3) будутъ ах и  а^, то будемъ им'Ьть:

ах \С(>9. О
откуда:

X
ах
а2

С ледовательно уравн еш е (4) сделается:
у "

A i А»
ах «2

О (5)

О значимъ плоскость (4) номеромъ 3, а  символами (1 ,3), (2 ,3) означимъ 

углы между плоскостями (3) и плоскостью  (4 ), то будемъ им еть:

X
ах __sin  (1 , 3)
а 2 sin  (2 ,3 )

Возьмемъ четвертую  
плоскостей (3); пусть

плоскость такж е, проходящ ую  
эта  плоскость будетъ:

Ч

А х — М г  =  0

черезъ  п ересечеш е

(6)

А нгарм оническое отнош еш е четы рехъ  плоскостей:

Д  =  О А О А \  ХД О А х  —  Н - Д  —  О СО

MitskevichOA
Прямоугольник
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очевидно, будетъ (§ 144):
X _  sin (1, 3) . sin (2,3) , .
р. sin (1, 4) ' sin (2,4)

§ 479. Если уравнешя четырехъ плоскостей будутъ даны не въ 
нормальной форм1!):

Z7i =  0 , £/2 =  0 , Ux — W 2 =  0 , Ux — m U 2 =  0 (9)

то ихъ ангармоническое отношеше будетъ также равно отношенш I : т. 
Въ самомъ д'Ьл'Ь, пусть:

Ui =  рхАх ,  Uz — р2А2 ( 1 0 )

где А \  и Л 2 им'йютъ нормальную форму, a pj и р2 суть тгЬ множители, 
которые обращаютъ TJ\ и ?72 въ нормальную форму. Уравнешя (9) сде
лаются:

А х =  0 , Л 2 =  0 , А х —  1 ^ - А 2 , А х —  т  — А 2 =  0  (11)
Р2  Р2

откуда, такъ какъ эти уравнешя даны въ нормальной форме, то ихъ ан-
I

гармоническое отношеше будетъ:

/
,/'§ 480. Въ предъидущемъ параграфе мы выражали уравнешя двухъ 

изъ четырехъ данныхъ плоскостей съ помощью другихъ двухъ, т. е. какъ 
бы плоскости ^ l i = 0  и А 2 =  0  служили координатами. Возьмемъ теперь
уравнешя четырехъ плоскостей, пересекающихся по одной прямой лиши,

0

выраженный съ помощью одной пары =  0 и U2 —  0. Пусть эти урав
нешя будутъ:

Поступая съ этими четырьмя плоскостями какъ поступили въ § 145, най-
демъ, что ихъ ангармоническое отношеше будетъ:

• • /

X 3 Х2 V

1̂ Х4 ’ Х2 X* ( U )

/
g 481. Гармотя. Если ангармоническое отношеше равно —1, то

Л •

оно называется гармоническимъ и если четыре плоскости будутъ гармони
чески, то имеемъ:

sin (1,3) _ sin (2, 3) 
sin (1,4)' sin (2,4) 1 и X 8 X2 X; 

Xi —  X| X2 (15)» 1
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откуда: sin (1, 3) . sin (2, 3) _
sin ( 1 ,4 )  ' sin (2 ,4 )  

и

Ai \  Y  ( \  +  (Х 3 +  Х4) +  Х3 Х 4 =  0 ( 1 6 )

§ 482. Задача. Даны ур авн еш я двухъ  п аръ  плоскостей, п роходящ и хъ  

по одной прямой лиш и; найти  уравн еш я третьей  пары , которая  была бы 

гарм оническая обеим ъ данны мъ?

Ргьш те. П усть ур авн еш я данн ы хъ  плоскостей будутъ:

0 1 - \TJz--=  0 > 0 1 - -Х 30 2 ==  0

0 1 - \T Jz--=  0 , 0 1 - -  Х4 ?73 ==  0

пусть ур авн еш я искомойч нары будутъ:

0 1 - =  0  , 0 1 - - “•02 = = 0

Т ак ъ  к ак ъ  эта  пара долж на быть гарм онична обеим ъ, то им'Ьемъ (§ 16).
* ш

Хр. —  — (X! -j-X 2) (X -f- р.) ~j— Х[ Х2 =  о

Хр.
1

(Х3 -f- Х4) (X -J- ix) —)— Х3Х4 =  О
(18)

откуда легко определить X -f-p. и Хр,, а  потому легко построить квадрат- 

ное уравнеш е, коего корням и будутъ X и р . П усть X -f- р  =  а, Хр =  &, 
то уравнеш е, оп ределяю щ ее X и р , будет-ъг

(19)
Ф

потому каш е

§ 483 . Инволющя. Три пары  плоскостей, п роходящ и хъ  черезъ  одну 
прямую , составляю тъ инволю щ ю , если м ож етъ быть найдена четвертая

■$'—  at-J- Ъ О

И ском ая п ар а  б 
корни будутъ ' въ уравнеш и (19).

или мнимая, смотря

п ара  гарм оническая к ъ  каж дой изъ  дан н ы хъ  тр ех ъ  наръ .
Д ве  пары плоскостей, п роходящ и хъ  по одной прямой лиш и, опре- 

д ел яю тъ , к а к ъ  вы ш е ви дели  (§ 482), третю ю пару, которая гарм онична 
каж дой изъ  двухъ  п аръ . Т р етя я  пара, гарм оничная п ар е , определен 
ной двумя данны ми парами, будеть  составлять съ ними инволющю. Но 
такъ  какъ , составляя третюю пару можно первую плоскость взять про
извольно, а  вторая, затем ъ , определится изъ  услов$я гармоничности, то 
видимъ, что изъ тр ех ъ  п аръ  плоскостей въ  инволю цш , проходящ ихъ но 
одной прямой, п ять  можно взять произвольно, а  ш естая определится

пятью  взяты ми.



С лед о вательн о  меж ду тр ем я  парам и  плоскостей, составляю щ ихъ  

и п во л ю ц ш , долж но сущ ествовать  условное уравнение.

П усть у р а в н е ш я  т р е х ъ  п ар ъ  плоскостей  будутъ:

Ux —  \ T J 2 =  0  ,  Ux —  l 2U2 =  0  ,  UX— \ V 2  =  0
(20)

TJ\ p-i TJ% — 0 , IJ\ P'2 XJ2— 0 , XJ\—Р-з U2== 0

Е сл и  он ’Ь со ставл яю тъ  и п в о л ю ц ш , то сущ ествуетъ  ч етвер тая  пара, гармо

н и ч н а я  ко вс/Ьмъ тр ем ъ  п арам ъ ; пусть эта  п ар а  будетъ:

и х —  Щ  =  0  , Ux - ^ U 2 =  0  (21)

т а к ъ  к а к ъ  она гар м о н и ч н а  к ъ  каж дой  пар'Ь (20), то имЪемъ:

506 ГЛАВА XXX.— АНГАРМОН1Я, ГАРМОНИ И ИНВОЛЮЦГЯ ПЛОСКОСТЕЙ.

Хр - 2 Оч Р-1) (X +  р )  +  Xj Р-2— 0

Хр —"  2" (̂ 2 "Ь  Р2) (X +  р ) +  Х2р 2 =  0 (22)

Хр —--2  (Хз +  Рз) (X -f- р )  Х3р 3 =  0

о тку д а  имЪемъ иском ое услов1е:

Х1 Р 1 X, +  Pi 1 <

Х2Р 2 Х2 +  Р2 1 =  0 (2 3 )

Х3Р 3 Х3 +  Рз 1

или:

(Xj р,2) (Х2 р 3)(Х 3 P i) Н" (Р-1 —  Х2) (Р 2 — Х3) (Рз Xj) —  0 (24)

Е сл и  полож им ъ:
I

\  =  Pi =  X , Х3 =  р з  —  р

то п р ед ъ и д у щ ее  услов1е п ер ех о д и ть  въ  услов!е гарм оничности  четы рехъ 

плоскостей , о тк у д а  в ы т е к а е т ъ  сл ед у ю щ ее  предлож еш е.

Предложеше. Е сл и  и зъ  т р е х ъ  н ар ъ  плоскостей , составляю щ и хъ  ин- 

волю ц1Ю, д в ^  п ары , к а ж д а я , о б р ащ ается  в ъ  одну пару , то т р е т я я  инволю- 

ц ш н н ая  п а р а  будетъ  гар м о н и ч еск ая  к ъ  двум ъ полученны м ъ парам ъ.

§ 4 8 4 . Е сл и  въ у р а в н е ш я х ъ  (2 0 ) полож им ъ Хх = = 0 , Pi = = со , то ЭТИ
у р а в н е ш я  сд ел аю тся :

✓ *

1

1

1 ) Д = о , з )  и х —  х2 и 2 == 0 , 5) Ux - - X 3U2 = = 0

2) СГ2 = 0 , 4 ) Ux —  р 2 ?72 ==  0 , 6 ) и х -~ Р 3 ^ 2  =
(25)

=  0
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a ye.noBie (24) ихъ инволюцш сделается:

*21*2 == *з(*3 (2 6 )

или, припоминая значеше коэфищентовъ Х2, |л2 и Х3, jx3 (§ 478), найдемъ:

sin (3,1) sin (4,1)_sin (5,1) sin (6,1)
sin (3, 2) * sin (4,2) — sin (5, 2) ‘ sin (6, 2) (27)

§ 485. Условт инволюцш трехъ паръ плоскостей можно дать еще
/

следующую форму.
Уравнешя трехъ паръ плоскостей, составляющихъ инволюцш, мож

но написать въ следующей форм’Ь:

Fi —  Xj F2 =  О

F,+X,F2 =  0

f, - x2f2 О

V\ +  x2 f2 =  o
F i —  X3 F 2 =  0

f, + x3f2= o
(28)

которыя, какъ видно изъ формы ихъ, суть гармоничны съ парой плос
костей:

F, = 0 F» =  0

Если вместо еимволовъ Fi и F2, съ помощью которыхъ выражены 
Heeia (28), выберемъ три символа Z72, £73, связанный съ V\ 
уравнешями:

урав- 
и F2

Fj — F2 U\ , f, - x2f
и 2

*3 Xj
, f, - x3f2

TL
X. I (29)

то эти уравнешя даютъ тождество:

иг +  и 2 + и 3 =  0
*

а уравнешя (28) сделаются: 

TJ\ = 0  , (72= 0  , £73= 0  , -

гд&
х2- х

д > _
* *

U z _ = 0 , _ £ 2 == 0 ,
и  _

)

1*2 1*з 1*з 1*2 1*х
•

3̂ X,
1*з =

—  Х2
* Р*2

3̂ + ~*х +  ^2

и*
1*2

(30)

О (3 1 )

Такъ какъ коэфищенты X въ уравнешяхъ (28) суть величины произволь-
1

ныя, то коэфищенты ц, составленные изъ нихъ, будутъ также величины 
произвольный. Посл̂ дшя три изъуравценШ (31), съ произвольными коэфи- 
щентами (ж, въ предположенш тождества (30), которое показываетъ, что 
плоскости:

Ui =  О £/2 =  0 £/а =  0
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пересекаются по одной прямой, также проходятъ черезъ туже прямую; 
следовательно, шесть плоскостей (31) составляютъ инволюцш. Если урав-
нен1ямъ:

Ux =  О £/2 =  0 Е7я =  0

дадимъ нормальную форму, положивъ:

Pi Ui —  Л\ Ра ££2 =  А 2 > Рз£/з----А

то тождество (30) сделается:

А
pi

О
Р2 Рз

31

а уравнешя (31) плоскостей, составляющихъ инволющю, будутъ:

1) А= 0 , 2) Л2 = - 0 5 3) —=0

4) А- 
Р2Р-2

_Л а
РзР-з

= 0 , 5 )  Аз -
РзР-з

Ai
pip-i

= 0  , 6) Ai ■
pip-i

Аг = 0  
РгР’г

т'

I

откуда, припоминая значении коэфиД1'ентовъ р, р., найдемъ:

Р2.Ц-2 __ Sin (4, 2) рзР-з _  sin (5, 3) PiP-i __ sin (6 ,1)
рзР-з sin (4,3) ’ pjjtj sin (5,1) ’ p2p.2 sin (6 ,2)

•  •

перемножая, получимъ:

(35)
\

sin (4, 2). sin (5, 3 ) . sin (6 ,1) 
sin (4, 3 ) . sin (5,1). sin (6, 2)

Это последнее уравнеше есть одна изъ различныхъ формъ услов1я инво
люцш трехъ паръ плоскостей, пересекающихся по одной прямой лиши.

§ 486. Возьмемъ уравнешя трехъ плоскостей въ нормальной форме:

которыя пересекаются въ точке Р  или, что тоже, которыя попарно свя-
зываютъ три прямыя лиши, исходящая изъ точки Р. 

Уравнешя: "

A x ^ 2  _ I

Ч

r
*

, ■ «

0II Л 3 _
= 0  , — -

A i
= 0

«1 a2 a 2 U3 a\

будутъ, очевидно, три плоскости, проходятся, каждая, черезъ пересечете
/



ГЛАВА X X X .— АНГАРМ0Н1Я, ГАРМОШЯ И ИНВОЛЮЦ1Я ПЛОСКОСТЕЙ. 509

двухъ изъ (37) и пересекающихся по одной прямой, проходящей черезъ 
точку Р. Следовательно шесть уравнев1й (37) и (38) представляютъ три 
пары плоскостей, соединяющихъ попарно четыре произвольныя прямыя, 
исходящая изъ точки Р.

Три пары уравненш (37) и (38) совершенно сходны съ тремя парами 
уравненш (34), разница только въ томъ, что между уравнешями (38) не 
им'Ьетъ места тождество (33), откуда заключаемъ, что трп пары плоско
стей, составляющихъ инволющю, есть только частный случай трехъ паръ 
плоскостей, связывающихъ, попарно, четыре прямыя лиши, исходящая изъ 
одной точки. Въ самомъ деле, если четыре прямыя, исходящая изъ одной 
точки, совпадаютъ, то и услов1е (30) будетъ удовлетворено, т. е. все усло- 
Bia инволюцш будутъ удовлетворены.

Если точка Р будетъ отодвинута на безконечность, то четыре пря
мыя, исходяпця изъ этой точки, сделаются параллельными, но между 
синусами угловъ наклонешя трехъ паръ плоскостей будетъ иметь место 
уравнеше (36) и какъ это уравнеше выражаетъ ycioeie инволюцш плоскостей, 
то мы построимъ три пары плоскостей, составляющихъ инволющю, если 
черезъ данную прямую проведемъ шесть плоскостей, параллельныхъ 
шести плоскостямъ, которая связываютъ попарно четыре прямыя линш 
параллельная данной прямой.

Это даетъ возможность построить шестую плоскость, составляющую 
инволющю съ пятью данными, проходящими по одной прямой.

§ 487. Если черезъ пересечете каждой пары плоскостей, данныхъ
уравнешями:

проведемъ три произвольныя плоскости, пересекаюшдяся по одной прямой 
лиши внутри треграннаго угла (39), то ихъ уравнешя будутъ, полагая 
начало координатъ внутри угла (39):

Если теперь въ каждомъ двугранномъ угле треграннаго угла (39) постро
имъ плоскость—четвертую гармоническую къ тремъ проходящимь черезъ 
его ребра, то уравйешя этихъ плоскостей будутъ:



5 1 0  ГЛАВА х х х . — а н Га рм о Ш я , г а р Мо н ш  и  й н в о Люцтя плоскостей .

выпитая первый два уравнен 1я (41) и складывая съ послЬднимъ (40),
найдемъ:

А \ I А 2 I

щ «2 а2 + а 3 +
А А х
$д 0/\

О (42)

что показы ваетъ, что эти три плоскости пересЬкаются въ одной точкЬ. 
Перенося это свойство на поверхность шара, коего центръ находится 
въ вершинЬ треграннаго угла (33) будемъ имЬть слЬдуюпця предложешя:

I

П редлож ет е 1. Если черезъ произвольную точку, взятую на поверх
ности шара, и черезъ вершины сферическаго треугольника проведемъ боль
шие круги и въ каждомъ углЬ проведемъ четвертый гармоническШ боль
шой кругъ, то два изъ этихъ круговъ пересЬкаются въ точк'Ь, черезъ ко
торую проходитъ большой кругъ, проходящих черезъ третш уголъ треу
гольника и черезъ взятую на шарЬ точку.

Разсуждая надъ уравнешями:

Ал + - s + f s = - 0
«1 а2 «з

+ ^ + f s= = 0
а\ (1% dg

Ах Л.2 | -4з _= 0
а\ а2 ‘ аг

Ал 1 Л2 Лз __= 0аг и 2 3̂

(43)

какъ выше (§ 473), найдемъ:
Предложете 2. Если, какую-нибудь, точку шара соединимъ съ вер

шинами сферическаго треугольника дугами болынихъ круговъ, и въ каж
домъ углЬ проведемъ четвертый гармоническШ большой кругъ, то эти по- 
слЬдше круги пересЬкутъ противулежащдя стороны сферическаго треуголь
ника въ точкахъ, лежащихъ на одномъ болыпомъ кругЬ.

Пред ложете 3. Если, какую-нибудь, точку поверхности шара соеди
нимъ дугами болыпихъ круговъ съ вершинами сферическаго треугольника 
и въ одномъ изъ угловъ проведемъ большой кругъ четвертый гармониче
скШ, то онъ пересЬчетъ противулежащую сторону въ точк'Ь, которая съ 
точками пересЬчешя двухъ остальныхъ болыпихъ круговъ, проведенныхъ 
черезъ взятую точку, съ противулежащими сторонами, лежитъ на одномъ 
болыпомъ кругЬ.

ПослЬднее предложете важно въ томъ отношенш, что съ помощью его 
можно построить линейно, т. е. только съ помощью проведешя болыпихъ
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круговъ, четвертый гармонический большой кругъ къ тремъ даннымъ, нро- 
ходящимъ черезъ одну точку.

§ 488. Остается показать, какъ построить линейно къ даннымъ пя
ти плоскостямъ, пересекающимся по одной прямой, шестую, которая бы 
составляла инволюцш съ пятью данными плоскостями.

Пусть:
✓

Ui— Q , U2=  0 , U3 =  0 , £74 =  0 (44)

будутъ уравнешя четырехъ плоскостей, проходящихъ черезъ центръ Р 
шара, коего рад1усъ равенъ единице. Пусть а,, о2, а3, а4, будутъ вели
чины, который получать выражен in ££ь Е£2,__, когда въ нихъ вместо
перем'Ьнныхъ координатъ вставимъ координаты, какой-нибудь, данной точ
ки р, которую для простоты возьмемъ на поверхности шара, то:

«

будутъ уравнешя трехъ паръ плоскостей, которыя пересекаются на пря
мой Рр и проходятъ черезъ шесть прямыхъ лишй, по которымъ пересе
каются четыре плоскости (44). Чтобы предъидупця уравнешя преобразо
вать въ нормальную форму, съ помощью множителей р, р,. . положимъ:

этими иодстановлешями уравнешя (45) сд'Ьлаются:

А\ —  0 ,, j4.2 —  0 , —  О
(47)

А% A s q As_ _^ 2 ^
РзР-з ’ РзР-з PiP-i ’ Pi 14 РгМ“2

эти посл'Ьдшя уравнешя суть ничто иное, какъ уравнешя (24), изъ коихъ 
вывели ycAOBie инволюцш (35); изъ пихъ вытекаетъ предложенie, кото
рое перенося на поверхность шара, можно выразить такъ:

П редлож еш е. Если произвольно взятую точку на поверхности ша- 
ра соединимъ дугами болынихъ круговъ съ точками пересЬчешя, какихь- 
нибудь, шести большихъ круговъ, то шесть болыпихъ круговъ, проходя
щихъ черезъ взятую на шаре точку, будутъ составлять инволюцш.
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Въ этомъ предположен̂  подъ большими кругами, составляющими 
инволюцш, надобно разуметь таюе круги, которые лежать въ плоскостяхъ, 
еоставляющихъ инволюцш. Предъидущее предложеше даетъ способъ по
строить шестой большой кругъ къ пяти даннымъ, проходящими черезъ 
одну точку, такъ чтобы они составляли инволюцш, такъ же точно, какъ и 
шестую инволющонную плоскость къ пяти даннымъ, проходящими черезъ
одну прямую линно.

*

§ 489. Если изъ центра шара проведемъ четыре прямыя линш въ 
одной плоскости, то онЬ встретить поверхность шара въ четырехъ точ- 
кахъ на одномъ болыномъ кругЬ.

Если эти точки означимъ нумерами 1 , 2 , 3, 4, а символами (1 , 2),
(1,3),.... означимъ дуги болынаго круга между точками 1 и 2 , 1 и 3, и т. д.

.  I

то ангармоническое отношеше этихъ точекъ будетъ:

sin (1 , 3) sin (2,3) 
sin(1,4) ‘ sin(2, 4) (48)

Если это отношеше равно — 1 , то говорить, что четыре точки болынаго 
круга составляютъ гармошю.

Если между дугами шести точекъ на одномъ болыпомъ круггЪ су
ществуешь зависимость (36):

sin (4,2) . sin (5, 3). sin (6 ,1) 
sin (4, 3) . sin (5,1 ). sin (6 , 2) 1 (49)

то говорятъ, что шесть точекъ на одномъ болыпомъ круг!* составляютъ 
инволюцш.

§ 490. Если положимъ, что формулы (47) и (48) относятся къ 
весьма малыми дугами, которыя можно разсматривать, какъ бтр'Ьзки 
прямой линш, то синусы такихъ дуги равны дугами и наши форму
лы относительно дуги обращаются въ формулы относительно прямой 
линш:

(1.3) . (2,3)
(1.4) *(2,4)

это ангармоническое отношеше отр4 зковъ прямой, а:

(4, 2).(5,3).(6,1)
(4,3). (5,1). (5, 2) 1

будетъ инволющя шести отр'Ьзковъ.
Шаровая поверхность общн'Ье плоской, а поэтому всЬ нредложешя, 

им’Ьющья MtcTO на плоскости им̂ Ьютъ м'Ьсто и на inapt, но не всЬ пред- 
ложешя на inapt HMtioTb м-йсто на плоскости.
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§ 491. Изложимъ еще одно начало на шаровой поверхности, кото
рое соответствуете началу двойственности на плоскости, именно: способъ 
перехода отъ предложены относительно прямыхъ и точекъ къ предложе- 
шямъ относительно точекъ и прямыхъ. Вотъ это начало:

Каждой точке на поверхности шара, какъ полюсу, соответствуете 
большой кругъ, а каждому большому кругу соответствуете полюсъ.

Пр. 1. Полюсы болыпихъ круговъ 
на шаре, пересекающихся въ одной точ
ке, лежатъ на одиомт. болыпомъ круге.

Пр. 2. Дуга большого круга, соеди
няющая два полюса двухъ болыпихъ кру
говъ, равна углу ваклонешя между плос
костями болыпихъ круговъ.

Лр 1. Болыше круги шара, конхъ 
полюсы лежатъ на одноыъ болыпомъ кру
ге, пересекаются въ одной точке.

Пр. 2. Наклонеше плоскостей 
двухъ болыпихъ круговъ, равно дуге со
единяющей два иолюса болыпихъ круговъ.

Полярной фигурой, соответствующей данной фигуре на шаре, назы
вается фигура, которая строится изъ данной, построивъ каждой точке, 
данной фигуры, какъ полюсъ, большой кругъ, а каждому большому кругу, 
данной фигуры, полюсъ; такимъ образомъ получится фигура, которая и 
называется полярной данной фигуры.

Такимъ образомъ предложешя относительно данной фигуры дадутъ 
предложешя полярной, но такъ какъ полярная фигура полярной есть 
данная фигура, то все предложешя относительно полярной фигуры да
дутъ предложешя относительно данной.

Следующая предложешя вытекаютъ изъ четырехъ предложены 
472, 473.

Предложете 1 . Точки, деляшдя пополамъ дополнешя сторонъ сфери- 
ческаго треугольника, лежатъ на одномъ болыпомъ круге.

Предложете 2 . Точки, деляшдя пополамъ две стороны сферическаго 
треугольника и точка, делящая пополамъ дополнеше третей стороны, ле
жатъ на одномъ болыпомъ круге.

Предложете 3. Болыше круги, соединяющее средины сторонъ сфери
ческаго треугольника съ противулежащими вершинами, пересекаются въ 
одной точке.

Предложете 4. Болыше круги, соединяющее средины доиолненШ 
двухъ сторонъ сферическаго треугольника и средину третьей стороны съ 
противулежащими вершинами, пересекаются въ одной точке.

Следуюпця четыре предложешя вытекаютъ изъ предложешй §§ 487,488.
Предложете 1 . Если стороны сферическаго треугольника, или ихъ 

продолжешя, пересечемъ дугою болыиаго круга и построимъ на сторонахъ
33АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я.

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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\

треугольника четвертыя гармоничесшя точки, то две, кашя-нибудь, изъ 
этихъ посл'Ьднихъ съ точкою пересйчешя третьей стороны съ сЬкущимх 
кругомъ, лежатъ на одномъ болыномъ кругЬ..

Предложете 2 . Если стороны сферическаго треугольника или ихъ 
продолжешя перес4чеыъ дугою большаго круга и на сторонахъ треуголь
ника построимъ четвертыя гармоничесшя точки, то болыше круги, соеди
няющее эти точки съ противулежащими вершинами, пересекаются въ од- 
ной точке.

Предложете 3. Если стороны сферическаго треугольника или ихъ 
продолжешя перееЬчемъ дугою большаго круга и две изъ этихъ точекъ 
пересйчешя соединимъ дугами болынихъ круговъ съ противулежащими 
вершинами треугольника, то эти дуги пересекутся въ точке, черезъ кото
рую ороходитъ большой кругъ, соединяющей четвертую гармоническую 
точку на третьей стороне треугольника съ противулежащей вершиной.

Предложете 4. Три пары болынихъ круговъ, соединяющихъ попарно, 
катя нибудь, четыре точки на поверхности шара, перееЬкаютъ, какой ни
будь, большой кругъ въ точкахъ, составляют;ихъ инволющю.

§ 492. Относительно ангармоши, гармонш и инволюдш точекъ на 
прямой въ пространстве» можно только повторить то, что было сказано 
въ первой части настоящаго сочинешя, или повторить все предложешя 
и выражешя, изложенный въ §§ 476 до 485 включительно, относительно 
плоскостей, изменяя слова плоскость на , а вместо синусовъ по
ставить отрезки.

Въ заключеше прибавимъ следующее. Пусть:

J ., =  0 Ао =  О > Ая — 0 7 Ал, — О (50)

будутъ уравнешя верши нъ тетраэдра.
Три произвольный точки на ребрахъ тетраэдра, исходящихъ изъ 

вершины А х — 0, можно представить следующими уравнешями:

А г А

a i а2
О

А\ А
а1 аь

О
А] А
«1 «4

О (51 )

вычитая эти уравнешя получимъ уравнешя:

-4з 1ои Л-2 _= 0 , - ^  =  0
«3 а4 а2 а2 #3

(52)

трехъ точекъ на остальныхъ ребрахъ, которыя лежатъ также на плос
кости, проходящей черезъ три первыя точки (51), такъ что точки пере- 
сйчетя, какой нибудь, плоскости съ шестью ребрами тетраэдра, могутъ 
быть выражены предъидущими уравнешями (51) и (52).
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Уравяешя четвертихъ гармоническихъ точекъ съ точками (50), (51) 
и (52) на ребрахъ тетраэдра, очевидно, будутъ:

А\ , А 2 _= 0 IIСО+

0 , А\ А 4 __= 0ах а2 а3 ах ‘ а4
• (53)

Аз | А 4 _= 0 А 4 I А 2 _ 0 , А 2 | Az _= 0Gg G4 а4 * а2 а2 а$

складывая каждую пару, стоящую въ одной вертикальной лиши, най-
демъ уравнеше:

А +  Лг +  А , + л 4_ ^0 (54)G\ а2 $3 а4 -

Отсюда вытекаетъ следующее предложеше:

Предложете. Если ребра тетраэдра или ихъ продолжешя пересЪчемъ 
плоскостью и на каждомъ ребре построимъ четвертую гармоническую точ
ку, то три прямыя, соединяющая построенныя на противуположныхъ реб
рахъ точки, пересекаются въ одной точюЬ.

Если плоскость, перес'Ькающая ребра тетраэдра, находится на без- 
конечности, то четвертый гармоничесыя точки суть средины реберъ тет
раэдра, следовательно, прямыя, соединяющая средины противуположныхъ 
реберъ тетраэдра, пересекаются въ одной точке.

Г Л А В А  XXXI.
I

Преобразоваже координатъ.

\  § 493. Преобразовать координаты значить отнесть положеше точки\
къ другимъ координатнымъ осямъ. Эти вторыя координатныя оси, отно
сительно первыхъ, бываютъ расположены такъ, что, оставаясь параллель
ными старымъ осямъ, имеютъ начало въ другой точке, или оне имея 
тоже начало, имеютъ другое направлеюе, или наконецъ оне имеютъ дру
гое начало и другое нанравлеше. Мы будемъ разсматривать преобразова- 
шя только прямоугольныхъ координатъ и прямоугольныхъ къ косоуголь- 
ным’ы такъ какъ друие случаи редко употребляются.

У /С л у ч а й  1. Преобразовать координаты въ друпя, которыя бы, оста
ваясь параллельными старымъ, имели начало въ другой точке?

Пусть старое начало будетъ О, координаты какой нибудь точки М  
(фиг. 158) означимъ черезъ х,у,е; пусть координаты новаго начала О' отно-

33*
N •
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сительно старыхъ осей, будутъ а, Ъ, с, а координаты точки Ж относительно 
новаго начала пусть будутъ х', у’, z'.

S

Фиг. 158. Очевидно, имеешь:

ОА--= а , А В  =  Ь , в о 1--= С

ОН--— X , HD =  y, DM--= 0

OF-= х' , FE =  , ЕМ-= z'

откуда легко видеть, что:

х =  а - \~х' , У =  Ъ +  у' , * = с Z
9’ /Случай 2. Преобразовать координаты въ друпя, которыя бы, имея 

тоже начало, имгЬли другое направлеше? Обе системы прямоугольны. 
Пусть (фиг. 159) старыя координаты будутъ x,y ,z, а новыя 
Пусть новая ось X' со старыми осями X, Z  составляете углы

ai , Pi i Yi •
, ч

Пусть новая ось Y 1 со старыми осями X, Г, Z  составляете углы
а2!@2>Т2'

Наконецъ, пусть новая ось Z ' со старыми осями составляете углы
«8, Р», Тз •

Зам'Ьтимъ, что координаты х, у, какой-нибудь, точки суть ничто 
иное, какъ ея разстояшя отъ плоскостей (OY, OZ), (OX,OZ), (OX,OY).

Фиг. 159. Уравнешя плоскостей (О Y \ OZ')), (OX, OZ'),
(OX',OY') относительно старыхъ осей легко на
писать.

Въ самомъ д'Ьл'Ь, ОХ' есть перпендикуляръ 
къ плоскости (O Y ', OZ'), и составляете углы

i

съ осями X, Y ,Z ;  плоскость проходите 
черезъ начало координатъ, следовательно, ея урав
нен ie есть:

ж cos а! +  у cos -f- г cos у( =  0 

очевидно, уравнешя плоскостей (OX’,O Z'), (O X ',O Y ') будутъ:
. ч

X  COS а 2 4 -  У  COS Р2 +  8  COS Y2 —  О

х  cos а3 -f- у cos -f- z cos Ys — О
,#  "

Если х, у, z будутъ координаты точки Ж, вне отихъ плоскостей, то предъ-
идупця уравнешя не будутъ равны нулю, а будутъ представлять длины
перпердикуляровъ, опущенныдъ иаъ взятой точки Ж на эти плоскости,
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Означимъ эти перпендикуляры черезъ х \  у\ z\  то найдемъ:

х' =  X COS ai у  COS Р, +  COS Yi j
• >*

y' — x  cos a2 -f- у cos P2 4" * cos Y2 (1)

1' z' — XCOS a3 -f- у COS P3 -j- S COS Y3 !

где x \ y \ z '  суть, очевидно, координаты точки М относительно новыхъ осей, 
следовательно формулы (1) даютъ зависимость между старыми и новыми 

координатами, какой-нибудь, точки. Углы « i, Pi, Ti»• • * связаны следующими 
уравнешями. Оси X ' , Y \ Z \составляютъ углы at ,p ,,Y i; a2>Рз Лз! аз>РзЛз 
съ осями X, Y,Z,  следовательно имеемъ (§ 434, 16):

I

I

COS2?, -j- COS2p,

cos2a2 +  cos2p2

cos2a3 -f- COS2p3

cos2Yi =

cos2Y2 =

cos2Y3 —

1

1

1

Оси X , Y , Z  составляютъ углы a , , a 2, a 3 ; рь  p2, p3 ; У пТзЛ з съ осями 
X ' , Y ' , Z ' ,  следовательно имеемъ (§ 434, 16):

cos2a, -f- cos2a 2 -f- cos2a3 =  1

COS2p, +  COS2p2 +  COS2P3 =  1 (3)

COS2Yi 4" COS2Y2 4" COS2Y3 =  1
!
j

Оси X',  Y ' , Z 'перпендикулярны между собою, следовательно (§ 435):
s

COS? ;0sa2 -j- COSpi COSp2 -(- COSYl COSY2 =  О

cosa, cosa3 -j- cosPt cosp3 -J- cosyi COSY3 =  0 (4)

COSa2 COS« 3  -j- COS&J COŜ s +  COSY2 COSY3 =  0

Оси X, Y, Z  перпендикулярны между собой, следовательно (§ 435):
*

cosa, COS pi +  COS?2 COSP2 4" COS?.3 COSp3 =  0

cosa, cosyi 4 - cos«2 COSY2 4 '  cos?3 COSY3 —  0 (5)

COSpi COSYl 4" COSp2 COSY2 4 “ COsP3 COSY3 —' 0

Имея эти зависимости между углами легко выразить старыя координаты 
въ функцш новыхъ. Для этого помножимъ уравнешя (1) сначала на 
c o sa ,, cos a2, cos a3 и сложимъ; затемъ помножимъ на cos Pi, cos Р2 , cos Р3 
и сложимъ; наконецъ помножимъ на cos y, , cos '{2, cos уз и сложимъ; сообра
жаясь съ уравнешями (3) и (6), найдемъ:

X - = X1 COSa, -[- у' COSa2 4 -  z' COSa3 1

У == х' COS(B, 4" у ' COSP2 4 -  а' COsPs (6)

0 === х' cosy, 4 " у ' СОЛ2 +  COSY3 !
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Эти формулы и служатъ для нреобразоватя старыхъ координатъ въ новыя. 
Заметимъ при этомъ, что всегда им'Ьемъ:

« — w2 -j- z X'2 + у п + (7)

Это равенство получимъ, подставляя вместо х , у , z ихъ выражешя (6) или 
просто, замечая, что обе части ураввешя (7) выражаютъ разстояше взя
той.точки отъ начала координатъ (§ 433).

*- * Д - ‘ *

^  Случай 3. Легко видеть, что перенося начало координатъ въ точку 
(аЪс) и изменяя направлешя осей, будемъ иметь:

x  == a  -f- «'cos ^  -f- y'cos a 2 -j- 2 'cos a3

y  = = b - f- «'cos Pi +  y'cos P2 -J- ̂ 'cos P3 (8)

z  ==  C -j- «'cos Yl +  y 'COS Y2 +  '̂COS Y3

§ 494. Задача. Преобразовать прямоугольныя координаты въ косоу
гольный?

- i

Ргьшете. Пусть прямоугольныя координаты, какой-нибудь точки Ж 
будутъ х, у, z, а косоугольный, им’Ьюшдя тоже начало, пусть будутъ «', у', z'. 
Пусть косоугольный координаты составляютъ между собою углы X, р., v; X 
уголъ между Y ' и Z \  р. между X '  и Z', a v между X 1 и Г'. Пусть ось
X 1 составляетъ съ осями X, Y, Z  углы at, ft, Yi; ось Г' съ X, Y, Z  углы
«2, Р2Л2 И ось Z 'съ X, Y ,Z  углы «3, р3,у3.

Эти углы, очевидно, связаны следующими услов!ями:
*

: COS X =  COS a2 COS a3 - f -  COS p2 COS p3 +  COS Y2 COS Тз
\

; cos p. =  cos «j cos a3 -f- cos Pi cos p3 -j- cos Yi cos y3 (9)

cos v =  cos at cos a2 -j- cos px cos p2 -f- cos Yi cos Y2

Такъ какъ сумма проэкцш координатъ «', у', z\ точки Ж на оси X, равна 
координате х этой точки, то:

<

Г х — х' cos -f- у' cos a2 -f- z' cos a3

^ у  —  x'COS p! -f- y'COS p2 +  d  COS p3 I (10)

z =  x' cos Yi +  y' cos Y2 +  d cos Ys )

где углы a, p, у связаны услов1ями (2) и (9).
Жзъ предъидущихъ уравненш легко видеть, что разстояше точки Ж 

отъ начала координатъ будетъ, если его означимъ чрезъ г:

г% == ж2 -j- у й _  д,'2 _|_ у <2 '̂2 _1_ cos X -j- 2x'z' cos p. -j- 2x'y' COS V (11)
f
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Г

а разстояше между точками, коихъ координаты суть Х \,у \ ,  2Х и х 2, у 2, г2, 
будетъ:

(х\ х 2)2 +  (У1 у 2)2 +  (2Х 22)2 +

+ 2(2/i —У«Х*1 — я2) cosX— 2(о?!— х2)(г1—^2)cosjJ.-f-2(a:1—х 2)(у{ —i/2)cosv (12)

Это уравнеше (14) § 4 3 3.

Такъ какъ двЬ системы координатъ связаны между собою линейны
ми уравнешями, то преобразоваше координатъ не можетъ ни повысить, 
ни понизить степень уравнешя поверхности. К

- V  ^  ‘

§ 495. Полярный координаты. ОпредЬляютъ также положеше точки 
въ пространств̂  ея разстояшемъ отъ начала координатъ и углами, кото-

Ч

рые это разстояше составляетъ съ координатными осями.

Пусть г будетъ это разстояше, пусть а, (3, у будутъ углы, которые 
это разстояше составляетъ съ осями X , Y  и Z , то, очевидно, будемъ 
имЬть:

х — г cos а , у — гcosP , cosy (13)

углы а, р, у связаны уравнешемъ:

N cos2a +  cos2P +  cos2y =  1
/

Подставляя въ уравнеше поверхности вмЬсто х, у , 2 эти величины, най-
демъ уравнеше поверхности въ координатахъ, которыя называются по
лярными.

ЗамЬтимъ, что уголъ [у есть функщя угловъ аир,  вслЬдствш зави
симости (14). \

ч
л

§ 496. Сферичестя координаты. Опред'Ьляютъ еще положеше точки 
въ пространств̂  ея разстояшемъ г отъ начала координатъ, угломъ ф, ко
торый это разстояше составляетъ съ осью Z  и угломъ <р, который про-

<

экщя г на плоскости (OX, OY)составляетъ съ осью X  (фиг. 160):
\

\
\

О М - —  г , О М  +  Р

Z .A O M '  == <р г £ М О В Цф
V

о II а М 'А  =  у ,  O B  f= 2
1  \

\
\

Очевидно, имЬемъ:
*.\ .  

1 
>

\

х =  р COS у  , у  — р sin <р ,  2  —  ¥ созф

но: j
'%

N

р =  ̂ Бтф
1 • * *

»

Фиг. 160.
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следовательно:

х — г  cos <р sin ф у — г sin <р sin ф г г cos ф (1 5 )

г, у и ф называются сферическими координатами.
Сравнивая выражешя для х, у к 0 (15) съ (13), найдемъ: 

cos а =  cos <р sin ф , cos f5 =  sin tp sin ф , cos у =  cos ф (16)

Это есть зависимость между сферическими и полярными координатами.

Преобразовать плоскостныхъ координатъ.

§ 497. Посмотримъ теперь, какъ преобразуются координаты плоскости; 
когда переносится только начало координатъ, когда изменяется только 
ихъ направлеше и когда делается и то и другое.

л

Случай 1. Мы выше видели (§ 460), что если ж, у, 0 суть координа
ты точки, то ея уравнеше будетъ:

+  Щ +  0К + 1  =  0 (1 7 )

неренесемъ начало координатъ въ точку (а, 6, с), неизменяя направлешя 
осей; для этого положимъ (§ 483):

х  — а +  х ' , у =  & +  у' , 0 =  с-\- 01

подставляя эти выражешя въ уравнеше (17), найдемъ:

Х %  +  у '-ц  +  Д  +  +  64 +  + 1  =  0
или:

х  -
а £ + 6 ч + с £ + 1 + у ' я ? + & ч + с £ + 1 +  *'

X,

о £ + 6 ч + ( £ + 1
+  1 = 0  (18)

если 4', vj\ ч будутъ новыя координаты плоскости, то:

И»
а ? + 6 ч + с ? + 1  5

•ч
« ? + 6 к )+ с ^ + 1 , V

I
а ? + 6 ч + с ^ + 1

(1 9 )

откуда:

5  — a g — bri— c C + l  ” 4  — <%— 6 4 '—сС+ 1  ’  ̂ — a g - b r i — сС+1 (20)
/

таковы формулы для преобразовашя координатъ плоскости, когда перено
сится только начало координатъ.

Знаменатель въ выражешяхъ (19), приравненный нулю, .есть, оче
видно, ypaBHeHie новаго начала:

+  Ц + Д  +  1 =  0
А ’ ’  ■
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<1 *
а? +  &ч' +  <*'— 1 = 0

есть уравнеше стараго начала относительно новыхъ осей.
С лучай 2 . Если, оставивъ начало, изм’Ьнимъ направлеше осей, то мы 

должны въ уравнеше (17), поставить вместо х , у ,  z  выражешя (6), что 
даетъ:

(«'cosaj -f- «/'cosa2 -j- 2'cosa3)S +  (x'eos ft -f- «/'cosft +  .z'eosft) y] -j-

-f- (#'cos Yi +  «/cos y2 +  -s'cos y3) £ +  1 =  0 (21)
или:

#'(S cos a, -j- «icosft + £ cos Yi) +  «/'(2 cos a2 +  tj cos ft £cosy2) +

z (S cos a3 4- V) cos ft +  £ cos Ye) +  1 =  0 (22)

означимъ черезъ S', yj', £' новыя координаты плоскости, то будемъ им&гь:

== > cos ot! t«i cos Pi —f- ? cos Yi 

V =  S COS a2 +  V] cos f t  +  £ COS Y2 (23)

. £' =  S cos a3 4 -  Y] cos ft 4~ S cos Y3
о

откуда:
S =  S' cos a, 4- V cos a2 4~ £' cos as

K) =  S' COS Pi 4- V COS 02 4" S' COS 03 (24)

£ =  S'cos Yi +  •»)'cos уз 4" S'cos Y3

Изъ этихъ выражешй видно, что онгЬ нич£мъ не отличны отъ формулъ, 
служащихъ для преобразовашя координатъ точки (4) и (6).

* Ч
%

С лучай 3 . Перенесете начала и изм'Ьнеше направлешя осей дается
»

выражешями (8), который подставляя вь уравнеше (17), найдемъ:
/

{а 4~ х' cos aj 4-«/' cos a2 +  z' cos a3) S 4~ Ф 4" x ' cos f t4~ y' cos ft 4* s' cos ft) yj

4- (e 4* ®' cos Yi +  y : cos y2 +  *' cos Уз) £ + 1  =  0
откуда:

x' (S cos (x-i4~ ■»! cos Pi 4~ £ cos Yi)-)-«/' (S cos a2 4* ■»} cos P2 4~ £ cosy2) 4~

4 - г' (5 cos a3 4- y) cos ft 4~ £ cos y3) 4-aS4-&4+«£ +  l =  0
%

разделяя на:
«S - |-  4" c£ 4 “ 1
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и означая черезъ новыя координаты, найдемъ:

£ COS 0С| —(~ V) COS 3i 4~ C0S TlS'

■*1

S'

а \  +  +  ct - f - 1

j  COS«2 ~f~ *) COSft2 H~ £COSY2
_  a\-f btj H- cC +  1
S C0 S« 3  ~|~ *) COŜ 3 4~ £cosy3

aS +  brt +  cK +  1

( 2 5 )

откуда легко определить £, т, £ въ функцш новыхъ координатъ •»)', С. 
Изъ выраженШ для преобразовашя координатъ плоскости видимъ,

что онгЬ не имеютъ той формы и характера, который им4ютъ формулы,
■

служащая для преобразовашя координатъ точки; это, опять повторяемъ,
I

происходитъ отъ того, что система координатъ Декарта есть только частный
<
\

случай бол̂ е общей системы, которую мы и изложимъ теперь.

Тетраэдричесная система координатъ,

§ 498. Возьмемъ уравнешя четырехъ плоскостей не пересекающих̂  
въ одной точке, образующихъ тетраэдръ. Пусть эти уравнешя будутъ:

1) а \Х -\-  Ъ\у - \-C iZ -\-d \ =  О

2) а2х +  Ъ2у -f- с2г ~Ь d2 — О

3) а3х  +  Ь3у +  +  =  О

4) а±х - j -  \ у  - ) -  Ci3 +  d± =  О

Такъ какъ, по условш, эти четыре плоскости не пересекаются въ одной
#

точке, то:

Л

аг h Cl di

а2 ъ, Ъ d%

а3 Cz d3

а4 h Ci

Д . . миноры

О (27)

Означимъ черезъ А х, Л2,....Д, Д,..» миноры, соответствующее элемен- 
тамъ «1,а2,.... bi,b2,....определителя (27).

Уравнешя вершинъ тетраэдра (§ 465, 31) будутъ:

(2.3.4) 1 ] ? +  Д'<1 +  ^ (  +  А = 0

(1.3.4) А £ -\-  Д ч  +  ~ЬДз — О

(1 .2 .4 ) А3% В 3ч \ С 3Х , D3 =  О

(1,2,3) Afe -{- Д ч  -|- Д? +  Д  — О

( 2 8 )
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Символы (2, 3 , 4), (1,3,4),.... означаютъ кашя изъ плоскостей (26) пере 
еЬкаются въ этой точке.

Въ тетраэдрической системгь координатъ положеше точки относится 
къ четыремъ плоскостямъ (26), а положеше плоскости къ четыремъ точ- 
к&мъ (28). Этотъ тетраэдръ называется координатными

Означимъ черезъ разстояшя, какой нибудь точки (х, у ,
отъ четырехъ граней тетраэдра; эти четыре элемента, очевидно, находятся 
въ известной зависимости между собою, такъ какъ положеше точки 
вполне определяется ея разстояшями отъ трехъ плоскостей, следователь
но эти четыре элемента будутъ равносильны тремъ, если будемъ прини
мать не ихъ величины, а ихъ отношешя. Такъ какъ тетраэдръ данъ, 
то всегда можно определить и числовую величину четырехъ элемен- 
то'въ р х ,р 2,р 3,р 4, но въ тетраэдрической системе координатъ въ этомъ 
нетъ надобности, даже вместо разстояшй, для большей общности, можно 
брать разстояшя точки (ж, у , г)  въ известныхъ направлешяхъ, т. е. 
помножить pi,p 2,pa,pi на постоянные коэфищенты, напримеръ, на &i, 
h3Jc4, Означимъ черезъ х г ,х 2, ж3, х4 ташя величины, который бы удовлетво
ряли уравнешя: .

рх} =  p i h px2 — p 2h2 , рх3 = p sIc3 , рх4 = P i h

где р есть коэфищентъ пропорщональности. Эти величины жь ж2,ж3, х4 
примемъ за координаты точки (ж, </,#)- относительно координатнаго те
траэдра. Следовательно, координатами точки, въ этой системе, мы будемъ 
называть: четыре числа, имгьющгя между собою равныя отно
шена ямъ разстоянгй точки отъ граней тетраэдра помноженныхъ, каждое,
на постоянный ицгентЪу отсчитываемыя въ извгъстномь
правлети.

Легко видеть, что уравнешя граней тетраэдра будутъ:

4 '

а уравнешя его реберъ:

%1 == 0
>

%1 -=  0 == 0 х 2 -= 0 х 2 == 0 х 3 == 0
9 9 > » 1 9 (31)

Х2 == 0 *з:=  0 # 4 == 0 х 3 == 0 х4 == 0 х4 == 0

а координаты его вершинъ:

х г =  0 х х == 0 х х == 0 х2 == 0
-

%2 =  0 , ж2 == 0 V =  0 , Хз == 0
I •

(32)
=  0 xi == 0 =  0 х4 == 0
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§ 499. Точно также мы опред'Ьлимъ тетраэдричесмя координаты 
плоскости. Пусть eft, q 2, 2з, q i  будутъ разстояшя плоскости, данной ко
ординатами ($, Y),'(), отъ вершинъ тетраэдра, данныхъ уравнешями (28); 
пусть, эти разстояшя будутъ отсчитыватся, не по перпендикулярнымъ на- 
правлешямъ, а въ изв'Ьстныхъ, оиределенныхъ, но произвольныхъ; для 
этого ( f t , q2, qs, q± множатся на коэфид1енты Хь Х2, Х3, Х4 и черезъ $2, з̂> ^
означаются величины, которыя удовлетворяют уравнешямъ:

где а есть коэфид1ентъ пропордюыальности.
Числа $i, l2, з̂, Е4 иазываютъ координатами , следовательно

координаты плоскости суть четыре числа , имгыощгя между собою отно
шенья равныя отношенгямъ разст оят й плоскости отъ вершинъ тетраэдра
каждое разст оят е помножено на произвольный, но постоянный коэфищентъ;
т. е. отсчитывается это разст оят е въ произвольномъ,

Ь л - . ' - г  ■ г -  уч -ч -д . 4 • '  '  * . ’  ■

направлет и.

Очевидно, уравнешя вершинъ тетраэдра суть:

но постоянномъ

*i —  0  , V = o  , *3 = = 0 , и - =  0 ' (34)

уравнешя его реберъ:
•  *  ^  1

1

* 1 = 0 Их =  0 4  =  0 *2 = =  0 $2.==  0 *з ==  0

*2 =  0
9 5 „ 5 ) 9 (35)

^з =  0 *4 =  0 *3 = = 0 *4 ==  0 *4 = = 0

а координаты его граней будутъ:

а, = 0 *х =  0 *1 ==  0 *2 =  0 - •

*2 =  0 , *2 =  0  , *3 ==  0 , *3 =  0
•

(36 )

$з =  0 *4 =  0 *4 ==  0 $4 :=  0
V

§ 500. Если напишемъ уравнешя (26) и (28) въ нормальной форм4, 
то найдемъ:

рхг — Jcjpt — kt

р х 2 — к2р 2 — к .

Р% з — к^Рз — к}

ахх  -}- Ь̂ у -J-

У * \+ ъ \ з Щ Г ~

с̂ 2х  -J-* Ъ2у  -f* c2z  - |-  d 2

V »22+532+С22

«з# +  &з2/ +  W + d o
\+ Ъ \+ с%

cr5i =  Ai#i — Al -

0% 2  — Х 2 Й2  — Хг

£з — Хз#з — Хз

А  Iх ¥+ г?+ ¥

Л2 + с 2г;+ А

А ^  £2+ yj2+ £ 2

^ з +̂ A y) + ^ з£ + А

рл*4 — к±р± — к<
а^х +  Ь4у  - f  c±z -fc- й

V М*4г\~Ь24г\- С24 а = ы , = х.
я /  $2-Ь)г+ £ 2
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Такъ какъ / с и ) ,  суть величины совершенно произвольный, то мо- 
жемъ ихъ выбрать такъ, чтобы:

х \ ~f~ 2̂Х2 ~Ь З̂х 3 Н-  Чж4 —  -)~ -(- -f- 1 

т. е. чтобы уравнешя плоскости и точки представлялись въ форм'Ь:

“Ь %2Х2 “Ъ 3̂Х3 "Ь %4Х4 ~  О-
*

а для этого положимъ:

(37)

(38)

7С,:=  V  А  +  ь \  +  с2, , h  ■■= Vа\ +  Ъ \ +  с22
V = А \ 2 == А>
7%:=  V  «2з+  б2з +  о23 ,, h :— а24 -j- Ъ2± -\- С24
3̂ :— Ds 1> = я4

введя обшдй делитель f S2—f~'5Q2 -{-s2 
найдемъ:

1
въ коэфищентъ пропорщональш

P«i == + ^  + б?! a£i =  Н- Ду] + 0х£ + А
РЛ?2 == а2.х-4” &о2/ "4“ ̂ 2̂ + ̂ 2-Г 2У-Г 2 -г 2 (39)

-Ь ъ3у  <hz -Ь </3
а?2 =  ̂ -2? +̂ 2У) + + -̂2

Р̂З ~Лг а3ж а|з = + -®3Yj + + А
Р̂4 =- “|“ Ъ±у -|- C±Z <%4 а?4 = -̂4$ “h-®4Y] 4" ̂ 4? + -̂ 4

(39')

Таковы формулы, служащая для переходя отъ тетраэдрическихъ коорди
натъ къ декартовымъ. Если эти уравнешя р^шимь относительно х, у, 
то найдемъ формулы для обратнаго перехода, т. е. отъ декартовыхъ къ
тетраэдрическимъ:

X
Л1хг-^А2х2-\-А3х3-\-А4х4 
D vXy -f-X>2*2 + А жз + А * Ч 5

&

у

г

7 1)х Xi +-D2* 2 + А ^з + А ж4 

С\х1 4-Cixi4-C3x3Jr Cixi

(40)

А  ж, + А % + -А * з+ А « 4

V

° 1 ? 1  +  « 2 $а +  аз5з +
‘/lSl +  2̂$2 +  ■+* 4̂$4

&i£i +  Ыг +  &з£з +  b-iii
^lSl "Ь 2̂?2 "Ь Ч з  “Ь 4̂$4

_  Cl£l +  ЪЬ +  Сз£з +  С4$4

 ̂ ^lijl 4" 2̂$2 +  ^з|з "Ь ^4$4

(400

Легко вид'Ьть теперь, перемноживъ уравнешя (39), что будемъ имйтъ:

Р« (£, Ху +  %2х2 +  ?3-Гз +  %4Х4) —  Д  (Ь? +  Щ -{- &  +  1)

уравяеше:

5i#i 4 -  %2Х3 +  ^ з  +  М а —  0
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будетъ представлять плоскость, коей координаты суть , £2, £3, £4 и точку, 
коей координаты суть хх, х2, х3, х4.

Изъ всего предъидущаго слЪдуетъ, что въ тетраэдрической систем̂  
координатъ существуетъ полная соответственность.

Положеше точки определяется от
носительно координатнаго тетраэдра ея 
разстояшями отъ его граней, отсчитывае
мыми въ олред1;децномъ нанравлеши.

Положеше плоскости определяется 
относительно вершинъ координатнаго те
траэдра ея разстояшями отъ его вершинъ, 
отсчитываемыми въ опред'Ьлснномъ на- 
правленш.

Поэтому формулы для преобразовашя координатъ въ об'Ьихъ систе- 
махъ тождественны по формЪ.

§ 501. Остается показать, какъ выше заметили, что система коорди
натъ Декарта есть только частный случай системы тетраэдрической.

Для этого преобразуемъ координатный тетраэдръ въ другой, кото-
\

раго бы три грани лг4 =  0 , a?2 =  0 и — 0 были перпендикулярны между 
собою. Пусть х,у, z будутъ разстояшя, какой нибудь, точки отъ плоско
стей х 3 =  0 , х% —  0 , хх =  0; пусть р  будетъ ея разстояше отъ четвер
той плоскости х4 =  0, которой разстояше отъ перееЬчешя трехъ плоско
стей ^ =  0 , ж2 =  0 , х3 —  0, означимъ черезъ q. Очевидно, будемъ 
им'Ьть:

pXi —  hyx •> рх2 =  Ъгу рх3 =  к3з рх4 =  1с4р
полагая:

к\ —  Тс% —  h  —  1 ? &
1

я
найдемъ:

= IIСьг*II = У 9 Р#3 Я 9 Р̂ 4 Я
Если плоскость х4 =  0 отодвинемъ на безконечность, Н1 о II= оо и 2 = °°;

следовательно — =
Я

1 , откуда:
\

■

т  = х  , ~= У , ?х3 =  з , дх4 =  1 (42)

Изъ этого видимъ, что въ декартовой системЪ координатъ четвертая коор
динатная плоскость находится на безконечностй и переходъ отъ тетраэдри
ческой системы къ декартовой дЪлается съ помощью уравнешй (42).

§ 502. Одно изъ самыхъ замЪчательныхъ уравнешй плоскости, есть 
уравнеше:

D\X\ 4“ В 2х2 Н- В 3х3 -f- В 4х4 =  0 (43)

Полученное, приравнявъ нулю знаменатель въ уравнешяхъ (40).
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Для вс'Ьхъ точекъ этой плоскости ж—со, и 2= со, следовательно
на этой плоскости находятся всЬ безконечно - удаленныя точки. Мы эту 
плоскость будемъ называть безконечно - удаленною. Ниже увидимъ, какую 
важную роль играетъ эта плоскость во вс'Ьхъ изслЬдовашяхъ свойствъ по
верхностей.

Мы видЬли въ первой части (§ 185), что всЬ безконечно-удаленныя 
точки на плоскости, лежатъ на одной прямой, здЬсь-же видимъ, что всЬ 
безконечно-удаленныя точки пространства находятся на одной плоскости.

Отсюда видимъ, что плоскость можно разсматривать, какъ площадь 
круга, коего окружность находится на безконечности, а пространство— 
какъ замкнутый шаръ, коего поверхность находится на безконечности.

§ 503. Остается показать, какъ преобразуется одна тетраэдрическая 
система координатъ въ другую, тоже тетраэдрическую. •

Пусть %,%,%,ж4 будутъ координаты точки, а £2> з̂,  ̂ коорди
наты плоскости въ одной системЬ, а , , и у,, т)2, т]3, коорди
наты точки и плоскости въ другой системе.

Уравнете плоскости въ первой системе будетъ:

1̂% 4“ 2̂% 4“ 3̂% 4 ~ 4̂% — 0 (44)

a ypaBHesie той-же плоскости въ другой системЬ:

■ 'll2/i 4 “%2/2 +  %2/з +  %2/4 =  0 (45)

Координаты у\,у2,У^Ул второй системы будутъ линейныя функцш коор-
\

динатъ первой системы; пусть онЬ будутъ:

РУ1 == «11 % 4" «12% +  «13«3 +  «14%

РУ2 — «21% 4“ «22% 4~ «23% 4" «24%
(46)

РУ9 — «31 % 4~ «33% 4~ «33% 4“ «34%

РУ4 ~  «41 % 4“ «42% 4" «43% 4“ «44%
ч

Если эти выражешя подставимъ въ (45) и сравнимъ съ (44), то найдемъ:

а $1 =  «ц% 4- «21% 4- «31 % 4“ «41 %

с$2 =  «12% 4" «22% 4* «32% 4- «42%
• - (47)

а$3 =  «18% 4” «23% 4- «33% 4- «48% 

б&4 — «1 4% 4" «24% 4- «34% 4“ «44%

1
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Составимъ определитель:

аи Щ а13 «14

а 2\ <*22 <*23 <*24

а г\ а 33 а83 «34

а 4\ <*42 4̂3 <*44

который не долженъ быть равенъ нулю, такъ какъ въ противномъ случай, 
второй тетраэдръ обращается въ точку. Если черезъ А& назовемъ ми- 
норъ, соответствующей элементу аил въ Д, то изъ уравнешй (46) и (47), 
найдемъ:

р.Ж) =  А \\у  1 -f- А%\у% -f- А 3\у3 -f- А±\у±

р.ж2 =  A t 2 У1  4~ А^у^  - |-  А 33у3 -f- Aitfyi
(49)

р.ж3  А, Зух -j- А 23у2-J- “f- Л 4 Зу\

V-Xi =  -A-i +  4̂2-1?/2 ~\~ А и у3 -f- А 44У4 

и:

VV)i =  Л[ I $1. “f" Л\ 2^2 “Ь  -А] 8%3 “Ь  -^-14^4

Щ2 ==: -^ -2 1  ̂ 1 Н“ -^2 2 ^ 2  “Ь ^23^3 “Ь -^24^4
(50)

V% -4з1^1 ~Ь -^32^2 “Ь ^33^3 4 “ ^34^4 

-^41 1̂ ~{~ -^42^2 “f“ -̂ -43*3 “Ь -^44^4
* i'.!

J

Изъ уравненШ (46), (47 ), (4 9 ) и (50) ясно видно значите коэфищентовъ 
ак,i и An,i. Уравнешя: \

представляютъ стороны и вершины втораго тетраэдра относительно пер- 
ваго. Эти уравнешя суть:

грани:

«и Ж, +  а 12я\- f-  а п х г аи ж4 —  О

+  СГ2 2 Ж 2  Н ~  ^ 2 3 ^ 2  Н * *  ® 2 4 ^ 4  —  О -

' | 1И ^ 3 2 * ^ 2  ^ 3 4 %  — ^  О

/

« 4 1 * 1  +  « 4 2 * 2  +  « 4 3 * 8  +  « 4 4 * 4  =  О

(52)

вершины:
A n t i  ~Н -̂ 12̂ 2 4“ Аз$3 +  -̂ 14$4 =  9 

■̂ 21?! 4~ А г г %2■■+' ^23$3 +  A u l t  —  О

A tl^ l 4* - 4 > 2 ? 2  4” - ^ 3 3 ? 3  4“ -4з4?4 =  О 
■ 4 4 1 $ !  4* - ^ 4 2 l a  4? - ^ 4 3  $ 3  4” - ^ 4 4 ? 4  =  О

(52')
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откуда видимъ, что координаты:

новыхъ граней: новыхъ’вершйнъ: ...

«и al2 «is «и

«21 «22 «23 «24
(53)

Alt А 12 Al3 Аи
' - • 1 _ j

А2\ А22 Аи А2 4
-

* 4 •L 1 . - j - ... •, _-.i. • - : ... (53')
«31 «32 «зз «34• • * ' 1 *

А А А А^31 "82 -̂33 "34i • • , . . i '
«41 «42 «43 «44

• . | « А
Д *1 -̂ 42 -̂ 43 ^44•V

*

' ж  ■ • •-
Уравнешя сторонъ. и вершйнъ

. . » t ,
стараго координатнаго тетраэдра, отнесен-

ныя къ новому, будутъ:

—  0 , х2 =  0 , £ II о £ к о
 ,

1Г= 0  , =  0 , \ = 0  , ?4 = 0
(54)

» . • • . * * •
старыя грани:

4 х ф  4г ^\У% 4" ДзтУз "jr Л а\Ул ==

\

0 , .
старыя вершины:

, %l‘0l 4- «2 Л  4“ «31̂ 3 +  «41̂ 4 == 0•
; А\чУх 4“ -̂ заУз 4“ А 42у 4 ™0

ч

'' «12*)l 4~ «22*̂ 2 4" «32*0» 4* 4̂2*̂ 4 := 0
• (55)  ̂ ‘ Ч

« * - * • %  •  *
(55')

А\гУ\ 4 “ ^ 2з2/2 4" 4" -̂ азУа ~ 0 1̂3*01 4“ «23̂ 2 4 “ а33̂ 3 4" 4̂3̂ 4 :' * .  ' =  0

АцУ\ 4“ 2̂42/а 4“ -̂ 34̂ 3 4" ^ ааУа — 0
1 • • "  ■ * - У У ■ . '  )

а14̂ 1 4- а24̂ 2 4” а34У1з +  а44̂ 4 =
> д

= 0

Откуда видимъ, что координаты:
✓

. * » \

/  • *

стары хъ граней: старыхъ вершйнъ:

Ап
 ̂ 1

А21
} \

■ ^ 8 1 А41 «п
« 2 1

« 3 1 « 4 1

^ 1 2 - ^ 2 2

1 % т 

4 з2 а 42
(56)

• »

« 1 2

1

, %

« '2 2

1 J 1

« 3 2 « 4 2

- ^ • 1 3 - ^ 2 3 ^ 3 3 ^ 4 3
• , - 

1 ’ , [ a is « 2 3 ; « 3 3
>

« 4 3  ;

■ ^■ 14

г

А% 4 - ^ 3 4 ^ 4 4  ,
i>

« 1 4
. 1 '

« 2 4

\ ,

^ 3 41
« 4 4

 ̂.

(56')

Тетраэдрическая система координатъ въ особенности прилагается удобно 
къ предложешямъ относительно положешл, гд-fe не вхбдятъ Числов ыя 
значешя величинъ. I

I
’ • • • + §

§ 504. Р^шимъ еще следующую задачу:
с

Задача. Написать уравнеш е плост 
кости, проходящ ей черезъ три точки:

(х\х'2х'ьх\ ) , (хгпх2пх3"хА"У, 
(хг,пх2п,х3п,хАш)

Пусть искомое уравнеш е плоскости fry? 
детъ:

4“ $зжз 4" Ь*х4. = 0 (57)
I

з  t

I

Такъ какъ координаты данны хъ точекъ
• • • '  . -Ч « ' • * К • J

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я.

Задача. Н аписать уравнеш е точки,
» v ,  > :а .  *■

леж ащ ей на трехъ нлоскостяхъ:

«гЪ Ъ Ъ О  , (Ь 'Ъ 'Ъ 'Ъ " ).

Пусть уравнеш е точки будетъ:

«afci 4 “ +  жз$з +  #4$4 — 0 (57')

Такъ какъ плоскости проходятъ черезъ

34
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должны удовлетворять уравнете плос
кости, то имеемъ:

/• Г f
+  k X2 тЬ £з#з' +  $4Х4 =  О

-  * •  •' . .

искомую точку, то ихъ координаты должны 
удовлетворять уравнеше * точки ли ;щц 
имеемъ:

>. ' ! I *

tixi"+ £ 2̂ 2" +  £з#з" =  0 (58)
>v.> * t V к l *Л

b V '-H -A '" + k V '+ ^ 4 '" = o
.< 4

1
-  A. Г , .

4*2^ ' +  *зЬ' +  *4?4 = °
„ л\\ . ч\ ^  ч '%

^iSiM+^2$2M+^3$3"+ ^ 4 4̂" — 0 (58')
t  V.

!  ' "  c

«4b",-K 6 ." ,+a%b"'+»*6«'"ss0
исключая изъ уравнешй (57) и (58) 
t41«»4s( й)яа®дёйь:!

« 1 х 2

л 1 • “«•
Ж 4

ж / х г

Л

Я 3 ' Ж 4 '

X ”
/у» 99
•Ь  2

rg i 99........
0 / 3 а - ж / '

x t 1 , f
/у* 999О/д

■ M i

- О (59)

\  '  /  '  У. *  С "
*\

исключая изъ уравнешй (57') и (58') 
х2,~ Щ i ^ '  H a f демъ: ’ •

99

ц .

V  \  У •

$4 е. ■' -  *.• ■ t«* '

flf $2f) $3,; $4f
£ ff fc -I» £ ff«• .  5.8- 54

£  III £  III £ III £?1 ?2 53 5 999

=  0 (59-)

, Г  : к

Легко видеть, ЧтсГ кобрдийаеы плоскости и к 
дани мийора&и ТЕрОдъидущихъ определителей, соответствую:

точки
пихф элемен

тамъ Х\ , Х%у ^3» *̂4» 1̂ ) 2̂? 3̂>; ̂ 4*
I * ; ••• .с 5 ?;* г .. -

Изъ уравцещй (59) и (59'), найдемъ:

(5Ж, =  Ж,’ +  Хж," +  р.ж,’"  

рхг =  xt' +  Х ж » ''.4т.ц^"г
* *  .

рх3 ==,ж3' +  Хж3" +  |АЖ3‘
-  1 *• _ .* . *

рж4 =  ж4' -j- Хж4"  +  (ЛЖ4

Если уравнешй двухъ плоскостей будутъ:

вДртгг- |i' 4  Хё»" 4%н4999

r i .

«ь = + и ," +
>ffз£з =  £з' тН Х£з”  +  |а£з<\ . . i *  • ' -

<J?4 Т= ?4# “ЬХ^" +|Л?4ч*- 4- V' 1 ,*•
- - • • ■ ^ - • • .  г .  j . > • * •  —

Г/#

*  А

+  1**3 +  $4*4 == о

то сураввен1е, плоскости,,
> • * I

будетъ:

г ,* , +  r X + 1 W 4 -  = о

г ч
v . • г  . * « ..

А *' '  Л  \  «• \/ [ $ .{ > I №.: .ЭТИХЪ , ДВУХЪ,
л -  -  Л  -  .  V • «  • • Л  I * ;  ч 'л

?1#1 Н~ +  5з#8 “Ь -irr§3f^^h %4&4)
или:Г'- •  • •  *  » I -

(ii
\  . 1

1: >2 (53 “bi?^8)r% Л г 4*
7 * / v  -л  I -  ,  ч

-  ' Я ~ ' w ;
-  V*

' 4координаты этой плоскости
• ,>

г«.

ть;. . . . ,

t  - r f - V «

+ ^ i '  s  ё2 +  ̂ / '  . +  x?4'

уравнеяш двухъ ТОЧеке будуте
■ ',/•■ о }  j -  /  r  V j ;  ■ •• ■ * / .  ■■-•. V ' • V : <Г- J I-■:

£v - f  ж2ёа 4 - ж8ё3 +  ж4{4 == О 4- ̂ 'а^а .4 ^ 8?8 4" а-'4ё4 =** О
1 ^   ̂ ”. ' f  4V- >, ..Д 5 ;  . с  /  N- jU - с >*

1



то уравнеше точки на прямой, соединяющей эти дв4 точки, будетъ:
• 4 Ч

+ #2̂2 4" *8*3 4“ #4*4 4“ ̂  (#*1 *1 4“ #2*2 4" #3*3 4" #4*4) =  О
откуда координаты этой точки будутъ:

. #i4~ Wi > #24** Хд?̂ г %4“̂ V
§ 505. Тетраэдрическая система координата вытекаетъ изъ того 

свойства, что уравнеше всякой плоскости можно выразить съ помощью 
четырехъ данныхъ плоскостей не пересекающихся въ одной точк^, а

г

уравнеше каждой точки можно выразить съ помощью четырехъ данныхъ 
точекъ, не лежащихъ въ одной плоскости.

Пусть уравнешя четырехъ данныхъ плоскостей будутъ:

а\Х -j- hy  +  Ci г +  О

а2х Ъ2у +  2̂ ~  О 

а3х +  Ъьу +  с30 +  d3 — О

ЩХ -1j“ Ъм -}•* C±Z ~f- <?4 =  О
* 1 Л

, Т «  ,•

требуется съ помощью этихъ уравнешй выразить уравнеше плоскости:

ах +  Ъу +  ся +  d =  О

Для этого помножимъ предъидупця уравнешя на X, pt, у, р и сложивъ при- 
равняемъ коэфищенты при ху у, я коэфищентамъ а, Ъ, с, й, то найдемъ:

ХО|.4" 4~ 4” Р̂'4 “  ®
X6i +  ptb2 4" vba 4- Р&4 =  Ь 

Xcj 4“ ^ 2  4" усз 4“ Рс4 =  с

Ыг +  }xdi +  У<1з+-рф =  Л

изъ этихъ четырехъ уравнешй, найдемъ искомы я коэфищенты X, р., у, р.

Если уравнешя четырехъ точекъ будутъ:
, *  • -

А\ 5.4“ $\ *i 4“ 4- A ~  0
J.2* -f- 4~ СУ» 4“i >2 =  o

* . • • ; 1 * ✓  . . ..

+  J?sV) +  C^ +  -Ds == 0
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то уравнеще дя̂ дй точки;

Ac, B t\- \r  С % D =  О

можетъ быть выражено съ помощью предъидущихъ уравненш.
Г .

Для этого помножимъ ихъ на коэфищенты X, р, v.р и сложив® при-
*  . • . -

равняемъ коэфищенты коэфищентамъ посл'Ьдняго уравнешя, что даетъ
следующая уравнешя для опред'Ьлешя X, р, v, р:

• '  '  - % -  .  • -  < .  '

а A 2V* И-  “f* А 4р === А
*  . . V

* :

/!; I  • . / . >  -  II,у +  -  Л
^ * f  » -  ;  . • ;  . - > .  •

Сх X —[— С2\к Ф  <73v. -f- С4р — л С

( У  > \

Г » • '

D A 4 -  Ч" -D3V -f- Z)4p =  Z)
1

изъ коихъ определим® X, р, vjp, если четыре, данпыя уравнешями, точки
не лежать на одной плоскости.

Г Л А В А  XXXII.

0 б1щя свойства поверхностей втораго порядка.
.................... ' - ,  '■. :« • *

\

§ 506. Геометрическое м̂ ето точекъ, координаты которыхъ удовле
творяют®: уравнению второй степени:

•  А

f  (х, у,г) =  «1 х2 —|- Ъ] у2Ci z2 -f- -f- 2 +  2 +

2а%х -В 2Ъ$у —j— 2с3£ -{- 7с =  О (1)
** ) *

называется поверхностью втораго порядка.
Как® видно изъ

. 1 .

уравненгя оно содержать десять членовъ,
следовательно десять коэфищентовъ,, при; .x \y ? ,z 2,y0,xz, xy ,x ,y ,z, 1. Изъ

• ' * * * . •  1 * '

этихъ десяти числовыхъ коэфид1еетовъ, не нарушая общности уравне
ния' (■% )J ® 7с, разделяя
на него все остальные девять козфищентовь.

Такимъ образом®, въ уравнеше поверхности войдут® линейно только
w  ‘ ^  '  —

девять коэфшцентовъ, Коихъ числовыя величины определяют® форму и 
свойства поверхности.

Эти левять коэфшцентовъ будут® состоять въ линейной зависимости, 
если поверхность должна прбкодитК через® данйую точку. Эта линейная 
зависимость между коэфищевдгами получится, вставив® в® уравнеше по-
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верХнОетй координаты данной точки. Если поверхность должна * прОХОДйть 
и черезъ другую, данную координатами точку, то мы будемъ им-ЪтЬ между

Ф

девятью Коэфйщёнтами И другую линейную зависимость,
вс! девять коэфйщевтовъ, а вместе е! тем! и поверхность, Вполне

: девять таких! • линейных!, урайгенш,rhh

т. е. девять данныхъ точек!, черезъ который должна проходить поверх
ность. Но не каждый девять точеКъ опред'Ьляютъ поверхность, такъ 
как! положеше точек! ' можетъ быть таково, чтб изъ девяти Линейных!

*  ф

уравпеши одно или нисколько могут! вытекать из! Остальных!; въ этом!
мы Не имЬемъ достаточпаго числа уравнений для опред!лешя де

вяти коэфищентовъ.
‘ Следовательно восемь данных! точек! не определяют! вполне по

верхность. Между девятью коэфищентами мы будем! иметь только восемь 
липейныхъ уравнешй; изъ которых! восемь кОэфищентовъ определяются 
линейно черезъ девятый; если этотъ девятый назовем! черезъ 1 , который

Ч З’М-Г .■  :Г; ; ‘ Ч ;Ч Т Ч  К ' ЧУ;? у i
остается совершенно произвольным!, то, очевидно, восемь остальных! коэ-

* ti • д.4!.’--'‘Ivl- -Г-1>Ц '. 7 .:
фид!ентовъ будутъ иметь форму а +  ЬХ, где. а и Ъ суть функцш коордй-
* г : >

натъ данныхъ восьми точекъ. Подставляя восемь коэфищентовъ, выра
женных! линейно черезъ девятый X, въ уравнеще (1 ) и собирая члены 
независимые отъ X и члены, имеюшДе коэфищрнтомъ Х* найдем!

... / ( х ,  у,.г) =  <? О , у, г ) — Хф. (х, у , г) == О
^  .  i  . ^  * • :  * .  '  f ■ . • .  - г  * .  » » . i

. . ’ V
г , -> •

• ^  j  f

12)
* -  - -  > « >• l и  • л f ;

Въ этомъ уравненш съ произвольным! коэфищейтой! 1 X включаются 
все поверхности втораго порядка, >' проходящая черезъ восемь данныхъ 
точекъ. Произвольный коэфищентъ определится, если будетъ дана девя
тая точкам черезъ которую поверхность, проходящая уже черезъ восОйь

< ̂ 1* Y *.точек!, должна 
У равнешя:

*1

<Р (ж, у, г) =  О ф ( ж ,м ,»  =  0 (3)

полученный, полагая X =  0 и X —  оо, представляют! две поверхности
втораго i порядка, каждая изъ коихъ проходить черезъ восемь данных!

\  1

точекъ* Эти , две к поверхности пересекаются по криной■, которая также 
проходить черезъ восемь данных! точек!. Эта кривая, .проходя черезъ 
восемь точекъ, проходитъ еще черезъ безчисленное множество других!; 
которыя все. данными восьмю точками, определяются и которыя все 
лежатъ на общей поЦрхй̂ ости,0 проходящей черезъ восемь данныхъ
'Точекъ.

< .  » 4  I  iЦ
.  Ч ■* г

\  ‘  *  » * (■ • >.СЧ

втораго порядка, которыя проходят!
, V* . л

восемь произвольно выбраннЫхъ точекъ въ
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дятъ до кривой, которая определяется взятыми восьмью топками, черезъ 
которую прохрдятъ и поверхности (3).

Изъ сказаннаго сл'Ьдуетъ, что для того, чтобы поверхность втораго
т “ ч * .

порядка девятью точками вполне определилась надобно, чтобы эти точки 
не лежали все на кривой пересечешя поверхностей (3). И въ самому 
деле, кривая определяется восьмю точками,: а координаты каждой, ле
жащей на ней точки, обращаютъ въ нуль <р(ж, у, z) и ф (ж ,у , л), следо
вательно девятою точкою на кривой, X изъ уравнешй (3) неопределяется./ 

§ 507. Особенный случай поверхности втораго порядка представля- 
ютъ две плоскости, если уравнеше (1 ) разлагается на два линейные
множителя:

F  (ж, y,z) =  A.B  =  О (4 )
где:

'  ■ < А  —  а'ж.-j- Ъ'у -j- - j - '5 В  — а"х-\- Vy - f  +  d" (5 )

очевидно, что координаты 
другой изъ плоскостей:

точекъ, лежащихъ какъ на одной, такъ и на
I  »

А  =О и В — 6 (6)

удовлетворяютъ уравнешю втораго порядка (4).
Если две плоскости пересекаютъ, какую нибудь, поверхность втораго 

порядка f(x ,y ,z) =  0 по двумъ плоскимъ кривымъ, то все поверхности 
втораго порядка, проходяпця по обеимъ этимъ кривымъ, могутъ быть 
представлены въ форме:.....

f  (ж, м, z) -— X А .В  — О (7)

» г.

такъ, что если f\(oc, y,.z)== 0 есть, какая нибудь, поверхность втораго 
порядка, проходящая по двумъ плоскимъ кривымъ, то X и р. можно такъ 
определить, что:

/*(ж, у , z) — 1А .В  —  [V, (ж, м, z) (8)

Если-же будутъ даны только поверхность f  ==0_и плоскость А  — 0 , то 
уравнеше (7) будетъ содержать четыре произвольные коэфищента въ 
плоскости \ В — 0  и мы покажемъ, что все поверхности втораго порядка, 
проходянця черезъ пересечете f =  0 съ 0, представляются урав-
нешемъ:

f  (ж, у, z) — \A .B ~ Q (9 )
• - ". * • * • . \ * •  1 • • •

.  /  * % * * • ‘ . • - • х •

Заметимъ сначала, что пересечете поверхности Втораго порядка съ 
плоскостью есть одно изъ коническихъ сечешй. Въ, самомъ деле, пола-i 1 ; :* • •/-...*• 3 ■ * ’ ’■ 5 • ■ ■ ' • 1 ‘ ‘ - •'**
гая въ уравненш (1 ) л — 0, или у == 0, или ж?= 0, найдемъ пересечете
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поверхности съ плоскостями (OX, OY),(OX,OZ), (OY,OZ), который, оче
видно, суть коническ!я сЬчешя.

и

Но такъ какъ каждую плоскость* можно сделать, преобразовашемъ 
координатъ, которое неизм̂ еяетъ поверхности, одною изъ координатных̂  
плоскостей, та изъ этого вытёкаетъ сделанное выше завлючеше.С. >■.’ -'Г. r -;;:Ч ;Г; V Я ."Ч ОН.;:

Возвратимся къ нашему предложешк). Предложенье состоитъ вътомъ, 
что всякая поверхность, проходящая черезъ дересЬчеше 0 и О,
т. с. черезъ коническое сЬченie, можетъ быть представлена въ форме (9). ̂ «• .

Если.; поверхность - = 0  (проходить., нерезв. пересечете;. поверхностей 
f — Q и Л =  0, то она должна удовлетворять..идти услов1ямъ, такъ какъ 
коническое C'b4epie,. определяется пятью точками, следовательно поверх̂  
ность <р =  0 заключаетъ еще;только четыре произвольныхъ коэфидаента,: 
въ линейной форме, а этому условт удовлетворяетъ, и уравнеше (9). 
Следовательно если f — 0 и ср =  0 суть уравнешя двухъ какихъ-нибудь,

т

поверхностей втораго порядка, которыя пересекаются по плоской кривой,
лежащей въ плоскости А  — 0 , то можно всегда такъ определить четыре

, ., 1' ** !  • ;  >

коафищента въ кВ — 0 и еще множитель фц что будемъ иметь тождество:

f — n f = \A .B (10)

а это даетъ следующ ее свойство:
Если "-Две ! поверхности втораго порядка .пересеваются по одной 

плоской кривой,; Tooaffe въ ‘тоже времяпересекаются; и по другой плос
кой кривой.*

508. Если будутъ даны только семь точекъ, черезъ которыя должна
проходить поверхность втораго порядка, то между десятью коэфищентами

- г '  • -• *■ *. ' .  * • * • '  . * * • • ' ‘ 1 ! '  . • '  1 1 * , * .

въ уравненш поверхности, будемъ иметь только семь линейныхъ урав-
; j   ̂ ^ | . .. . ‘  • . . .

нёйш, съ помощью которыхъ семь коэфищентовъ определятся линейно че
резъ два X и а, которые останутся совершенно произвольными.. Форма семи

*  .  • -  > > .  • '  .  -к  , • • . . .  .• /  4 ;  . К  • * * « ;  .  * t  • * • . • • » *

коэфпщентовъ будетъ:
а +  Ы -ф- си.

которые если вставимъ въ уравнеще (1), то оно сделается:

<Р](ж, у ,  г ).- f  X <р2 (ж, 2/, «) +  [ь<р3 (ж, у,- 2) =  О
• • •

*  ~

( П )

Это уравнеше съ двумя произвольными коэфищентами X и р. представ-
< v “  • • ‘ • “*Ч* t i

ляетъ целую систему поверхностей, которыя все проходятъ черезъ семь
дааныхъ. .точекъ.Vi этими поверхностями находятся и поверхности
втораго порядка:

<?1(ж, У,4  » <f>2 (ж, У, 4  * 4
1 i f v .  * 4
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• . * .  '  . г  1 • v

которыя соотв̂ тствуютъ значешямъ:
Р ч I

. *

х == о , (а =  о [А =  0 , А г ОО X = = 0  , (А оэ

Такъ какъ онй втораго порядка, то он'Ь пересекаются въ восьми точкахъ,
< 1 »

следовательно все поверхности втораго порядка, проходящая черезъ семь 
данныхъ точекъ, проходятъ въ тоже время и черезъ восьмую, которая 
определяется семью данными.

Изъ этого следуете, что для определена кривой въ пространстве, 
по которой пересекаются поверхности втораго Порядка; проходящ1я че
резъ восемь точекъ, восьмая точка не должна быть та, которая опреде
ляется семью данными или, что все восемь точекъ не должны быть те, 
по которымъ пересекаются поверхности (1 2 ).

§ 509. Возьмемъ координатный тетраэдръ, пусть уравнешя его гра
ней

Л\Х -f- Ь\ у —|— Cj z —(- d\ — О

a%x *-f* Ъ%у ^  ~  О
. % •  > .

• - 9 ’ ,

айх -}- Ъ3у +  -f- О
% *

• « -  •

О ц Х  —|— Ъ ± и  —(— C4Z  -J- =  О

(13)

Если черезъ хи х%, х$, xt означимъ тетраэдричесшя координаты» то де- 
картовстя #, у, г выразятся въэтихъ последнихъ уравнешями (§ 500, 40). 
Если эти выражешя подставимъ вместо х, у, z въ уравнеше (1), то после 
всехъ приведенШ оно примете форму:

; * '  1 . ! - * '  •’  /  '  :  '  ' ‘  '  ф - ♦ ч • >

f = a \ \ x \ 2“b^22^22"4“^33^32”f"^44^42“l“2ai 2%\Л?2 | ^d\%Х\̂ 3“(“
• 4

О (14)
• I

Это ypaBHenie можно написать въ символической 
казано въ § 199 (9):

f — (fli Х\ -f- о3х3 -f- Й4Ж4)2 О

, какъ было no

d e )

I 1

§ 510. Задача. Найти точки иересечешя прямой, проходящей черезъ 
две данныя точки, съ поверхностью втораго порядка?

Рмиете. Пусть данныя точки будутъ:
+ 9. % .  * * r I

• '  i  * (  ■ .  •  L 1 '  * , * ‘ ( / I

(УхУъУъУ*) у \&\ ̂ 2̂ з̂ 4г)
Г  ,  - I  . .  f 4 . . *  ) >

7 .

точка на точки,
нетями (§ 437):

:  •

'  ♦ »
X

дана урав-

РЩ = У 1  -\-lZi,
/ . .

рх3 ==уъ  , p X i‘—  y i 4 " Хл4 (16)
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Если точка (Ах&а#*) находится на поверхности, то предъидутДя выра
жения должны удовлетворять уравнещямъ (14) и (15).

4 - t
. •

Подставляя въ (15), найдемъ:
• \ 7 • < • . . .  • • ■ . ■ < . .  ’г ■

• . .  . • * К  ±  > л
- " V  -  ^

[а\У\ 4" «22/2 4“ «32/3 4- aiVi 4“  ̂(«1*4 4". а2#2 4" С̂ З 4" «4*ч)}2 =  О (17)

откуда, развертывая, найдемъ:

р х 2 4~  -(*■ р = о (18)
гдЬ: т € * —  * _•  ч . • • ’

■Р =  («1 У\ 4 -  «22/2 +  «з2/з +  «42/4)2
с • •• 4

Р =  (0>\ Z\ 4“ «2̂ 2 +  «3̂ 3 4“ А А )2 

Q — («I J/l 4”«22/г4~«з2/3 4~O42/4) («1 #14~«2̂ 2 “Ь«Згз4~«4г4)

(19)

Очевидно, что первыя два выражешя (19) суть ничто иное, какъ урав- 
неше (14), въ которое вместо Х\, х2, х3, подставили у\,уъ,уз,у* и
А, А<Ч, *41 т. е: . " ’ : •

(20)Р =  f(y\2/22/32/4)
I

•  0 , «

a Q, очевидно, есть:

1 / df , df .
77 (A 1--- r #2 ̂ --- t~A T~ 4*̂ 4 T-
2 \  dy2 дУз %4

X.

Ройная уравнеше (18), найдемъ:

р — f  (a  $2*8k4)

1
2

df df
y\ J T  4"2/2 H r 4-2/3 т̂ - 4-2/4

1
i f ( 2 1 )

X q ^z \ / q 2— P R
< < ■ .

r . *

(22)

> »

Подставляя вместо X его выражеше въ (16), найдемъ:
I 1 )

Л

РА =  Byi — ( Q - - V Q * ^ P R ) a

Рж2 — Р$/2 *— (Q PR) % Я

Р#з

рж4

/  *  ■ 1 . . _ ’ t  . ■* •

Р у з  —  (Q V  Q%— P R )  а
• * f .

P y i - i Q ^ V Q t - P R ) ^

(23)

*

ч * .  * .  . *

•>

Откуда видно, что прямая встрйчаетъ поверхность втораго порядка всегда
или еовиадающихЪч Общщвъ двухъ точкахъ дъиствительныхъ, мнимыхъ 

знаменатель JR вошелъ въ соетавъ ковфищента пропорвдональности. *  л

*г\±: i
Такимъ образомъ на данной прямой будемъ им̂ ть четыре точки: 

данныя и дв$ точки перес&чешя поверхности съ прямою. Если че-

MitskevichOA
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■ * '  :  . ■ » * '  * j '  ■?  j  :  ?  ‘  L

• IЧ и Ч ».
* *• г*

- - 1 !  • *  .  5»
{ . ‘  Д-  V

еше этихъ четырехъ точекъг  1 * 3 * ' 7 
«* *

« 1
ч  »

а1 ч
Хо

а<

i- • 7 • /

^  ИЛИ ф 2 ' Хо xt

1 то ангармоническое, отно*

к -;

чимъ черезъ аь а второе черезъ а2, то будемъ иметь:
< >  .

I
ч

. V » •

* . ■ • ■» > < у :

*. * шна-
• т '  . »

/ i■. г

'  i  *  .  _  .  • .  •  :  -  v

но А! и А2 суть корни уравнешя (18), следовательно:

ч »

откуда:

* ' .  ♦

4

* г >
г \

ч + X,

'  t  J

ai ~hа.
г  А •  1 ‘  -  Г :

ч . * I т  «г

щ
в

X2,
Ч х

ЧХ

■2: * - '* ■ ■■■ : ’  \ < х: •
V *

t р
в

\ -  -  ^

2 W  —  2Р

> -

%  * V

‘ • ? ' < • i Г
* i

♦ . ♦

но «! а2 =  1 ,  следовательно и а2 суть корни уравнешя:

a 4(g2 — 2Р2? 
Р В

v  1

« +  X
. V •

о

4 v

(2 4 )г >

или:

Корни этого уравнешя даютъ непосредственно ангармоническое ОтиЬше- 
ше четырехъ точекъ.'> < : -  -  К

Если теперь дадимъ въ уравнеши (25) ангармоническому отноше- 
н т а определенное числовое значеше и, неизменяя прложешя точки
\У\ у2 уъ уд, будемъ двигать точку (*, z2 z3 #4) такъ, чтобы ел координаты
удовлетворяли постоянно,  уравнещю (25), то- это ypaBHeHie будетъ пред-

I ^ -  у  '  • V X. ■'

ставлять поверхность втораго порядка, которая будетъ геометрическимъ 
мйстомъ точекъ, коихъ ангармоническое отнршеше :съ точкою (ух у2 Ун уд 
и съ двумя точками пересЬчешя прямой, проходящей черезъ эту точку, 
съ поверхностью, будетъ йАгЬть определенное значёйе. Давая ангармони
ческому отношешю а ,различныя; величины нолучимъ безчисленное мно-

/  ^

жество поверхностей, связанныхъ съ точкою (ух у2 уа у^). Между этой сис-
1 ,одна,

шкорая играет» весьма важную •' ролт> - въ 
раго порядка! Уравнете этой поверхности есть:

(ая значещЮ' •  а

■ i
*  *

ВТО-
. 1 ■ ?  ̂•. i  * t  - ; *! f > -

i t  . ^  1 .  '  !  .  . .  ‘ . 4  - f

• ? A t  -  «+  4  • • • '  I •-  V#  t  1 < j  J r  • • •»

0 2 == 0, _ или 0у \ Г ■ ' ' • ii ■ 11 '■ ■у Г У' <

t
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такъ какъ Q цервой степени относительно перемЗшныхъ координатъ
•̂ 1) #2) %>'#4‘% * I ♦  * i L>* : /

Q
. l , df  j u 2 df
' ■ ^ + 2, ¥ 4 ' s« + 2 ‘ ¥ .

О
I t » »

- >  •A i . « <

* > . •

(27)

то это есть плоскость. Эта плоскость называется
топки ( у 1 У-2 УзУ^^ которая, по отношент къ плоскости (27), называется
полюсомъ.

S *

Опевидно, полярная плоскость есть геометрическое м^сто гармони- 
ческихъ точекъ къ тремъ точкамъ: (у } у 2 y s и къ двумъ точкамъ пере- 
еЬчешя прямыхъ, проходящихъ черезъ точку (у\ у% у з у д  съ поверхностью. 
Означимъ черезъ ?i ,52, %зА*координаты полярной плоскости, то будемъ 
иметь:

-ч {

<& = 7 7
1 d f
2 d y t

s e _i ajr
’ 2 2 d y2 5?S =  -

i  df
2 dys

или: . -  . .  i

1 df
2

r l

; r . 1 • . * . . . . ; ;

a%i — «1i У i4 “ 2З/2 T" «1 зУз 4" «14З/4' • {  : * 4 . . • . . .• • * * • * . . .  . : '

б?2 =  Ц2 1 У1  4" <*223/2 4" «2зЗ/з 4 ” <*243/4

\t ,

> .
.  *  .  /  >

r 1 .

i  . \• ,  ,  .  f  •  -  •  •  •  «4 I

a^3 =  «3l2/l 7Г a 32j/2 “b  «33^3 ~f
г (29)

* »

<*413/1 4*- «423/2 4 -  « 43З/З 4"' «44^4 4

где aitk =  ak,i. Откуда видимъ, что каждая точка въ пространстве им^етъ
* • -  ••••*■  f

полярную плоскость• А >  • W ■ »_•». V*•* *»“*s**4 * "

Этими уравнешями выражаются координаты полярной плоскости
черезъ координаты полюса и, ооратнр, координаты полюса, выразятся че
резъ координаты полярной плоскости уравнешями:

1 »  . /  -

*  *

» >

• ■ ‘  •  •  .  '  . . • • г > 1 *

РЗ/1 =  4ц?1 4" 4.21̂ 2 4" 4 31?3 4" 4.41 ̂ 4
РУ2 =  4l 2§1 4“ 422?2 Ф: 4з2?з ф 442̂4

1 * * 1 : г ■
РУз —  4] 3?1 4- 4 33?2 ф  4 3S?3 4 - Ф з?4
> t  > ’  « • < • . 1 * ♦. . ,• • ; ' i  •

РЗ/4 —  4 ]  4?1 Ф  4 24?2 Ф  4 34?3 ф  4 44̂ 4

t »

если только определитель: • ■ .*

* i * '

Д

« 1 1 ^ 12 « 1 з : а 14 4 Л  ,

«21 ^22  ̂ «23 а 24
, ■ч

< °«81 ^3 2
» \

С
О

со % 4
* *

1
%

«41 щ 2 « 4 3  'к а и

Л  X

\  . . ■ ? •* i

» г  9 \

V ь

• - v • •» • .  к

< ■ » . . • \  . ' I.

-» » *  4 .

. > * »

/ ’

•  Л

(31)
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совершенно произвольный величины, то каждая произвольная плоскость 
въ пространстве можетъ быть полярной плоскостью полюса, коего коор
динаты определяются уравнешями (30).

г

с § 511. Мы видели* что ураввеше полярной плоскости можетъ быть 
написано въ двухъ формахъ:

У\

ду\

df

дз,

Ьу% by л dy’i

df , df , df
Уг тг +  У 2 ~  “г Vi ~dz dz.

0
t

» i

0 .

изъ которыхъ видимъ, что если возьмемъ на полярной плоскости, какую
точку, то полярная плоскость этой точки проидетъ черезъ полюсъ 

полярной плоскости.
Откуда вытекаетъ следующее весьма важное предложете:

• ‘ ‘ • • •

IIpedAOMenie 1. Если точка скользитъ по данной плоскости, то по
лярная плоскость этой точки вращается около полюса данной плоскости.
4 • I * *

Изъ этого предложен]'я вытекаетъ следующее:■*' -  > . г -  ‘ * (' * * -
Предложете 2. Если точка скользитъ по прямой пересечешя двухъ 

данныхъ плоскостей, то полярная плоскость, скользящей точки, вращает
ся около прямой, проходящей черезъ полюсы данныхъ плоскостей.

• # * .• . . * • • - • • ‘  ' ч ‘ • . ■ » » '• j

Эти д в е  прямыя такъ связаны между собою, что полярная плоскость
. г * * ; * г •-**'* *. * |  ̂ ’

точки на одной изъ этихъ прямыхъ проходить по другОй. Такая пара 
прямыхъ1 лишй Называется взаимными 'пдлярами поверхности втораго по- 
рядка и легко видеть, что произвольно взятая прямая ве пространстве 
имеетъ свою взаимную поляру.

Легко доказать следующая обратный предложения двумъ предъ-

• » - i

f  \

идущимъ:
llped.ioMeme 3. Если плоскость вращается около данной точки, то 

ея полюсъ скользитъ по полярной плоскости данной точки.
Предложете 4. Если плоскость вращается около данной прямой, 

то ея полюсъ скользите по взаимной прямой

512. Смотря по положешю полюса относительно поверхности, онъ
1 • : $ • * • 4 I  * ' • I. • • '  ? ; ; i

лежитъ, то ближе, то дальше отъ своей полярной плоскости; онъ лежитъ
и на самой полярной плоскости. V  }

Чтобы полюсъ (ух у2 уз уд  находился на своей полярной поверхности:
< '

» ♦

. bf df ,
Я] Т----- Г 2̂ 3----- Г Нdyi dy.2 +

• А

К
dyi

О (33)
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надобно, чтобы координаты г/х, i/2, Уз> Vi полюса удовлетворяли предыду
щему уравненш, т. е. чтобы:

df  . df  , с»/*

' * / * *  ̂ i « '‘ \ * ' • * V \ * * , » . •

* #

но это уравнение есть ничто иное какъ:

f{y\ У г Уз уд =  О,

y i ж
dyi

О (34)

• I

* ч

т. е. полюсъ есть точка на поверхности; следовательно, если полюсъ 
есть точка на поверхности, то опт, лежитъ въ своей полярной плоскости.
- . У ч „ ,  г

, Въ этомъ,.случае, полярная плоскость имЬетъ замечательный свой- 
ства.

Возьмемъ, какую нибудь, точку на полярной плоскости, коей полюсъ 
находится на поверхности, соединимъ эту толку съ полюсомъ, то по
свойству полюса и полярной плоскости эти две точки, будутъ сопряженно-

' ' • ■*

гармоничесшя съ точками пересечешя, проведенной прямой съ поверх
ностью; но полюсъ совпадаете съ одною тъ точекъ пересечения прямой

, * * * • * ,  ,

съ поверхностью, а потому и вторая точка пересечешя совпадаете съ 
полюсомъ. Следовательно прямая, соединяющая, какую нибудь, точку

л * ?

полярной плоскости съ ея полюсомъ, лежащимъ на поверхности, пересе- 
каетъ поверхность въ двухъ совпадающихъ точкахъ. Такая прямая назы-

• Г / * .. * ‘ ‘ ; \  • :

вается касат ельной къ поверхност и въ точке (у\ у% у±). Следовательно 
полярная плоскость точки (г/. м2 у3 у Л на поверхности, есть геометрическое
г • г . . . К ----------
место касательныхъ къ поверхности въ точке {угУзУзУ^ Въ этомъ слу-

. - У 'Ч- . -- - •  '  *  I  .  , * ч  >

иолярняя плоскость называется касательной плоскостью къ поверх
ности. коей полюсъ. есть точка касатя.

Следовательно:.

дУ\ дуг дуз
О

будетъ уравнеше касательной плоскости, если точка (уг уг у3 у4) лежитъ
на

§ 513. Если, какая-нибудь, плоскость коей полюсъ есть Р,пе-
: .* ■ \  : •4 * ?

ресекаетъ поверхность втораго порядка, то касательная плоскость къ
плоскости А  съповерхности въ точке О, взятой на кривой 

поверхностью,, пройдетъ черезъ точку Р, такъ какъ касательная плоскость 
есть полярная точки О, следовательно прямая РО касается поверхности.

i • , *f  4 f ,

Откуда имеемъ следующее предложете.
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к  ̂ • • I % . : * * , _

‘ Предложете. Если полюсь, какой-нибудь, плоскости соединимъ пря
мою лишей съ какой-нибудь, точкой кривой пересЬчешя плоскости съ по
верхностью, то эта прямая будетъ касательная къ поверхности.

* I

! Следовательно, всЬ прямыя, соединяющая, какую-нибудь точку съ 
точками кривой пересечешя полярной плоскости взятой точки съ поверх
ностью втораго порядка, суть касательный къ поверхности. Геометричес-

1 \

кое место этихъ касательныхъ есть, очевидно, конусъ, который назы
вается касателънымъ конусомъ къ поверхности. Следовательно касательный 
конусъ касается поверхности по кривой, по которой полярная плоскость

’ f

его вершины, пересекается съ поверхностью, у
* \ ,  ч > ;  '  .  *  ;  • • •  .........................................  . . # ' *  .

§ 514. (Касательная плоскость. Мы выше видели, что если точка 
ШУШуд находится на поверхности, то ураВнеше касательной будетъ:.

df, „ df  , ,
*1 Ж  + ^ T r + - « 8 T 7 + « 4  —дуг ду

Если вспомнимъ, что:

v ;  : ,  • • :

9 •

df  | df , ,
y ' W i + V 2 M * + y , W * + y , W .

d y i
0

2 f  (yi y2y m ) = 0

то, вычитая это уравнешё йзъ предъидущаго, найдемъ:

» ' - » *

й ) - £ + < * л )  &  f  ( “

у д Ж
dyi

О

, •  .  ;  -  . * . - , , » • • .  . . .  .

Чтобы, перейти отъ тетраэдрической системы коордйнатъ къ декартовой,
• *4 * • * т ■ „ . ’ I  ■ г' ■ , Г / ' • • • • •

выдели выше (§ 501), что надобно сделать:

что даетъ:

PH == X

РУ\ == хх

(ж-

1

-Xi)

Р ^ ~ У PH 2 Р%4 =  1

. т  =  У\ 1 РУ г =  П > РЗ/4 — 1

i f
+  (у л ) о

i f
dzx О (36)

Это уравнеше касательной плоскости въ точке [х} ух ) къ поверхности
втораго порядка:

О
f ч

§ 515. Касательная плоскость къ поверхности втораго порядка /==0
въ Точке {х\ y ) есть:

(х * > £ + « »

N i

к
dz\

О (37)
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t * *• *. - :' * . ) * s

следовательно косинусы угловъ, которые иерпендикуляръ къ касательной
. ‘ " . . г  ; ;f  ’ : • '  . . ' ; ****"/ » • ‘ . ;, - • ,* • **• '■ >*:  ̂ ' * ' * }  У  Г / ;   ̂■ .1 ; • ..............................

плоскости составляетъ съ координатными осями, будутъ (§

d f d f

cos а
д х х

COS0
д у х

COSY
d z x

>  и ;  • ' - *

(3 8 )

П :
:• Г .  v4 I

/ ;
г »  *  f

У равнеш е ^перпендикуляра к ь  касательной,. плоскости въ толке
’i .  \  t  '  •*

будетъ (§ 4 5 7 , зад. 4):

(* — «а) ( у  —  У \ )  ( ? — h )
Ж d f

<tyi
i f (3 9 )

. ►  Л >  - :

Этотъ перпендикуляръ называется н о р м а л ь ю ,  къ поверхности въ топке

(х\У\2х)- "  "

(̂ § 516 . Мы выше видели (§ 5 1 0 ), что координаты полярной плоскости k

и координаты ея  полюса у  связаны, уравнешями:
J  Х _ ._А  t  /  < V

,  I  j  ;  •  _  \  i  *  “

t  • Z »

*  i  r  . v
\  -

.•■it - * <
<  '  *>:  :  •

— »ii2/i 4 “ «Ш  4~ «1 з2/з 4" «1 Щ
1
2

-  c*
5 ' * • v

» •  » i . . ^

» .  .< • 4 > . 1 • » i  i *  «
\  r \  . ' г  i * - * > • 1 '4  X .■ •

<j£2--а2\У\ 4~ «222/2 "i «232/3 +  «242/4
1 df
2 <fy2

±df_
2 <fys

t , _L _j_ _  1 df: .?, A =  M l  ТГ <*422/2 +  « 4 3 2 /3 .+  «44^4 —  ^ . ^ 7

(4 0 )

aS3 — «3 1 2 /! -f- «зз2 / 2  4" «зз2/з 4~ «3 4 2 / 4

. * *  •  *

уравнен 1е той-.же полярной плоскости будетъ;

*' | т *:Л <
x-f /. v

%

Е сли - полюсь .  »•

: I.

, f * ?. v i  i /; V Щ  i • * ' ?
1̂ 1̂ “P ^ 2  £3̂ 3 Ч-  ^ 4  —  0

i T» Л
.  >»• V if ' *>' . *

. 'r - *. • t ;

на; поверхности, то полярная плоскость, какъ мы
видели (§ 5 1 1 ), -будетъ  касательная къ.поверхности^ и ея  уравнеш е будетъ

\̂У\ +  2̂2/2 4 “ £з2/8 4" 4̂2/4 — Ь (4 2 )

Йсключая изъ уравнен1й (4 0 ) и (4 2 ) У \ , У й , у 1 , У ь  найдемъ ycaoBie, которому
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должны удовлетворять координаты \плоскости, чтобы она, во веЬхъ сво-
ихъ положешяхъ, касалась поверхности втораго порядка (1). Это усло-
вю есть:

4 ,
ч

«11 « 1 2 « 1 3 « 1 4 Si

«21* « 2 2 « 2 3 « 2 4 S2

«31 « 3 2 «Зз « 3 4 S3

«41 « 4 2 « 4 3 « 4 4 S4

$1 ^2 ^3 $.4 0

о =  ^ ( М 2 М 4)

• %

(43)

I ‘ , ,

§ 517. Если при этихъ услов1яхъ, т. е. полагая точку (у, г/2 yz у±) на 
поверхности, исключимъ  ̂$2 $3 £4 изъ уравнешй (30) и (42), то найдемъ

л

уравнеше поверхности втораго порядка, выраженное въ
теля:

-4ц Л12 Л-ls Л-14 Х\
Л-21 Л-22 Л 23 Л 24 хг
Л  31 Л32 С

О
С

О Л34 Х3
А41 Л 42 со Л44

ь

Xi
х\ Хг х3 0

О =  f ix  lfyXnXi)

I ч

(44)

гд'Ь поставлены вместо у, какъ перем̂ нныл, координаты х.
Уравнешя (43) и (44) представляютъ поверхности втораго порядка,

* « , * *4 »

второе въ декартбвыхъ координатахъ, а первое въ плоскостныхъ.

4 •  •

ГЛАВА! XXXIII.

Обиия свойства поверхностей втораго порядка въ плоскостныхъ ноординатахъ.

§ 518. Въ предъидущей глав̂ Ь (§516, 43) мы нашли уравнеше между 
плоскостными координатами, которое рыражаетъ, что плоскость, коей коор
динаты удовлетвориютъ этому ураввешю, касается поверхности втораго

Это уравнеше можетъ служить аналитическими предетавлешемъ 
поверхности, которая и можетъ быть! наследована съ этой точки зр^шя.

i
Пусть это уравневйе будетъ:

m  и  А ) = о а)/• / % 4

MitskevichOA
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Оно им1'>етъ такую же форму относительно координатъ I, какъ и уравне- 
ше (§ 509, 14) относительно координатъ ж, именно:
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F -- -f-
-\-2Ai2%\ %2~\~2A i 3̂1 $3 I 2̂4-14̂ 1 4̂~{~̂ А2 — О00

въ немъ десять членовъ, следовательно и десять коэфищентовъ. Если по-
ложимъ:

=  1 , а£2 =  '0 , 0^3 =  £ o l 1

то оно преобразуется въ форму, соответствующую форме уравнешя въ
декартовыхъ координатахъ:

* U i j ,  0 = 0 (3)

Въ этой форме мы сначала и изследуемъ обпця свойства поверхности.
Одинъ изъ десяти коэфищентовъ въ уравненш (3) можно сделать 

равнымъ единице, разделивъ на него все остальные; следовательно, урав
нение будетъ содержать девять коэфищентовъ, входящихъ въ него линей
но, которыхъ числовыя значешя определятъ свойства и образъ поверх
ности.

§ 519. Если поверхность втораго порядка касается плоскости, дан
ной координатами, то девять коэфищентовъ уравнешя-поверхности должны 
удовлетворять линейному уравненш, которое получится, если координаты 
данной плоскости вставить въ уравнеше поверхности. Девять такихъ 
условШ дадутъ девять линейоыхъ уравненш между коэфйщентами урав- 
нешя поверхности, изъ которыхъ определятся все девять коэфищентовъ.

Следовательно, поверхность втораго Порядка девятью, произвольно 
выбранными, касательными плоскостями вполне определяется. Восемь ка- 
сательныхъ плоскостей къ поверхности втораго порядка не вполне ее опре
деляют̂  такъ какъ между девятью коэфищентами будетъ существовать,

»

въ этомъ случае, только восемь линейныхъ уравнешй, изъ которыхъ восемь 
коэфищентовъ определятся черезъ девятый, который останется совершенно 
произвольнымъ. Пусть этотъ девятой коэфищентъ будетъ X, то форма всехъ

V»
. *•

остальныхъ будетъ а-{-ЪХ. Подставляя это выражеше восьми коэфищен- 
товъ въ уравнеше (3), найдемъ общую форму уравнения всехъ поверхно
стей втораго порядка, которыя касаются восьми данныхъ плоскостей. Форма
эта, очевидно, есть: I

Ф (S к) S) —|Xv|> (£ ij £) =  О (4)
^  U

Между этими поверхностями находятся и поверхности;

Ф (5 ц О —  О (5). / 
когда X =  0 и X =  со.

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕ0МЕТР1Я. 85
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Обе поверхности (5) имеют! безчисленное множество общихъ каса
тельных! плоскостей, коихъ координаты, одновременно, удовлетворяют! 
оба уравнешя (5). Но такъ какъ нлоскостныя координаты, удовлетворяющая 
оба уравнешя (5), удовлетворяют! и уравнеше (4), то имйемъ следующее 
предложеше:

Предложете. Все поверхности втораго порядка, касающаяся восьми 
данных! плоскостей, будут! касаться всйх! общих! касательных! плос
костей К ! двум! поверхностям! (5).

Следовательно, если поверхность втораго порядка должна определятся 
девятью касательными плоскостями, то оне не должны касаться одновре
менно поверхностей (5).

Частный случай поверхности втораго порядка есть пара точек! или 
поверхность в ! виде отрезка прямой между парою точек!. И в! самом! 
дйле, если:

А — 0 , В = 0 (6)

суть уравнешя двух! точек!, то: \

А .В  =  0 (7)

будет! второй степени и представляет! поверхность втораго порядка. 

Если: , ■
■JF(54 0  =  О , (8)

будет! уравнеше в! плоскостных! координатах!, данной поверхности, то 
общее уравнеше всех! поверхностей втораго порядка, к! которым! ка
саются все касательныя плоскости к! поверхности (8), проходящая через! 
одну или через! другую из! точек! (6), есть:

F — Ы . Б  =  0 (9)

Другими словами, уравнеше (9), С! произвольным! коэфнщентом! X, пред
ставляет! всевозможныя поверхности втораго порядка, которыя кругом! 
обвертывают! оба касательныя конуса кь поверхности F, коих! вершины 
находятся в! точках! (6). Поэтому, если 0, есть уравнеше поверх
ности втораго порядка, которая кругом! обвертывает! каждый из! выше
упомянутых! конусов!, то можно всегда определить два коэфищента

%• •

X и р. так!, Чтобы:
, F — \ . A B = [ i . 0  (10)

Если положим!, что F  и А  даны, то уравнеше (9) с! четырьмя произ
вольными коэфищентами в! X.В  представляет! поверхность втораго по
рядка, которая касается касательйаго конуса К! поверхности =  0, коего

I

вершина находится в ! точке А =  0.



Ниже мы увидимъ, что касательный конусъ къ поверхности втораго 
порядка, исходящей изъ, какой-нибудь, точки, определяется вполне пятью 
его касательными плоскостями.

Поэтому, если будетъ дана точка 4 =  0 и поверхность F =  0, то 
касательный конусъ къ поверхности F  =  0, исходящей изъ точки Л =  О, 
пятью касательными къ нему плоскостями, а следовательно и къ поверх
ности, вполне определяется. Но поверхность 0 этими пятью каса
тельными плоскостями вполне не определяется, а пять касательныхъ 
плоскостей даютъ пять линейныхъ уравненШ между коэфищентами урав- 
нешя поверхности, а следовательно въ этомъ уравнеши будетъ еще со
держатся четыре произвольные коэфищента въ линейной форме.

ГЛАВА ХХХ1П .— ОБЩ. СВОЙСТВА ПОВЁРХН. ВТОР. п о р . в ъ  п л о е к . КООРД. 5 4 7

Въ уравнеши:
F — \А .В  =  0 (П )

пять коэфищентовъ удовлетворяютъ пяти линейнымъ уравнешяыъ, а че
тыре въ \ .В  еще остаются произвольными; следовательно оно представ-

t

ляетъ все поверхности втораго порядка, къ которымъ касается конусъ, 
имеющШ вершину въ точке 4  =  0 и касающшся поверхности JF=0.

Если теперь будутъ уравнешя:

F О , Ф О

двухъ поверхностей втораго порядка, которыя имеютъ общш касательный 
конусъ, исходящШ изъ точки Л =  0, то всегда можно определить [л и 
четыре коэфищента въ X.J3 такъ, чтобы:

F — у.Ф =  \А.(12)

откуда вытекаетъ следующее предложеше:
Предложены. Если две поверхности втораго порядка обвернуты од- 

нимъ касательнымъ конусомъ, то он'Ь будутъ обвернуты еще и другимъ
конусомъ.

▼

§ 520. Если даны, координатами, семь касательныхъ плоскостей къ
. ' ,  *

поверхности втораго порядка F  =  0, то будемъ иметь семь линейныхъ
уравненШ между девятью его коэфищентами, следовательно эти семь мо-

.  -  '■ * »

гутъ быть выражены линейно двумя произвольными, которые назовемъ че- 
резъ X и [л. Общая форма коэфищентовъ будетъ a -f- ХЬ +  (лс, подставляя 
ихъ выражешя вь уравнеше данной поверхности, найдемъ самую общую 
форму поверхности втораго порядка, которая касается семи данныхъ плос
костей: ,

Ф\ -4- ХФ2 [лФ3 -— О, (13)
36*
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Это уравнеше составлено изъ уравненш трехъ поверхностей втораго по
рядка:

Фх =  0 , Ф2 =  0 , Ф3 =  0 (14)

и будетъ удовлетворятся каждой системой плоскостныхъ координатъ, 
удовлетворяющихъ предъидушдя три уравнешя, т, е. обнця касательпыя 
плоскости къ тремъ поверхностямъ (14) будутъ касаться и поверхности (13).

Такъ какъ уравнешя (14), каждое второй степени, то существуетъ 
восемь системъ плоскостныхъ координатъ, удовлетворяющихъ эти уравне
шя, следовательно существуетъ восемь общихъ касательныхъ къ поверх
ностямъ (14). Откуда вытекаетъ следующее предложеше:

Предложенге. ВсгЬ поверхности втораго порядка, касаюшдяся семи 
данныхъ плоскостей, касаются еще и восьмой, которая определяется 
семью данными.

Следовательно если дано восемь такихъ плоскостей, для построения 
поверхности втораго порядка, то оне равносильны только семи изъ нихъ.

§ 521. Отнесемъ теперь поверхность втораго порядка, выраженную 
въ плоскостныхъ координатахъ, къ вершинамъ тетраэдра, коего грани

* I ,

суть (§ 498, 26), а вершины (§ 498, 28).

Для этого мы должны положить (§ 500, 40') въ уравненш (3) § 518:

5

и

Оу St а 2̂ 2 ~1~ а 8̂ 3 "Ь
$1 - |-  d2%2 <М.

+  Ъ2*2 Н” 3̂ 8̂ ~Ь
(1\ $1 -f- d2%2 -f- -j-  <̂ £4

•  1 *

< ? 1 £l ~l~ c 2 ^ 2  4 ~ C3 ^ 3  ~ h  C^ i

d\ £i H -  d2t2 < t t ,  - j -  dt 4̂

откуда, после всехъ преобразовашй, найдемъ:
* •  ' • "

F &  Ш * )  =  А хг £Г2-Ь Л22$2* +  +  А Л 2 +
•  •  ,

• + 2^ 12^ 1  3̂ 1 3̂ 1 2̂ (4-!4̂ х %4-\~2А23%2%3 ~  ® ■ (16)

или въ символической форме:
i * » »

F ($  1 Ш д  =  U ,  5i +  +  4*5» +  - Ш 2 =  0; (17)

8 522. Задача. Найти-касательным плоскости къ поверхности вто-
> ■

раго порядка, проходяпця черезъ пересечеше двухъ данныхъ, координа
тами, плоскостей?

Ч
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Pmueuie. Пусть координаты двухъ данны хъ плоскостей будутъ:

(ЧГЧаЪЪ) , (C1W 4) . (18)

Координаты, какой нибудь, плоскости, проходящ ей черезъ пересЪчеш е  

данны хъ двухъ плоскостей, будутъ (§ 504):

=  ‘Ol “Ь , 0̂ 2 =  *)2 Н" 1 2̂ > <̂ 8 =  'Оз “Ь Н з > <3̂ 4 == ^  Н- ^ 4  (19)

Если плоскость, коей координаты суть (18 ), касается поверхности (1 6 )  

или (1 7 ), то вы ражеш я (1 9 ) должны удовлетворять ур авн ен ю  (17); сл е 

довательно будемъ иметь:

{ А хч\х +  А 2у12 +  А 3% +  A t f *  -f- X ( А х ̂  - j -  - f -  4"  A & ) } 2 —  О

откуда:
R \ 2 —l-  2(ЭХ —(- P  =  0  (2 0 )

ч

где:

P  =  ( A x  v)i +  A#i2 +  A 3ri3 +  A 4 vj4)2

R  —  (A {C ,x  A 2 K2  A 3 ^3 A ^ i ) 2 (2 1 )

Q  —  Car'll 4-^-2‘/l2_l_^.3Y)3_b^-4Y54) (-^-14 - \ - A i X t 2 , ~ \ ~ A £ 3 - \ - A £ ^

t . e. R  и P  суть значеш я функцш  (1 6 ), когда въ н ее подставили коор

динаты данны хъ плоскостей, а:

„  1 /  d F  . d F  . d F  . d F \  _

(22)

■ = 1/ +г*Е+г*Ла- 1*-Z\
2 \  1 дг\х drt2 ' о»к)з ' 4 д щ )

Такъ какъ X оп р едел яется  квадратнымъ уравнеш емъ (20 ), то черезъ пе

р е с е ч е т е  двухъ данны хъ плоскостей можно провести дв е  касательныя 

плоскости къ поверхности, действительны й или мнимыя.

О пределяя X изъ уравнеш я (20 ), и вставляя въ (19 ), найдем ъ-

o t i  = R r lx — ( Q + V  Q 2 — P R ) Ci
*

С?2 = B r l2 —  ( Q z x z } /Q 2 — P R  ) c2
_________  (2 3 )

=  Р *)з-  ( Q  V Q 2 —  P R ) Сз

«5* =  P>)4 —  (Q й= vQ2 — P R ) C4

«

Ангармоническое o t h o i  >ше четырехъ плоскостей: двухъ  данны хъ и двухъ
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найденныхъ касательныхъ къ поверхности, будетъ или К или Ь-> если
h  Ai

Xj и Х2 суть корни уравнешя (20).
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Положимъ:

Хо «1 ;
Хг

1̂
а2

то будемъ иметь:

X, +  X;
2 Q
В

р
в

откуда:

«1 + 0 -2
V  +  V  4$ 2 — 2РВ

РВ ®1®2 —  X

Следовательно а! и а2 будутъ корнями уравнешя:

а

или:

4<22 —  2 РВ  
Р В

( а - ) -  \ У Р В

a -f- 1 =  0 (24)

ОIIC*0
>

’гН (25)

Корни этого уравнешя дадутъ ангармоническое отношеше четырехъ плос
костей.

Если въ уравнеше (25) дадимъ ангармоническому отношенш а опре-
Ч

деленное числовое значеше, сделаемъ координаты одной изъ двухъ дан- 
ныхъ плоскостей, напримеръ гц, т)2, т}3, , постоянными, а координаты

другой будемъ такъ изменять, чтобы оне постоянно удовле
творяли уравнеше (25), то оно будетъ представлять поверхность втораго 
порядка, такъ какъ уравнеше (25), относительно координатъ ?, второй 
степени. Такимъ образомъ, изменяя а, получимъ систему поверхностей вто
раго порядка, связанныхъ известнымъ образомъ съ данною поверхностью 
и съ данною плоскостью. Самая замечательная изъ этой системы поверх
ностей та, которая соответствуетъ значешю а = — 1 , т. е., когда четыре, 
выше определенныя, плоскости, суть гармоничесшя.

При этомъ значеши а уравнеше (25) обращается въ:

или:
# 2 = о  или д =  о  

t i  +  С »  +  С 3 д̂ +  ^ =  0Ofh дщ dria дщ (26)

которое можно написать въ форме:

d F  . d F  , OF  , d F
''ll П Г  +  % П Г  “ГЧз n r  ~r  *)*

* 1 dl dl dl 0 (27)
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Въ этоме уравненш координаты -q суть постоянный, а К переменный, и 
каке это уравнеше относительно U l  первой степени, то оно представ
ляете точку, коей координаты суть:

l d F  1 d F  1 d F  1

т  2 frq, ’ т  2 ^ 2  ’ 9Ш 2 *)з ’ 9Vi ~~ 2
или:

P2/l = -4llY3l +  -̂ 12^2 “h ^13̂3 4~ -̂14̂ 4

PУ2 =  -̂ 21 ̂ 1 4“ 2̂2*02 4" -̂23̂ 3 4“ -̂ 24̂ 4
S

рг/з — 3̂i H~ -̂ зз'̂ з ~Ь -4зз'<1з 4“

P2/4 — d-n ''li 4" 4" -̂43'Пз 4~
откуда, обратно:

arh — <*il У\ +  <*2i У 2 +  «312/з 4“ <*4i 2/4 

6102 =  <*122/1 4" <*222/2 4“ <*322/з 4~ <*422/4

== <*1 з2/1 “I" <*232/2 4" <*332/3 4~ <*432/4

CY)4 =  «и?/! +  <*242/2 +  <*342/3 +  <*442/4

*

где Aij суть миноры определителя:

< * 1 1 < * 1 2 < * 1 3 < * 1 4

< * 2 1 < * 2 2 < * 2 3 < * 2 4

< * 3 1 < * 3 2 < * 3 3

С
О

< * 4 1 < * 4 2 < * 4 3 < * 4 4

(31)

если F  есть выражеше (43) §516. Определитель Л < 0.
Уравнеше (26) показываете, что все плоскости четвертая гармони- 

чесшя къ данной плоскости и къ двумъ касательныме плоскостяме, про
ходите черезе одну точку, коей координаты даны уравнешями (29). Дан
ная координатами г, плоскость, называется полярной плоскостью точки 
а точка, данная координатами у,называется полюсомъ плоскости у. Урав- 
нешя (29) и (30) показываюте, что плоскость q и точка у суть полярная 
плоскость и ея полюсе, свойства которыхе мы уже частью разсмотрели 
ве 8 510—513.

Откуда имееме следующее предложеше:
Предложете. Плоскость четвертая гармоническая данной плоскости, 

относительно поверхности втораго порядка, - проходите черезе полюсе 
данной полярной плоскости,
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Изъ уравнешй (26) и (27) видимъ, что полюсъ одной изъ двухъ 
гармоническихъ плоскостей, лежитъ въ другой. Пара такихъ плоскостей 
называется полярными гармоническими плоскостями.

Изъ уравнешй (26), (27) и (29), (30) слЪдуетъ:
Что полюсы пары гармоническихъ плоскостей суть гармоничесшя 

полюсы поверхностей втораго порядка, а полярныя плоскости пары гар
моническихъ полюсовъ суть гармоничесия полярныя плоскости поверх
ности втораго порядка.

§ 523. Если координаты полюса, выраженный координатами поляр
ной плоскости (26), поверхности втораго порядка:
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1  d F
2

1 dF
2 дЪ2 ’ т

\_d_F
2

1 d F
2 ^ 4

вставить въ уравнеше другой поверхности втораго порядка:

Ф (У\ У2 Уъ уд =  О

то получимъ третью поверхность втораго порядка въ плоскостныхъ коор- 
динатахъ:

J1  d F  1 d F  1 d F  ldJP I
1 2 dki ’ 2 d%2 ’ 2 d%$ ’ 2 ^ 1

Если же, обратно, мы въ уравненш поверхности втораго порядка въ плос
костныхъ координатахъ:

¥ (&i Ъ к )  =  О

вставимъ ихъ выражешя въ координатахъ полюса (30):

к =  1 df, 1 df- = ± d f  g =  1
2 dx,’ ?2 2 dx2’ ?3 2 ’ ^

. i

то получимъ третее уравнеше поверхности втораго порядка въ тетраэдри- 
ческихъ координатахъ:

± d f  J_
* \ 2 d%i’ 2 dx2 ’ 2 3 ’ 2 4 |

Откуда вытекаетъ следующее предложеше:

llpedAO M euie. Если полюсъ данной поверхности втораго порядка пе- 
ремЪщается по другой поверхности, также втораго порядка, то его по
лярная плоскость касается третьей поверхности втораго порядка, и, об- 
ратно, если полярная плоскость данной поверхности втораго порядка, ка
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сается другой поверхности втораго порядка, то ея полюсъ перемещается 
по третьей поверхности втораго порядка.

Вторая и третяя поверхность совпадаютъ съ данною, если полюсъ 
перемещается по данной поверхности, или если полярная плоскость ея 
касается.

Изъ предъидущаго непосредственно следуютъ еще следующая пред- 
лолсешя:

Предложете 1. Ангармоническое отношеше четырехъ точекъ на 
одной прямой линш, равно ангармоническому отношент ихъ иолярныхъ 
плоскостей.

Прсдложенге 2. Ангармоническое отношеше четырехъ плоскостей, 
которыя пересекаются по одной прямой лиши, равно ангармоническому 
отношенш ихъ полюсовъ.

Предложете 3. Полярныя плоскости гармоническихъ точекъ суть 
гармоничны.

П р е д л о ж е н ы 4. Полюсы четырехъ гармоническихъ плоскостей, гар
моничны.

Предложете 5. Полярныя плоскости, трехъ паръ инволющонныхъ 
точекъ, составляютъ инволющю.

Предложете 6. Полюсы трехъ паръ инволющонныхъ плоскостей, 
составляютъ инволющю.

§ 524. Изъ свойства взаимныхъ поляръ (§ 511) поверхности втораго 
порядка вытекаютъ следуюнця предложешя:

Предложете 1. Всякая прямая лишя, пересекающая две взаимныя 
поляры поверхности втораго порядка, встречаетъ поверхность въ двухъ 
точкахъ гармоническихъ съ точками ея встречи съ взаимными полярами.

Такъ какъ полярныя плоскости, всехъ точекъ, находящихся въ 
одной плоскости, пересекаются въ полюсе этой последней плоскости, то 
полярная плоскость точки, находящейся на пересеченш двухъ прямыхъ 
въ данной плоскости, проходить черезъ полюсъ этой плоскости. Откуда 
следуетъ:

Предложете 2. Если две прямыя лиши въ пространстве пересе
каются, то пересекаются и ихъ взаимныя поляры въ точке, которая 
есть полюсъ плоскости двухъ данныхъ прямыхъ и обратно, точка пере- 
сечешя двухъ данныхъ прямыхъ есть полюсъ плоскости, въ которой на
ходятся ихъ взаимныя поляры.

Предложете 3. Если прямая лишя описываетъ, какимъ-бы то ни- 
было образомъ, плоскость, то ея взаимная поляра вращается около по
люса, описываемой прямою плоскости,
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Предложенье 4. Если прямая вращается около одной тонки, то ея
\

взаимная поляра описываетъ плоскость, которой данная тонка есть полюсъ.
Предложете 5. Если прямая лишя въ одной плоскости вращается 

около одной тонки, то ея взаимная поляра вращается около полюса пер
вой въ полярной плоскости тонки вращешя первой прямой.

§ 525. Такъ какъ взаимная поляра данной прямой лиши находится 
въ полярной плоскости, какой нибудь, тонки данной прямой (§ 511), то 
взаимная поляра касательной къ поверхности втораго порядка, лежитъ 
въ касательной плоскости, проведенной въ точке касашя касательной. 
Следовательно, взаимная поляра касательной къ поверхности втораго по
рядка есть также касательная къ поверхности въ той-же точке.

Изъ выше сказаннаго и изъ предъидущихъ предложешй вытекаютъ 
следующ ая:

Предложете 1.Если прямая лишя движется, касаясь плоской кри
вой на поверхности втораго порядка, то ея взаимная поляра опишетъ 
конусъ, который обвертываетъ поверхность, касаясь ея по плоской кри
вой, и обратно, если прямая, касаясь поверхности втораго порядка опи
сываетъ конусъ, то ея взаимная поляра касается плоской кривой, по ко
торой конусъ соприкасается съ поверхностью.

Предложете 2. Если прямая лишя движется, касаясь поверхности 
втораго порядка, отличной отъ основной поверхности, то ея взаимная по
ляра, перемещаясь, касается третьей поверхности втораго порядка, кото
рой касаются полярныя плоскости точекъ второй поверхности.

Если полюсъ описываетъ вторую поверхность втораго порядка, то его 
полярная плоскость касается третьей поверхности втораго порядка (§ 523).

Касательная лишя ко второй поверхности есть лишя, соединяющая 
две безконечно близшя точки на поверхности, ихъ полярныя плоскости,

« t

которыя касаются третьей поверхности, лежать также безконечно близко 
и пересекаются по касательной къ поверхности. Эта касательная есть 
взаимная поляра, вышеупомянутой касательной ко второй поверхности.

§ 526. Методъ взаимныхъ поляръ. Изъ свойствъ полюса и полярной 
плоскости относительно поверхности втораго порядка вытекаетъ методъ 
изеледовашя кривыхъ поверхностей втораго порядка, который известенъ 
подъ именемъ метода взаимности или метода взаимныхъ поляръ,

Онъ состоитъ въ следующему
Всякая фигура въ пространстве, состоящая изъ точекъ, прямыхъ ли-

«•*

шй, кривыхъ, плоскостей и поверхностей можетъ быть образована точкою 
или плоскостью. Если выберемъ точку, какъ элементъ образовашя фи- 
гуръ, то каждая фигура есть собрате точекъ, которыя на ней находятся.
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*

Если выберемъ плоскость, какъ элементъ образовашя фигуръ, то точка 
есть собрате плоскостей, черезъ нее проходягцихъ; прямая лишя есть 
собрате всехъ плоскостей, по ней пересекающихся; кривая есть собрате 
плоскостей, пересекающихся по ея касательнешь; наконецъ, поверхность 
есть собран1е всехъ касательныхъ къ ней плоскостей.

Возьмемъ, какую-нибудь, поверхность втораго порядка и назовемъ 
ее директрисой и будемъ разсматривать каждую точку данной фигуры въ 
пространстве, какъ полюсъ некоторой плоскости, относительно директрисы, 
а каждую плоскость, какъ полярную плоскость, некоторой точки относи
тельно той-же директрисы. Такимъ образомъ, каждой точке данной фи
гуры будетъ соответствовать плоскость, а каждой плоскости будетъ соот
ветствовать точка. Эти соответственный плоскости и точки образуютъ 
вторую фигуру, которая называется взаимной данной, относительно дирек
трисы. Следовательно каждой точке данной фигуры соответствуетъ плос
кость взаимной фигуры; каждой плоскости данной фигуры соответствуетъ 
точка взаимной; каждой прямой, данной фигуры, соответствуетъ прямая, 
взаимной; каждой кривой данной фигуры соответствуетъ кривая взаимной, 
и наконецъ, каждой поверхности данной фигуры соответствуетъ поверх
ность взаимной.

Обратно, каждой точке взаимной фигуры, соответствуетъ плоскость 
данной; каждой плоскости взаимной соответствуетъ точка данной; каждой 
прямой линш взаимной фигуры, соответствуетъ прямая данной фигуры; 
каждой кривой взаимной, соответствуетъ кривая данной фигуры и нако
нецъ, каждой поверхности' взаимной фигуры соответствуетъ поверхность 
данной, т. е. данная фигура есть взаимная ея взаимной. Такимъ обра
зомъ, каждое свойство данной фигуры, относительно положешя ея состав- 
ныхъ частей, обусловливаете соответственное свойство взаимной фигуры. 
Однимъ словомъ, изъ каждаго предложешя относительно положешя частей 
данной фигуры следуетъ предложеше относительно соответственныхъ час
тей взаимной фигуры.

ГГояснимъ это начало простымъ примеромъ; выберемъ для этого сле
дующее предложеше: три поверхности втораго порядка пересекаются въ 
восьми точкахъ.

Тремъ поверхностямъ втораго порядка данной фигуры, соответ- 
ствуютъ три поверхности втораго порядка взаимной фигуры. Каждой точке 
одной изъ данныхъ поверхностей соответствуетъ касательная плоскость 
взаимной поверхности. Каждой точке, лежащей на всехъ трехъ данныхъ 
поверхностяхъ, соответствуетъ плоскость, которая касается всехъ трехъ 
взаимныхъ поверхностей. Следовательно число точекъ пересечешя трехъ

Ч

данныхъ поверхностей равно числу общихъ касательныхъ плоскостей къ
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тремъ взаимнымъ поверхностям-!,. Если бы три взаимныя поверхности имели 
еще и девятую общую касательную плоскость, то мы, обратно, заключи- 
ли-бы, что данныя поверхности пересекаются еще и въ девятой точке. 
Следовательно три поверхности втораго порядка имеютъ восемь общихъ 
касательныхъ плоскостей.

Легко видеть, что методъ взаимныхъ поляръ есть только частный 
случай двойственности, где точка определяется разъ координатами, а дру
гой разъ уравнешемъ также какъ и плоскость.

Переходъ оть даннаго продложешя къ взаимному, делается замещая 
слова: точка, прямая, плоскость, словами: плоскость прямая, точка.

Пояснимъ сказанное вы е простыми примерами:

Предложеше 1. Если пара точекъ 
есть пара гармоническихъ нолюеовъ къ 
каждой изъ двухъ данныхъ поверхностей 
втораго порядка, то эта пара будетъ пара 
гармоническихъ полюсовъ, относительно 
всехъ поверхностей втораго порядка, 
дроходящихъ черезъ кривую пересечешя 
двухъ данныхъ поверхностей.

Это предложеше можно доказать 
на основанш § 177.

Предложеше 2 . Всякая прямая ли- 
шя пересекаетъ три поверхности втораго 
порядка, изъ коихъ одна ироходитъ че
резъ кривую пересечешя двухъ другихъ 
въ шести точкахъ, который составляютъ 
инволюдшнный рядъ. Это предложеше не
посредственно сдецуетъ изъ предъидуща- 
го и изъ § 178.

Предложеше 3. Все нолярныя плос
кости данной точки относительно систе
мы поверхностей втораго порядка, про- 
ходящихъ черезъ восемь данныхъ точекъ 
въ пространстве, пересекаются но одной 
прямой.

Это предложеше следуетъ изъ § 506.
Предложеше 4 ,Все полярныя плос

кости данной точки, относительно систе
мы поверхностей втораго порядка, про- 
ходящихъ черезъ семь данныхъ точекъ 
въ пространстве, пересекаются въ одной 
точке.

Предложеше 1'. Если пара плоско
стей есть пара гармоническихъ плоско
стей къ каждой изъ двухъ данныхъ по
верхностей втораго порядка, то эта пара 
будетъ гармоническая и къ каждой по
верхности втораго порядка, которая ка
сается всехъ общихъ касательныхъ пло
скостей къ данньшъ двумъ иоверхностямъ.

ч

Предложеше 2 \  Если черезъ, какую 
нибудь, прямую лишю проведены каса
тельный плоскости къ тремъ иоверхно
стямъ втораго порядка, изъ коихъ одна 
касается всехъ общихъ касательныхъ 
плоскостей, къ другимъ двумъ, то шесть 
плоскостей составляютъ инволющонную 
связку.

Предложенье 3 Все полюсы дан
ной плоскости, относительно системы по
верхностей-втораго порядка, касающихся 
восьми данныхъ плоскостей, лежатъ на 
одной прямой лиши.

• \

а

ч

Предложеше 4\  Все полюсы дан
ной плоскости, относительно системы по
верхностей втораго порядка, касающихся 
семи данныхъ плоскостей, лежатъ на од
ной плоскости.
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ГЛАВА XXXIV.

Роды поверхностей втораго порядка и первоначальныя ихъ свойства.

§ 527. Уравнеше поверхности втораго порядка въ тетраэдрическихъ 
координатахъ, какъ видели выше, есть:

f ( X i X 2X  3Ж4) =  a n Xi2  +  «22^22 +  » 3 8 ж 3 2  +  «'44*4 2 +
-)-2а12ж,ж2-(-2а1 ^xix b̂ 2 a Xix lx i -\-2a22x 2x ^ 2 a 24X2X4r\-2a^i xs,xi— () (1 )

а тоже уравнеше въ плоскостныхъ тетраэдрическихъ координатахъ будетъ 
(§ 516, 43):

F &  У  3У  =  А , «г2 +  Л 2А 2 +  АззИз2 +  +

~Ь 2 А 12$1$2 “Ь 2 Л_1 3 ^ $ 3  +  2 А н $1 $ 4  +  2 A 2 ~ h  ~Ь 2 А 34 $3 $4 =  О (2 )
)

где Ai'kсуть миноры определителя (§ 510, 31).
Если ух,у2,уз,у4 суть координаты полюса, то уравнеше полярной 

плоскости будетъ (§510):

df , df , d/1
Ж1 ~  “г  х 2 ~  г  * здУ\ дУ2 дуз

ж4 df
■■

^ 4
О (3)

Если полюсъ находится на поверхности, то должны удовлет
ворять уравнеше (1 ) поверхности. .

Координаты полярной или касательной плоскости определяются урав- 
нешями:

Е e i к
1 2 дУ1 %*■= —

1 df
U =  -

1 df
2 dy9

1 df
2 ду. (4)

Если •»)!, К32, т]з. т)4 суть координаты/ полярной плоскости, то уравнеше по
люса (§ 522) будетъ:

^ ^ A . , d_ F l  u d_F d_F
1 дъ +  2 <w+  3 ачз +  4

о (5)

Если плоскость (*»)i, тог» будетъ касательная къ поверхности, т. е. ц
будетъ удовлетворять уравнеше / (2), то (5) будетъ уравнеше точки на по
верхности, а ея координаты определяются выражешями:

У\
ld_F 
2 дщ У%

/

dF- f------
/2  0Ч2

2/з
I d F
2 2/4

1
2 d

(6)

§ 528. Плоскость, лежащая на безконечности (§ 502), можетъ пере
секать, косну'гься и непересекать поверхность втораго порядка. Въ пер-
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вомъ и во второмъ случаяхъ поверхность будетъ незамкнутая, полы ея 
будутъ простираться въ безконечность, где он'Ь встречаются съ безконеч- 
но удаленною плоскостью. Таковы:

1 . Гиперболоиды: однополый и двуполый.
2 . Параболоиды: эллиптическш и гиперболическш.
Въ третьемъ случае безконечно удаленная плоскость не встречаетъ 

поверхность; все ея точки находятся въ конечномъ разстояши— поверх
ность будетъ замкнутая. Таковы:

3. Эллипсоидъ.
Во всемъ сказанномъ мы полагаемъ, чко определитель, который на

зывается опредгълителемъ поверхности втораю порядка:

«11 «12 «13 «14

«21 «22 «23 «24

«81 «32 «33 «34

«41 «42 «43 «44

§ 529. Та же безконечно-удаленная плоскость, разсматриваемая, какъ 
полярная поверхность втораго порядка, имеетъ своимъ полюсомъ весьма 
замечательную точку.

Въ самомъ деле, черезъ полюсъ безконечно-удаленной плоскости про- 
ведемъ, какую-нибудь, секущую; эта секущая встречаетъ поверхность нъ 
двухъ точкахъ сопряженно-гармоническихъ съ полюсомъ и точкой встречи 
секущей съ безконечно-удаленной полярной плоскостью (§ 510). Такъ какъ 
эта последняя точка лежитъ на безконечности, то ея сопряженная, т. е. 
полюсъ, делить разстояше пополамъ между точками встречи, проведенной 
прямой съ поверхностью. Прямая была проведена въ произвольномъ на- 
правленш, следовательно все хорды, проходящая черезъ полюсъ, безко
нечно-удаленной плоскости, делятся въ немъ пополамъ. Эту точку назы- 
ваютъ центремъ поверхности втораго порядка. Безконечно-удаленная плос
кость, какъ мы выше предположили, можетъ касаться поверхности, въ 
этомъ случае полюсъ лежитъ на полярной плоскости (§512); следовательно 
центръ поверхности находится на безконечности. Поэтому поверхности 
втораго порядка делятся на два рода: центральный и не импющгя центра 
или лучше сказать, коихъ центръ находится на безконечности.

1 . Центральный: эллипсоиды, гиперболоиды—однополые и двуполые.
2 . Не имеющая центра: параболоиды—эллиптичесше и гинерболи- 

Ческ1е.
Ниже увидимъ, что есть еще два рода поверхностей втораго порядка, 

ймеющихъ безчисленное множество центровъ, которые въ однехъ поверх-
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ностяхъ вс'Ь лежатъ на одной прямой лиши, а въ другихъ на плоскости. 
Въ этихъ поверхностяхъ определитель (7) Д =  0.

§ 530. Изъ этого опредЬлешя центра поверхности втораго порядка 
им4емъ слгЬдую1щя предложешя:

Предложенье 1. Геометрическое место центровъ поверхностей втораго 
порядка, касающихся восьми данны хъ /плоскостей, есть прямая лишя.

Предлоэюете 2. Геометрическое уъсто центровъ поверхностей втораго 
порядка касающихся семи данныхъ Плоскостей, есть плоскость.

§ 531. Определить центръ поверхности втораго порядка аналитически 
можно или координатами или уравнешемъ.

Пусть:
f(x\ %2 #3 — О

будетъ уравнеше поверхности втораго порядка. Мы видели выше (§ 515), 
что если координаты полярной плоскости будутъ $2> ?з> координаты 
полюса хи х2, ж3,Xi, то:

l K  =  t l i t ,
2 dxi 1 ’ 2 д хг2 * 2 3 ’ 2 4

s

или:
® $ i  = =  « и  х \ ~ Ь  2Ж2 ~ Ь  «1  а%а- f - 4Ж 4

0 $ 2  = =  $ 2 1  ~ Ь  $ 2 2 ' Д  “ Ь  ^ 2 3 ^ 3  — ( ”  $ 2 3  ̂ " 4  

6 ^ 3  =  « 3 1  # 1  +  « 3 2 %  +  « 3 8 ^ 3  +  « 3 4 ^ 4

• I

С У$4 =  С1цСС\ ^ 4 2 ^ 2  " ” f “  ^ 43^3 ~ Ь  # 44#4
• \

откуда:
PXl “  1 S i  - } “  ^-21 2̂ “ Ь  - ^ 3 1  ^ 3  Н ”  ^ 4 1  $4

V»

р ж 2 —  ^ 12^1 ~\~ Л-22%2 +  ^ - 3 2 ^ 3  +  ^ 4 2 ^ 4

р Х 3 =  A i з 1̂ - f -  - 4 23$2 +  - ^ З З ^ З  +  - ^ 4 3 ^ 4

“ %
*\

рХ4 =  ^ 14 $ !  - f -  А 2£% ~ Ь  ^ 3 4 ^ 8  “ Ь  - ^ 4 4 ^ 4

Полагая одну изъ координатныхъ плоскостей на безконечности, т. е. пе
реходя къ дейартовымъ координатамъ, мы должны положить (§ 501):

, р х 3 —  г  , рж4 —  1рХу*=Х , Р

«&Г—  S , б?2 =  Ч 1
/

>

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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въ силу чего уравнешя (9) и (10) сделаются:

=  Ы \ \ Х  4 ~  й\%У СЬ\ з# 4~ а 14

ЗУ] =  #21^ 4 ” а22У 4 -  ^23  ̂4 -  ^24

<*£ —  X 4 -  ЫъъУ 4 -  ^33# 4 “ 3̂4

С —  а 4\ Х  -f- (*42у  <*43# Н- <*44

( П )

рх =  Ли% - { - А ы Ъ А и
ру =  А\ 2$ +  А$2Ч +  А 9£  A i2

pz —  А\з? -J- Лгз7) +  -4зз£ *4" А 43 

Р =  -4.14? “f* А 34*\ -j- -4-34̂  -f* А 44
• *

Если полярная плоскость находится на безконечности, то:

02)

#** ? =  о , •*)=() , 0
откуда:

У ах = II 4»- 4# 11 . J= А 42 , a z -
г

-  Л48 5 0 --А 44

изъ этихъ посл'Ьдних'ь уравнетй, найдемъ координаты центра:

х
А 41
А 44 У

А 42
А z

А43
44 А44

Чтобы поверхность ингЬла центръ, необходимо иметь А44 ^ 0, въ против-
номъ случай центръ будешь находиться на безконечности и поверхность 
не будетъ иметь центра.

Во второмъ случай, когда Ьентръ поверхностей определяется урав- 
нешемъ, пусть поверхность второго порядка въ плоскостныхъ координа- 
тахъ будетъ:

F i t t e d  =  0 * (14)
■ f

Если координаты полярной плоскости будутъ Ч2» %> vj4, то уравнеше 
полюса будетъ:

(13)

dF
дп 1

dF dF
5, S -  +  S ,  i J H -  h  j j r  +  «4 ^ - = 0 (15)

одна изъ координатных 
мы должны положить:

плоскостей будетъ на безконечности, то

3 ? 1 = ? з

« а

, <Т&2 р -7) ,

?i , .» °чз

к ,
; \

' • +4 1

& , т  —  1
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Въ силу этого уравнеше полюса:

d F ,  dF  . :  d
г г + % ж + щ ж; + ”* к = 0 о б )

сделается:
dF
dX

dF
дг\

dF , dF
r'Tt +41 ~х7 4" Ci +

<ht=1
0 (17)

dFгде выражеше —  _  ̂ означаетъ, что после дифференцировашя нужно сде

лать <зк]4 =  1 . Если полярная плоскость на безконечности, то ея полюсъ
I

есть центръ; при этомъ: =  0, = 0,  ̂=  0; откуда уравнеше центра
.  |

будетъ:
dF

Фи= 1
О (18)

и л и :
АцХ 4" AtJn 4~ А%& 4~ —  О (19)

/  z '

Это уравнеше можно было /написать, зная, что координаты центра суть 
выражешя (13). Если въ уравненш (19) Ац — 0, то точка, выраженная 
этимъ уравнешемъ, находится на безконечности, такъ какъ это уравнеше
въ этомъ случае, удовлетворяется координатами:

£ * = 0 rj =  О 5 = 0

§ 532. Если центръ поверхности втораго порядка находится въ на- 
чале координатъ, то изъ уравнешй (11) и (13) видимъ, что:

051 4 —  О 094 =  О О84 =  0

А 14 О , А и О , А34 О

что показываетъ, что въ уравнешяхъ поверхностей:

f ( x , y , z )  —  0  , 

недостаетъ членовъ первой степени
У Ч * _____ _ » " '  1 ■  ■  I ■ ■  I I ^  ■  I ,| _  | .  1 ~~~

и 5, y), X.
Следовательно форма уравнешй 

обЪихъ системахъ координатъ, коихъ

^ ( 5 ,4 ,5 ) = =  О

относительно переменныхъ: ж, у, я

поверхностей втораго порядка, въ 
начало помещено въ центре, есть:

1 #2 4* аюУ2 4" Озз«2 4* 2«i 2осу 4 “ 2 а\ 2 a ^yz  4- 0 4 4  — О
Г

-4ц £2 4“ А22?12 +  -4зз£2 4- 2 2$Г) +  2 Л| 3̂ 4* 2J.281,l54~̂ l44== О
(20)

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕ0МЕТР1Я. 86
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Конусъ.

§ 533. Особеннаго внимашя заслуживаешь поверхность втораго по
рядка, въ которой центръ находится на самой поверхности.

Уравнеше поверхности въ координатахъ Декарта:

f  — ап х 2 а22у2 azzz2

+ 2aj 2ху-\- 2а, sxz-j- 2a2Zyz-\-2ai ix-\-2aiiyJr ‘la^is-\raii =  О (2 1 )

можно написать въ формЪ:

п ,  ' d f . d f . - d f ,  , | , л
2/ =  # —  +  у —  +  £ ̂  +  «14# +  йиУ "Г «3404“ «44 — 0 (22)

Но мы вид'Ьли (1 1 ) и (13), что координаты центра удовлетворяюсь урав-
нешя:

К
dx

О К
dy

О d f
dz

О (23)

сл-Ьдовательно уравнеше (2 2) для координатъ центра, сделается:
4

)

, )

«i iX -(- a2iy -j- aZi4 -f- а44 =  О (24)
г

Откуда видимъ, что координаты центра должны удовлетворять и урав
неше (24), т. е. уравнешя (23) и (24) должны удовлетворятся координа
тами центра.

Но эти уравнешя суть:

«и* +  «1 2 */ +  <h*z +  «и =  О
1

а 2Хх  +  а 22у  +  a & z  +  « 2  4 =  О

«31х  “Ь <ЧъУ 4~ «33  ̂+  <*34 —  О
т

«41ЯО +  «422/ +  «43  ̂+  «44 =  О

(25)

Откуда видимъ, что коэфищенты 
рядка, которой центръ находится 
творять уравнеше:

въ уравненш поверхности втораго по 
на самой поверхности, должны удовле

Л

«11 «12 «18 «141
«24 «22 «28 «24
«81 «82У «83j- «85
«41 «42 #43 «44

О ( 2 6 )
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Изъ сказаннаго видимъ, что если поверхность, коей ц е н т р ъ  находится 
на ней самой, выражена въ тетраэдрическихъ координатахъ, то есть си
стема перем4нныхъ хи хъ х3, xiy который удовлетворяют совокупно че
тыре уравнешя:

изъ коихъ вытекаетъ характеристическое свойство такой поверхности, 
выраженное уравнешемъ (26).

Первое характеристическое свойство такой поверхности есть то, что
полярная плоскость относительно ея, какой нибудь, точки въ простран-

|

стве, проходить всегда черезъ центръ и что все точки, находящаяся на 
прямой, проходящей черезъ центръ и данную точку, им̂ ютъ всЬ одну и 
туже полярную плоскость.

Пусть yi,y2,y 3,yi будутъ координаты данной точки, то полярная ея 
плоскость будетъ:

х г К

или;

но мы видели выше, что всегда есть система координатъ, которая удовле-
%

творяетъ уравнешя (27); следовательно эта система удовлетворяетъ и урав- 
неше (28) полярной плоскости, произвольно взятой въ пространстве, точки у.

Если означимъ черезъ zx, z2, z3, координаты центра, то координаты, 
какой-нибудь, точки на прямой, соединяющей точки z и у будутъ:

%\ -Ь  2̂/i > Ч  +  » г з ~Ь ^Уз ) z i  +  ^ 4  (30)

полярная плоскость этой точки будетъ:

£ + ( * 8 + ^ з )  £  - н * + ы  £
о

или:

К
дхх

df df
dx3

df
дх±-  +  н й + н й . + ' *  й + Ч 91 & + : й + 1ш i t + :*  ьх

м_
дхх

df df df

Но первый членъ этого уравнешя, написанный въ форме:

df . df . df . df ■
X \  j —  - j -  X g  - j —  —J -  X g —• - f -  X 4, т —  —  0dzx d 1 s dZi

0
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потому что Z\, 02, 08) будучи координатами центра, удовлетворяютъ урав
»

нешя:

Следовательно полярная плоскость точки (30) будетъ (29), т. е. тоже что 
и точки (у, учУъУд-

Очевидно, что полярная плоскость центра неопределенная, такъ 
какъ въ силу (31) каждый ея членъ обращается въ нуль.

Изъ еказаннаго заключаемъ, что только те плоскости имеютъ по- 
люсъ, относительно этой поверхности, которыя проходятъ черезъ центръ.

§ 534. Второе замечательно сйойство разсматриваемой поверхности 
есть еще то, что прямая, соединяющая центръ съ какою-нибудь точкою 
поверхности, вся лежитъ;на поверхности. Въ самомъ деле, пусть хх, ж2, ж3, 
будутъ координаты центра, а уи у у± координаты, какой-нибудь, 
точки на поверхности. Координаты, какой-нибудь, точки на прямой, сое
диняющей точки х  и у, будутъ:

Х\ +  Хж, , z2- f  h j2  , - f  Ху3

X есть произвольный коэфищентъ. Подставляя эти выражешя въ урав- 
нен1е поверхности, найдемъ (§ 510, 18):

гд е:

i& 2 - f - 2 < 2 X - } - P = 0

*

P  — f  (%\ Щ %#*) у В  =  (yi Уч У г уд

2,?=У|£ + У>
Но такъ какъ точки х н у  находятся на поверхности, то В  — 0 и Р — О, 
a Q =  о, потому что х  суть координаты центра, а следовательно удовлет
воряютъ уравнешямъ (27).

Изъ этого видимъ, что уравнеше поверхности удовлетворяется не- 
зависимо отъ X.

Поверхность эта есть конусъ, коего вершина есть и его центръ, а
I *

характеристическое свойство его выражается уравнешемъ (26).
• / » I

Следовательно уравнеше конуса отличается отъ уравнешя поверх
ности втораго порядка:

/ ! = а п я 2 +  ctgai/2 - |-  а8802 +

~Ь 2<*i яЩ +  2 «j ъхг-\- 2а2з2/'г +  2«i ~\~2аи у -f- '2aZiz +  аи  =  О ( 3 2 )

MitskevichOA
Прямоугольник
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только тЬмъ, кто коэфищентъ а4 4 въ уравнеши конуса определяется 
уравнешемъ (26).

ч

§ 535. Мы видели, что если начало координатъ находится въ центре
%

поверхности, то ея уравнеше есть:

c?i 1 х 2-) -  а 22у 2 +  Озз^ 2  +  2  а п ху- f -  2  +  2 а 2 з ^  +  « и  =  0  ( 3 3 )

Но если эта поверхность будетъ конусъ, то дентръ, т. е. начало коор
динатъ, находится на поверхности, следовательно ея уравнеше должно

' L

удовлетворятся координатами начала:

х =  0 , у =  0 , 2 =  0

а для этого необходимо иметь въ уравнеши (33) ai4 =  0.
Следовательно уравнеше конуса, коего вершина находятся въ на

чале координатъ, будетъ:

йцЖ2 +  а22у2Ч~ а3322 +  2«! 2ху -f- 2«i 3xz -f 2 =  О( 3 4 )

Изъ формы этого уравнешя видимъ, что если ему удовлетворяютъ коор
динаты Xj, ух, 2\, то ему удовлетворяютъ и координаты X#j, X#,, Хя,, где X

/

есть произвольный коэфищентъ. Изъ этого заключаемъ, что все точки 
прямой, проходящей черезъ начало и точку (я, ух ^) удовлетворяютъ урав- 
HeHie поверхности, т. е. эта прямая вся находится на поверхности.

Мы выше видели, что полярная плоскость конуса, какой-нибудь,
точки въ пространстве, проходить всегда черезъ его вершину, но каса-

♦
4

тельная плоскость есть полярная, точки на поверхности, следовательно 
касательная плоскость, какой-нибудь, точки на конусе, проходить черезъ
его вершину и касается поверхности по всей прямой, проходящей черезъ

, «

его вершину и черезъ точку касашя.
»

§ 536. Мы видели въ § 534, что уравнеше поверхности втораго 
порядка:

f  — ап х22-\- а22у2 -)- a33z2 -f-
+ 2 « i 2 £ « / + 2 a 1 3 ^ + 2 a 2 3 ^ + 2 a i 4 * + 2 a 2 ^ + 2 a 3 4 ^ a 4 4  _  0  ( 3 5 )

отличается отъ конуса только темь, что въ конусе коэфищентъ в44 свя- 
занъ съ другими коэфищентами уравнешя уравнешемъ (26), следователь
но координаты центра поверхности (35) и конуса той Же формы опреде
ляются одними и теми же уравнешями.

S

к
дх

К
дуО О 5 да О

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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Следовательно ихъ центры совпадаютъ, т. е. вершина конуса, коего 
уравнеше есть (35) совпадаетъ съ центромъ поверхности, коей уравнеше 
есть также (35). Въ уравненш конуса аи  обусловлено уравнешемъ (26).

Наконецъ система величинъ для координатъ , у, z не можетъ сово
купно удовлетворять оба уравнешя, т. е. поверхности и конуса; един
ственная система, которая удовлетворяетъ оба уравнешя, это х — со, 
у =  со, g =  со; изъ этого заключаемъ, что поверхность (35) и конусъ (35) 
встречаются на безконечности, а поэтому этотъ конусъ называется ассимп- 
тотическимъ. Следовательно ассимптотичесшй конусъ центральной по
верхности втораго порядка, коей уравнеше есть (35), получится, если 
въ этомъ уравненш вместо ац поставимъ его величину, полученную изъ 
уравнешя (26).

Ассимптотичесшй конусъ касается поверхности втораго порядка по 
кривой пересЬчешя поверхности съ безконечно-удаленною плоскостью.

Если начало координатъ находится въ центре поверхности втораго 
порядка, то ея уравнеше есть (33), а уравнеше ассимптотическаго конуса 
будетъ (34).

§ 537. Уравнеше конуса въ форме (34) содержитъ шесть коэфищен- 
товъ, а по разд'Ьленш уравнешя на одинъ изъ нихъ, оно будетъ содер
жать только пять, следовательно поверхность конуса вполне определяет
ся пятью данными точками или, что тоже, пятью данными прямыми, 
исходящими изъ его вершины, или изъ начала координатъ.

I

Такъ какъ начало координатъ можно всегда перенести въ вершину 
конуса, то общему уравненш (33) этой поверхности можно всегда дать 
форму (34), а следовательно поверхность всякаго конуса вполне опреде
ляется пятью прямыми, проходящими черезъ его вершину.

'ч »

§ 538. Такъ какъ въ уравненш конуса коэфищенты связаны урав-
*

нешемъ (26), то координаты точки на поверхности не могутъ быть выра
жены въ координатахъ касательной Плоскости изъ уравненш (§ 531, 9, 10),
а следовательно и коническая поверхность не можетъ быть выражена

.  #

уравнешемъ въ плоскостныхъ координатахъ, а выражается двумя уравне-
ч

шями: уравнешемъ поверхности втораго порядка и уравнешемъ точки—  
его вершины:

F ( $  V ? ) =  О +  #1'*) +  +  1 =  О

539. Если:
f — 0 и <р =  0

суть уравненш двухъ поверхностей втораго порядка, то:



будетъ уравнеше вс̂ хъ поверхностей втораго порядка, проходящихъ чег 
резъ пересЬчеше двухъ данныхъ поверхностей:
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Если поверхность:
f — О и <р= 0

<р — О

будетъ произведете двухъ линейныхъ выражешй А  и В,  т. е. <р есть 
пара плоскостей:

А  =  0 и В  == О 
то:

f + \ A . B = 0  (36)

будетъ уравнеше воЬхъ поверхностей, проходящихъ черезъ пересЬчешя 
поверхности f — 0 съ плоскостями:

А  — 0 и В — О

ЕГоложимъ, что А  и В  суть полярныя плоскости точекъ (ух «/гЗ/зуД (ziz2z3z4) 
относительно поверхности f, то имеемъ:

А  =  Х\

t
I

(37)

(38)

Следовательно уравнеше (36), въ этомъ случае, будетъ представлять все 
поверхности, проходяпуя черезъ пересечеше поверхности:

f =  О
\

N

съ двумя полярными плоскостями точекъ У  И  0 .

Чтобы поверхность (36) вполне определилась надобно дать точку, 
съ помощью которой можно бы было определить X. Выберемъ для этого 
полюсь (УгУгУаУ*) и подставимъ эти координаты•въ уравнеше (36); опре-
делимъ изъ этого уравнешя X и вставимъ въ уравнеше (36), то будемъ

* х

иметь:

« W A l j s l + s l + J i l b l j -

f df  I
f ' Ц  + * a dz. - 0  ( 3 9 )
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уравнеше поверхности втораго порядка, которая, проходя; черезъ кривыя 
nepecbnenia поверхности:

f =  о

съ полярными плоскостями (37)  ̂и (38), проходитъ и черезъ полюсъ плос
кости (37).

Такъ какъ уравнеше неизмйняется, изменяя у на г, то изъ этого 
шгЬдуетъ, что поверхность (39) проходитъ и черезъ полюсъ (ех я2 zz я4) 
второй плоскости (38).

Если обе полярныя плоскости (37) и (38) совпадаютъ, то совпадутъ 
и ихъ полюсы и мы получимъ поверхность втораго порядка, которая, про
ходя черезъ перееЬчеше поверхности f — О съ плоскостью (37), проходитъ 
и черезъ полюсъ этой плоскости:

± f ( x xx 2x zx ? ) . f ( y xy 2y zy ^
d f  , d f .  ‘2

x l ~  +  x 2 “Ь Xя -c----- f- Xldf dtj2 dm
0 (40)

Легко видеть, что эта поверхность есть конусъ, такъ какъ ея четыре 
производныя, по хх, х2, xz, ж4, удовлетворяются координаты полюса (уху2у2у )̂, 
который следовательно есть вершина конуса.

Следовательно уравнеше (40) представляетъ касательный конусъ, 
исходящш изъ произвольно взятой точки (у\у2у2уд  къ поверхности вто
раго порядка f = 0 .  Его основаше есть пересечеше поверхности f  съ про
извольно взятой плоскостью (37). Изъ этого следуетъ, что пересечеше 
поверхности втораго порядка съ, какою-нибудь, плоскостью есть кони
ческое спченге.

Если полюсъ (у\У2Угу±) будетъ на поверхности f  то первый членъ 
уравнешя (40) равенъ Нулю и коническая поверхность превращается въ 
касательную плоскость.

Если уравнеше (40) представимъ въ форме:

2f(xlx2x3xi)

^  § , + -  Х г й + Х >

1 ✓

и перенесемъ полюсъ (ух у2 yz ?/4) въ дентръ поверхности втораго порядка 
и затемъ перейдемъ къ координатамъ Декарта, полагая:

рх{ = х  , рх2 =  у , pxz==s , pXi— l
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то найдемъ:
0 , ,  ч (  d f  . d f  , d f  , d f
2 f ( x y z )  h»i - b  2/i —  4  й\-гг 4da?i %i dzi dyt

х к  +  у к  +  л + - дГ
дхх ' У ду\ ' dz\ ' ду4 > У = 0

Но для координатъ центра имйемъ:

К
dxt

О О К
д#\

О

Следовательно будемъ иметь:

2 f ( x y e ) d f df
diji =  i \d y i  =

О

или:

2f ( x  y e ) df
dy4 = i

О (42)

Легко видеть, что это ассимптотическш конусъ. Въ самомъ деле:

1 d f
2 ду4 = 1 «1 iXl 4" «24& 4  «34̂ 1 4  «44

Следовательно уравнеше (42) сделается:
Ч.

«11 х 2 4  а22у 2 4  «аз**2 4 ~  2«i 2 4"  2«i %хе 4  2ап у г  4  2щ Ах  4

4  2 аиУ4 2«34̂  — («14̂ 1 4  «24.У1 4  «84̂ 1) =  О (43)

Но координаты центра суть:

Xi
А 14
А 44 Ух

А 24
А

Z\
А 94

44 44

Следовательно последшй членъ уравнешя (43) будетъ:
*

•%

#1.4^14 “1“ ^24-^24 +  ^84^34
А 44

• '  I

Но это есть ничто иное, какъ аи , определенное изъ определителя 
а это есть признакъ, что уравнеше (43) представляетъ асеимптотическШ
конусъ къ поверхности:

f ( * » У \  4 = 0
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Г Л А В А  XXXY.

Приведете поверхностей втораго порядка къ канонической форме.

540. Пусть данная поверхность втораго порядка будетъ:

f —  а \ \ х \2 «22Ж22 +  <*33% 2 ~Ь <*44%2 ~Ь

-f- ‘1 (1 \2Х \ 2а23Ж2-Г3 ~ Г *1о.34Х 3Х 4 =  0 (1)

Возьмемъ, какую нибудь, точку А х вне этой поверхности (фиг. 161), 
построимъ ея полярную плоскость, на этой плоскости возьмемъ, какую 
нибудь, точку А 2, построимъ ея полярную плоскость, которая пройдетъ 
черезъ точку А х; на перееЬченш двухъ построенвыхъ полярныхъ плоско
стей возьмемъ опять, какую нибудь, точку и построимъ ея полярную

Фиг. 161. плоскость, которая пройдетъ черезъ точки и А2;
три построенный полярныя плоскости пересекут
ся въ точке А 4.

Такимъ построешемъ образовался тетраэдръ,
S »

коего вершины суть этотъ тетра
эдръ называется полярнымъ, такъ какъ каждая 
изъ его вершинъ есть полюсъ противуположной 
грани.

Такихъ тетраэдровъ, относительно поверх
ности втораго порядка, есть, очевидно, безконечное множество—шесть 
разъ безконечное число.

Свойства полярнаго тетраэдра.

§ 541. 1. Каждая изъ вершинъ (фиг. 161) есть полюсъ
противуположной грани.)

2. Каждая пара противуположныхъ реберъ А хА4 и А2А3; А\А2 и 
А 3А4; А хА 3 и  А 2А4 суть взаимный поляры относительно поверхности 
втораго порядка (§ 540).

(  3. Пара смежныхъ граней и пара касательныхъ плоскостей, прове- 
денныхъ черезъ пересечете граней къ поверхности, составляютъ гармо
ническую связку.

4. Две касательный плоскости, проведенный къ поверхности черезъ 
какую-нибудь прямую аЪ, лежащую въ грани {А2 А 3 А4), плоскость прове
денная черезъ туже прямую аЪ и протйвуположный полюсъ А х и грань 
{Аг Ац А4), составляютъ гармоническую связку.
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5. Опредгьлете. Дв£ плоскости, у которыхъ полюсъ одной находится 
на другой, называются сопряженными , и ихъ полюсы сопря
женными полюсами.

§ 542. Положимъ теперь, что грань (А 2 А 3 Л 4) полярнаго тетраэдра 
отодвинута на безконечность, т. е. вершина А х есть полюсъ плоскости, 
лежащей на безконечности. -

Мы выше вид'Ьли (§ 528), что полюсъ будетъцентръ поверхности. 
Следовательно одна изъ вершинъ полярнаго тетраэдра находится въ цен
тре, а три остальныя на безконечно-удаленной плоскости. Изъ этого по- 
ложешя полярнаго тетраэдра следуетъ:

1. Что все хорды, проходящая черезъ вершину делятся въ ней 
поверхностью пополамъ, такъ какъ А х есть центръ поверхности (§ 528).

2. Такъ какъ каждая изъ остальныхъ трехъ граней ( А х А 2 И3), 
(A iA 2A 3) и (AjA 2A4) суть полярныя плоскости точекъ, лежащихъ на без
конечно-удаленной плоскости, то изъ этого следуетъ, что каждая изъ этихъ 
граней делитъ пополамъ все хорды поверхности, проведенной параллельно 
перес'Ьченш двухъ остальныхъ граней*5

3. Опредгьлете. Плоскость, делящая пополамъ хорды поверхности 
втораго порядка, проведенный параллельно известному направленш, назы
вается д1аметральною плоскостью, а направлеше хордъ называется 
женнымъ направлешемъ д1аметральной плоскости.

4. Изъ предъидущаго следуетъ, что каждая изъ трехъ граней, не-
****-*»«••» *v  ■

ресУкающихся въ центрУ поверхности, суть дгаметралъныя плоскости, 
коихъ сопряженное направлёше есть пересунете двухъ другихъ граней.

5. Такъ какъ каждой точкУ, лежащей на безконечно-удаленной 
плоскости, соотвУтствуетъ полярная плоскость, т. е. Д1*аметральная, то изъ 
этого заключаемъ, что каждому направленш есть сопряженная Д1*амет- 
ральная плоскость. СлУдовательно каждая плоскость, проходящая черезъ
центръ, есть д1аметральная.\

\
"  • - . . .  *

§ 543. Отнесемъ теперь уравнеше поверхности втораго порядка къ 
произвольно построенному полярному тетраэдру.

Пусть этотъ тетраэдръ будетъ (А х А 2 А 3 А 4), а уравнеше поверхности, 
отнесенной къ нему, пусть будетъ:

Щ1 х 2х - j-  а22х 22 -f- а33х \  - | -  а ц х \  -j-
-\-2aX2XiX2Jr2a{Sxlxz-\-(laxiXxx4-{-ela2zX2X3-\-2a2ix2xi-\-2au xzxi — 0 (2)

Уравнешя граней полярнаго тетраэдра будутъ:

^1 =  0 х 2 —  0 х 9 =р О щ  —  Q



Если въ уравненш (2) сделаем®:

ж4 — О
то найдем® уравнеше:

« n # 2i +  « 22^ 22 +  «зз-я2з +  2й] 2х +  з -+- 2an x 2x s 0  (3 )

кривой пересйчешя плоскости х4 — О съ поверхностью.
Так® как® грань (Ах Л2 А 3) или х4 =  0 есть, очевидно, полярный 

треугольник® относительно коническаго еЬчешя (3), къ которому оно 
отнесено, то его уравнеше должно иметь форму:

ах21 +  Ь х\ +  ах23 =  О

как® видели въ § 241; следовательно должны иметь:

«] 2 ==  О 5 «1 3 = =  ® 5 «23 ==  О
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Разсуждая подобным® образом® относительно каждой из® граней, найдем®, 
что въ уравненш (2), если оно отнесено къ полярному тетраэдру:

« 1 2 =  О , а ]3 =  0  , «14 =  0  , «23 =  0  , « 2 4 = 0  , «34 =  0

откуда уравнеше поверхности, отнесенной къ полярному тетраэдру, будеть:

«П Я21 +  « 22# 22 +  «33«23 +  «44̂ 4 =  0 (4)

Так® как® переход® от® тетраэдра, къ которому отнесено уравнеше по
верхности, къ полярному тетраэдру делается линейным® преобразовашемъ 
тетраэдрических® координат®, как® показано въ § 502, то из® этого ви
дим®, что четверичной однородной форме (2), линейным® преобразоваш- 
емъ, можно дать форму (4) и притом® безчисленнымъ множеством® спо
собов®, так® как® поверхность, отнесенная къ каждому из® полярных® тет
раэдров®, имеет® форму (4).

Это самая простая форма уравнешя поверхности втораго порядка, 
которая называется канонической.

Центральный поверхностя.

г

§ 544. Если поверхность будет® центральная, то полагая въ урав- 
неши (4):

рхх— х  , рх2 =  у , рХа — 0 , р#4=  1
найдем®:

«11 Ж2 4 “  «222 /2 +  « З З ^ 2 +  « 4 4  —  0  ( 5 )
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самую простую форму центральной новерхности, которая отнесена къ 
тремъ д1аметральнымъ сопряженнымъ плоскостямъ. Неудобство только 
состоитъ въ томъ, что эти три д1аметральныя сопряженныя плоскости, 
къ которнмъ теперь отнесено уравнеше (5), какъ координатнымъ, непер
пендикулярны.

Въ уравненш (5) коэфищентъ «44 можно всегда сдЬлать отрица- 
тельнымъ; въ этомъ предположен^ коэфищенты «и , «22, «Зз могутъ быть:

1. ВсЬ три положительны:
Поверхность будетъ замкнутая— эллипсоидъ
2. Два положительныхъ и одинъ отрицательный:
Поверхность будетъ однополый
3. Одинъ положительный и два отрицательныхъ:
Поверхность будетъ двуполый гиперболоидъ.
4. ВсЬ три отрицательные:
Поверхность будетъ мнимая, у
§ 545. Остается рЬшить вопросъ: Есть-ли такое направлеше парал- 

лельныхъ хордъ, въ центральной поверхности втораго порядка, къ которому 
ему сопряженная д1аметральная плоскость перпендикулярна?

Уравнеше полярной плоскости точки (xxyxzx) есть:

или:

#  I - I df  _ п

X (а П Xi - f -  «, 2У1 +  «1 8̂ 1 +  «14) ~f*

+  У ( « 2 1  # 1  " Ь  « 2 2 2 6  4* «23^1 +  « 2 4 ) +

-f -  z («si хх - f -  aS2 yx - j -  «33^1 +  «84) +

~h («41 X\ “f~ «422/1 +  «48̂ 1 +  «44) == 0

Чтобы полярная плоскость точки (ххухZi) была д1аметральная, необходимо, 
чтобы ея полюсъ лежалъ на безконечно-удаленной плоскости.

Положимъ:

хх =  rx cos а ; ух — rx cos fi ; зх — rx cos у (8)

Если полюсъ (xxyxZi), коего направлеше дается углами а, 0,у, находится 
на безконечности, то гх —  со,СлЬдовательно, чтобы найти уравнеше д1а- 
метральной плоскости, сопряженной направлешю а, 3, у, надобно въ урав
ненш (7) вставить вмЬсто x1,y 1,z li выражешя (8) и сдЬлать со. Такая

MitskevichOA
Прямоугольник
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операщя даетъ следующее уравнеше диаметральной плоскости сопряжен
ной направлешю a, (3, у:

х  («и cos « -f- щ 2 cos {5 -f- 3 cos у) -f-

+  У («2i cos а -}- «22 cos 0 -{- «23 cos у) +  

+  з (а31 cos а +  «82 cos +  «33 cosy) +  

+  («41 cos а -f- а42 cos Р -j- «4з cos у) О

( 9 )

или:
df , ft df , d f ncos a -r̂ —j- cos p ~ —J— cos у ~  =  О

d x  dy dg
(10)

Изъ этого уравнешя видимъ, что уравнешя:

к
дх

О К
ду

О К
дг

О (П)

суть д1аметральныя плоскости, сопряженныя направлешямъ координат-
\

ныхъ осей х, у, 0..J

f § 546. Если д1аметральная плоскость (9) будетъ перпендикулярна 
своему сопряженному направлешю, то мы должны иметь:

«11 cos а -(- а, 2 cos |3 +  «] з cos у =  X cos а

«21 COS а  - f -  «22 COS Р +  «23 COS У =  X COS (S

«31 cos а 4- «32 cos 0 +  «зз cos у =  X cos у

(12)

или:
(«11 X)co sa+ l« i2 cos3 +  «i8cosy =  О

«2i cos a -f- (a22 —( X) cos (5 +  «2з cos у =  0
iI

«3i cos a -J- «32 cos P +  («33 — X) cos у =  0

(13)

откуда имеемъ:

« 1 1 -“* X &12 «13
« 2 1 (%22 ~-X а2 з =  0 (14)

«31 «32 «зз X

развертывая определитель, найдемъ:

(« и  — X) («22— X) («зз— X) —  « 282(йц  — X) —  а 2, 3(«22— X) a 2i 2(«зз ^) +

2«i 2 «18 «23 == ® ( 1 6 )
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или: 
X3 (а\ 1 ~\~аП~\~аЪъ) X2 +  (а\ 1 <*'22 "Hh 1 а3 3“Ь«22«33--0,\ 2--«213--<*223

-(- й[ 1 (*223- 1- ®22а,21 3~Г«33«21 2---«11 «22®33----2<*j 2«1 s«23 == О

)Х +

(16)

Это уравнен1е третьей степени, следовательно им^етъ всегда хоть одинъ 
действительный корень, но мы ниже покажемъ, что оно всегда имеетъ 
три действительные корня, каше бы коэфищенты въ уравненш поверх
ности ни были. Следовательно всегда существуетъ по крайней мере три 
направлешя, которыя перпендикулярны къ своимъ сопряженнымъ доаме- 
тральнымъ плоскостямъ.

. 1

§ 547. Покажемъ теперь, что все три корня уравнёшя (16) действи
тельны. Мы приведемъ здесь два доказательства. Первое принадлежитъ

N

Коши (Cauchy), а второе послужитъ къ выводу некоторыхъ следствШ, ко
торыя намъ будутъ необходимы въ дальнейшемъ изследованш свойствъ

N

поверхностей втораго порядка.
» •

Напишемъ уравнеше (16) въ форме:

(X « 11) (X (*22) (X— «зз)— &22з(Х— <*i 1)— <*2i з(Х— # 22)— ° 2i г(Х— (*33)

2«12 «13 (*23 == О

а это поледнее можно написать такъ:
»

(X— « 11) {(X— а 2г) (X—  <*зз)— й223)—  а\8(Х— я22)—  2(Х— «зз) —

2(*i 2 <*1 3 <*23 == О

(17)

(18)

Означимъ черезъ X' и X" корни уравнешя:

(X — Я22 «зз) — « 23 О (19)

Очевидно, одинъ изъ корней, напримеръ X', больше а22 и а8з, а другой X" 
меньше этихъ количествъ. , #

Если подставимъ въ уравнеше (18) вместо X корень X', то найдемъ:

{(X (*22) « 21 з 2**j 2 ci\3 (*2з ~Ь (X*—  (*з3) с*212}(20)

Но такъ какъ мы имеемъ (19):

(X а22) (X' —- Й33) „2 (* 23

то выражеше (20), въ скобкахъ, есть полный квадратъ, следовательно ве
личина отрицательная.
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Если въ ypaBHenie (18) вставимъ другой корень У  уравнешя (19), 
то будемъ иметь:

( « 2 2  — У) а\ з — 2 «! 2 « 1  з «23 +  («зг — У) « 212

полный квадратъ и притомъ величина положительная.

Если теперь въ уравнеше (18) вставимъ, последовательно, вм'Ьсто X 
величины: оо, X', X",— оо, то найдемъ результаты:

4* 4 “

а это показываете, что между:

о о и V , X' и X" , X" и ОО

находится по одному корню действительному.
Итакъ видимъ, что все три корня уравнешя (17) суть величины 

действительный.
548. Приведемъ второе доказательство, что три корня уравнешя (15)

✓

всегда действительны, изъ котораго намъ будутъ необходимы некоторый 
СЛеДСТВ1Я. (

Возьмемъ первое изъ уравнешя (13) § 546 и напишемъ его въ форме:

cos В . dosY cos а .г т— =  ——  (X — ап )
«18 О 1 2 #1 2̂ 18

Ь

прибавимъ къ обеимъ частямъ этого уравнешя по cos а
«23

и сделаемъ съ ос

тальными двумя уравнешями (13) § 546, подобное же преобразоваше, то
найдемъ:

положимъ:

« и

cos а
«23

cos«
«23

cos«
«28

❖

« 2 4

. COS0
"Г „ «18

, cosy 
«12

_cos а 1

#12#13
{ * -■«и +

. cos В
“Г «18

, cosy
“Г .

«12
_  COS Р | 

0\ 2#23 ' -«22 4 “

, COS Р
«13

. cosy
~г л «12

_ cosy /
0\ з#23 У ■ «33 4 “

cos а , 
«28

COS р | cosy
#13 #12

=  к*

• /| _ «12«23 _ #2 СОсо<5*С1\ , « 2 2
«13

«12«1 3 
«23

«12«23 
«13

«1 3«33 
«12

«1:3«28
«12

« 3

(21)

( 2 2 )
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*  • .

всл'Ьдетв1е чего уравнешя (21) дадутъ:

cos а /са12«хй
X - «I

, cos 8 k Cl 12Й23
X - Я2

C0S7 кахза
X «з

(23)

Разд'1'.лимъ эти уравнен ья па «23, й13, я12, сложимъ и сократимъ на А’, то 
пайдемъ:

«1 2«1 з ~Ь «I 2®23 «1 3«23
«23 O' «1 ) «| 3 (0 -- (1-2) «12 (X «3)

1

или:
1

+
1

~Ь
1 1

02'23О' «1 ) « 2] 3 (X «г) О212 0- «з) «12 «18 «23
О

(24)

(25)

Откуда видимъ, что уравнешю (25) можно дать следующую форму:

(X — ах) (X — я2) 0' — «з) O ' — «г) О  — «з)
«1 2 «13 «23 „2« 23

(X — «1) (X — й3) (X — «О (X — й2)
(26)

«213 f f iа |2
О

Положимъ, что «1 <  «2 <  «3. Кроме этого произведете «| 2 «i 3 а2з можетъ
быть и ноложительнымъ и отрицателънымъ. Положимъ ах 3 ах 3 «23 <  О и

)  _
подставимъ въ уравнете (26) вместо |Х значетя: — со, ах, а2, «3. Резуль-

I

таты подстановлешй будутъ: /

+  00 5
(«1--«2)(«.---йа) (й2 — Щ ) (й2 —  й3) (й3— «i)(«3— й2)

«223 л2« 13 а ̂а 12 (27)

Знаки этихъ величинъ будутъ:

+ +

Следовательно уравнете (26) или (17) будетъ иметь три действительные 
корня, заключенные между числами:

со и ах ! ? CL\ И (12 а2 и as

Если произведете «12 ахз й23 >  О, то мы подставимъ въ уравнете (26) ко 
личества ах, а2, й3, +  со. Результаты подстановлен1'я дадутъ знаки:

+ +

Следовательно опять три корня действительные.
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕ0МЕТР1Я. 37
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Давая уравнент (17) § 547 форму (26), мы неявно предположили,
что коэфищенты щ 2, al8, a2S не равны нулю. Положимъ теперь, что одинъ 
изъ нихъ, наприм'Ьръ $12 =  0.

Тогда уравнение (17) сделается:

(«п X) («гг X) («зз X) «2гз («1 I — а) — а \  з (а22 — л) =  0 (28)

полагая $22> « i i  и подставляя последовательно — со, $1Ь $22, - f  оо, 
знаки результатовъ подстановленШ будутъ:

+ +

Следовательно корни действительные и будутъ заключаться между
И $ц, $ц И $22, $22 И -j- ОО.

ОО

Наконецъ, можетъ случится, что $i2 =  0, и $13 =  0, въ этомъ слу
чае уравнеше сделается:

(я. X) ($22 а33
или:

(«11
i

х) { ( щ —  X)

X)- ^223(«и X) =  0

33 ~~- х ) - «22з! == 0 (29)

Одинъ изъ корней очевидно е!ть $п , а друие два действительные. Сле
довательно во всехъ случаях®, уравнеше (17) имеетъ всегда все три 
корня действительные.

'§  549. Мы предположили, что все три корня уравнешя (26) или 
(17) различны; положимъ теперь, что это уравнеше имеетъ два равные 
корня. Мы видели выше, что корни заключены между пределами — со, 
a i,$ 2,$3 или между яь $2,$ з ,-{- с°, смотря по тому будетъ-ли произведе
т е  $12 «1з «2з отрицательнымъ или положительными Но если два корня 
сделаются равными, то необходимо, двойной корень совпадетъ съ однимъ 
изъ пределовъ щ, $2, «3.

Если положимъ, что двойной корень есть $ь  то vpaBHeeie (26) должно 
иметь множителемъ (X — щ )2, что влечетъ за собой равенство $( =

Обратно, если $! $2
— $2 "— $8*

«з, то уравнеше (26) будетъ иметь множи
тель (X— щ )2 и $i будетъ двойной корень. Следовательно услов1е, необхо
димое и достаточнее, чтобы уравнешя (26) или (16) имели два равные
корня, есть: .  Ч

«и
«12 «13 

«23 «22 «1 2 «23 
«13 «33 «13 «23 

«12
(30)

Легко видеть, что если два корня уравнешя равны нулю, то:

• =  о
«28

«12 «23 
«13/

« 3 3
«13 «23 

$12
О



и, обратно, если эти уравнен in имйютъ место, то два корня уравнешя (17) 
равны нулю, ибо последнШ членъ и коэфищентъ при X обращаются въ 
пуль при этихъ значешяхъ.

Если наконецъ ypaBHeHie будетъ иметь тройной корень, то очевидпо, 
необходимо, чтобы:

«12 — «13 == «23 =  0 , «11 =  «22 =  «83 (01)

§ 550. Легко показать теперь, что три направлешя, соответству
ющая д'Ьйствительнымъ корнямъ уравнешя (17), перпендикулярны между 
собою.

Пусть Xj,X2,X3 будутъ эти корни уравнешя (16). Если эти корни
подставимъ последовательно въ уравнешя (13), то для каждаго найдемъ
соответственное направлеше: для Xt направлеше «ь Рь уь для Х2 паправ-
леше «2i £02,у2, для Х3 направлеше а3,Р3, y3.v 

*> _
- Эти направлешя называются главными. Подставимъ въ уравнешя (12)

X, и углы соответственные этому корню а,, (5j, у,, затемъ подставимъ ко
рень Х2 и соответственные углы a2ip2>Y2> т0 найдемъ:

г

« 1 1  COS « 1  -|- й] 2 COS -f- «1 3 COS У1 =  X, COS Я]

«21 COS а, +  а22 COS Pi - f  «23 cos Yi =  X, cos pi (32)

«3i cos a, -f- «32 cos Pi -f- a33 cos yi =  Xr cos yi 
и:

« 1 1 COS « 2  I « 1 2 COS P2 “j-  « 1 3 COS У2 — X2 COS «2
t

«21 COS a2 +  «22 COS p2 +  «23 COS y2 =  X2 COS % (33)

« 3 1 COS a2 +  «32 COS p2 +  «33 COS y2 =  X2 COS y2

Умножимъ теперь уравнешя (32) на cosa2iCosP2, cosy2, а уравнешя (33) 
на cos a,, cos Pi, cos Yi, и сложивъ, первыя между собою, вторыя между со- 

v6oio, вычтемъ эти суммы, найдемъ:

(X, — Х2) (cos ai cos a2 -f- cos Pi cos P2 ~b cos Yi cos Уг) =  О

полагая корни X, и Х2 неравными, найдемъ:

cos a, cos a2 -J- cos Pi cos p2 +  cos Yi cos y2 — 0

а это показываетъ, что направлешя ^ , Pi, Yi и a2, p2, Ъ перпендикулярны.
Точно также можно показать, что и направлешя a j ,рь у, и а3,Р3,у8, 

«2, р2> Т2 и а3,Рз,Уз перпендикулярны. •
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Если въ уравненш диаметральной плоскости (9) подставим* вместо
а, 0, у последовательно углы a j, 0,, у,; *2, 02,у2; «з» Эз» Та» соответствующее
корням* X,, Х2, Х8 и заместим* коэфищенты при х , у , 2 их* величинами

/ #
из* (32), то найдем* уравнешя диаметральных* плоскостей перпендику
лярных* к* направлешямъ а ь ^ у ^  а2, 02, у2; а3, 03, у3:
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Xj (х COS at 4- у cos 0! +  g COS Ti) +  « 1 4  COS a! +  rt2 4  COS 0 1 -f- « 3 4  COS Yi =  0 

X2 {xCOS « 2  -} - У COS 02 +  Я COS Y2) +  «14 COS ct2 -|- « 2 4  COS 02 +  « 3 4  COS Y2 ~  0 (34)

X3 (x COS « 3  +  3/ COS 0з +■ ZCOS Ys) +  «l 4 cos « 3  +  «24 COS 0 3  +  « 3 4  cos y3  =  0
\

• •

Ни один* из* корней уравнешя (16) не может* быть равен* нулю,
О

так* как* его послед шй член* ^сть а въ центральной поверхности 
А и  не может* быть равно нулю.

§ 551. Итак* видим*, что в* центральных* поверхностях* есть 
три направлешя, перпендикулярныя между собою, коих* сопряжеппыя 
+аметральныя плоскости к* ним* перпендикулярны. Перенесем* начало 
координат* въ центр*, то уравнеше поверхности сделается:

Дf — a, 1 ж2  +  а з̂у2 +«зз^ 2  +  2 «; 2,ху +  2 «! 3xg +  2 «2 з^  +  ~7~ — 0  (35)Л44

такое перенесете делается, замещая х, у, г через* х 
и определяя Хх,ух,8\ из* уравнешй:

» i , У +  Ух,

Полагая Д
А 44

Я , величина Н  определится уравнешемъ:

Н
I

а1 4 + 4 +  я'24^24 +  %4+14+ ̂ 44+4 д
А 44 А 44

»

Возьмем* за новыя координатныя оси три перпендикулярныя между со
бою направлешя, коих* сопряженныя д1аметральныя плоскости к* ним* 
перпендикулярны, то уравнев1е (35) сделается:

/

Ах2 +  By2 +  — Н

так* как* координатным* тетраэдром* будет* полярный тетраэдр*, коего 
одна грань находится на безконечности. Остается только сделать это 
преобразоваше на самом* деле.

MitskevichOA
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Для этого, означая повыя координаты черезъ х ',у ',з ' мы должны во 
дожить:

X =  х' COS OCi -!- у ’ COS <Х-2 +  s' COS а3

У =  х  COS pi +  у' COS р2 -f- s' cos рз 

3 — x'COS Yl ~r y' COS Y2 4" z' COS Y3

(37)

Если эти выражешя нодставимъ въ (35), то первый членъ этого уравне 
шя преобразуется въ:

Ь\ 1 х'2 -f- b22y '2 4" Ь33з'2 -f- 2ft) -f- 26, з 4" 
д

a неизм’вняется, следовательно будемъ иметь:А

а х х х 2 «22г/2 +  «зз̂ 2 +  2«, 2х у  +  'М  №  +  а п у з  =  

=  Ъх\х'2 -(- Ъ.22у'2 4* Ь33з'2 4* Ь\2х'у' -f- 2Ъ1Ах 'з ’ Ъ23у'з

где hi,и суть функцш отъ cos a, cos р, cosy*
Такъ какъ всегда существуетъ зависимость:

X 2 J r l j 2 1 „2 х'2 у 2s'2

то иредъидущее уравнеше можно написать въ форме:

аХ\Х2 +  «22.г/2 +  а33з2 +'2«, 2ху-f- +  Х(.г2 +  у2-\-з2)

Ъ11 а-1'24 "Ь-иУ’2~\~Ь33з'2 -}- 2?ч2х'у' 4* 2ЪХ3x ’s' -f-2b23y's' -f- X( х 2 -(-у'2 +  s'2)

или:

(«11 X) х 2-(- (а22--К) у1 4~ ((<33 -X) 4“ 2«] 2ХУ 4" 2«13 4" 2йаз =
1 (&и Х)У2 4~ (&22 — X )у '24" (^зз — )̂ я'24 -  2bj 4~ 2 4 “ 2&аз

где X есть количество произвольное.
Если возьмемъ инвар1антъ этой формы, 

манною или дискриминанпгомг и заметимъ, что
который называется приз 

модуль преобразовашя:

то найдемъ:

cos щ cos а2 cos а3 j

cos Pi cos P2 cos P3 1

COS Yl COS Y2 COS Y3

«1 1 ~“ * 9 «1 2 9 «13 Ь и - -X & 1 2
9 Jl8

« 2 1 5 . «22  ̂ 9 «23 =  - Ьм , Ь22~
9 &23

«31 9 «32 9 «33 ^ bsi , &32 9 &33 ^
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или:

X3— ( « 1 1 4  «224«Зз)*24  (« 1 1 «2з4 « 1  1 йзз4 «22«33—»2] 2~  « 21 3~ « 22з) ̂ 4 « 1 1 «22з4
«22«213 4  «33«212 « 11 «22 «33 2й] о Я) 3Я03 ==

— (6]1 4&224&Зз)̂ 24'(&1 1 ̂ 22~ĥ l 1 ̂ 3з4̂ 22̂ 33—6 2j2 6 2j3 &22з)М"41 6223 “К
2̂2̂ 213 4 “ &33&2! 2 &11 6 2 2 6 3 3  2 &i ф \ з&23

Такъ какъ это уравнеше должно существовать для произвольнаго значешя 
X, то будемъ иметь:

%

бц 4 " б22 4  633 =  щ ] 4  « 22 4  «зз

6] 1 6 22 4- h  1633 4  6 22&зз--62! 2 ---Ь21 з--- 6 223 —
J

—  0\ \ 0/22 4“ а 11 ̂ 33 4~ 2̂2̂ 33 и 2\ 2 о \  3 О223
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1̂1 &223 4" 2̂2̂ 21 3 4“ &33&2! 2 1 &22&33 2&i ф\ 3 &2 З 

=  Я] 1 0 22з 4  «2 2 « 2 3 4  «33«212--Я) 1«22«33---2 й[ 2Я] За2з

Но если за новыя оси взяты три направлешя, коих® сопряженный д1а- 
метральныя плоскости къ ним® перпендикулярны, то:

откуда:
6 ц 4~ 6 22 4  бзз — «II 4  «22 4  «33

6 ц6 2 2 4  М зз 4  6226зэ «11 «23 4  «11 «33 4  «22«33-- « 2 1 2 --- «213 — «223

6 | 16 2 2 6 3 3  «] 1 «22«33 4  2«12«13«23 — « 1 1 «223  «22«2! 3---«33«2] 2

Вторыя части этихъ уравнешй известны, а первыя суть сумма количеств® 
6ц, 622 633, сумма ихъ различных® соединешй по два, и ихъ произведете,
следовательно о не суть корни кубическаго уравнешя:

*•

X3 — (щ i4«224«33) X2 4  (« 1 1 «2г4 « 1 1 «3з4 «22«33— « 21 2 ~ « 2 3~ « 22з) 'К ~
X /

(0\ 1 2̂2^334~ 2 б&] 2̂ 13̂ 23 1 ̂ 223 2̂ 2 ^ 1  3 0/^О2\ 2) =  0  . (38)

Решив® это уравнеше, котораго все корни действительные (§ 547), будемъ
иметь корни 6ц, 622,633 и наше уравнеше сделается:

0

\

6 ц жа 4  &22 ^ 2 4  б33я2 4 =  о (зэ)-*Ч4
или:

6, J X1 4  Ъпу* 4  бзз^2 — Я ( 4 0 )



§ 552. Легко показать непосредственно, что если , 0,, y, ; <Ц, 02, Ъ', 
а3,03, 73 суть т'Ь направлешя, которыя определяются изъ (12) или (13), 
соответственно каждому изъ трехъ корней ХЬ Х2, Х3 уравнешя (16), то 
коэфищенты при ху, хг и yz будутъ равны нулю.

Въ самомъ деле после подстановлешя выражешй (37) въ уравне- 
Hie (35) коэфищентъ, напримеръ, при yz будетъ:

aiiCOsa2cosa3-|-a22cosp2Cosp3-f-a33cosY2COSY3-h2«23(cosP2COSY3+coŝ 3COSY2)-i“

+ 2 a 13(cosa2cosY3+cosa3cosY2) +  2ai2(t<)sa2COsP3-f-cosa3cosP2)

Но мы имеемъ (33):

« 1 1  COS a2 ~Г « 1 2  COS $ 2  +  « 1 3  cos y2 =  X2 cos a2  

« 2 1  COS 0t2 -j- a2 2  cos (5 2  +  « 2 3  cos 7- =  X2 cos 02

«3 ! COS a2 -f- «32 COS 02 +  « 3 3  COS Y2 =  X2 COS 72
b

Если эти уравнешя умножимъ, последовательно, на cosa3, cos03, cosy3 и 
сложимъ, то найдемъ:

«u coso2cosa3-j-a22cos02cos03+ « 33cos72eos73-j-2«23(cos02cos73+cos03cos72)+ 

-j- 2«13(cosa2cos73-l-cosa3cos72) -f- 2«12(cosa2cos03+cosa3cos02) —

= X2(coso2 COSa3-f-COS02COS03+COS72COS73)

Но такъ какъ направлешя a2,02, y2 и a3, 03, y3 перпендикулярны между 
собою, то вторая часть предъидущаго уравнешя равна нулю.

Следовательно коэфищентъ при yz такимъ преобразовашемъ унич
тожается, точно также можно показать, что уничтожатся коэфищенты 
при: х у  и xz.

§ 553. Три корня уравнешя (38) суть коэфищенты при 
преббразованномъ уравненш:
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Ъп х2 +  Ъп  у2 +  Ьзз £  — Н

Случай 1. ВсЬ три корня положительные. Полагая:

Л
Ъ22

уравнеше (41) сделается:
.2 2 .X й  , у и  . 8 2

а1 о* ег

(41)

( 4 2 )



Полагая, последовательно, въ этом® уравнеше:

у —  О , 2  =  0 х  =  0 , 2  =  0 ; ж =  0 , у — О
• ч

\  •

найдемъ:
х  =  —  а , y  —  z z b
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Следовательно а, Ъ, с суть разстояшя начала координат® или центра по
верхности отъ точек® встречи поверхности съ координатными осями. Эти• 1 . • <I ‘

разстояшя называются главными осями поверхности.
Если а >  й >  с, то а называется —среднею, а с—малою

осью.
Легко видеть из® формы уравнешя, что это поверхность замкнутая, 

так® как® ни одна из® координат® въ уравнеши не может® быть равна оо. 
Она называется эллипсоидомъ.

Случай 2. Два корня положительные, один® отрицательный. Уравне
ше (41) будет®:

Ъп х 2 Ъп  у 1 — й33 2 2 =  Н  ' (43)
Полагая:

* Я
Йзз

уравнеше (41) примет® форму:
X2 , у2 22

Ь2 с2

Полагая, последовательно:

найдемъ:

т. е. оси х и у встречают® поверхность, а ось г ее не встречает®, поэ
тому а и Ъназывается действительными осями поверхности, а с мнимою 
осью.

Если сделаем® х  =  О, то будем® иметь:

(44)

т. е. пересечете плоскости Y Z  съ поверхностью есть гипербола, поэтому 
поверхность имеет® точки на безконечности, а следовательно незамкнута. 
Это однополый шперболоидъ.
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Случай 3. Одинъ корень положительный, а два отрицательные.
Уравнеше будете: ■

Ъ] 1 х2 —-  h i У' —  = я
делая: •

я =  а- , 
°п

я  ■ 3 .
ъ = ь  ’

Я  2=  с2
3̂3

оно сделается:
X2
а2

IIола гая, но следовательно:

0  , 0  

У  . ,
Ь2 с2

(

(45)

найдемъ:

откуда видимъ, что ось X  встречаете поверхность, а оси и ее не- 
встречают!, поэтому а называется действительною осью поверхности, а 
Ъ и с мнимыми осями.

Если сделаемъ у =  О или а — 0, то получимъ:

две гиперболы, какъ пересечеше плоскостей (X Z) и (XF) съ поверх
ностью. Откуда заключаем!, что это поверхность незамкнутая, Легко ви-

. Г

деть, что она двуполая.
Въ самомъ деле, если сделать х —  О, то найдемъ мнимую кривую:

Следовательно плоскость (YZ) не встречаете поверхность, т. е. одна ея 
пола лежите по одну сторону плоскости — О, а другая по другую. Это
двуполый гиперболоидъ.

Поверхности не им-Ьюи̂я центра.

§ \5 5 4 . Е сли поверхность втораго порядка не имеете центра, т. е. 
какъ мы' видели, центръ находится на безконечности, то координаты 
центра (§ 531):

х >
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равны безко вечности, т. е. 0. Но въ уравненш (16) посл’Ьдшй членъ 
есть, очевидно, А и , следовательно одинъ изъ корней этого уравнешя 
равенъ нулю.

Если новоротимъ координатныя оси нараллельно главнымъ направ- 
лешямъ, т. е. преобраэуемъ уравнеше линейнымъ подстановлешямъ (37), 
то уравнен1е:

«11 3'24-«222/24 “«зз^24 - 2«i ‘A'y~\'Au\ дХЯ ‘f- 2й2з^/л-р2й] 2±Ц -f- =  0

сделается:

^ 2+ V '2+ 2#(au cosa1+ a 24COsP1-j-«34COSY1)-f-2«/(a14Cosa2+«24cosP2-|-
I

4" «34 COS Yf) +  2z («, 4 COS a3 4* «24 COS Рз +  «34 cos Уз) +  H —  0 (46)
f

Если теперь перенесемъ начало координатъ въ точку (х\ у\ Я\), т. е. еде-
лаемъ подстановлеше х-f- хг, у-f- у\, я я х, то вообще можно такъ опре-

>

делить Х\,ух,Я\, что коэфищенты при и величина Н  исчезнуть, и 
уравненie (46) сделается:

Х2 у2 +  Х3 Д2 2х («, 4 COS « 1  4- «24 COS Pi 4~ «84 cos Yi) =  0 (47)

Если коэфищентъ при х  неравенъ нулю, то означая его черезъ — Q, предъ- 
идущее уравнеше будетъ:

W  +  V 2=  (48)

Корни Х2 и Х3 могутъ иметь рдинаковые знаки и могутъ иметь разные.

Случай 1. Корни Х2 и Х3 оба положительные или оба отрицательные; 
въ обоихъ случаяхъ, полагая:

найдемъ:

(49)

смотря потому будутъ-ли корни оба положительные или оба отрицатель
ные. Поверхность эта есть параболоидъ .

Случай 2. Если корни имеютъ разные знаки, то будемъ иметь:

2х
а

Поверхность эта есть параболоидъ тперболичестй.



Это и вей поверхности не имйюшдя центра.
/

Д1аметральныя плоскости въ этомъ случай будутъ:

«! 4 cos ах -j- а24 cos (5Х +  «34 cos 'h =  О

Х2 (# cos а2 -\-у  cos [S2 - f  0 cos Y2) +  «и cos а2 -j- «24 cos р2 - f  «34 cos y2 =  О
(50)

>•3 (a? cos «3 - f  у cos рз -j- 0 cos Ys) +  «u cos a3 -j- a2i cos f53+ «34 cos Y3 =  0 

изъ коихъ первая находится на безконечности.
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Поверхности им1эющ{я безконемное число центровъ.
\
жI •

§ 555. Выше мы предположили, что коэфищентъ при х въ уравне- 
Hin (46) не равенъ нулю. Ноложимъ теперь, что:

«14 COSi ~)~ й24 COS Pi -j- « 3 4  COS Yi == 0

Въ этомъ случай ypaBneuie (46) не содержитъ х. Начало координата мо- 
жемъ перенести въ точку (у^у) на плоскости (Y Z )  и выбрать ух и гх 
такъ, чтобы коэфищенты при у и я исчезли и уравнеше (46) сделается:.

с

\  </2 +  Х302 =  Я  (51)

Это будетъ, очевидно цилиндрическая поверхность, коей ось есть ось 
Цилиндръ будетъ эллинтическШ или гинерболическШ, смотря потому бу
дутъ-ли корни Х2 и Х3 съ одинаковыми знаками или съ разными. Если Н  
будетъ величина положительная, а корни отрицательные, то поверхность 
будетъ мнимая. Центры такой поверхности вей лежатъ на ея оси X.

Въ этомъ случай, первая изъ дхаметральныхъ плоскостей (50) 0=0 
неопределенная, а переейчеше двухъ иослйднихъ дадутъ ось цилиндра 
или геометрическое мйсто центровъ.

§ 556. Положимъ теперь, что одинъ изъ корней Х2,Х3 равенъ нулю, 
нанримйръ Х2. Въ этомъ случай уравнеше (46) сдйлается:

Х302-|- 2 х(щ4COsat -j-«24COsPi -f-«34cosYi) + 2«/(a14cosa2+«24COsP2+«34COSY2)+

-f- 2Ц«, 4cosa3-l-«24COsP3+«34COSY3) -f- 0

Можно направлеше a2, |32, y2 такъ выбрать, чтобы:

«14 cos a2 -j- a24 cos (J2 -f «34 cos =  0

(52)
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Въ этомъ случай уравнеше (52) сделается:

3̂ S2 +  2 X (di 4 COS Olj 4- «24 COS pi +  «34 COS Yl) 4~

2  s («! 4 cos a3 -f- «24 cos P3 +  «34 cos */з) 4“ H =  0
( 5 3 )

Можетъ случиться, что коэфищентъ при х  равенъ также нулю, въ этомъ 
случай уравнеше (53) будетъ:

\  02 +  20 («! 4 COS a3 +  «24 COS рз «34 cos Тз) +  =  О

Перенося координаты параллельно самимъ себе, уравненшмъ (52) и (53), 
можно дать форму:

02 - \ ~ 2 х  («! 4 COS ОС) 4- «24 COS Pi 4“ «84 COS Yl) =  0 (54)

\ гз2 +  К = 0  (55)

Первое есть параболичесшя цилиндръ, а второе две параллельный плос
кости. К  есть постоянная величина.

Въ первомъ случай одна изъ д1аметральныхъ плоскостей, сопряжен
ная направлешю «i,Pi,Yi находится на безконечности, а сопряженная 
направлешю й2,Р2Л 2 неопределенная. Во второмъ случае первыя две 
д1аметральныя плоскости неопределенны, а последняя есть геометрическое 
место центровъ поверхности.

Но когда два корня уравнешя (17) равны нулю, то имеемъ:

«п «12«13 
«23 «22 «12«23 

«13 «33
«13«23 

«12

Подставляя эти выражешя въ уравнешя (12) найдемъ, что оне слива
ются въ одно:

«1 2«13 COS Я 4- «12«22 СОЬ р 4“ «13«23 COS Y — О

СлЬдовательно есть безчисленное множество главныхъ направлешй, соот- 
ветствующихъ корнямъ равными нулю въ сопряженной направлешю 
«з, Р3, Y3 д1аметральной плоскости.

*
\

Это и все поверхности, который представляетъ уравнеше второй 
степени между тремя координатами.

Бели бы мы имели въ одно время:

«11 4* «22 4~ «38 ~  О
%

« 1 1  « 2 2  « 1 1  «33 4- «22«38 «2 1 . 2  «213 «223 =  О

«11 « 323 4 -  « 2 2 « 2! 3 4 -  « 3 8 « 212  «11 « 2 2 « 3 8  2 « 12« ,  За 2з =  О



то три корня уравнешя (17) равны пулю. Возвысим® первое изъ этих® 
уравненШ в® квадрат® и складывая со вторым®, умножив® его сначала 
на 2, найдем®:

а \  1 +  а2 22 +  а8зз +  2«2i2 +  2«2i3 +  2«2гз =  О 

что может® быть только тогда, когда:
i

<*11 ^ ? <*22 ^ ) <*33 ^ ? <*12 ==:: ^ * <*13 ^ ? <*23 :=: ^
г

но в® этом® случай уравнете поверхности не будет® второй степени. 
Следовательно невозможно, чтобы три корня X], Х2, Х3 были в® одно время 
равны нулю. Изъ этого заключаем®, что в® поверхности втораго порядка, 
существует®, покрайней мере, хоть одна д1аметральная плоскость в® ко
нечном® разстоянш.
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и вращетя.

§ 557. Поверхность вращетя, около известной прямой называемой 
осью вращетя, есть такая поверхность, которой пересечете съ плоскостью 
перпендикулярной к® оси вращетя есть всегда круг®, коего центр® на
ходится на оси.

Если уравнеше второй степени, выраженное в® прямоугольных® 
координатах®, может® быть преобразовано в® форму:

«И ж2 +  а 22У2 +  «3802 +  2а1 4# +  2«2 +  2«34^ +  «44 =  0 (56)

в® которой два коэфищента при переменных® в® квадрате равны, то это 
есть поверхность вращетя. Пусть например®: аи =  а22. Полагая z =  k 
пересекаем® поверхность плоскостью перпендикулярною к® оси Z  и про- 
экщя этого пересечен!я на плоскости (XT) будет®:

«11 (У2 +  г2) +  2«14» +  2<х24«/ +  a3Zh2 -f- 2aZilc - f  а44 =  О (57)

Очевидно, что это есть крутъ, коего координаты центра

OL14 а24
а11 а11

независятъ от® к; следовательно пересечешя поверхности съ плоскостью, 
которая перемещается параллельно плоскости (XT), суть круги, коих® 
центры находятся на прямой параллельной оси Z  и коей координаты
точки пересечешя съ плоскостью (XT), суть:

I

но ось вращетя поверхности есть эта прямая

Ои
«11

«24
«11

• Следователь-

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник



Обратно, если общее уравненie второй степени представллетъ по
верхность вращешя, то ему можно дать форму (56). Въ самомъ деле, 
возьмемъ за ось Z  прямую параллельную оси вращешя, а за друпя две 
оси перпендикулярныя прямыя. Пусть въ этомъ предположен in уравнеше 
поверхности будетъ:

ацж2+ а 22̂ 2+ а 33гг2-}-2а12а;«/+2а, zx3+2*wy2+2v.Xix+ 2 a u y-\-<2,a.u 3-\-a.ii=<)

Проэкщя кривой пересечешя этой поверхности съ плоскостью па
плоскости ( XY) будетъ:

ai 1 ж2—{—аззу/2—{— 2ах г-'*7*/-1 2а137сл;—(—2а2з7гг/—j—2^ }—2ос24?/—2а34;й:—}—«ззЛ;2—f-<3t44= 0
♦ »

чтобы это уравнеше представляло кругъ необходимо:

а11 == а22 1 а12 — О

Если к  будетъ переменное, то предъидущее ypanneHie должно представ
лять круги, коихъ центры находятся на одной и той-же прямой; но ко
ординаты центра суть:

_  «13^4~ан _ «23 % Н~ «24
®i 1 5 аП

Следовательно мы должны иметь а13 =  0, а23 =  0. Такимъ образомъ въ 
уравнеши нетъ членовъ ху, уз, хз , а коэфищевты при ж2 и у2 равны, 
следовательно оно имеетъ форму (57).

§ 558. Мы видели, что уравнеше поверхности втораго порядка, 
отнесенное къ прямоугольной системе координатъ:

«11 4" «22 У2 +  «33 4~
-j- 2$i2.xi/-|— 2л13ж#4—2«2з2/^4~2й14ж-|-2ж24?/-|-2«34#-|-с*44 =  0 (68)

нодстановленшми вместо х, у, 2  выраженШ:

X COS «1 +  У COS 02 “Ь # COS «3
X COS Pi •+■ у  COS p2 +  2 COS Рз (59)
X COS Yl +  У  COS Y2 4” COS Ys

. \

где ai, @i,Yi; «2» Y2‘> a8) Рз>Тз суть направлешя главныхъ осей, преобра
зуется въ:

\  х2 - f  Х24/2 +  Х8 я2 -ф* 2«14 х  4~ 2«24 у 2а34 з  +  а44 =  О
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г д е  Х,,Х2,Х8 суть корни уравнешя (16).

(60)



Если теперь корни X! и Х2 будут* равны, то уравнеше (СО) будет*  

представлять поверхность вращ еш я, как* мы показали в* § 557.

Но если уравнеш е (16) им еет* двойной корень, то имеем* (30):
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«1 2 «1 3 
«28

«1 2 «23 
«18

«13 «23
«12

следовательно это есть услов1е, необходимое и достаточное, чтобы урав- 
HeHie (58) представляло поверхность вращешя.,. Мы видЪли (§ 557), что 

одинъ изъ двухъ равныхъ корней, наприм^Ьръ, равенъ выражешямъ (61), 
следовательно имеемъ:

•х __«12 «13  ̂ 1 __«12 «23 л \ __ «13 «23 /рпч
«11 А1 —  ~ ~  9 «22 А1 :—  ? «33 А1 — ---------  vb

«28 «13 «12

подставляя эти выражешя въ уравнешя (13), найдемъ, что эти три урав- 
неш я тождественны:

I
I

« 12 «1 S COS OCi +  ах 2 Hi з COS Pi +  « 13 «23 COS 7 i =  0 (63)
I

4

Откуда видим*, что главных* направлен^, соответствующих* двойному 

корню, есть безчисленное множество и все онЪ, очевидно находятся въ 

плоскости:

«12 «13 ^ 4 “ «12 «23 У 4 “ «13 «23 Я =  О (64)
или: '

-  +  - -  +  —  =  0 (65)
«23 «13 «12

B e t  эти направлешя перпендикулярны к* налравленш а3, Р3, у3 опреде
ленному третьим* корнем* Х3.

Сопряженная н ап р ав л ен т  о^, Р3, у3 д1аметральная плоскость, как* 
мы видели есть (34):

Х3 (х  cosa3 -f- у  cosPs +  я cosY3) ~Ь «1 ^cosog -f- « 24CosP3 +  «stCOSYg =  0 (66)

которая сделается, если вместо cos 03, cos p3, cos у3 подставим* выраже-
ш я (23):

«

X3 («12«1 3Ж 4~ «12«23?У 4" «13«23г) 4" «12«13«14 4 “ «12«28«24 4* «13«23«34 =  0  (6 7 )
I

или:

—  4 -  - -  4 -  —  4 ~ т -  ( —  4 -  — - 4 -  — \  =  о  ( 68)
«28 «13 «12 А3 \«23 «13 «12/



следовательно ось вращешя будетъ перпендикулярна къ этой плоскости. 
Если поверхность будетъ центральная, то координаты центра удовлетво- 
ряютъ уравнешямъ:

«п* 4 « i2 « /4  а\Ъг +  «14 =  О

«21#4" «22 У4 «23# 4  «24 =  О
«31X «322/ 4  «33® 4" «34 — О

подставляя вместо я ,ь я22» йзз ихъ выражешя (62), найдемъ:

«1 2Я] зЖ 4“ «1 2«23 у4 «1 3«23̂  4“ «23 (4 # 4“ «1 4̂  ==: О

«1 2«| 3# 4" «I 2«23 У4" «I 3«23# 4  «13 (4 у 4  й24) =  О (69)
•  *

«12«13# 4  «12«23?/ 4  «13«23'« 4  «12 (4 Я 4  «34̂  =  О

Следовательно координаты центра удовлетворяютъ уравнешямъ:

«2з (4 # 4  «н) =  « 1 з (4 у  4  «24) =  « 1 2  (4 » 4  «34) (70)
*

• • I

которыя представляютъ прямую, проходящую черезъ центръ и перпенди
кулярную къ д1аметральной плоскости, сопряженной направлешя а3, р3,у3.

Условия (61) невозможны, если какой-нибудь и.зъ коэфищентовъ я12, 
Я] з, о2з равенъ нулю, но если два изъ этихъ коэфищентовъ равны нулю, 
напримеръ «12 =  0, Й1з =  0, то уравнеше (15) сделается:

fall { (#22 (#33 г #22з} — 0 (71)

Одинъ изъ корней этаго уравнешя есть ап и если онъ удовлетворитъ и 
уравнеше:

(#22 (#33 #223 0 (72)
*

то онъ будетъ двойной корень; поверхность будетъ поверхностью враще
шя, если при услов1яхъ я12 =  0, а)3 =  0 им'Ьемъ:

W

«223 — («И «22) («И «23)
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Второй корень квадратнаго уравнешя (72) будетъ:

«22 4  «33 —  «11

подставляя его въ уравнешя (12), найдемъ уравнешя для опредЪлешя
направленш оси вращешя:

cos а =  О cosfi . c o sy
“Г

# 1 1 —  (Х22
о

#23

l

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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§ 559. Если поверхность будетъ поверхностью вращешя, то всякая 
плоскость перпендикулярная къ оси вращешя, перееЪкаетъ ее по кругу. 
Если въ кругЬ проведемъ, какую-нибудь хорду, то плоскость, проходящая 
черезъ ось вращешя и середину хорды, перпендикулярна къ хорде, сле
довательно каждую плоскость, проходящую черезъ ось вращешя, можно

/

разсматривать, какъ главную. Это замечайie сейчасъ даетъ услов1‘е (61). 
Въ самомъ деле, выражая, что уравнешя (13) § 546 тождественны, такъ 
какъ есть безконечное число главныхь направлены, будемъ иметь:

1 * .

#11 ^ __ # 1 2 __#13 #11 --- ^ ___#12__  #13
#12 #22 —   ̂ #23 * #13 #23 #33— ^

откуда:
Ч__ #12 #13 „ -1 __#12 #23 „ __#13^23

#11 л —  ~ ~  ? #22 А —  ~  ? #33 А = --------
#23 #13 #12

<

исключая X, найдемъ услов1я (61):

«1 2 «I3 
«23 «22 а\ 2 «23 

«13 «33 «13 «23 
«12

§ 560. Такъ какъ кубическое уравнеше (16) § 546 имеетъ всегда 
три корня действительные, то можно судить о роде поверхности по зна- 
камъ его членовъ.

1. Если все члены въ уравненш положительны, то все его корни 
будутъ отрицательны, если же знаки идутъ по переменно, то все его 
корни будутъ положительные (теорема Декарта), Въ обоихъ случаяхъ по
верхность будетъ или действительный или мнимый

2 . Если знаки расположены не въ вышесказанномъ порядке, то 

каждой перем ене соответствуетъ положительный корень, а каждому пов- 

торешю знаковъ— отрицательный. Следовательно въ этомъ случае поверх
ность будетъ одинъ изъ гиперболоидовъ.

3. Если въ квадратномъ уравненш, въ которое обращается кубиче
ское, въ неимеющихъ центра поверхностяхъ, знаки членовъ одинаковы 
или идутъ поперёменно, то поверхность будетъ, въ первомъ случае пара- 
болоидъ эллиптические, а во второмъ параболоидъ гиперболические.

4. Для цилиндрическим параболоида кубическое уравнеше обра
щается въ уравнеше первой степени, такъ какъ два его корня равны 
нулю.

Ч

Пр. 1. Какая поверхность представляется уравнешемъ:

7х2 -}- 6у2 -{- 5-е2 — 4ху — 4у& — 6 =  0

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я.
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Соответствующее кубическое ура кнопке будетт.:

X3 — 18Х2 +  99 X — 162 =  О
Знаки идут* попеременно, следовательно это один* наг, эллипсоидов*. Корни этого 
уравнешя суть:

Х ,=3 , х2 =  6 , Хз =  9

Преобразованное уравнеше будетъ:

или:
Ъх2 -{- Qy2 -f- =  6

х2 2 у 2~f 3-г2 =  2

эллипеопдт., коего оси суть:

а 1/2 , Ь =  1 , I 3
Пр. 2. Какую поверхность представляетъ уравнеше:

И х 2 -|- 10i/2 -{- 6я2 — 12ху +  4xz — 8yz  — 12 =  О

Соответствующее кубическое уравнеше будетъ:

X8 -  27 X2 +  180Х -  324 =  О

По знакамъ это одинъ изъ эллипсоидовъ. Корни этого уравнешя суть:

Xi — 3 , Хг — 3 г Хз —13 
Преобразованное ypaBHeHie:

х2 -j- 2у 2 =  4
эллипсоидъ.

Пр. 3. Какую поверхность представляетъ уравнеше:

7х2 —  13у2 +  бz2 -|- 24ху — 12xz +12yz zt 84 =  О 

Кубическое ypaBHeHie будетъ:
X3 — 343Х — 2058 =  О

Корни этого уравнешя суть:

Xi =  7 , Хг — 14 , Хз =  +  21
Преобразованное уравнеше:

х 2 2 у 2 — 3-г2 — ±  12
* *

Это будетъ однополый или двуполый гиперболоидъ, смотря но знаку второй части. 

Пр. 4. Какую поверхность представляетъ уравнеше:

2ж2 +  3 у 2 +  4г2 -)- 6 ху  +  8хг +  4 — 8 =  0

Кубическое ypaBHeHie будетъ:

Х3-9 Х 2 —ЗХ +  20 =  0• • - • . т • • .
Въ этомъ уравненш два корня положительные и одинъ отрицательный, следова
тельно это одинъ изъ гиперболоидов*.



Пр. 5. Какую поверхность представляетъ уравнеше:

бос2 — у2 -J- z2 4~ 4ху 6xz 4“ 2х +  4у 4~ 6я — 8 =  0

Кубическое уравнеы1е будетъ:

X8 — 5Х2 — 14Х =  О
или:

Х(Х2- 5 X - U )  =  0

Одинъ изъ корней равенъ нулю, следовательно это одинъ нзъ параболоидовъ. По 
знакамъ квадратнаго уравнешя — это нараболоидъ гиперболичестй. Корни кубиче- 
скаго уравнешя суть:

Xi — 0 , Х2 =  7 1 Хз == 2-

Преобразованное уравнеше поверхности есть:

V 14

§ 561. Вотъ еще одно доказательство действительности корней кубическаго 
уравнешя (16) § 546. Пусть два его корня будутъ:

Х2 =  2̂ 4“ 2̂̂  t Хз =  Н'2 Ъг% 

трешг всегда действительный.
%

Уравнешя (12) § 546 дадутъ, очевидно, для косинусовъ угловъ главныхъ на- 
нравленш, выражешя формы:

cos о2 =  р.2 4- v22 , cos =  S2 4“ , cos y2 =  p2 4- c2i

cos a3 =  [a2 — v22 , cos fa■= S2 — (о2г , cos y3 =  p2 — a2i

Но въ этомъ случае услов1е:

cos a2 cosa3 4“ cos ($2 cos|53 +  cos Y2 cos Y3 =  0
обращается въ:

[Л22 4” V22 4“ S22 4“ 0)22 4“ p22 4“ &  =  64
и это возможно только при условии

{** — 0 ’, v2 =  0 , §2= б  , ы2= 0  , Рг =  0 , • ®2 =  О

Но при этомъ значевш нельзя удовлетворить уравнеше:

cos2 02 4“ cos2|$2 4* cos^ 2 =  1

Следовательно невозможно, чтобы кубическое уравнеше имело мнимые корни.
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ГЛАВА XXXVI.

Свойства центральныхъ поверхностей.

§ 562. Теперь остается изсл’Ьдовать отдельно свойства каждой изъ 
центральныхъ поверхностей и поверхностей неим'Ьющихъ центра. Мы ви- 
д'Ьли, что уравнешя вс'Ьхъ центральныхъ поверхностей приводятся къ 
форм’Ь:

Ь\I#2 +  1>22У2 +  &зз*2 =  Я

Если Л ” есть величина постоянная, а коэфищенты Ъц,Ъ22, &зз будутъ 
веЬ три положительные или отрицательные, то поверхность будетъ, въ этомъ 
случай, эллипсоидъ действительный, а во второмъ эллипсоидъ мнимый.

Если два изъ коэфищентовъ Ъп , Ъ22, hz, каше бы то нибыло, бу
дутъ положительные, а одинъ отрицательный, то поверхность будетъ одно-

I

полый гиперболоидъ.
I

Если одинъ изъ коэфищентовъ Ъ\ t , 2, какой-бы то нибыло, бу-
|

детъ положительный, а два отрицательные, то это будетъ двуполый ги
перболоидъ.

5 9 6  ГЛАВА X X X V I.— СВОЙСТВА Ц Е Н Т Р А Л Ь Н Ы Х Ъ  П О ВЕРХ Н О СТЕЙ .

Эллипсоидъ.

А

§ 563. Въ § 553 мы дали уравнешю эллипсоида следующую форму:

X“ , r _ L ? Z  
а2 Ь2 с2

или:
b W  -f- а2 с2у2 -f- а2&%2 =  а2Ь2с2

Полагая въ уравнеши (1):

У О 0 О х О Z — 0

Фиг. 162. наидемъ:

х а

1 х

У

О

Ъ , 8

(1)

(2)

У =  О

шею осью, 2

Это суть точки А  и А'', В  и Л , С и С, въ
А-ЗС которыхъ координатныя оси Y, Z  (фиг. 162)

*

встр'Ьчаютъ поверхность.
/  Эти точки называются вершинами эллип

соида, при чемъ 2а — АА' называется боль- 
сред нею, а 2с =  С С —малою, если а >  Ь >  с.

MitskevichOA
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§ 564. Если вместо координатъ х, у, г подставимъ въ уравнеше (1):

х  =  р cos а у =  р cos (5 , =  р cos y

то найдемъ, замечая, что:

cos2a -f- cos2P -f- cos2y =  1
следующее:

I  =  I  | / 1
p s rt2 V b2 1  ̂ cos26 +  [\a

1
a21 c°s2y (3)

1 1 1 1Такъ какъ, по условш, a >  6 >  с, то -  >  -  , — >  — , следовательно два 

последше члена второй части уравпешя (3) суть всегда положительные,
а вторая его часть будетъ наименьшая, когда:

cos 6 =  0 и cos Y =  О

т. е. когда нанравлеше рад1уса вектора р совпадаетъ съ осью X. Но, 
когда вторая часть будетъ найменыпая, то р =  а будетъ наибольшее, сле
довательно вершины А  и i '  эллипсоида суть самыя отдаленный точки 
отъ начала координатъ или отъ центра. Легко показать, что С и удутъ 
самыя ближайпйя точки отъ центра поверхности.' ,̂

У '
/  § 565. Если въ уравненш (1) сделаемъ, последовательно, ^=0, у = О, 

х =  0, то найдемъ пересечешя поверхности съ координатными плоскос
тями X Y , XZ, YZ :

*

это суть эллипсы, проходяпце черезъ вершины эллипсоида. Полагая въ
I

уравнеши (1) з =  а, найдемъ:

х 2 . у2
а2 +  &2 1 a2

или:

1 (5)

Следовательно пересечете эллипсоида съ плоскостью есть эллипсъ,
коего оси суть:

а 1
a

Ъ 1
a

( 6 )

MitskevichOA
Прямоугольник
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Пока а <  сэллипсъ будетъ действительный, его оси будутъ уменьшаться, 
по м^ре возрасташя а отъ нуля до с. Въ вершине эллипсъ обращается въ

Ч

нуль, а затемъ для всехъ значенш а >  будетъ мнимый. Поверхность 
не распространяется дальше вершины С. Точно таше-же результаты по- 
лучимъ, пересекая эллипсоидъ плоскостями параллельными плоскостямъ 
X Z  и YZ.

Найдемъ теперь цересечеше, какой-нибудь, плоскости:

з ах Ру +  Y (7)

съ поверхностью. Подставимъ вместо з въ уравнеше (1) его выражеше 
(7), то найдемъ:

х° . у“ , (аж-fp tf - fv )2
а
•2
- , + i +ь2

1 (8)

Составляя выражеше a212 — аца2г (§ 236), найдемъ:

величина всегда отрицательная, следовательно уравнеше (8) представляетъ 
эллипсъ на плоскости X Y ,  каше бы нибыли коэфищенты Но этотъ
эллипсъ есть проэкщя кривой пересечешя плоскости (7) съ поверхностью 
(1), которая, очевидно, будетъ также эллипсъ. Следовательно цересечеше 
всякой плоскости съ эллипсоидомъ есть эллипсъ. Откуда заключаемъ, что 
эллипсоидъ есть замкнутая поверхность.

Заметимъ, что эллипсы, полученные отъ пересечешя поверхности 
параллельными плоскостями, подобны, такъ какъ члены второй степени 
въ уравненш (8) не зависятъ отъ y, съ изменешемъ котораго плоскость 
(7) переносится иараллельно самой себе. Это свойство принадлежитъ 
всемъ поверхностямъ втораго порядка. х>

<Г § 566. Круювыя аьчемя. Пересечемъ эллипсоидъ плоскостью, про
ходящей по средней оси Ь. Если эта плоскость совпадетъ съ плоскостью 

XY, то оси эллипса будутъ а и Ъ,а если плоскость совпадаетъ съ плос
костью YZ, то оси эллипса будутъ б и с .  Ось Ъ остается постоянною, а 
другая будетъ изменяться съ наклонешемъ плоскости сечешя отъ с до а, 
следовательно есть такое положеше секущей плоскости, при которомъ 
другая ось эллипса будетъ равна Ь, а если обе оси въ эллипсе равны,

Ч

то онъ будетъ кругомъ.
Итакъ видимъ, что есть такое положеше секущей плоскости, при 

которомъ пересечеще ея съ эллипсоидомъ есть кругъ, Если есть хоть од-
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но положеше секущей плоскости, которое даетъ кругъ, то пересЬчешя 
всЬхъ плоскостей, иараллельныхъ этому направлешю плоскости, съ поверх
ностью, будутъ круги, такъ какъ выше заметили, что вс'Ь сЬчешя

\

параллельными плоскостями подобны.
Убедившись въ этомъ, нересечемъ эллипсоидъ плоскостью, нроходя- 

щей черезъ его центръ и ноложимъ, что это сЬчеше есть кругъ, коего 
рад1усъ назовемъ г. Этотъ кругъ будетъ находиться на шаре, коего центръ 
находится въ начале координата, а уравнеше есть:

или:
/v>2 #2
—2—I— —I----2 =  *9 у**

Если это уравнеше вычтемъ изъ уравнея1я (1), то найдемъ:

'  <10>

X2 +  У2 ~Ь 2*

Это есть уравнен1е поверхности, проходящей черезъ пересечете эллип
соида съ шаромъ, а какъ оно однородное и втораго порядка, то это ко- 
нусъ, коего вершина находится въ центре. Чтобы эллипсоидъ и шаръ 
имели пересечешемъ кругъ, необходимо, чтобы конусъ (10) преобразовал-

I

ся въ две плоскости, проходящая черезъ начало, а это требуетъ, чтобы 
одинъ изъ членовъ уравнешя конуса (10) исчезъ. Одинъ изъ членовъ 
исчезнетъ если положимъ г — а, г =  Ъ, г —  с; при этихъ положешяхъ 
уравнешя конусовъ сделаются:

полагая а >  Ь >  с первое и третее уравнешя цредставляютъ мнимыя 
плоскости, а второе преобразуется въ форму:

которая представляетъ две плоскости, проходящая по средней оси по
верхности.
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Если означимъ черезъ <р наклонеше этихъ плоскостей къ плоскости 
X Y ,  то будемъ иметь:

COS

а следовательно:

а
Ъ

/  Ъ2 — с2 
а2 — с2

sin (р •• 1
<0 |fO
+1II /  а2 — Ъ2 

а2 с2
(13)

t а2- -Ъ2 (14)
Ъ2- - с 2

въ эллипсоиде есть два ряда сеченШ, дающихъ
кругъ. Плоскости сеченШ параллельны средней оси Ъ и наклонены къ 
плоскости X Y  подъ углами (14). '

" Когда плоскости круговыхъ сгЬчешй, будутъ переноситься, отдаляясь. /

Ч

отъ центра, параллельно самимъ себе, то круги будутъ делаться все мень
ше и меньше, наконецъ, когда плоскости С'Ьченш коснутся поверхности, 
то круги обращаются въ точки, который называются круглячками-эллип
соида или омбиликами(ombilic, point ombilical); такихъ круглячковъ на
поверхности эллипсоида четыре. Координаты этихъ точекъ легко найти.

/

Легко видеть, что круглячекъ будетъ находиться на эллипсе:

X 2 ,
а2 с2

1 (15)

въ конце д1аметра, сопряженнаго д1аметру равному Ь въ эллипсе (15). 
Но мы знаемъ, что:

откуда:

х а

sr
. If-а2 — с2х'2 = 1еи

а2-
а2-- ь: . у -— с2

= 0 ,

- 9 2
X'2

а

2 ъ2 2
а

(16)

суть координаты четырехъ круглячковъ. \
^ 3  567. Если въ уравнеше (1) эллипсоида а =  Ъ, то оно сделается:

X2 -f- у
а +

з 1

изъ котораго видимъ, что все плоскости перпендикулярным къ оси Z  
пересекаютъ поверхность по кругамъ, следовательно поверхность есть 
эллипсоидъ вращешя около оси Z.

Если;
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то эллипсоидъ будетъ шаръ:

ж2 у2 Н- а

Если с =  оо или , корень уравнешя (16) § 546, Х3 =  0, то эллипсоидъ об
ращается въ эллиптичесшй цилиндръ:

X
а + У_ 

Ъ2 1

Наконецъ, если и другой корень Х2 =  0, то будемъ иметь две плоскости:

X а

§ 568. Координаты точекъ поверхности эллипсоида заключены въ
предблахъ z t а, ± Ъ , ± с .

»

Поэтому можно положить:

X a.cos а , w =  b.cos|S , z — с.cosy

подставляя въ уравнеше (1) найдемъ, что:

cos2a -f- cos2P -j- cos2y =  1

откуда видимъ, что a, (3, ■; суть углы, которые составляетъ съ координат
ными осями прямая, проходящая черезъ начало, къ некоторой точке по
верхности. Каждой точке поверхности соотв^тствуетъ прямая (а, (3, у) и 
обратно. Въ вершине А, где х — а, О, им^емъ:

*

cos a =  1 , cos Р =  0 , cos у =  О

следовательно прямая направляется по оси X. Но это исключительный
>

случай, въ которомъ прямая проходить черезъ соответственную точку 
на поверхности. \

У*
А ’ Если черезъ дентръ проведемъ две перпендикулярныя прямыя

(«', 7'), («", V, 7"), то:

cos a' cos a'' +  cos |3’ cos 3” +  cos 7' cos 7" =  0

а соответствующая точки (xi у\zx), (x2 y2 z2) удовлетворяютъ уравнеше:

(17)

а д  , ум| M
a + b2

»

Обратно, если координаты двухъ точекъ на поверхности удовлетворяютъ
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у р авн еш е (1 8 ), то соответствую щ ее углы будутъ  удовлетворять  уравне

ш е  (17 ). Д лина д !ам етра, п р о х о д ящ аго  ч ер езъ  точку  {xxy xz x), будетъ:

2 х \ +  У2 1 +  A  =  a2cos2a' -f- &2cos2(J' -f- c2cos2y'

а, (3 и у н азы ваю тся угловыми координат ами;!
§ 569 . Касательная плоскость. В ъ  § 514 , (3 6 ) мы наш ли уравнеш е 

касательн ой  плоскости  к ъ  п оверхн ости  втораго  п о р я д к а  f =  0  въ  то ч к е

(^1Й^):

откуда д л я  элли п сои да и м еем ъ :

/

(20)

(21)

Е сл и  то ч к а  (а?, у хгх)не у д о вл етво р яетъ  у р ав н еш е  (2 1 ), т . е. если она н ахо

д и тся  в н е  и ли  вн утри  п о вер х н о сти , то  (2 0 ) будетъ  у р ав н еш е  полярной 
плоскости, коей  полю съ есть  т о ч к а  {xxy xzx).

В ъ  угловы хъ  к о о р д и н атах ъ  у р ав н еш е  (2 0 ) с д е л а е т с я :

— c o sa ' +  -f- cos +  — cosy ' = 1  (22)
а о с

. .  .  \  *  ,

О значим ъ черезъ  р  п ер п ен д и к у л я р ъ , оп ущ ен н ы й  и зъ  н а ч а л а  координатъ  

на касательн ую  плоскость (2 0 ). П усть a, (J,y будутъ  углы , которы е р  ео- 

став л я етъ  съ  осям и X ,  Y ,  Z ,  то у р ав н еш е  к асател ьн о й  плоскости  можно 

написать  так ъ :
хcos a  -f- у  cos Р - | -  зcos у  =  р (23)

С равн и вая  съ (20 ) и (22 ), и ай дем ъ : ■

Х\
9а*

cos a
~  Р  ’

II
—«|<м

COS0

2>

^  COS Y 
’ C2 _  JO

(24)

cos a' cos a cos fi' 
&

_cos£
“  $

cosy’ '
)

_ cosy (25)
а р c p %

откуда найдем ъ:

± _ А  ,
р3 ‘

>А , А
Ъ* с4

А

1
’ 2

'  * 4

cos2a' 
— a3

•>

. cos3fi'
+  jr,2 +

cos2y’
c2 (26)
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Предложены. Если изъ центра эллипсоида опустимъ перпендикуляры 
на три нерпендикулярныя между собою касательныя плоскости къ по
верхности, то сумма квадратовъ этихъ перпендикуляровъ будетъ величина 
постоянная.

Доказательство. Пусть а,, {J,, Yi 5 аз, Уз будутъ направ-
лешя трехъ перпендикуляровъ р х, р2, то будемъ им^ть (24):

р 2! =  <*2COS2a j  - f -  b 2COS20 , - f -  COS2*)1]

p 22 =  a2cos2a2 +  62cos232 +  c2cos2y2
p 1з =  a2cos2Og -j- b2cos2̂ 3 +  c2cos2y3

складывая и замечая, что:

cos2ax -f" cos2a2 -f- cos2a3 =  1
найдемъ:

p \  +Р%  +  P \  =  a2 - f  &2 +  e2 (27)

Cjmdcmeie. Отсюда сл’Ьдуетъ, что геометрическое м4сто вершинъ 
прямоугольнаго треграннаго угла, описаннаго около эллипсоида, есть
шаръ, коего рад1усъ есть V а2 -\-Ъ2-\- с2.

§ 570. Нормальная литя. Перпендикуляръ къ касательной плоскости 
въ точкЪ касашя называется нормалью къ поверхности. Его уравнешя 
суть (§ 515):

или:

х — ху _  у — у\ _  Я  —  Ях

X У Z

У 2 Ь 2 7

Н 1 н Jj
^ 1 1

§ II

/*2

■■(я —  Я х )  —
Х \ У 1 *1

Задача. Сколько можно провесть нормальныхъ лишй къ эллипсоиду 
черезъ данную точку внЬ ею?

Ртиенге. Пусть координаты данной точки будутъ х', у', г . Черезъ точку 
(х'у'У) проведемъ нормаль къ поверхности, пусть ея точка встречи съ 
поверхностью будетъ (хх ух зх).

Координаты хх, уи ех будутъ удовлетворять уравнешя:

х — хх _  у — у{

MitskevichOA
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Пусть:

откуда, найдемъ:

Ш.
Ь2

✓ а2х'
а2 -(- 7с

подставляя эти выражешя въ уравнеше эллипсоида, найдемъ:

■а2х '2 . Ъ2у '2 . cV 2  
(а2 +  /г)2 +  (Ъ2 +  1с)2 +  (с2 +  7с)2 “  1

или:
(а2 +  Л)2 (7>2 к) 2 ( с2h) 2 — и2 Q>2 -f- 7с)2 (с2 к)2 х '2 —

— Ъ2 (а2 4" 7с)2 (с2 4" &)2 у’2 -г_ с2 (а2 4- 7с)2 (7>2 4~ /г)2 з'2 =  0 (32)

Это ypaBnenie шестой степени относительно 7с, оно всегда тгЬетъ два дМ-
ч

ствительные корня, такъ какъ, полагая последовательно 7с =  — со ,— а2, 
+  оо, получимъ результаты:

+  -  +

Перенося начало координата въ точку (x’y'z'), назовемъ новыя коорди
наты точки 4 i у] Z\) черезъ и, о, го, то уравнешя нормали сделаются (28):

и V го
и 4 - ж' v 4" у го 4 -  z'

* а2 Ъ2 с2

откуда получимъ:

и (о4- у1) v(u  4" х') u(to-\-z') го(и-\-х’)
ъ2 а2 ’ с2 а2

•

или:
( а2 — Ь2) uv

J

->

=  Ъ2х'о — а2у'и

■ ( < с2 —- а2)
>

=  a2z'u — с2х'го
**, ,

• (Ъ2 —  с2) vw =  с2у'го— b2z’v

Умножая
V

эти уравнешя на z \ i j ,  х 1 и складывая,
V

х' (Ь2 — с2) ого 4" у' (с2 — а2) иго +  z 1 (а2 -

или: ф*

*
1

f
)

х'(Ь2--  о2) yz +  у' (с2 — сер) xz +  z' ( —

v ( w - \ - z )

Ъ2) uv =  О

Ъ2) ху —  О

Ъ2

(33)
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а это естт> конусъ (34) § 535. Следовательно черезъ данную точку вне 
эллипсоида можно провесть шесть нормальныхъ лишй къ поверхности, 
изъ коихъ две всегда действительны; все шесть нормальный линш ле- 
жатъ на поверхности конуса, коего вершина находится въ данной точ
ке х ',у ',г ' .

§ 571. Дгаметральная плоскость. Если черезъ а, [5, у означимъ нап- 
равлеше прямой, проходящей черезъ дентръ эллипсоида, то уравнеше 
д!аметральной, сопряженной этому направленш, плоскости будетъ:

cos a -J- У_
ъ2 cos (3 -j- cos у =  О

Пусть Х\.,уi , 8i будутъ координаты точки встречи прямой (а Ру) съ поверх
ностью, то:

gi _  У\ 0\
cos а cos (3 cos у

откуда уравнеше (34) сделается:

ЗЩ | УУ\ | 00i
а2 Ъ2 с2 (36)

Это уравнеше плоскости параллельной касательной плоскости въ точке 
(Х\У\В\)- Следовательно д1аметральная плоскость, сопряженная нанравле- 
шю, соединяющему центръ съ точкою касашя, параллельна касательной 
плоскости.

Если черезъ р, означимъ полураметръ, проходящщ черезъ точку 
(Х\У\2 \), то будемъ иметь:

Х\ =  Pj COS Я) , у х —  Pi COS , 0\ —  pi COS у!

где , Pi, Ti есть направлеше р]. Подставляя эти выраженья въ уравнеше 
эллипсоида будемъ иметь:

(37)

Возьмемъ еще два полупдаметра р2 и р3 и положимъ, что р,, р2, р3, пер-
%

пендикулярны между собою. Пусть направлешя р2 и р3 будутъ: а2, р2, у2; 
а3, р8,уз, то будемъ иметь также следующее:

1 COS2a 2 . cos2P2 
а 2 Ъ 2п 2 ~ Р 2

1

Р 2з ”

cos2a3 , cos2P3
а 2 +

• •  **

+
cos2y2

+
cos2y3

(38)
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Складывая (37) и (38), найдемъ:

Следовательно сумма квадратовъ обратныхъ величинъ трехъ перпендику- 
лярныхъ д1аметровъ есть величина постоянная.

§ 572. Пусть 2аь  2&i, 2с! будутъ длины трехъ сопряженныхъ Aia- 
метровъ эллипсоида, т. е. такихъ д1аметровъ, каждый изъ которыхъ есть 
сопряженное направлеше д1аметральной плоскости, проходящей черезъ 
два друие.

Пусть {x2 y2 z2), (х3 уаг2) будутъ точки встречи этихъ д1а- 
метровъ съ поверхностью. Если выразимъ, что д!аметральная плоскость:

\

сопряженная первому д1аметру, заключаетъ два друие, то будемъ им§ть:

Х2Х\ . у 2У\ , Z2Z\

а + Ь2 + О

(40)
З Д  . у гу х

а + Ь2 +  =  О

Точно также, если д1аметральная плоскость сопряженная второму Д1аметру:

хх2 , уу2

а + Ъ2
+  - ^ г  =  0

проходитъ черезъ третш, то:

^2̂ 3 I УяУг I
а + Ь2 + о

% *
Въ угловыхъ координатахъ уравнешя (40) и (41) сделаются

сов a, cos аз 4 " cos Pi cos Р2 +  cos Yi cos Тг — О 

cos а! cos <*3 cos Pi cos P8 4* cos Yi cos Ys =  0  

cos «2 cos а8 4 “ cos P2 cos P8 4~ cos Y2 cos Ys =  0

(41)

m

такъ что направдешя (a, p, y), соотв'Ьтствукищя (х\У\8х), (x2y2s2) и (x9yz^ ) ,

MitskevichOA
Прямоугольник
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трехъ сопряженныхъ д!аметровъ, перпендикулярны между собою и мы бу- 
демъ иметь:

cos2̂  cos2P] +  cos2Yi = 1
ч

cos2a2 +  cos2f$2 +  cos2y2 =  1
cos2a3 -f- cos2P3 -f- cos2y3 =  1

а также и:
cos2oti +  cos2a2 -f- cos2̂  =  1

COS201 +  C0S2 2̂ -[- COS203 =  1 

C0S2Yi +  COS2Y2 +  COS ŝ =  1

§ 573. Въ § 543 мы видели, что всякая центральная поверхность 
будучи отнесена къ какому-нибудь полярному тетраэдру, коего одна изъ 
граней находится на бесконечности, имСетъ форму:

или:
А х 2 +  By2 -\-Cz2 — H

f

Следовательно уравнеше поверхности имСетъ такую-же форму, только 
координатныя оси не перпендикулярны между собою. Величины 2с,, 2 ЬХ> 2с\, 
суть длины сопряженныхъ д1аметровъ.

Если «1, Ъх, сх суть длины сопряженныхъ полуд^аметровъ, то им'Ьемъ:

а \  —  a 2cos2ai -f- &2cos20i -f- c2cos2Yi 

b2i =  ci2cos2a2 -f- &2cos2P2 +  c2cos2y2 

c2i =  « 2cos2a3 -f- &2cos2f33 -f- c2cos2Y3

складывая, найдемъ:
a21 -f- +  c \  =  a2 b2 -f- c2

такъ какъ направлешя «i,Pi,Yi; a2, P2,Y2! аз>(4, 7з перпендикулярны между 
собою (§ 550). Следовательно сумма квадратовъ трехъ сопряженныхъ д1а- 
мётровъ равна сумме квадратовъ осей поверхности.

§ 574. Иредложенге. Объемъ параллелепипеда, построеннаго на трехъ
V

сопряженныхъ д1аметрахъ, равенъ объему параллелепипеда, построеннаго 
на осяхъ.

Доказательство. Въ самомъ деле, параллелепипедъ, построенный на 
д1аметрахъ аи Ъх,сх равенъ шесть разъ взятой треугольной пирамиде, по
строенный на техъ-же д1аметрахъ.
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Следовательно объемъ V  параллелепипеда будетъ:

Х\ У\ «1 COS щ cos (3, cosyi

V — ж2 У% *2 — аЪс cos a2
•

cos@2 COS Y2 =  abc

х г Уг 3̂ cosa3 cos p3 cos Y3 ■

такъ какъ определитель, составленный изъ косинусовъ угловъ равенъ 
единице.

§ 575. Если три сопряженные д!аметра равны, то должны иметь:

cos a, cos a2 4 - cos P, cos (J2 4 ~ cos Yi cos Ya == 0 , cos2̂  4 -  cos2Pi 4" cos2Yi == 1

cos ̂  cos a3 -j- cos  ̂cos (33 -f- cos Yi cos Y3 == 0 , cos2a2 -J- cos2P2 4~ cos2y2 == 1

cos a2 cos a3 4 - cos P2 cos P3 4~ cos y2 cos Y3 == 0 , cos2a3 -}- cos2P3 4~ cos2y3 == 1

a2cos2ai +  62cos2Pi 4- c2cos2Ti =  a?cos2a2 4“ b2cos232 +  c2cos2y2 =
=  a2cos2a3 -f- &2cos2P3 4~ c2cos2y3

Восемь уравненш между девятью неизвестными, следовательно есть без- 
численное множество равныхъ сопряженныхъ д1аметровъ. Пусть длина од
ного изъ нихъ есть ах, то будемъ иметь:

а \  —  a2cos2a! -f- b2cos2Pi +  c2cos2Yi 
a \  —  a2cos2a2 b2cos2P2 4“ c2cos2y2
a \  =  a2cos2a3 4~ &2cos2P3 4~ c2cos2y3

складывая, найдемъ:
3a2i =  a2 4* 4“ c2

Следовательно, концы сопряженныхъ равныхъ д1аметровъ находятся на 
пересеченш эллипсоида съ шаромъ:

ж2 4~ У2 4~ а2 4~ Ь2 4~ с2
3

§ 576. Задача. Найти оси эллипса, происшедшаго отъ пересечешя
V.

эллипсоида плоскостью, проходящей черезъ центръ?
Рптете. Пусть a, (S,y будутъ углы, которые перпендикуляръ, воз- 

ставленный изъ начала координатъ къ данной плоскости, составляетъ съ 
координатными осями. Пусть р будетъ длина этого перпендикуляра до пе
ресечешя съ поверхностью. Если черезъ ах и Ъх означимъ оси искомаго
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эллипса, то будемъ им'Ьть (39) § 571:
\

_ L + _ L j _ ±  =
ft2! ' Ъ\ ' р2

но:

следовательно:

1  +  i - u J Lft2 Т  ЪЧ "Г с2

1
Р2

cos2a cos2i3 cos2y
~2 I р ~  * />2а

L  _l _L __ J_ j_ J_ + 12 I 7.2 ~ 9 . I 1 .9  Ia i Ь\
или:

cos2a cos2j3 cos2-/'
a Ъ2 a Ъ2

Ho (§ 569):

i +  ift2l Ъ\
sin2a

ft2
sin2? , sin2Y 

"i To rb2

1 P cos2a
ft2! a2b2c

, cos2? , cos2y
2Л2 i о о ГVc a2c2 a2b2

Следовательно и ~  суть корни квадратнаго уравнешя:Q/*\ О [

i
Ж

1
X

sin2a
~сР~

cos2a
Ъ

. cos2? , C0S2Y
b2c2 a2c2 a2b2

0

или:
ft2C0 S2a b2cos2? . C2COS2Y

+  T5---- "Tft Ж b2 — ж2 ж2 0

577. Мы нашли уравнеше касательной плоскости въ точк'Ь (х{ )
къ эллипсоиду:

ЖЖ, , УУ\ , щ

а + Ъ2 + 1 =  0

Координаты этой плоскости будутъ:

Ж1
ft2

JA
Ь2 )

откуда:

2 \

а?1 =  й2̂  , ft =  Ь2-»] , =  с2С
* * }

Такъ какъ точка (хх ух гх) находится на поверхности эллипсоида, то коор
динаты xx,y u Zi должны удовлетворять уравнеше:

а2 + Ж  +
г? 1

39АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕ0МЕТР1Я.



подставляя выражешя для хх, ух, 0х, найдемъ:

а2| 2 Ь у  -f- сК2 —  1 (43)

Это уравнение эллипсоида въ плоскостныхъ координатахъ.

Если , >3!, суть координаты касательной плоскости къ эллипсоиду,
то уравнеше точки касашя будетъ:

/

а \  5 Н~ -f- сК 1 Х> —  1 (44)
г

Если плоскость данная координатами ^ , t)i, ^  не касается поверхности, то 
уравнеше (44) будетъ, полюсъ этой плоскости.
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Однополый гяперболоидъ.

578. Когда два корня въ уравнеши (16) § 546 положительные,
то уравнеше поверхности им'Ьетъ форму:

х
а + У z

Ь 1 (45)

или:
Ь2с2а2 -j- а2с2«2 — а%2г2 —  а?Ь2с2 (46)

%

Если въ уравненш (45) сд'Ьлаемъ, последовательно, z —  О, 0, х =  0, 
то найдемъ пересечеше гиперболоида съ плоскостями X  Y, X Z,

х
а

Г
Ъг 1 х z 1 У z

а Ь2
1

изъ коихъ первое есть эллипсъ, а два посл'Ьдшя—гиперболы.
_ . \

Делая, последовательно, въ уравнеши (45) 0, =  0; 0, 0;
# — 0, 2/ =  0, найдемъ координаты точекъ 
пересеченья осей съ поверхностью:Фиг. 163.

х а У Ъ z сг

Откуда видимъ, что ось X и ось Y  встре- 
чаютъ поверхность, а ось Z  ее ие встречаем; 
мы будемъ предполагать, что а >  Ъ >  с. Точки 
встречи осей Xи Yсъ поверхностью обозна-

v

ченныя черезъ Л, X'; В , В' (фиг. 163) назы- 
ваютъ вершинами гиперболоида. Оне лежатъ 
въ вершинахъ эллипса:

я2 , ^
а2_ГЬ2 1

который называется горловымь эллипсомъ.

MitskevichOA
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Чтобы составить ясное представлеше о форме этой повоерхности, 
пересЬчемъ ее плоскостями параллельными плоскости X Y . Для этого по- 
ложимъ £ =  Yi то найдемъ:

или:

Следовательно проэкщя сЬчешя есть эллипсъ, коего оси суть:

По мере удалешя плоскости s =  какъ съ положительной стороны 
плоскости X Y , такъ и съ отрицательной, оси эллипса (47) возрастаютъ 
неопределенно, начиная съ горловаго эллипса, который соответствуете 
значению y =  0.

Пересечемъ поверхность плоскостями параллельными плоскости XZ, 
полагая у —  §. Кривая пересечешя будетъ:

s »
Это гипербола, коей оси суть:

Начиная съ (3 =  0 до 3 =  
уравнете (48) делается:

Ъ оси гиперболы уменьшаются и при 3 =  Ь

или:
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две прямыя. Следовательно пересечеше плоскости у — ± Ъ  съ гипербо- 
лоидомъ есть две прямыя лиши. Изъ этого видимъ, что однополый ги- 
перболоидъ есть такая поверхность, на которой помещается и безконеч- 
ная прямая.

Когда 3 сделается больше Ъ, то квадраты осей (50) гиперболы пе- 
ременяютъ знаки. Гиперболы поворачиваются, т. е. сделаются сопряжен- 
ными гиперболамъ (49), и ихъ оси возрастаютъ неопределенно.

Тоже самое можно сказать и относительно пересечешя гиперболои
да съ плоскостями ж =  а. Плоскость а — 0 даетъ гиперболу:

у2 z2 
Ъ2

1

/
Затемъ, по мере возрасташя а, оси гиперболъ уменьшаются; при х  
гиперболы обращаются въ две прямыя, а когда а делается больше а, то 
гиперболы поворачиваются и ихъ оси возрастаютъ неопределенно.

Разсмотримъ теперь пересечеше, какой-нибудь, плоскости:
Р

z  —  ах-f- Зг/ +  Y(51 )

съ поверхностью. Подставляя въ уравнеше (45) выражеше для г , найдемъ:

ж2 . у 2 (аж-f-3*/+ т)2
а2 +  &2 1

развертывая и составляя выражеше а \  2 — аи 2, найдемъ его въ следую
щей форме:

а 232 1
а

а
Ъ2

З2
л2

1
Ж 2  +  №>* —  С2)

Изъ этого выражешя видимъ, что пересечеше плоскости съ однополымъ 
гиперболоидомъ будетъ эллипсъ, если.

а2а2 -J- 3 2Ь2 — с2 <  О

это пересечеше будетъ гипербола, если:

а 2а 2 -{- Ь232 — с2 >■ О

и будетъ парабола, если:
а 2а 2 4 -  Ь232 —  с2 =  0

Этому последнему условно мы удовлетворимъ, если положимъ:

а , 3 =  -fа о sm ср

MitskevichOA
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гд'Ь <р есть неопределенный уголъ. Подставляя въ (51) выражешя для а 
и Р и делая у =  0, будемъ иметь:

Откуда заключаемъ, что пересечете гиперболоида съ плоскостями парал
лельными плоскости (52) будетъ парабола.^

§ 579. Круювыя сгьченгя. Делая разсуждешя относительно плоскости, 
проходящей но оси а, подобный темъ, который намъ показали существо- 
ваше круговаго сечешя въ эллипсоиде, мы увидимъ, что и въ гипербо
лоиде есть такое-же и именно то, котораго плоскость, проходящая по 
оси а будетъ такъ наклонена къ плоскости XF, что малая ось эллипса 
пересечешя будетъ равна а.

Аналитическое выражеше для круговыхъ сечешй получится, выра
жая, что конусъ:

преобразуется въ две плоскости. Полагая, последовательно, г2 =  а2, г2 =  Ъ2, 
г2 =  — с2, найдемъ плоскости круговыхъ сечешй:

( ^ + i  W  ( i + i  V = 0

такъ какъ мы полагаемъ, что а >  Ъ >  с, то два последшя уравнешя пред- 
ставляютъ мнимыя плоскости, а первому можно дать форму:

плоскость параллельная оси X. Изъ этого видимъ, что въ однополомъ • 
гиперболоиде есть две системы плоскостей, дающихъ круговня сечешя.

■V »
У

§ 580. Ассимптотическш конусъ. Поверхность:

х2 . у2_z2
О

MitskevichOA
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есть ассимптотическш конусъ; разстояше между нимъ и гиперболоидомъ 
уменьшается по мере удалешя отъ начала координатъ по поверхности. 
Это легко показать; вычтемъ изъ уравнешя гиперболоида:

уравненie конуса:

это даетъ:

откуда:

. t  v

когда г будетъ возрастать неопределенно, то вторая часть будетъ убы
вать неопределенно и на безконечности она сделается равна нулю; сле
довательно К =  г, т. е. точки на конусе и гиперболоиде совнадутъ. Оче
видно, что весь конусъ находится внутри поверхности.

Такъ какъ коэфищенты въ обеихъ поверхностяхъ равны, то ихъ 
пересечешя плоскостью, будутъ подобный и концентрическ1я кривыя. 
Следовательно плоскость, пересекающая конусъ по эллипсу, пересечетъ

I

по эллипсу и гиперболоидъ; пересекающая по гиперболе, пересечетъ по 
гиперболе и гиперболоидъ. Касательная къ конусу плоскость пересекаетъ 
гиперболоидъ по гиперболе.

А

§ 581. Заметимъ еще, что поверхности выраженныя уравнешями:

X'
а

Г
Ъ2+

z 1 х1 л_ у1 а_*1
а2 +  Ъ2 +  с21

представляютъ туже поверхность, только мнимая ось въ первой направ
лена по оси Y, а во второй по оси X . Если въ уравненш гиперболоида 
а —  Ъ, то уравнеше:

а;2 -}-у2 _____
а2 с2

представляетъ гиперболоидъ вращешя около оси Z. Если а или Ъ или е 
равны безконечности, то мы будемъ иметь цилиндричесшя поверхности:

у2__ẑ____  ж2__я2__ _
Ъ2 с2 ’ а2 с25 '

первыя две суть гиперболичесще цилиндры, а третяя эллиптическШ,
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§ 582. Мы выше видели, что на однополомъ гиперболоиде поме
щаются четыре пары прямыхъ лишй, именно: пересечешя гиперболоида 
съ плоскостями:

Посмотримъ есть-ли еще на гиперболоиде прямыя, кроме этихъ послед 
нихъ. Для этого попробуемъ поместить на немъ прямую:

х  —  o l z  Ц- 3 , =  уя +

Подставляя въ уравнеше гиперболоида:

эти выражешя, найдемъ:

(ал +  З)2 . (уя +  5)2 2

а + 52
2
2 1

Чтобы это уравнеше удовлетворялось независимо отъ г, необходимо иметь:
S

Изъ носледняго видимъ, что точка пересечешя прямой съ плоскостью 
X Y  находится на горловомъ эллипсе.

Второе уравнеше даетъ:

откуда:

Эти выражешя показываютъ, что существуетъ две системы прямыхъ ли
шй и только две, который расположены по поверхности, ихъ уравнешя 
суть:

(1) X

( 2 ) х

аЬ
Ъс

аЬ
¥

*+ 3 у

7 У

53
ас

53
ас

0 -j- Ъ

г +  5
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Р и 5 удовлетворяютъ
Фиг. 164

горловому эллипсу. Изъ этого видимъ, что на
гиперболоид^ существуетъ 
множество прямыхъ лишй

однополомъ 
безчисленное 
(фиг. 164).

Если возьмемъ вспомогательный уголъ
ср и положимъ:

3' =  a cos ф 8 =  Ъ sin м

ь 1 11 • ■

(!’)
X _
а

Z . • ,— Sin ф +  COS Ф 
с 1 ’ ъ

(2') х _
а

г  . ..— — sm ф cos ф У
’ ъ

то уравнешя (53) можно написать въ 
формой

г cos tf» -f- sin «р

z
c

Съ помощью этихъ уравнешй легко проверить, что эти прямыя находятся 
на поверхности гиперболоида; для этаго возвысимъ въквадратъ (1') и (2') 
и сложимъ, то получимъ ypaBHeHie поверхности.

Для краткости, прямыя на гиперболоид^, мы будемъ называть же- 
ператрисами; причину такого назвашя увидимъ ниже. '

Женсратрисамъ гиперболоида молено дать еще следующую форму.
Г

Напишемь ypaBHeHie гиперболоида въ форм-Ь:

х2__ z 1_ 2
а2 с2 Ь2

.

откуда: • -

- ( • н ) И
«>

возьмемъ двй системы уравнешй:

гдЬ \  и р. суть произвольные параметры, которые опред4ляютъ дв^ сис
темы прямыхъ лишй. Будучи перемножены, почленно, или уравнешя (1"), 
или уравнешя (2"), дадутъ уравнеше поверхности»
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Если положишь:

л Х 1 9А\ — ---------- ,а с А 2:_ 1 4
1 +  Ъ ’ д  =

X
а

Z
С ’

то уравнешя (1") п (2”) сделаются:

А — х д  =  о ? -®2 “
1
X д  = 0

т Ал 1 •р '11
 -

 
о , д -

1
и-

- Д  =  о

Д  — 1 У
Ъ

а уравнеше поверхности будетъ:

А.\ Д  — А Д  =  О
У

\

§ 583. Черезъ каждую топку на гиперболоиде проходятъ две жене- 
ратрисы, но различныхъ системъ.

Пусть (х^Ях)  будетъ точка на поверхности; , Л'2, В \ , Д 2 соот- 
в4тствующ1я значешя А , Л2, Д ,  Д . Для опредЬлешя 1 и ц мыбудемъ 
иметь уравнешя:

съ условшми:

откуда:

но всл'Ьдствш (54) оба X и оба (л совпадаютъ. Следовательно черезъ каж
дую точку на поверхности гиперболоида проходить по одной прямой изъ
каждой системы.

584,. Женератрисы, принадлежащая одной и той-же системе, не
встречаются!



6 1 8 ГЛАВА XXXVI.— СВОЙСТВА ЦЕНТРАЛЬНЫХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ.

уравнешя двухъ женератрисъ, принадлежащихъ одной системе. Если выч- 
темъ почленно эти уравнешя, то найдемъ:

(̂ 1 ^2) А 2 — 0 ,

а эти уравнешя могутъ существовать одновременно только при условш
*

А 2 — Д  =  0, что невозможно. •
;_ *' w

585. Две женератриеы, принадлежащая различнымъ системамъ,
встречаются.

Уравнеше плоскости, проходящей по женератрисгЬ:

очевидно есть:

•̂1 — ^А2 -f- Д1
X Д

где ~к есть неопределенный коэфищентъ. Если эта плоскость проходить 
черезъ женератрису второй системы:

4̂-1 — Ц-Д — О I Д  ' ~  Л2 — О
Г*

/

то мы должны иметь:

Это уравнеше должно быть тождественно съ (53), а для этого необходимо 
иметь: t —  lc —  Хр..

Следовательно обе женератриеы находятся въ плоскости:

А х —  1А +  ̂  ( В ‘

Это уравнен1е можно написать въ форме:

(1  +  Х р.) —  +  (р- —  - f-  +  (1  —  V )  ~~ —  (^  +  Р-) =  О

если подставимъ въ него значешя А х, А 2, Д , Д .  
Если женератриеы даны въ форме:

*
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то ycxoBie, чтобы плоскость:

X
а

z sin tp — cos tp j  +  h  | —  cos <p sm<p О

проходила черезъ вторую женератрису будетъ:

I-

1 simp -j- sin у i
COStp—f-COStpi

• V?!sin - ■

cos УН-У1
2

Следовательно уравяете плоскости, въ которой находятся обе женера- 
трисы будетъ:

х  <р 4-ш — cos — а
! + !

2 ^  Ь
. <p +  <pi , * • Ь8Ш 1 .  Н----Sin — <?

2 2 cosЬ — 9 
2 (56)

§ 586. Женератрисы параллельных. Очевидно, что параллельными 
женератрисами могутъ быть женератрисы, принадлежащая различнымъ
системамъ.

Пусть уравнешя такихъ женератрисъ будутъ:

х
а sin <р -f- cos <р У

ъ cos <р-f- sin у

X z— =  — — sin <pi -j- cos <f>i , ct c b c cos «j sin <p,

Если оне параллельны, то необходимо:

sm<p sm cos f
откуда:

COS<pi

tfi =  tp -f-180° или <pj — <p =  180°

Следовательно уравнеше плоскости (56) двухъ параллельныхъ женера 
трисъ будетъ:

X . уsm <р — у  cos <р я
а О

Откуда видимъ, что даралдедьныя женератрисы находятся аъ плоскостяхъ, 
проходящихъ черезъ дентръ поверхности.
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§ 587. Женератрисы перпендикулярных. Если женератрисы:

х
а

z sin <р —f- cos tp У
Ъ

2 cos <p sin tp

X
a

z sin tp, -j- COS tp. У
ъ

z cos tpi -f- sill tp.

перпендикулярны, то мы должны им^ть:

a2sin tp .sin tp, -f- 52cos tp cos 9i — c2 =  0

Но изъ уравненш женератрисъ имгЬемъ:

х
а cos tp

2 *2
2 ^ п2(Р

X
-  — costp,
tv J

2 «2
2 sin2tp!

такъ, что coscp и coscp! суть корни квадратнаго уравнены:

х
а coscp

Z (1 — COS2cp)

Произведете корней cos ср и cos cpL этого уравнешя, очевидно, есть:

х2 Z

cos ср cos cpi а

1 +
Z

Трчно также sin <р и sin <pi суть корни квадратнаго уравнешя:

откуда им^емъ:

У
Ъ sin tp

sin tp sin tp,

z (1 — sin2tp)

У z
b2

1 +
2

подставляя выражешя (58) и (59) въ (57), найдемъ:

а Г
Ь2

z Ч-Ь2
х Z
Ъ2 1 +

г

или:
Ъ2у2 , 52ж2 
1 2“  +  ~^2' (а2 +  &2) (V ау

ж2 , у2
Ь2 1 г*-\-с



ГЛАВА XXXVI.— СВОЙСТВА ЦЕНТРАЛЬНЫХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ. 621

откуда:
а2 —)— Ъ — с

Следовательно точки, въ которыхъ женератрисы пересекаются подъ пря
мы мъ угломъ, находятся на пересеченш двухъ поверхностей:

a2 -j- Ъ — с х
а + У z

Ь2 1х 1 2 у 2 Z2 =

I

шара и гиперболоида.

§ 588. Bci женератрисы однополаго гиперболоида проектируются на
% • •

плоскости ХУ, касательными къ горловому эллипсу. Въ самомъ деле,
1
*

исключая z изъ уравненш женератрисы:

найдемъ

или:

х
а

z sin <р -f- cos <p

X

a

У
Ъ

z— — cos f  +  sin <p

Уcos cp J cos <p -{- ( у  — sin tp j sin <p =  0

x
a

Уcos <p +  у  sin <p 1

а это касательная къ эллипсу:

«1 i У*_\
а2 ' Ь2 ' 1

1

589. Геометрическое место прямыхъ, ПроХоДящпхъ черезъ дентръ, 
параллельно женератрисамъ гиперболоида, есть ассимптотическ1й конусъ.

Уравнешя, какой нибудь, женератрисы суть:

х аЬ
Ъс я +  Р У

Ц
ас 0-f-S

уравнешя прямой, 
ратрисе, суть:

проходящей черезъ центръ, параллельно этой жене-

аЬ
Х = Ы 2 ’ У

"откуда:

Р
ас у 
Ъ z Ь

м
ас z

Ъс х  
а $
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подставляя эти выражетя въ уравнеше § 582:

найдемъ:

а это есть ассимптотичесшй конусъ.
Слгьдствгс. Три женератриеы Одной системы не могутъ быть парал

лельны одной плоскости, такъ какъ въ противномъ случай три женера- 
трисы ассимнтотическаго конуса, параллельный женератрисамъ гипербо
лоида, были бы въ одной плоскости, что невозможно.4 •

§ 590. Предложенге. Произведете синусовъ угловъ, которые, какая
нибудь, изъ женератрисъ гиперболоида, составляете съ плоскостями кру- 
говыхъ ейченш, есть величина постоянная.i

Доказательство. Если а> 5 , то ; уравнешя плоскостей круговыхъ сй- 
ченШ суть: j

f

Возьмемъ, какую нибудь точку Ж  на ассимптотическомъ конусй и про-1
ведемъ женератрису конуса ОМ. Эта женератриса будетъ параллельна 
одной изъ женератрисъ гиперболоида (§ 589).- Изъ точки Ж  озустимъ 
перпендикуляры Ж Р  и Ж Р' на плоскости (60). Координаты точки Ж 
удовлетворяютъ уравнеше:

которое можно написать въ формй:

1
Первая часть есть произведете плоскостей круговыхъ сйченш. Если пер-

I

вую часть раздйлимъ на:

то она будетъ, очевидно, Ж Р.Ж Р '. Слйдовательно уравнеше (61) можно
4

написать такъ: \ .
J
г

ОМ  есть разстояше точки Ж  оте центра поверхности О.
I

MitskevichOA
Прямоугольник
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Пусть теперь <р, и <р2 будутъ углы, которые ОМ составляете съ 
плоскостями круговыхъ сЬчешй, то:

М Р  =  ОМ. sin tpj , МР' — ОМ. sin <р2 

откуда, подставляя въ (62), найдемъ:

sin у, sin ср2 =  -  — - т —

Однополый гиперболоидъ, какъ геометрическое м%сто лрямыхъ лян!й.
т •

1 V,

§ 591. Изъ всего выше сказаннаго относительно однополаго гипер
болоида мы видимъ, что это самая замечательная и самая интересная 
изъ поверхностей втораго порядка, по своимъ свойствамъ. На этой по
верхности помещаются все кривыя втораго порядка, не исключая и 
прямой.

Все прямыя, находящаяся на гиперболоиде делятся на две системы. 
Системы эти отличаются между собою темъ, что прямыя, принадлежащая 
одной системе, непересекаются, а каждая изъ прямыхъ одной системы 
пересекаетъ все прямыя другой системы.

Изъ такого свойства женератрисъ гиперболоида можно видеть, что 
эта поверхность можетъ -быть образована перелгЬщешемъ прямой въ про
странстве подъ известными услов1ями.

Движете прямой въ пространстве вполне определенно, если она 
должна скользить, упираясь на три дапныя прямыя, не лежашдя попарно

V i-  .» * ’  • '  • ” . • - 4 . * * • *

въ одной плоскости. Въ самомъ деле, возьмемъ точку М  на первой пря- 
мой й черезъ нее проведемъ две плоскости, изъ коихъ одна проходила-бы 
по другой прямой, а другая по третьей. Эти плоскости вполне опреде
ленны и ихъ первсечеше—прямая проходить черезъ точку М  и встре
чаешь друпя две данныя прямыя. Такую прямую можно построить для 
каждой точки первой данной прямой, такъ что геометрическое место та- 
кихъ прямыхъ будетъ единственная и определенная поверхность.

Такъ какъ въ гиперболоиде каждая женератриса одной системы пе
ресекаетъ все другой, то можно образовать гиперболоидъ следующимъ 
образомъ.

Возьмемъ три женератрисы въ первой системе и заставимъ понимъ 
скользить прямую лишю, то эта прямая опишетъ гиперболоидъ такъ какъ 
нетъ двухъ различныхъ прямыхъ, которыя бы встретили женератрисы 
въ однехъ и техъ же трехъ точкахъ. Скользящая прямая во всехъ сво- 
ихъ положешяхъ воспроизведетъ все женератрисы второй системы.
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Можно прямо сказать, что прямая, скользящая по тремъ прямымъ, 
не параллельнымъ одной плоскости и попарно не лежащимъ въ одной

... . г  . .. .

плоскости, образуетъ однополый гиперболоидъ. Для этого черезъ каждую
« т -  * ‘•, л  ~

изъ данныхъ прямыхъ проведемъ плоскость параллельную двумъ другимъ 
даннымъ прямымъ. Эти плоскости образують параллелепипедъ, въ дентр'Ь 
котораго пом'Ьстимъ начало координатъ О и возьмемъ за координатныя

оси (фиг. 165) прямыя параллельный ребрамъ 
параллелепипеда. Пусть длина реберъ паралле
лепипеда будетъ 2а, 26, 2с. Легко видеть, что 
уравнен ia трехъ данныхъ прямыхъ, которыя 
назовемъ черезъ А , Д  С будутъ:

у =  — 6 х  — а х  =  — а
U )  , (В) , (О)

z = c  — с у — Ь

Фиг. 165.

Скользящую прямую можно разсматривать, какъ пересйчеше плоскостей, 
изъ коихъ одна проходить по прямой А , а другая по прямой В. Уравне* 
шя этихъ плоскостей можно написать въ форм'Ь:

z  — с — X(i/-|-6) =  0 

в - с  — р. (х — а )— О

надобно теперь показать, что эта прямая встречаетъ прямую С. Вычитая 
уравнетя (63), найдемъ:

2с — р. (х — а ) " к  (у Ъ) =  О

этому уравнение должны удовлетворять ж и изъ уравненш ( ), что да- 
етъ услов1е пересЬчешя:

с Х6 \J-Ci== О

подставляя вместо X и а  ихъ величины:

найдемъ:

или:

X г
« 4 -6 И-

z -f- с 
х  — а

ауг +  Ъхг -j- сху +  аЪс =  О

E  +  £ i . f 4 - i  
6с ' ас ■ аЪ ~

О

уравнете искомой поверхности.
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Составляя для этой поверхности кубическое уравнеше (16) § 546,
найдемъ:

4Х3 — (а2 с2) X — аЪс =  О

которое им^етъ два положительные корня и одинъ отрицательный; сле
довательно это однополый гицерболоидъ.

592. Въ § 582 мы видели, что если:

А х — ХД О\\
Д  — ХД} — 9 (64)

суть уравнетя 
будетъ:

женератрисы первой системы, то уравнеше поверхности

А \ Д -— Дг Д — 9 (65)

Уравнешя (64) представляютъ две. проэктивныя связки плоскостей. Одна\ ***
связка проходить черезъ прямую: \

а другая черезъ прямую:
А х  == 9 \ А —V -“-2 —

\

\
\
к

= 9

Д == 0
\

, Д  == 9
\  - •

Откуда им'Ьемъ следующее свойство: если черезъ две, кашя-нибудь, дан-
\ .  / .  .ныя прямыя, проведемъ плоскости, проходящхя по женератрисамъ одной 

и той-же системы гиперболоида, то будемъ иметь две проэктивныя связки.
e 4.
;  \

Обратно, въ двухъ проэктивныхъ связкахъ, проходящихъ черезъ две,
•  .

кашя-нибудь, прямыя, соответствующая плоскости пересекаются по же-
!  %

нератрисамъ гиперболоида. \
Въ самомъ дЪле, пусть:

А х =  9 А* =  0 Д  — 9 Да =  9

будутъ две данныя прямая. Проэктивныя связки, проходяпця по этимъ
прямымъ, очевидно, ь

j4.} — — О Д  — Jck JEt% =  О

где Тс величина постоянная, а X произвольный параметръ. Исключая X изъ
\  » . '

этихъ уравнешй,. найдемъ: '>

TcA\JBi—-ДгД
}  ;
г 1

Эта поверхность есть геометрическое место пересечещя соответствующихЪ
*  *

проэктивныхъ плоскостей. v
Очевидно это есть однополый гиперболоидъ.
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я. 4 0
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§ 593. Касательная плоскость нормаль. Если ух есть точка 
на поверхности гиперболоида:

9
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х 2 , у2 г2
а’ + Ь

1

то касательная плоскость въ точке (х, ух zx) есть:

I УУ\
а Ъ

ЛЛ1 
2 1

Если ее сравиимъ съ уравнешемъ:

то найдемъ:
х  cos а у cos 3 4* cos y

откуда:

Следовательно:

р 2 — a2 cos2a -f- 62cos23

хх cos a У\ cos 3 * i  _ _ cosy
а2 Р ' Ъ2 р с2 Р

a2cos2a +  &2cos23 -—с2 COS2Y
9

+  1 л .
* 2 i

р 2 а2 +  ъ2 С2

с1 coŝ ”

1

Уравнешя нормальной лиши въ точке {xiyxz{), очевидно, суть:

(X —  Xi) (Г
X1 Су— Ул) Ъ1

У\
О —

Следующая предложешя доказываются также, какъ и для эллипсоида.
%

Предложеше 1. Сумма квадратЬвъ перпендикуляровъ, опущенныхъ 
изъ центра на три перпендикулярныя между собою касательныя плоскости, 
есть величина постоянная..

Предложеше 2 . Геометрическое место верпганъ треграннаго прямаго 
угла, описаннаго около гиперболоида, \есть шаръ, коего уравнеше есть:

х2 У2я2 — ty*-f- — с2

Предложеше 3. Черезъ данную точку вне поверхности можно къ ней 
провести, вообще, шесть нбрмалъныхъ лишй, который все находятся на

|
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§ 594. Диаметральнаяплоскость. Уравнеше д1аметральной плоскости,
сопряженной направленш a,{J, у въ гиперболоиде есть:

zX,COS а 75 -f- COS р р  — COS Y ~2 оа
или:

Х Х \
+ т  

ъ2
щ О (66)

если Xi,yi ,zv суть координаты конца дтметра.
Если прямая (а, (3, у) находится внутри ассимптотическаго конуса, то 

параллельныя хорды встр'Ьчаютъ обе полы этой поверхности, следова
тельно д1аметральная плоскость пересечетъ конусъ въ одной точке, а ги- 
перболоидъ по эллипсу, такъ какъ сечешя суть подобныя кривыя.

Если прямая (а, [5, у) лежитъ на конусе, то д1аметральная плоскость 
будетъ касательная къ конусу, что видно изъ уравнешя (66) и пересе- 
каетъ гиперболоидъ по параболе. Наконецъ, если прямая (a, {J, у) находится 
вне конуса, то хорды встречаюсь въ двухъ точкахъ одну полу и д1аме- 
тральная плоскость пересечетъ конусъ по двумъ прямымъ, а гиперболоидъ 
по гиперболе.

§ 595, Сопряженные дгаметры. Гиперболоидъ отнесенный къ тремъ 
сопряженнымъ д1аметрамъ, коихъ длина есть щ,Ъи с}, будетъ:

1

Когда плоскость (аг Ъх) пересекаетъ гиперболоидъ по эллипсу, то д]’а- 
метръ сопряженный этой плоскости будетъ внутри ассимптотическаго ко
нуса, а когда плоскость (ау ЪС пересекаетъ гиперболоидъ по гиперболе, 
то сопряженный д1аметръ плоскости (щ Ъг) будетъ вне конуса. Следова
тельно изъ трехъ сопряженныхъ д1‘аметровъ есть всегда одинъ, который 
не встречаетъ поверхность.

*

. Если черезъ конецъ действительная диаметра О] проведемъ плос
кость параллельную плоскости двухъ другихъ д)аметровъ, то это будетъ 
касательная плоскость къ поверхности; она пересекаетъ поверхность по 
двумъ прямымъ, коихъ уравнешя суть:

Следовательно касательная плоскость къ гиперболоиду однополому, пере
секаетъ поверхность по двумъ действительнымъ прямымъ,'—это женера-

40*

I
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трисы, проходяпця черезъ толку касашя. Касательныя плоскости, прове- 
денныя въ различныхъ точкахъ одной и той-же женератрисы всЬ содер
жать эту женератрису, но эти плоскости различны, потому-что онгЬ дол
жны содержать, каждая, еще женератрису другой системы, проходящую 
черезъ точку касашя.

§ 596. Пусть a\,bx,Ci будутъ три сопряженные ;цаметра.
Положимъ, что плоскость («!&[) перес'Ькаетъ гиперболоидъ по эл

липсу. Она пересЬчетъ горловой эдлипсъ по д1аметру, который назовемъ 
черезъ а. Если (3 будетъ д1аметръ сопряженный а въ эллипсе плоскости 
(«! 6,), то будемъ иметь:

а \  4- Ь\ =  а2 4- £2
следовательно:

а \  -f- Ъ\ с \ а2 4- (З2 c2i .

Означимъ черезъ у д!аметръ сопряженный д!аметру а въ горловомъ эл
липсе. Д1аметральная плоскость, сопряженная Д1аметру а, который есть 
пересечете плоскостей (аЪ) и ( а ^ ) ,  пересечетъ гиперболоидъ по гипер-

ч , •  '

боле и будетъ содержать д1аметры у, с,, с, д1аметры у и с также какъ 
д!аметры и (3 суть сопряженные въ гиперболе пересечешя, следовательно;

у 2  —  с 2 Р2 с \
откуда:

а2 4~ у2 — (Л — а2 _j_ р2 _  г,2 с 1
Замечая, что:

а2 _(_ у2 _  а2 _|_ £2

найдемъ:
а \  -j- Ъ\—  с2[ — а —

>

Если вспомнимъ, что площадь параллелограмма, построеннаго на двухъ 
сопряженныхъ д1аметрахъ коничесйаго сечешя, есть величина постоян
ная, то будемъ иметь: \

!
♦  ^
/

Об. (ах Ъх сх) =  Об. (a&Ci) += Об. (аус) —  Об. (abc)
I

т. е. объемъ параллелепипеда, построеннаго на трехъ сопряженныхъ flia-* ( \
метрахъ однополаго гиперболоида, ectb величина постоянная.

§ 597. Уравнеше гиперболоида йъ плоскостныхъ координатахъ есть:i
аЧ2 ЪЦ?- f -с2К2 =  1

•  I
I

а уравнеше точки касашя плоскости, данной координатами $b vj, будетъ:

аЧ\ \ 4~ Ь2у11̂  т* с% £ — 1



Эти уравнейя получаются точно также, какъ ихъ получали для эллип-
\

соида.

ГЛАВА XXXVI.— СВОЙСТВА ЦЕНТРАЛЬНЫХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ. 629

Двуполый гяперболоидъ.

§ 598. Когда уравнеше (16) § 546 иагЬетъ одинъ положительный 
и два отрицательныхъ корня, то уравнеше поверхности приводится къ
форме:

2
а2 б2 с2

■■ 1 (67)

полагая, последовательно, ж =  0, у  == 0, 2 =  0, найдемъ пересечешя плос-
костей TZ, XZ,  X T ,  съ поверхностью:

а2 'с2 ’ а2
Z2 __
с2

ч

, *2 У2_ ,
’ а2б2

Первая кривая есть мнимый эллипсъ, а вторая и третяя гиперболы. По
лагая:

х О у =  О х О 2 = 0 У =  О 2 =  0

пересечешя поверхности съ координатными осями будутъ:

2

У
х

сг

Ы

а

Фиг. 166.

Следовательно оси Т  и Z  не встре- 
чаютъ поверхность; встречаешь ее толь
ко ось X  (фиг. 166) въ точкахъ А  и А'.
Величины а, б, с называются осями дву- 
полаго гиперболоида; первая называется действительною осью, а б и с 
мнимыми. Мы всегда будемъ полагать, что а >  б >  с .

§ 599. Пересечемъ гиперболоидъ плоскосттю х  =  а, то кривая пе
ресечешя будетъ:

у 2 . 2
Ь +  ^

а
а

1

изъ этого уравнешя видимъ, что пока « <  вторая часть будетъ отри
цательная, следовательно пересечете будетъ мнимый эллипсъ, начиная

✓

отъ а =  0 до a =  Aza. Когда а сделается болыце а, то эллипсы будутъ
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действительные, ихъ оси:

будутъ возрастать неопределенно. Изъ этого видимъ, что плоскости пер
пендикулярный къ оси X,начиная съ — до -f- не встречаютъ поверх
ность, следовательно она состоитъ изъ двухъ совершенно отдельныхъ ча
стей, которыя называются полами поверхности; отсюда поверхность полу
чила назваше двуполаго гиперболоида.

Пересечеше гиперболоида съ плоскостями перпендикулярными къ 
осямъ Yи Zполучится, полагая:

откуда:

это гиперболы, коихъ оси:

неопределенно возрастаютъ съ возрасташемъ 3 и у, т. е. съ удалешемъ 
секущих ъ плоскостей отъ начала.

Возьмемъ наконецъ, какую нибудь, плоскость:

х  — ау - f

и найдемъ пересечете ея съ поверхностью.

Подставляя вместо х  это выражеше въ уравнеше поверхности, най
демъ:

развертывая и составляя a2i2~<*ii%2 будемъ иметь:

=  ~ 2 ^2  ^  — »2)
I

Изъ этого выражешя видимъ, что пересечеше поверхности плоскостью 
можетъ дать все три коничесшя сечеш я,'

MitskevichOA
Прямоугольник
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1. Если:
Ь2 а2 +  с2£2 — а2 <  О

сечете будетъ эллипсъ. 
2. Если:

Ь2а2 4 - с2Р2 а2 =  0
сечете будетъ парабола. 

3. Если:

\

Ь2а2 -(- c2fi2 — а2 >  1
сечете будетъ гипербола.

Второму изъ этихъ условШ можно удовлетворить, полагая

а а
Ъ cos 3

а smtp

а потому уравнете плоскости сЬчешя будетъ:
х
а

У|-cos<f>
z sm (р =  у

Следовательно пересЬчешя съ поверхностью плоскостей параллельныхъ
плоскости:

х
а

УfCOS<f sin f  =  0'

дадутъ параболы.

§ 600. Круювыя сгьчетя. Если вычтемъ изъ уравнешя гиперболоида
уравнете шара:

х
а'

У г
Ъ2 1 2+ К + й3 1

то получимъ уравнеше конуса:

х уа2 г2 у ( ^ + V > ) = °

проходящаго черезъ пересечете гиперболоида съ шаромъ. Еонусъ этотъ 
преобразуется въ две плоскости, полагая:

а2 , Ъ2 , г2



Полагая Ъ >  с второе изъ предъидущихъ уравнешй можно написать въ
\

формй:
х  
а
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V а2  +  Ь2

z V ъ2

Оно представляетъ две действительный плоскости, проходяшдя по оси Г. 
Остальныя два уравнешя суть мнимыя плоскости. Следовательно двупо
лый гиперболоидъ пересекается п < кругамъ двумя системами плоскостей 
параллельныхъ оси Y, т. е. нараллельныхъ большей изъ мнимыхъ осей.

Легко найти, такимъ же образомъ, какъ въ эллипсоиде, координаты 
круглячковъ:

601. Ассимптотическш конусъ. Уравнеше:

представляетъ конусъ, который! встречаешь поверхность гиперболоида на— - ' 4 • ’
безконечности.

Въ самомъ деле, если (я, у, г) суть координаты точки на гипербо
лоиде, а (х , у, 0  координаты, соответствующей точки на конусе, то будемъ 
иметь:

вычитая, найдемъ:
ч

4 откуда
(

по мере позрасташя z, разность К — z стремится къ нулю, следовательно 
обе поверхности коснутся на безконечности. Легко видеть, что вся по
верхность заключается въ конусе.

I

§ 602. Легко видеть, что уравнешя:

\  Л  . •

представляютъ, каждое, двупалый гиперболоидъ, въ которыхъ Ъ и с бу-
. 4

дутъ действительный оси.
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§ 603. Если въ гиперболоид^:

Ъ =  сг то уравнеше:

X2 У2 Z2
а2 ъ2 с2

х2_
1

У2;+
а2 Ь2

1

1

будетъ представлять гиперболоидъ /вращешя около оси

§ 604. Касательная плоскость и нормаль. Касательная плоскость къ 
поверхности въ точк’Ь (xxyxzx) есть:

ххх уух zzx
а Ь2

1

♦  •отождествляя это уравнеше съ уравнешемъ:

х  cos а +  у cos Р -j- г cos у
найдемъ:

Xi
а2

cos а
’ Ь2Р

cos ft 
р

*1

откуда:

р2 — a2cos2« c2cos2y

Уравнешя нормали будутъ;

( Х — Хх)
а
Хх

Ъ2
У\

cosy
Р

(г — йх) h

Легко доказать, какъ было сделано для эллипсоида, агЬдуюпця предло-
женш:

Предложете 1. Сумма квадратовъ перпендикуляровъ, опущенныхъ 
изъ центра на три перпендикулярныя между собою плоскости, есть вели
чина постоянная и равная:

а Ъ2

Предложете 2. Геометрическое м^сто вершины треграннаго прямаго 
угла, описаннаго около гиперболоида, есть шаръ, коего уравнеше есть:

х2 у2 z2 =  а2 — Ъ2 — с2
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§ 605. Дшметралъная плоскость. Уравнеше д1аметральной, сопря
женной направлешю ос, 3, y, плоскости есть:

или:

со-^cosa — 
а1 -p c o s 3 '

8 
С2

ххх УУ\ Щ
а2 Ь2 С2

cos Y =  О

О

есть точка, въ которой сопряженное направлеше плоскости встре
чаем  поверхность. Д1аметральная плоскость никогда не пересЬкаетъ по
верхность по эллипсу. Въ самомъ д е л е , если направлеше (а, 3, y), прохо
дящее черезъ дентръ находится внутри ассимптотическаго конуса, то хор
ды . параллельный этому направлешю, пересЬкаютъ обе полы конуса, а 
следовательно д1аметральная плоскость, проходящая черезъ ихъ середины 
не встречаете гиперболоидъ. Если направлеше (ос, (3, y) вне конуса, то хор
ды параллельный этому направлешю пересекаютъ только одну полу ко
нуса, следовательно д1аметральная плоскость, проходящая черезъ ихъ се
редины, пересекаетъ конусъ по двумъ прямымъ, а гиперболоидъ по ги
перболе. Наконедъ если направлеше находится на конусе, то д1аметраль- 
ная плоскость будетъ касательная къ конусу, а следовательно не пересе
каетъ поверхность.

■ § 606. Дгаметры. Уравнеше гиперболоида, отнесеннаго къ тремъ 
сопряженнымъ д1аметрамъ, коихъ длина есть au b{,Ci, будетъ:

х У
а \ Ъ\

&
л  с 1

1

Одинъ только изъ этихъ д1аметровъ встречаетъ поверхность. Сопряжен- 
ные д1аметры удовлетворяютъ уравнеше:

а \ Ъ\ -  с, а Ъ2

§ 607. Легко видеть, что уравнеше двуполаго гиперболоида въ плос- 
востныхъ координатахъ есть:

1 : ■
аЧ2 —  —  с2?2 —  1

а уравнеше точки касашя плоскости данной координатами будетъ:

аЧх\ 14 — 1

г —t
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Г Л А В А  XXXVII.

Поверхности не имйющ'м центра.

Эллиптически параболоидъ.
\

608. Когда уравнен1е втораго порядка представляетъ поверхность,
неим’Ьющую центра, то ея уравнеше иагЬетъ форму (48) § 554:

W  +  ^ 2 — 2 Qx =  0 (1)
♦

s

гдЪ Х2 и СУТЬ корни уравнешя (16) § 546, а корень \  —  0.
Если корни \  и имЬютъ одинаковые знаки, то уравнеше (1) мож

но написать въ форм'Ь:

У 1 л А ■ (2)
Ъ2 ' с 2 а

поверхность эгу назвали: эллштическимъ параболоидом.
/

§ 609. Легко видеть, кто эллиптическШ параболоидъ проходить че- 
резъ начало координатъ.

ПересЪчеше поверхности съ плоскостями YZ, XZ, X Y  найдемъ, по-
лагая, х  —  0, 0, z —= 0: с 1

х == 0 , W2 . z2
Р  +  ^  == 0

/

У == 0 ,
z2 _  2 х  
с2 4 а , *2=

**с*II (3)

\
Z =* I = 0 , у2

Ъ2~~~а

»

ьо II

✓
Ъ2

= 2  — х  а

•

Первое изъ этихъ уравненШ представляетъ точку—начало координатъ, 
такъ что въ этой точк'Ь поверхность касается плоскости YZ. Второе 
и третее уравнешя представляютъ, очевидно, параболы, одна на плос
кости X Z, другая на плоскости X  Y. Если черезъ и означимъ ихъ

с2 Ь2параметры — , —, то ихт уравнешя будутъ:о* а

у 2 =  2 рух  2 (4)

Мы предположили, что а есть количество положительное.

Если въ уравненш (2) будемъ давать х  различныя числовыя значе- 
шя отъ — оо до -f- оо , то найдемъ перееЪчешя поверхности С'ь плоскос
тями перпендикулярными къ осц X .
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Въ отрицательномъ направленш оси плоскости сечешй не пере- 
еЬкаютъ поверхности и даютъ мнимые эллипсы:

Вся поверхность, следовательно, лежитъ съ положительной стороны плос
кости YZ._ *

Въ положительномъ направленш эллипсы будутъ действительные:

1

коихъ оси будутъ:

съ возрасташемъ а, т. е. съ удалешемъ плоскости сечешя отъ начала 
координатъ, размеры эллипсовъ возрастаютъ до безконечности.

Давая z числовыя значешя отъ 
шя поверхности съ перпендикулярными
будутъ:

f  . 2ж а2
1 Ь2 а с2

где:
■ Ь2

•

^  а 7с

со до +  оо получимъ сече- 
оси Z  плоскостями. Эти сечешя

или у 2 =  2р х  +  7с

а2Ь2

Очевидно это параболы, коихъ параметры будутъ равны параметру пара- 
болнгвъ плоскости X Y ,  а проэкцш вершинъ будутъ находиться на оси X.

Тоже самое можно повторить и относительно пересечешя поверх
ности плоскостями перпендикулярными къ оси Y.

Найдемъ теперь пересечете поверхности съ какою нибудь плос
костью:
я — ах +  (Зг/ +  у (5)

Подставляя это выражеше въ уравнеше (2), найдемъ проэкцт пересече
шя плоскости (5) съ поверхностью:

, («ж +  $у +  Т)2 2ж
Ъг с2 а

Это уравнеше даетъ для выраженья:

2
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следующее:
а 2(J2a 2 

с2
а2 а2 
с4

величина, очевидно отрицательная, следовательно все сечешя будутъ эллип
сы. Но если а =  0, то сечеше будетъ парабола а а только въ томъ слу
чае равно нулю, когда секущая плоскость параллельна оси или оси

*

поверхности. Ось X  называется осью поверхности, потому что центры 
всехъ эллипсовъ пересечешя плоскостей перпендикулярныхъ къ оси X  
находятся на оси X.

Изъ этого видимъ, что эллиптическш параболоидъ есть поверхность 
незамкнутая, имеющая одну только полу (фиг. 167), которая вся лежитъ 
съ положительной стороны плоскости YZ.

Фиг. 167. Фиг. 168.

Если въ уравнеши (2) количество а было-бы величиной отрицатель
ной* то вся поверхность эллиптическаго параболоида находилась бы съ 
отрицательной стороны плоскости Y Z  (фиг. 168).

§ 610. Кру говыя спченгя. Если въ уравнеше (2) положимъ >  то
легко видеть, что есть такое направлеше плоскости сечешя параллельной

ч

оси Y, что эллипсъ сечешя будетъ кругъ. Въ самомъ деле, въ этомъ 
можно убедится аналитически. Проведемъ черезъ начало координатъ плос
кость й положимъ, что пересечете ея съ поверхностью есть кругъ. Пред-
ставимъ шаръ, проходящш черезъ этотъ кругъ и каеающшся въ начале

•

координатъ плоскости YZ. Центръ шара будетъ на оси X, а его урав-
неше:

«2 +  */2 +  s2 =

если г есть рад!усъ, или:

х У 8“Ь ~  4-г г  ■ г 2х  — 0
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вычитая изъ этого уравнешя разделениям на а , уравнеше (2), найдемъ:

х 1 1
аг~^\.аг Ъ2)У \атМ )it сг J

Z О

поверхность эта есть конусъ, который долженъ преобразоваться въ две 
плоскости, если параболоидъ и шарь пересекаются по кругу. Положивъ, 
последовательно, аг =  Ъ2, аг — с2, найдемъ:

x i
Ъ2
х 2

+  (1— 1
~  \Ь 2 с‘ 3 О

+
1

Ъ2
у 2= 0

Первое изъ этихъ уравнешй представляетъ пару действительныхъ плос
костей, если Ъ> с, а второе пару мнимыхъ. Следовательно эллиптический 
параболоидъ имеетъ две системы круговыхъ сеченШ, плоскости которыхъ 
суть плоскости параллельныя плоскостямъ:

х
Ъ2

"I- 0 1_
Ъ2

О 5
X
ъ2

з
V ? ъ2

о (6)

§ 611. Касательная плоскость. Пусть (хх будетъ точка на па
раболоиде, то уравнеше касательной плоскости въ этой точке будетъ:

(х — хЛ
а ~Ь ( * » )? « + (* — * ) § о

откуда найдемъ:
УУ\ . **\
Ъ2 +

(oc-j-Xi)
а

О (7)

Если р  есть длина перпендикуляра опущеннаго изъ начала координатъ 
на плоскость (7), а, 0, у суть углы этого перпендикуляра съ координатными 
осями, то уравнеше касательной плоскости будетъ:

х  cos а +  у cos (J +  з cos у =  р
*

Сравнивая это уравнеше съ (7), найдемъ:

1 У\ _  _ ^ L
a cos а Ъ2 cos (3 с2 cos y ар

откуда:

Ху Р
cos а У\

Ь2 cos ft 
а cos а 3 \

с1 cos у 
a cos а

MitskevichOA
Прямоугольник
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подставляя эти величины въ уравнеше (2), найдемъ:

Ъ2 cos2(3 -f- cos2y

2 a cos а

Следовательно уравнеше касательной плоскости можетъ быть написано 
въ форме:

х  cos « -f- у cos £2 -|- в cos y -f- о" cos'-p-j-c* coŝ Y 
2 a cos а

' § 612. Предложете. Сумма проэкщй, на оси параболоида, перпенди- 
куляровъ, опущенныхъ изъ вершины поверхности на три перпендикуляр- 
ныя между собою касательныя плоскости, есть величина постоянная.

Доказательство. Означимъ эти перпендикуляры черезъ pi, р2, р г, 
углы, которые они составляютъ съ координатными осями, означимъ че
резъ (a^Yi). (a2 Р2Т2), («з £3 Ys), то уравнеше (8) даетъ:

Pl COS ^  = b2
-  2a cos-ft - C2 2  

' 2 aC0Ŝ '

Ъ2 9o C2 „
p 2 cos a2 = 2aCOS% - 2a C°S ^

Pa COS a2 =
ъ2

~ 1 2 a m % - ~ — cos2Y3 2a 13

Следовательно найдемъ, складывая:

j>iCOS a, -j- i?2C0S a2 -f-jPsCOS a3 (10)

§ 613. Предложете. Геометрическое место вершинъ прямоугольнаго 
Треграннаго угла, описаннаго около эллиптическаго параболоида, есть 
плоскость перпендикулярная къ оси поверхности.

Доказательство. При техъ же значешяхъ р и а, 0, уравнеше (9) 
даетъ:

с9
х  eos2̂  +  у cos«i cos (Jj -f- z cos ocj cos Yi +  yt COfc,2Pi “Ь тг~ cos^i =  о

X COS2a2 У C0S«2C0S (J2 COS a2cos Y2 +

x  cos2a3 -j- у cosa8cos +  в cos a3cos Y3 +

£ c o s ^ + - | c o ^ , = 0

0
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Складывая эти уравнешя, найдемъ:

1 2 а

§ 614. Нормальная литя. Уравнешя нормальной лиши въ точке
(ЪУ\*\) суть:

x  — x1_ y  —  yl z —  zx
1

а Ъ2

(П)

Чтобы определить число нормальныхъ лишй, проведенныхъ изъ данной
9

точки (%'у'а')'Ъне поверхности, мы будемъ иметь уравнешя:

х  — х  у — у z — Z
1 У Z Ь2_г с2

2 х
а (12)

а Ъ2

9

(х у z) есть точка встречи нормали съ поверхностью. Если черезъ р озна- 
чимъ общее значеше первыхъ трехъ уравненШ, то найдемъ:

х х 1 -{- I
а У

Ъ*у'
Ъ2 —|—■ р z

сЧ
с2 +  р

(13)

подставляя эти значешя въ уравнеше поверхности, найдемъ:

ЬУ +
eV 2

(Ь2 +  р)2 (с2 +  р)2
( ^ Ч - р) =

а (14)

уравнеше пятой степени относительно р, следовательно изъ данной точки 
вне поверхности можно провесть пять нормальныхъ линш къ поверхности.

' /  I

Изъ уравненш (12) найдемъ:

Ш — х) У
Ъ2

У — У 
а

или:
ху
Ъ2

х'у , У— У'
Ъ2 ^  а О

(х1— х) Z z_ — Z 
а

XZ х у  .Z  
~г _

Z Оа

умножая первое на у , а второе на z и складывая, найдемъ:

х У 
Ъ2

+
z У z

П *|«М
у2 -Н Z2 — у'у z'z оа

или:
2ж2 у2 г2— — у'уz'z О (15)
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Такъ какъ коэфищенты при у2 и г2 равны, то уравнеше представляетъ not 
верхность вращешя около оси параллельной оси Изъ этого видимъ, 
что изъ данной точки вн4 поверхности можно провести пять нормаль- 
ныхъ линШ, коихъ точки пересЬчетя съ поверхностью находятся на по
верхности вращешя, проходящей черезъ начало, и коей ось вращешя па
раллельна оси параболоида.

§ 615. Дгаметральпая плоскость. Уравнеше д1аметральной плоскости 
сопряженной направлению (ос,(3,у) есть (10) § 545:

О

откуда видимъ, что д1аметральная плоскость, сопряженная направленто 
(а, (3, у), всегда параллельна оси поверхности, какое бы нибыло направлеше 
(а, (3, у). Изъ этого заключаемъ, что всЬ ддаметры, которые суть перееЬче- 
Hie д!аметральныхъ плоскостей, параллельны оси поверхности.

Есть безчисленное множество координатныхъ осей относительно ко- 
торыхъ уравнеше эллиптическаго параболоида будетъ имйть форму:

у 2 . г2_2#
Ъ 2  1 с 2  1 ' «1 

Легко видЬть, что ташя оси, въ какой-нибудь точкЬ на поверхности, при-
о

Пятой за начало, суть: д1аметръ проходящШ черезъ эту Точку—ось ,
касательная въ парабол^ въ плоскости, проходящей черезъ дхаметръ—ось 
X  и ось Z —сопряженное направлеше къ д1аметральной плоскости, въ ко
торой лежитъ парабола.

§ 616. Уравнеше эллиптическаго; параболоида въ линейныхъ коор- 
динатахъ, очевидно, будетъ:

Ъ2гр _j_ — 2 а%

а точка касания касательной плоскости (5i; %,Ci) есть:

Ь\ vj +  сК i t f =  a (?i +  £)

Гиперболически параболоидъ.

§ 617. Если въ уравнеши (16) § 546 одинъ изъ трехъ корней ра- 
венъ нулю, наприм^ръ X, — О, а друпе два Х2 и Х3 имЗдотъ противные 
знаки, то уравнешю поверхности можно дать форму:

Г
Ъ2

0‘ 2 х

а
Изъ этого уравнения видимъ, что начало коордйнатъ находится на поверх
ности, такъ какъ х — 0 , у =  0 ,- 0 =  0  удовлетворяютъ уравнешю (1.6). Пе-

АНАЛИТПЧЕОКАЯ ГЕОМЕТРЫ. 41
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рес'Ьчеше поверхности съ координатными плоскостями X  Y, X Z , Y Z  ио- 
лучимъ, д-Ьлая въ уравненш (16), последовательно, 2  =  0 , у =  0, ж =  0. 
Эти положешя даютъ:

у 2 __ 2% г 2 ___ 2 х  у2 я 2 __
Ъ2 а ' с2 а ’ Ъ2 с2

Откуда видимъ, что перес'Ьчеше поверхности съ плоскостями X  Y, Z X  суть 
параболы, а съ плоскостью Y Z  две прямыя. Следовательно гиперболиче- 
скШ параболоидъ есть такая поверхность, на которой могутъ помещаться 
и прямыя линш.

§ 618. Разсмотримъ теперь перересечеше поверхности съ плоскостя
ми перпендикулярными къ осямъ X , Y, Z. Если сделаемъ х = а ,  то будемъ 
иметь:

у2 я2  2а
Ъ2 с2 а

ypaBHeflie гиперболы. Давая, последовательно, количеству а  все значешя 
отъ 0 до -j- оо будемъ иметь постоянно гиперболы, начиная съ двухъ 
прямыхъ. Оси этихъ гиперболъ будутъ:

изъ коихъ первая будетъ действительная ось, а вторая мнимая. Оси эти 
возрастаютъ неопределенно съ возрастанюмъ а, т. е. съ удалешемъ плос
кости сечешя отъ начала координатъ вершины гиперболъ расходятся 
все больше и больше. Давая а отрицательныя значешя отъ 0 до — оо 
будемъ иметь гиперболы:

2
У
Ь2

2 а
а

оси которыхъ будутъ:
2а
а

Ъ 2а

изъ коихъ первая будетъ действительная ось, а вторая мнимая, т. е. гипер-
v  '  *• .

болы будутъ сопряженный предъидущимъ. Положимъ теперь 2= ч, то полу- 
чимъ пересечете поверхности съ плоскостью перпендикулярною къ оси Z:

Г
Ъ*

2 х  . Y3 
а '  с2

(17)

Это есть парабола, которой вершина при у = 0  находится въ начале коор
динатъ, а по мере возрасташя y удаляется неопределенно отъ начала по

• ,  1

отрицательной части оси X . Если сделаемъ — 3, то найдемъ:

2 2 х  . |$2 
" а + Ь 2 • (18)
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Это также парабола, которой вершина при fi =  0 находится въ начала 
координатъ, а затЬмъ по мгЬргЬ возрасташя 3 удаляется неопределенно отъ 
начала по положительной части оси Пересечемъ наконецъ параболоидъ 
(16), какою-нибудь плоскостью:

z =  ах "Ь Y

подставляя это выражеше въ уравнеше (16), найдемъ:

^  _  Zcto-H jr+yV _  2ж 
а2 \  с /  а

Составляя для этого уравнешя выражеше:

0>\ 2---O'Y 1 ̂ 22
найдемъ:

а212 «11̂ 22
а

а2Ъ2

Фиг. 169.

величина положительная, следовательно еЬчеше есть всегда гипербола, 
исключая того случая, когда а =  0; въ этомъ случае сечете есть па
рабола.

Изъ этого видимъ, что гипербо-
лическШ параболоидъ (фиг. 169) не мо*

»

жетъ иметь круговыхъ сечешй съ плос
костью, потому-что все его сечешя съ 
плоскостью суть незамкнутый кривыя.

Изъ уравненШ (17) и (18) видимъ, 
что сечешя поверхности плоскостями 
параллельными плоскости X Y  суть рав
ный параболы, точно также равны 
между собою и параболы пересЬчешй 
поверхности плоскостями параллельными плоскости X Z , следовательно 
этотъ параболоидъ можно разсматривать, какъ образованный движешемъ
параболы, коей плоскость движется параллельно плоскости X Y , а вершина

%

скользить по параболе (17). Или эта поверхность можетъ быть образована 
параболой, коей плоскость остается параллельною плоскости X Z , а вер-N
шина скользить по параболе (18)$ J,

• >

619, Прямолинейный женератрисы. Выше видели, что на гипербо-
лическомъ параболоиде помещаются две прямыя:

У .4 - -
с О 1

ъ
г_
с О

41*
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посмотришь есть-ли еще, кроме этой пары, прямыя, которыя помещаются 
па этой поверхности. Пусть такая прямая будетъ:

x  =  o.s-\-$ , у — 4 8  -\-Ь (19)

подставляя эти выражешя въ уравнеше поверхности (10), найдемъ:

(ys -[- S)2 г1 2 (as +  0)
Ь2 а

уравнеше, которое должно быть удовлетворено независимо отъ s, а для 
этого надобно иметь:

Т а 1
Ь2 О Y  8

¥ “ =  0
а

82 _  20 
¥  а 0 (20)

Последнее уравнеше показываетъ, что точки пересЬчешя прямыхъ, ле- 
жащихъ на поверхности, съ плоскостью лежать все на параболе:

(21)

которая есть пересечете поверхности 
нешя (20) даютъ:

плоскостью X Y .  Друпя два урав-

Одинъ изъ параметровъ а, 0, y, 8 остается произволънымъ, а какъ для
•4 *

а и y имеешь только две величины, то еуществуетъ только две системы 
женератрисъ и только д в е , коихъ уравнешя суть:

0 и 8 суть координаты, какой-нибудь точки параболы (21). Уравнешя
/  •

прямолинейныхъ женератрисъ могутъ быть выведены прямо изъ уравне-
_шя поверхности:

2 л2 2ж
Ь2 с2 а

которое можно написать въ форме:
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Для этого подожимъ:

(Iе) У
Ь

0 _
С

=х , У
ъ + г

2х
1а

(2") ь ~
0
с => . У

ъ

0 _ 
с

_2х
(ха

X и [А суть произвольные параметры, определяющее две различныя сис
темы прямыхъ, находящихся на поверхности, такъ какъ перемножая 
пред'ьидунця уравнешя находимъ'уравнеше (24).

Полагая для краткости:

уравнешя (25) сделаются:

(а) Л\ - -X =  0 , ХД.2 —-  Д  =  0

(Ь) м - -(1 =  0 , M i -
•

- Д  = 0

Фиг- 170.

а уравнеше поверхности будетъ:

А\ Л2 =  Д

(26)

(27)

часть этой поверхности представлена на чертеже (фиг. 170) въ виде седло
образной, вогнутой, поверхности ABGD.
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§ 620. Предложете. Черезъ каждую точку на гиперболическомъ па-
>•

рабблоиде проходить по одной женератриеЬ изъ каждой системы.

Доказательство. Пусть -ХиУ\,8\ будутъ координаты, какой-нибудь, 
точки на поверхности. Пусть А \,  А '2, В \  будутъ величины количествъ 
Ах, А 2, В х соотв'Ьтствующихъ этимъ координатамъ, то будемъ иметь урав
нешя:

А \  — 1 =  0 , Ы '2 — В \  =  0 ' , Л'2 — р. =  0 , M ' i —

откуда:

V -  л 1 1 • Б '1 л1 JB'i1 =  А Х , Х =  —  , {а =  ^ '2 , V-— -7T
Л.2 Л Х

но изъ уравнешя (27) имйемъ:

А \А '2 = в \
♦  •

Следовательно оба параметра 1 и ц совпадаютъ.

§ 621. Предложете.. Две женератрисы одной системы не встречаются, 
а две различныхъ системъ лежать въ одной плоскости.

I

Доказательство. Пусть:

А \  X] =— 0 , Xj Л 2  ~- В х

1

. —^2 ~= 0 , ^ 2 ^ 2  ~~~ В х

=  0 

=  0

будутъ две женератрисы одной системы, вычитая эти уравнешя, найдемъ:

что невозможно, такъ какъ \  и Х2 неравны.

Съ другой стороны, уравнеше плоскости, проходящей по женерат- 
рисе первой системы, будетъ:

Ах — X -j-  h (Х.42 — В х) =  О

и если обусловимъ, что эта плоскость проходить по женератрисе дру
гой системы, то найдемъ два услов1я, которыя оба даютъ для h одно

значеше 1
У-

плоскость:

ч  -  -

\>.Ах +  ХЛ$ -т- Хр. =  О
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содержитъ дв-Ь женератрисы различныхъ системъ. Въ декартовыхъ коор- 
динатахъ уравнеше этой плоскости будетъГ

У

(X +  р.) -f- +  (X— р-) у — V
У С  j  ( л /

о

§ 622. Женератрисы перпендикулярныя. Возьмемъ уравнешя (1") и 
(2"J~ § 619 и рЪшивъ ихъ относительно и , найдемъ:

х аХ . Х2а
Т ‘ + 1 У

Ъ г +  \Ъ

х у.а
zA- у.*а

~2 У
Ъ

(28)

z -\-рб

Въ этой формЬ видно, что женератрисы Не могутъ быть параллельны. 

Услшне перпендикулярности женератрисъ, очевидно, есть:

Xpuz
Ь- + 1  л  • 1 О или Хр.-|- б2 Оа

ЗамЗицая X и р ихъ выражешями (25), найдемъ:

У
бч 2 * * * +

б9 Оа
или:

2хАг б9
а О (29)

ч

откуда видимъ, что геометрическое мйсто точекъ, въ которыхъ женератри
сы перпендикулярны, еет̂ ь гипербола—перес’Ьчеше предъидущей плоскости
(29) съ поверхностью.

§ 623. ПредложШе. Дроэкцш/Женератрисъ поверхности суть каса
тельная къ главной парабол’Ь на плоскости X Y .

Доказательство. Исключивъ z изъ уравнешй:

У
Ъ

z_
с

Ё .Л .1  
&.т  с

2х
Ха

найдемъ:
/  Х2 л .

б I а (30)

Но для, какой нибудь, точки (хг L  0) параболы:

X
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имйемъ:

ч

262
а

подставляя эти выражешя въ уравнеше (30) найдемъ уравнеше проэкцШ 
на плоскости X Y:

Ъг
УУ\ =  — (v * * * * х  +  a?i)

а это есть уравнеше касательной къ параболе (31) въ точкгЬ {ххух).

§ 624. Предложете. Все женератрисы одной системы параллельны 
одной постоянной плоскости.

.*

Доказательство. Уравнеше:

Ах —  X =  О

представляетъ плоскость, проектирующую женератрисы первой системы 
на плоскость YZ\ всЬ эти плоскости параллельны плоскости:

4 * *  0.

следовательно женератрисы, находящаяся въ этихъ плоскостяхъ, парал
лельны плоскости:

Ах —  0 или У
Ъ

г
с О (32)

Точно также женератрисы второй системы параллельны плоскости:

4  db° или Ъ ^  с о (33)

v  •

Эти две плоскости (32) и (33) называются директрисами поверхности.

625. Нредъидупця свойства даютъ два способа образовашя гипербо- 
лическаго параболоида движешемъ прямой лиши. Эта поверхность можетъ 
быть образована, если прямая второй системы скользитъ по тремъ пря- 
мымъ первой системы, или* еще, если прямая второй системы скользитъ
по двумъ прямымъ первой системы, оставаясь параллельною плоскости:

^2 =  0

Обратно, поверхность образованная прямой, скользящей по тремъ даннымъ 
прямымъ, параллельными одной плоскости и не лежащимъ по парно въ 
одной плоскости, есть гиперболичесшй параболоидъ.
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Въ самомъ деле, пусть ЛВ, СВ, ОЕ суть три данный прямая па- 
раллельныя одной плоскости (фиг. 171). Возьмемъ прямую ОЕ за ось 
Z, плоскость X Z  за плоскость, которой данныя прямыя параллельны, за 
ось Y  возьмемъ прямую встречающую прямыя Л В  н CD.

Уравнешя данныхъ прямыхъ, отнесенныхъ къ этой системе коор
дината, будутъ:

у —  $ х — 0
(ЛВ) , (CD) , (ОЕ)

я =  чх в ~  i x У =  0

Уравнеше женератрисы, разсматриваемой, какъ пересечев!е двухъ плос
костей, одной проходящей черезъ ЛВ, а другой, проходящей черезъ CD, 
будетъ:

X

где X и р суть произвольные параметры.
А

Вычитая эти уравнешя, найдемъ:
• # *

а — ч).х— 0-— р-) у + — ц§
и какъ прямая (женератриса) встречаетъ 
ось Z,то:

р|3' — Х|3 =  О 1
I

Исключая параметры X, р съ помощью 
уравненШ (34), найдемъ:

I
•  •

Ф — Ю у е — Ф у — Р У ) х у — №  ( у — у ’) х  —  0

Фиг. 171.

это поверхность втораго порядка, неимеющая центра, образованная дви- 
ясешемъ прямой, следовательно есть гиперболическШ параболоидъ.

Точно также поверхность описанная прямой, скользящей по двумъ
• . >  •

прямымъ и параллельной данной плоскости, есть гиперболическШ парабо- 
лоидъ. Чтобы это показать, пусть Л В  и ОС (фиг. 172) будутъ две дан-

* t * 4 v

ныя прямыя, Р  данная плоскость. Возьмемъ ОС за ось плоскость Р  
за плоскость X Y ; выберем^ за плоскость X Z  плоскость параллельную, 
ЛВ, а за ось Y  пряму ю встречающую ЛВ.

Уравнешя данныхъ прямыхъ будутъ:/ I
I 
\

(ЛВ) j (ОС)
Ij

х  —  О

У =  О
\
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Женератриса будучи параллельна плоскости X Y  и встречая ось Z, будетъ 
иметь уравнешя:

z =  Х , у =  и.х (35)Фиг. 172.

Параметры X и pi должны удовлетво
рять уравнеше:

• •  •

—  Хр.

если женератриса упирается на А В .  

Исключая X и pi съ помощью урав- 
Y  нешй (35), найдемъ уравнеше по

верхности:
ч.

у г — а$х =  О

которое, очевидно, есть гиперболический параболоидъ.

§ 626. Цредложете. Если прямая лишя такъ скользить по двумь 
даннымъ прямыми, что ея отрезки будутъ пропорщональны, то она опи- 
шетъ гиперболический параболоидъ.

Фиг. 173. Доказательство. Заметимъ сначала,
что если! А В  и СВ (фиг. 173) суть две же- 
нератрибы параболоида, а А В ,  М Р  й. B G  

три пряйыя другой системы, то:

А Ж
М В

В Р
P C

Въ самбмъ дФл’Ь, если по. каждой прямой 
А В , М Р  и ВС  проведемъ плоскости параллельныя направляющей плос
кости, то он^, будутъ параллельны а^ежду собою и определять на А В  и 
СВ пропорщональные отрезки.

Обратно, положимъ, что прямая скользить по А В  и СВ  и обра- 
зуетъ пропорщональные отрезки. Пусть Q будетъ плоскость параллельная
двумь положешямъ А В  и ВС  скользящей прямой, проведемъ черезъ А В. * \ ■ . . . \ : _•
и ВС  две плоскости параллельныя плоскости О. Плоскость, проведенная 
черезъ точку М  параллельно последними плоскостями, отделить на А В

•4 » V.

и СВ пропорщональные отрезки, а следовательно пройдетъ черезъ точ
ку Р  и опишетъ, какъ видно гиперболйческш параболоидъ. На этомъ
основаши устраиваютъ модель этой поверхности: разделяютъ стороны А В

*

и СВ косаго четыреугольника на равное число равныхъ частей, точки 
делешя соединяютъ нитями, который предетавляютъ женератрисы пара
болоида. Если две друпя стороны четыреугольника также разделимъ на
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равное число равныхъ частей, то нити, соединяются точки делешя бу- 
дутъ женератрисы другой системы. ,

Мы назвали прямыя, лежапщ /на однополомъ гиперболоиде и на ги- 
перболическомъ параболоиде, женерйтрисами, потому что движешемъ этихъ

t

прямыхъ по известному закону образуются эти две поверхности.
§ 627. Касательная плоскость. Уравнеше касательной плоскости есть:

УУ\ Щ (х +  ху)
Ь2 с2 а

(
О

Если отождествимъ это уравнеше съ уравнешемъ плоскости двухъ жене-
ратрисъ:

то найдемъ:

а + н - ) { + ( х
,  /

У\
ь

Z 2х
а

т  =  0

А И-
гЛ
с

2

откуда:
X У\

Ъ
Zl

Т  +  То с

это величины параметровъ X и р. женератрисъ, пересекающихся въ точ
ке (xxyxzx). Следовательно касательная плоскость проходить по двумъ 
женератрисамъ, пересекающимся въ точке (ххух2\).

Легко, какъ выше, показать, что:
1. Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины поверхности на каса-

г

тельную плоскость, будетъ:

Р
I b2cos2f5 C2COS2Y

2а cos а
такъ что:

х  cos a -f- у COS £ +  ДСОБ Y -{- C2COS2Y
2а cos а

О

будетъ уравнеше касательной плоскости.
2. Сумма проэкщй на оси 1гиперболическаго параболоида перпенди- 

куляровъ, опущенныхъ изъ вершины поверхности на три перпендикуляр- 
ныя между собою касательныя плоскости, есть величина постоянная.

3. Геометрическое место вершины треграннаго прямаго угла, опи- 
саннаго около гиперболическаго параболоида, есть:

I

х + 62
2а

f

Плоскость перпендикулярная цъ оси X,

О



6 5 2 ГЛАВА XXXVIII. АРЪ.

4. Уравнения нормальной лиши суть:

Х —  Х\ у — У1 0 *1
1
а

т
52

*1

Изъ точки взятой вн! поверхности къ ней можно, вообще, провести пять
нормальныхъ лиши, коихъ основанш находятся на поверхности вращешя, 
проходящей черезъ вершину, и коей ось параллельна оси гиперболиче- 
GKaro параболоида.

5. Вс! д1аметры параллельны и есть безчисленное множество коор- 
динатныхъ косоугольныхъ осей, для которыхъ гинерболическш параболоидъ 
будетъ представляться уравнешемъ формы:

У s
Ъ\ с \

2х
<h

§ 628. Уравнеше гиперболическаго параболоида въ линейныхъ коор-
динатахъ будетъ:

&Y -f- сХ2 =  2

а уравнеше точки касашя касательной плоскости 0п,*1х, есть:

Ъ \  к; — сХ1 ? =  a ( i +  )

Г Л А В А  XXXVIII.

Шаръ.
»

§ 629. Уравнеше шара получимъ, если выразимъ основное свойство
Уваровой
величина постоянная.

Пусть а, 5, с будутъ координаты центра, у, координаты, какой- 
нибудь точки поверхности шара, г рад1усъ шара, то будемъ им!ть:

( х—аУ~\-(у — Ъ)2-\-(я  — е)2 =  г2 (1)
* 'т 4

Если начало координатъ пом!стимъ въ центр'! шара, то 0, 5 =  0
’ • . , *

4 . 1 • %

с —  0, сл!довательно уравнеше (1) сд!лается:
-  . - * I '  ,

х 2 у2 г2 — г2

Это самая простая форма уравнешя шара.
_ * •
Если развернемъ уравнеше (1), то найдемъ:

(2)

х 2 +  У2 +  я* +  2«! х  -j-25j у -f- 2ci -J- d — 0

a, a h Ь e 2 Г

( 3 )

( 4 )
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Изъ уравнетя (3) видимъ, что самое общее уравнете шара въ прямо- 
угольныхъ координатахъ не заключаетъ произведенШ, или какъ говорять 
прямоугольниковъ ху, xz, yz, и коэфищенты ири ж2, равны.

Если уравнен1е шара дано въ форм'Ь (3), то координаты центра и 
рад1усъ вычисляются съ помощью уравнешй (4).

Уравнете шара есть частный случай уравнешя поверхности втораго
порядка:

«и ж2 +  «аа2/а +  «8з22 +  2 ап ху +  2а1Лхз +  2 a2ayz -J-
Г

+  2«) 4Ж -}- 2«24«/ 4~ 2я34̂  4* «44 == 0 (5)
когда:

й\ 1 — а%2 — а33 Я12 — 3 — $23 — О

(в)

въ этомъ случай уравнете (5) будетъ:
(

«11 (я2 +  У2 +  £2) +  2й! 4ж +  2а24<у 4" 2я84̂  4* «44 =  О

которое по разд'Ьленш па аи им^етъ форму уравнешя (3).

§ 630. Если координаты будутъ косоугольный и углы между ними 
будутъ а, (3, у, то уравнете поверхности шара будетъ (§ 433, 14):

{х — а)2 (у — Ь)2 - f  О — с )2 4- 2 (ж — й) (у — Ъ) cos у 4~ 

4~ 2 (ж — a) (з— с) cos 3 4" 2 (у — Ъ){з— с) cos а — г2 (7)
гд-Ь а, Ъ, с суть координаты центра, а 
динатъ пом'Ьстимъ въ центре шара, 
шара сделается:

г рад1усъ
то а —  Ъ -

гара. Если начало коор- 
с =  0, откуда уравнете

х2 у2-\- з2 2 ху cos у 4" %хг cos 0 4" 2У& cos.2 (8)
* /

§ 631. Пусть xl ,yx,z l будутъ координаты точки Ж  въ пространстве, а:

(х — а)2-\-(у —  Ъ)2 +  (з
4 «' «

уравнете шара; а, Ь, с координаты его центра.

с)2 — t.2

Изъ точки Ж  проведемъ, какую- , касательную къ шару;
Т  точка касашя. Если О есть центръ шара, то очевидно:

но:
М Т 2 =  ОМ —  2

ОМ2 — (хх — а)2 4- (Vi — Ь) е)2

следовательно:
Ж Г2 =  (я?1—  о)2 4* (й  — Ь)2 4* (й  — с)2 — г
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Изъ этого заключаешь, что если въ уравнеше шара:

(х—  a)2 -f- {у — б)2 -f- (z— — г О
■ t  ,  ,

вставишь координаты, какой-нибудь точки вн'Ь поверхности шара, то по
лученное числовое значеше будетъ длина касательной проведенной изъ 
взятой точки къ шару.

§ 632. Уравнеше шара (3) заключаетъ четыре произвольные коэ- 
фищента a,, б,, с,, следовательно шарь вполн'Ь определяется четырьшя 
данными точками не лежащими въ одной плоскости. Въ самомъ д'Ьле, если 
точки (xxyxzx\  (x2y2g2), (xayszs), (хMiZi), находятся на шарЬ:

х 2 Н- У2 +  я2 -f- 2ах х  26, у -f- 2с, z -f- d =  О (9)
то имеемъ:

х\  ~\~У2\ +  +  2a,#i -f- 26,̂ , -J- -f- О
х % +  У2з +  г \  +  2a,tf2 +  26,«/2 +  2ci 2̂ +  d —  О

х?з +  У2з +  я23 +  2а, xs +  26, уз +  2с, zz +  d =  О
/

ж24 +  У24 + Л  +  2Я1Ж4 +  25,1/4 +  2с, £3 -j- О
*

откуда найдемъ уравнеше шара, проходящаго черезъ четыре данныя точ
ки, если къ этимъ уравнешямъ присовокупимъ уравнеше (9):

X2 -f- у2 -f- г2 , ■ X, У , г

х \  +  у \ ~ h A , х \ У1 5 1̂

х \  +  у \ +  ̂ 22 1 х3 1 Уз > н

х \  +  У2 з + а > #3 »Уз , 3̂

x*i +  4+  А , Я?4 , Уь , 4̂

1

1

1

1

1

О (10)

Уравнен!* конуса, опясаннаго около шара, полярной и касательной плоскостей.

§ 633. Пусть уравнеше^ шара будетъ:

х 2 -J- у 2 -f- Z2 —  г 2 (11)

пусть (xiyxZi)i {x2y2z^) будутъ дв'Ь кашя ни^дь точки; координаты точки 
находящейся на прямой, проходящей черезъ эти точки, будутъ (§ 437):

х Х\ “f" \х \
1 X У

V v + } y  2
1 -f- X z яI Х#2

1 X
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Если прямая встр'Ъчаетъ шаръ, и X соотв^тствуетъ точке встречи, то 
эти выражешя должны удовлетворять уравнение (11). Следовательно бу
демъ иметь:

(ж22+ 1/22+ 222—г2)Х2+2(а?! х2-\-ух у%~\~&\ г2- г 2)1-\-х\-\-у\ + z \ -г2—О (12)

Это уравнеше второй степени относительно X, следовательно прямая ̂ *

встречаетъ шаръ, вообще, въ двухъ точкахъ. Если эти точки совпадаютъ, 
то прямая касается шара, а для этого необходимо, чтобы въ уравнеши (12) 
оба корня были равны, т. е. должны им'Ьть:

(Х\ Х2 -\-ух у2 +ZX 02— Г2)2 =  (ж2! -j-y21 -\-z \ — Г2) (х22+У22+ Л — Г2)(13)

Если теперь точку (хх ух zx) оставимъ въ покое, а точку (х2 у2 z2) будемъ 
такъ перемещать въ пространстве, чтобы ея координаты постоянно удов-

' г

летворяли уравнеше (12), то уравнеше:

(хх х-\-ух y~\~zx z—r2)2 =  (х \  - \-у \-\-z\ —г2) (x2-\-y2-\-z2—r2) (14)
\

будетъ представлять, очевидно, геометрическое место точекъ, находящих
ся на касательныхъ проведенныхъ изъ точки (ххухzx) къ поверхности ша
ра. Очевидно, это уравнеше конуса, описаннаго около шара, коего верши
на находится въ точке (xxyxzx).

Если точка (xxyxzx) находится на поверхности шара, то:

х \  - \ - у \  +  z \  — г3

следовательно уравнеше (14) сделается:

О

ххх -j- уух -f- zzx — г2 =  О

какъ видно плоскость, а такъ какъ 
ходящая черезъ (хх ух zx) касаются : 
ной плоскости въ точке (ocxyxzx) къ

все прямыя въ этой плоскости, про-
ара, то это 
пару (11).

есть уравнеше касатель-

§ 634. Если точки пересечешя .шара съ прямою, проходящею че
резъ точки (xxyxzx), (ж2 У2 z2), суть сопряженно гармоничесшя точкамъ 
(xxyxzx) и (x2y2z2), то корни уравнешя (12) должны быть равны, но 
съ противными знаками, а для этого необходимо иметь:

х \ #2 +  У\ Уг +  *1- ~  г% ~  0 (15)
* * /  * * '  %

* .  *
. ‘ I •

«V *
«

Если точку (xxyxzx) оставимъ въ покое, а точку (ж22/2^2) будемъ такъ 
определять, чтобы ея координаты удовлетворяли уравнеше (15), то:

#iж +  У\ У 4" g \ 8 — f2 =  0 (16)
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будетъ уравнеше плоскости, которая есть геометрическое место четвертой 
гармонической къ тремь точкамъ: (хх ) и къ двумъ точкамъ перееЬче- 
шя прямой, проходящей черезъ точку ухzx) съ шаромъ. Следовательно 
это есть полярная плоскость, коей полюсъ есть (xxyxzx). Если точка (xxyxzx) 
находится на шаре, то полярная плоскость обращается въ касательную. 

Легко видеть, что если уравнеше шара будетъ дано въ общей фор-
I

ме (1), то уравнеше полярной плоскости точки или касательной
плоскости въ точке (хх ух zx) на шаре будетъ:

(*!— а) ( х - а ) - \ -  (ух — 6) (у — ft) (z — с) — г2 =  О(П)

Заметимъ, что уравнеше полярной плоскости можно получить изъ общаго 
уравнешя ея для поверхности втораго порядка (§ 510).

635. Уравнеше прямой, соединяющей точку (ххух#х) съ центромъ 
(a, ft, с) шара, есть:

х а У Ь z
Хх а У\ Ъ *i

(18)

изъ котораго видимъ (§ 457), что эта прямая перпендикулярна къ по
лярной плоскости (17). Если разстояше полюса (xxyxzx) отъ полярной 
плоскости назовемъ черезъ %>, а разстояше его отъ центра шара черезъ 
q, то легко видеть, что:

/»2

V I Х\ —  «)а +  (у I — ft)2 +  («I — с)а
р

или:
p.q (19)

такъ какъ:

а V I хх — а)3 4 -  (ух — ft)2 +  (zx — с)2

Съ помощью этого выражешя легко построить полярную плоскость, если
данъ полюсъ.

Уравиеже шара въ ляиейиыхъ координатах*.
9

§ 636. Мы видели, что если координаты точки суть а, 6, с, то ея
уравнеше есть:

ft?) -{- с£— 1 (20)

разстояше г  этой точки отъ плоскости данной координатами ^
имеетъ следующее выражеше:

а%1 +  Мх Ч~ ^1 -V 1
V  ?i:* + 4*i + ̂ Г (21)
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если г  есть величина постоянная, а будемъ такъ изменять, чтобы
онЬ удовлетворяли уравнеше (21), то будемъ им^ть уравнеше шара:

(«£ 4- brj -\-с^ — I)2 — 2 ($2 4 “ ч2 4~ С2) (22)
1 *

Координаты %, г,,'( удовлетворяющее этому уравненш опред'Ьляютъ поло-
жеше плоскости, которая касается шара, коего координаты центра суть

• . *
(а, Ъ, с), а рад1усъ г. Уравнеше центра, очевидно, есть (20).'• i N *

Если начало координатъ находится въ центр± шара, то а =  Ъ — с — О
9

• I

и уравнеше шара будетъ:

г2 (S2 +  ц2 4 - г;2) =  1 (23)

Если развернемъ уравнеше (22), то найдемъ:
в
I
I

(а2 — г2) $2 4~ (Ь2 — г?) ц2 4" (с2 — £2 4 -

4* 2 аЫу4“ 2 acQ4~ 2 Ъсг£ — • .2 (а£ +  4" с0  1 =  0 (2 4 )
I
I{• I
1

Сравнивая это уравнеше. съ уравнешемъ:
.  \

«пS2 4~ «гг*)2 +  «зз£2 4- Щ4“ 2ахъ%, 4" 2 4-
■

+  2 -f- 2«24**) -f* 2 « 3*£ ~h Я44 =  0 (2 5 )

найдемъ услов1я, при которыхъ это уравнеше представляетъ шаръ:

а Оп
«44 Ь2 Г #22 

а  44

#33
#44

«5 #12
«44 «с #13

« 4 4
Ьс #23

« 4 4
а «14

« 4 4
ъ «24

« 4 4

исключая изъ этихъ уравненш «, ft, с, г цайдемъ:

/т2 « 14 « ц  « 4 4 ✓у 2а 24 #22#44
п2 а 34 #33#44

«14«24 #1 2#44 ? #1 4 # 3 4  #13#44 #24#34----#23#44

(26)
а31
аи

(27)

Это необходимая и достаточный услов1я, чтобы общее уравнеше втораго 
порядка представляло шаръ. Если услов1я (27) удовлетворяются, то коор
динаты центра и рад1усъ будутъ:

«14а —  —  , ъ  =
___<hi С

О1II

« 4 4 ац «44

« 2j 4 «] 1 «44 « 224 #22#44 _ _  « 234 - #33#44
п2 #  4 4 а 2 и а 244

( 2 8 )

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМКТР1Я. 42



6 5 8 ГЛАВА XXXVIII. ’АРЪ.

§ 637. Задача. Найти уравнеше точки касашя касательной плос
кости къ шару?

Pmuenie. Пусть уравнеше шара будетъ:

г2 (£2-И 2-К 2) =  1 (29)

пусть S, ,щ ; $2,г(3,£2 будутъ координаты двухъ, какихъ-нибудь, плоскостей. 
Очевидно уравнетя этихъ плоскостей въ координатахъ Декарта будутъ:

+  — '1 = 0  ; +  о д  +  — 1 = 0

Уравнеше плоскости, проходящей черезъ пересечете этихъ двухъ плос
костей, будетъ:

$ i *  +  4 i y  +  C i *  — 1  +  X  ( & * »  +  Ч а У +  5а** 1 )  =  0  ( 3 0 )

Следовательно координаты этой плоскости будутъ:
*

* _  ?1 + Х 2̂ __ КП +  Х̂ а г 5i +  Н2
1+Х ’ — 1 +  Х ’  ̂ 1 +  Х

Если плоскость (30) будетъ касательная къ поверхности шара (29), то 
координаты (31) должны удовлетворять уравнеше (29), следовательно бу- 
демъ иметь:

H $ V H V K 9a ) - - i  }*2+ 2 {(м 2+ ч1*и - ш  »’а- 1  П +
• ✓  '

+  г2(&21+ + 1 +  £21) — 1 = 0  (32)

Это уравнеше квадратное, следовательно даетъ для X два значешя, отку
да заключаемъ, что черезъ пересечете двухъ данныхъ плоскостей можно 
провести две касательныя плоскости къ шару. Но если кординаты 
&2, щ, £2 удовлетворяютъ уравнеше:

{Л*! ̂ 2-Ь‘ПГП2+?1̂ 2>—I}2 =  +Ч 21+$21 )— 1} {г2($22- Н 22- К 22)—1} (33)

то оба корня уравнетя (32) будутъ равны, а следовательно плоскости 
совпадутъ, что требуетъ, чтобы прямая; пересечешя двухъ данныхъ плос
костей касалась шара, въ одной изъ точекъ пересечешя плоскости Si,4i,£i 
съ поверхностью шара. Если въ предъидущемъ уравнении заменимъ ?2, щ, £2 
переменными £,•»},$, то найдемъ:

{ Л М + ч ^ + Ь О —I}2—{A52i - H V B 2i)— 1}И&2+ ч 2+С2)—1 } = 0  (34)
/

Это уравнеше удовлетворяется координатами, какой нибудь, плоскости,
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проходящей черезъ касательную къ кругу пересЬчешя плоскости ^ ^  
съ шаромъ. Но если эта последняя плоскость будетъ касательная къ ша
ру, то им'Ьемъ:

r 2(S2i +  * )V K 2i ) - l  =  0

Следовательно предъидущее равенство сделается:

r2<£iH"»)ii| +  SiO =  i (35)

Эте уравнеше удовлетворяется координатами, какой нибудь изъ плоскос
тей, пересекающей плоскость (̂ lUjî i) п0 касательной къ шару; следова
тельно это будетъ уравнеше искомой точки.

Если уравнеше яра будетъ:

(a! - f - -{- сК — 1 )2 =  г2 (£2 -f- ч2 +  С2) 

то уравнеше точки касашя плоскости (^v^,) будетъ:

(a ? i+ Н  + c C i —  1) («?  +  М -f -  сК —  1 ) —  Ой $ +  >ii t) - f-  ?i О  =  О

§ 638. Если въ уравненш (32) корни будутъ равны, но съ против
ными знаками, то будемъ иметь:

»'2 №  +  ЧЪ  +  Si Q  — 1 =  О (36)

при ЭТОМЪ уСЛОВШ, очевидно ПЛОСКОСТИ (?i4iCi), (^2 ^ )  и две соответ
ствующее корнямъ -f- X и — X будутъ гармоническ1'я. Если плоскость (ti*5i?i) 
фиксируемъ, а координаты плоскости (£2 ?г) будемъ такъ изменять, что
бы оне удовлетворяли уравнея!е, то это уравнеше будетъ представлять 
точку, которая есть, очевидно, полюсъ плоскости (£, vj1 £,). Все предъиду- 
ице результаты можно получить изъ общихъ свойствъ кривыхъ втораго 
порядка, изложенныхъ въ §§ 207—211.

Система двухъ шаровъ.

639. Пусть уравнешя двухъ шаровъ будутъ:
1

*

5 1  —  ( х  —  a i ) 2 +  ( У  ~

52 =  (* — аг)2 +  — й2)2 +  (п — с2)2

если эти уравнешя вычтемъ, то найдемъ:

г \  =  О

г \ О

S i—S, о

(37)

(38)
42*
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или:
./

(а2---«1) я  “Ь 0>2--- &I) У ~Ь (с2--- с\) 0 “Ь

Это уравнеше представляетъ плоскость, которая, очевидно, перпендику
лярна къ прямой:

соединяющей центры шаровъ 8\ —  О и Я2 =  0. Эта плоскость называется 
радикальною плоскостью.

Изъ уравнения:
= Я 2 ■ (41)

видимъ, припоминая числовое значеше количествъ S\ и S2 (§ 631), что 
всЬ касательный, проведенный изъ какой нибудь точки радикальной плос-

=  0 И # 2кости къ шарамъ (37) равны. Если О перес'Ькаются,шары S] =
то радикальная плоскость есть плоскость круга, по которому пересекают
ся шары (37); если шары касаются, то радикальная плоскость есть 
общая касательная плоскость къ обЬимъ шарамъ, наконецъ если шары 
не перес'Ькаются, то радикальная плоскость проходить черезъ средины 
общихъ касательныхъ къ шарамъ. Въ частномъ случаЬ, если шары кон-
центричны, а при этомъ ах

арамъ. 
=  я2, Ъ.2, С\ —  е2, то уравнеше (39) сво

дится на постоянное количество, что показываетъ, что радикальная плос
кость находится на безконечности.

640. Очевидно, что уравнеше:

Si — Щ  =  0 (42)

есть шаръ, нроходящШ черезъ нересЬчеше шаровъ (37); давая X всевоз
можный значешя, мы будемъ имЬть систему изъ безконечнаго числа ша
ровъ, которые всЬ проходятъ черезъ пересЬчеше шаровъ (37). Если озна- 
чимъ черезъ а, Ъ, с, г координаты центра и рад!усъ одного изъ этихъ ша
ровъ, то будемъ имЬть:

а «1 Ха.
1 — X Ъ b i— lb2 С1 Хс,

1 — X > 1 — ъ (43)

r \ \*  +  (с?2 г \  — r 22)X-f- Л
(1 -Х ) (44)

d есть разстояше между центрами шаровъ. Изъ выраженШ (43) ви-
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димъ, что центры шаровъ системы все находятся на прямой, соединя
ющей центры шаровъ (37). Такъ какъ всЬ шары (42) проходятъ черезъ 
перес'Ьчеше, действительное или мнимое шаровъ (37), то вся система 
им'Ьетъ общую радикальную плоскость. Между шарами системы (42) есть 
два шара, коихъ радиусы равны нулю; положеше этихъ шаровъ или то- 
чекъ найдемъ, если въ уравненш (44) иоложимъ г —  0. Это услов1е даетъ
уравненю:

г \ \ 2 =  (d2 Г21 А) X + »*21 = О (45)

Изъ этого квадратнаго уравнешя найдемъ для X два значешя X, и Х2, 
которыя и дадутъ положеше центровъ искомыхъ шаровъ, называемыхъ 
предельными.

Предельный точки будутъ действительный или мнимыя, смотря по
тому будутъ-ли корни у равненья (45) действительные или мнимые. Если 
выражеше:

(d2 — г \  — г \ ) 2 — 4 г \ г22 (46)

будетъ положительное, то корни уравнешя (45) будутъ действительные, 
въ нротивномъ случае они будутъ мнимые. Если выражеше (46) будетъ 
равно нулю, то корни будутъ равные.

Выражеше (46) можетъ быть написано въ форме: .

(d —{— Т\ -f- г2) (— d -f- rx r2) (d — r, +  r2) (d - f  rx

изъ котораго видно, что выражеше (46) будетъ отрицательнымъ подъ 
услов1емъ:

d >  гх -f- г2 или d <  г2 — гх
\

если г2 ~> г\. Предельныя точки совместятся если:

d =  rx -j- г2 или d =  r2 — гх

Изъ этого видимъ, что предельный точки будутъ мнимыя, если шары пе
ресекаются, и действительныя въ противномъ случае.

§ 641. Такъ какъ уравнеше (44) относительно X второй Степени, то 
въ системе шаровъ (42) есть всегда два шара съ даннымъ рад1усомъ.

Если шары (37) пересекаются, то легко построить систему шаровъ 
(42), имеющихъ общую секущую плоскость, но если шары (37) не пере
секаются, то построеше системы шаровъ (42) делается съ помощью сле- 
дующихъ свойствъ системы.

Такъ какъ система шаровъ (42) имеетъ общую радикальную плос
кость, то изъ свойствъ (41) следуетъ, что касательный, проведенный изъ
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какой-нибудь тонки т радикальной плоскости ко всЬмъ шарамъ системы 
(42), равны, следовательно геометрическое место точекъ касашя каса- 
тельныхъ проведенныхъ изъ точки т къ шарамъ системы, есть шарь, 
пересекающей все шары системы подъ прямымъ угломъ и коего дентръ 
есть точка т. Этотъ шаръ, очевидно, проходитъ и черезъ предгълъныя 
точки системы. Если точку т будемъ перемещать по радикальной плос
кости, то получимъ другую систему шаровъ, пересекающихъ первую подъ 
прямыми углами.

Все шары второй системы проходятъ черезъ предельный точки, 
следовательно, прямая соединяющая эти точки есть общая хорда шаровъ 
второй системы. На этомъ свойстве легко построить, какой-нибудь изъ 
шаровъ, принадлежащихъ второй системе.

§ 642. Полярная плоскость системы шаровъ. Мы видели выше (§ 634),
=  0 и #2 =что полярныя плоскости 

(х\У\гi) суть:
аровъ S\ О относительно полюса

P i =  fai —  «1) fa  —  «1) +  fal —  &i) {у  —  bi) - f  tel —  C!) fa —  Ci) —  r \  —  0
(48)

Pa =  fai — a2) fa — a2) +  f a  —  Ъ2) (у — Ь2) +  fai — с2) (я — с2) —  г \  —  О
г

следовательно полярная плоскость системы (42) относительно того же по
люса будетъ:

Pi -  *Р< О (49)

Изъ формы этого уравнешя видимъ, что полярная плоскость, какой-ни
будь, точки относительно шаровъ системы (42) всегда проходитъ черезъ 
пересечете полярныхъ плоскостей (48) той-же точки относительно ша
ровъ Si =  0 и $2 =  0.

Если полюсъ находится на прямой соединяющей центры шаровъ, то
\

вместо X\,yi,Zi надобно подставить въ уравнеше (49) выражешя:

а\ ~~
1 — X У\

Ь, —"Х&2
1 — X Zl

Cj — Хс<
~Т— х (50)

откуда будемъ иметь:

Pi — fai аг) fa—«1) -f- (&i —Ъ2)(у—Ь,) -f- fa  —с2) (z—Ci) — Г хЦг—— =  О
X

(51)
Ра — fai (ц){х—а2) -f- (hi —Ъ2) (у—Ь2) -f - fa —с2) (z— c2) — r 22( l—X) =  О

очевидно эти плоскости перпендикулярны къ прямой, соединяющей цен
тры шаровъ.
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Если желаемъ иметь полярныя 
точекъ, то мы должны въ уравнешя 
нешя (45) Xj и Х2, что даетъ:

плоскости одной изъ пред'Ьльныхъ 
(51) вставить вместо X корни урав-

(а\ <h)(x— « |)”Ь(^1—&2)(y~&i)~f'(ci—ci){z—Ci)— Г- -■ - v— —  =  О

(52)
(«!— а2)(х— а2) +  (Ъ\— Ъ2)(у— b2)-f-(ci— — )— r% (1 — X]) = 0

Если въ эти уравнешя вставимъ вместо у, г координаты другой пре
дельной точки:

X й\ -— Х2а 2 
1 — Хо У

Ъ\ — Х2Ь2
1— Ха г С\ —  Х2с2 

1— Xз
(53)

и заметимъ, что:

Х|Х А
А \  +  X;

(d* А А )
А

то найдемъ, что уравнешя (52) удовлетворяются этими координатами, 
откуда видимъ, что полярныя плоскости (52) проходятъ черезъ другую 
предельную точку, а такъ какъ оне перпендикулярны къ прямой соеди
няющей центры шаровъ, то оне совмещаются, откуда следуетъ, что по
лярная плоскость одной изъ предЬльныхъ точекъ, относительно каждаго 
изъ шаровъ системы (42), есть плоскость, проходящая черезъ другую пре
дельную точку перпендикулярно къ прямой, соединяющей центры шаровъ.

Центры подоШя

§ 643. Пусть уавнешя двухъ шаровъ будутъ:
«

% =  (х — а, )2 - f  (« — )2 (г — ci )2 А

А\ =  «15 — vj -f- Cj£ — 1 = 0

О

S2 — (х — а2)2 +  (у — h ) 2 -f- (0 — с2)3 — r 2a =  О 

уравнешя центровъ этихъ шаровъ, очевидно, будутъ:

(54)

А% =  a2l -f- Ъ2чj -j- с2? — 1 — О (55)

Два обпце описанные конуса около шаровъ (54) имеютъ вершины на пря
мой, соединяющей центры шаровъ, одну вне шаровъ, другую между ша
рами. Назовемъ центры шаровъ черезъ Оь 02, а вершины конусовъ че
резъ 8  и $. Цоместимъ начало координатъ въ вершине S, возьмемъ за
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ось X  прямую SO i 0 2. Плоскость X Z  пересЬчетъ оба шара по кругамъ, 
коихъ внешнШ центръ подоб1я будетъ вершина S . Если А  и а  будутъ 
две, кашя-нибудь, со ответственны я точки на кругахъ перееЬчешя, то бу- 
демъ иметь, очевидно:

S A

s a
а
г2

к

откуда:
S A  =  s a . l c (56)

к  есть коэфищентъ подоб1я круговъ. Но за плоскость X Z  можно взять 
какую угодно плоскость, проходящую по прямой 0 \0 2, следовательно за
висимость (56) будетъ имЬть место для двухъ, какигъ нибудь, точекъ 
шаровъ, лежащихъ на прямой, проходящей черезъ вершину 8. Такимъ 
образомъ уравнеше служить для определешя одной изъ двухъ точекъ А  

и а, если другая дана и дань коэфищентъ подоб1я к. Вершина 8  назы
вается внт иним ъ цент ромъ подобгя двухъ шаровъ (54), а. вершина s —вну- 

т ренним ъ цент ром ъ подобгя техъ-же шаровъ.
Изъподоб1я круговъ въ плоскости, проходящей черезъ прямую 8 0 \  0 2, 

следуетъ, что 8 , Ог , s , 0 2 суть гармоничесшя точки и что рад1усы проведен
ные въ соответственныя точки шаровъ параллельны. Чтобы построить 
внешнШ центръ подоб1я двухъ данныхъ шаровъ надобно черезъ ихъ 
центры провести два параллельные радгуса въ одномъ направленш и че
резъ ихъ концы провести прямую, которая встретить прямую 0\ 02 въ 
искомой точке 8. Если параллельные рад1усы будутъ проведены въ про- 
тивуположныхъ направлен{яхъ, то прямая, соединяющая ихЪ концы встре
тить прямую центровъ 0 \ 0 2 въ точке s, которая будетъ внутреннимъ 
центромъ подоб1я.

§ 644. З а д а ч а . Найти координаты центровъ подоб1я двухъ данныхъ 
аровъ?

Ргъшете.Выше видели, что точки суть гармоничесшя и

? \ _O jS  _  O is
0 2S  0 2s

Замечая, что уравнешя точекъ Oj и 0 2 суть (55):

что:

A\=ayZ-f- Ъ\Г[ -\-CiK— 1 =  0 

найдемъ уравнешя точекъ S  и s:

А2 — а2% -f- Ъ2у\ -4- с2К — 1 =  0

(.8) П
гг

Ао — О (s) А 2 -f- А 2 О (57)1
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или:
(« 1 Г2  й2Ч) 5 +  (hra—bgri) У) +  -  c2ri) z — (r2—ri) =  0

(«1 Ч + ^ Ч  ) £- f  (bx r2+ V i ) •»] +  (а  У2+С2П) С — О2+ П ) =  0
(58)

откуда координаты точекъ 8  и s будутъ:

(S) х

(s) x

а\Ч —а<ьЧ
Ч ~ Ч  

Ч +  Ч

У

У

Ь\Т2 Ъ2ГХ 
Ч —

Ъ\ Ч +  h n  
Ч~\~Ч

г

г

ЧЧ C2r 1
ч — ч

С\ Ч +  ЧЧ
чЛ-ч

(59)

§ 645. Задача. Найти уравнешя конусовъ, описанныхъ около двухъ 
данныхъ шаровъ?

Ргъшете. Означимъ черезъ хх,ух, координаты вершины конуса, опи- 
саннаго около шара $ j= 0 , его уравнеше будетъ (§ 631):

{хх— ах )(х —  ах) +  (У\—  h )(у — Ьх) +  сх )(я — — }

Sx {(ж, — а, )2 +  (</, — Ъх )2 Ч Т — г\ } О (60)

Зам'Ьстивъ координаты х ,,у х,гх>координатами S  (59), найдемъ: 

{{х—ах )(а{ — а2) + ( г ~ h  )(ЪХ — Ъ2)-\-(г— сх )(сх — с2)—гх (ч ~ Ч )}

Sx {Ох 0: (ч—ч)2} =0

Если развернемъ квадратъ въ этомъ уравнеши и зам'Ьтимъ, что:

1
(S2- S x)

(ах — а2)х-\-(Ъх — Ъ2)у+{сх — с2)я-\-

то найдемъ:

а 22 + 5 22 + С 22 -----« 21-----  , -----С22 ----- >-22 + ^ 22

{s2 — sx — ох о22+  (ч  —  ч)2}3— 4 $  { ох о2 — (ч — } — о(61)

и 82= 0, коего 
описанный ко-

Это есть уравнеше конуса описаннаго около шаровъ $ = 0  
вершина есть точка 8. Легко такимъ же образомъ найти 
нусъ, коего вершина есть точка s:

{tf2 — 8Х —  а д 24 - ( п + г 2)з}2— 4 й { ( Щ 2—(г, + г2)2} =  0 (62)

§ 646. Задача. Найти уравнешя полярныхъ плоскостей дентровъ 
додрб1я двухъ шаровъ?



6 6 6 ГЛАВА XXXVIII. АРЪ.

Ргыиенге. Полярная плоскость точки (ж*у \я х) относительно шара # = 0
есть:

(жх—ах) (ж—ах) +  (t/i— bi)(у— h )  +  Ох—сх) 0~Сх)л.2f  j О

Зам’Ьстимъ координаты x x, yx,zx координатами #  (59), то съ помощщ предъ- 
идущаго преобразовашя, найдемъ:

#2 -  й  — ( Щ 2- 0 2 — п ) 2} =  0 (63)

Полярная плоскость той-же точки относительно шара #2 =  0 будетъ:

# 2 - ^ + { ^ 2 2- О 2 - П ) 2 } =  0  (6 4 )

Точно также найдемъ уравнешя полярныхъ плоскостей внутренняго цен
тра подоб1я относительно обоихъ шаровъ:

#2 -  # i -  {0\0% — О х + г2)2} =  О

#, -  #, +  {Ш -  (п + * г )2) =  О
(65)

Система трехъ шаровъ

647. Пусть данные три шара будутъ:

= ( х - -а {)2 - \-{ у - - h y + ( z - — сх )2 — г \  -= 0

#2 == ( х - -« з )2+  (у - -  ъ2у  +  ip - -  с2)2---г22 == 0

#3 == ( х - -  «з)2 +  ( у - - 6 3)2 +  (я - -  с3)2 — г2з == 0

Уравнешя ихъ центревъ будутъ:

Л\ - = «1 -̂{-ЬхТ) +  — 1 == 0

л 2 == а21 + М  +  с2̂  — 1 == 0

= а3|  +  Ъ3ц +  СзС — 1 == 0

(66)

(67)

Радикальныя плоскости каждой пары изъ трехъ шаровъ (66) будутъ:

# i - # : О & — 8, О #з — #1 =  0 (68)

Легко видеть, что эти три плоскости пересекаются по одной прямой, ко
торая называется ради кальн ою  осью  трехъ шаровъ.

Каждая изъ точекъ радикальной оси удовлетворяетъ уравнешя:

# , = # 3 = # $ (69)
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Следовательно она есть геометрическое место точекъ, изъ коихъ касатель
ный, проведенныя къ тремъ шарамъ (66), равны. Такъ какъ радикальная 
плоскость перпендикулярна къ прямой соединяющей центры шаровъ, то изъ 
этого следуетъ, что радикальная ось перпендикулярна къ плоскости, про
ходящей черезъ центры трехъ шаровъ.

648. Уравнеше:
&l Х$ 2  - f  lt.Sz — о (70)

представляетъ систему шаровъ, имеющихъ общую радикальную ось съ 
шарами (66).

Въ самомъ деле, длина касательной, проведенной изъ какой нибудь 
точки радикальной оси къшару (70), очевидно, есть:

Si ~Ь Xff2 ~1~ №
1 *-j- X - |— р.

* I

но для всякой точки на радикальной оси имеемъ Si— S2 — S3 > следова
тельно:

S\ ~f~ ̂ 2 ~Ь V-Ss
14-^ +  р. S., (71)

а это показываетъ, что все шары системы (70) имеютъ общую радикаль
ную ось.

Координаты центра одного изъ шаровъ системы (70) суть:

х
а\ -f- ~Ь

1 + Х -[-р . У
ъл и2 +  р.ь3

1 - fX - f -u .
й с\ ~Ь Xct -f- рс3 

1 +  X +  (А

исключая изъ этихъ уравнешй X и р. найдемъ геометрическое место цент
ровъ шаровъ (70):

X У г 1

«1 «2 Оз 1

h h ъ3 1

С\ с2 Ся 1

О

которое, какъ видно, есть плоскость, проходящая черезъ центры трехъ 
шаровъ (66).

Задача. Показать, что геометрическое место центровъ шаровъ сис
темы (70), коихъ рад1усъ есть данная величина, есть коническое сечеше 
на плоскости центровъ?

§ 649. Предложенге. Полярныя плоскости данной точки, относительно 
каждаго изъ системы шаровъ (70), проходятъ все черезъ одну и туже
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Доказательство. Пусть:

будутъ три шара.

=  0 ,

S\ +  ^2 4~

есть система шаровъ 
ними шарами (72).

им'Ьющихъ общую радикальную ось съ тремя дан-
/

Если:

суть полярныя плоскости точки (х\y\Z\) относительно шаровъ (72), то:

P j - f - (*-Рз=  0  (7 4 )

будетъ, очевидно, полярная плоскость той-же точки относительно шара 
(73). Изъ формы уравнешя (74) видно, что эта плоскость нроходитъ че- 
резъ точку перееЬчешя плоскостей (73), кашя бы нибыли значешя па- 
раметровъ \  и р..

Задача. Показать, что если данная точка (ж, ух ) находится на ради
кальной оси трехъ шаровъ, то полярныя плоскости (73) пересЬкаются 
также на радикальной оси?

§ 650. Центры тдоб1я. Три шара:

взятые попарно им^готъ шесть дентровъ подоб1я, которые расположены
%

на сторонахъ треугольника 0 Х0203, если Оь  02, 03 суть центры данныхъ 
шаровъ. Уравнешя этихъ центровъ суть:

_ А 3 .
У

= 0 а % А  .=  0 А\ __^2_ _ = 0
ч ч ч п Ч ч

А-2 = 0 а 3
1 _I_^L == 0 А }

1
, а 2 _= 0

ч Ч ч п п ч

первыя три уравнен!я даютъ тождество:

(4±  — rfisA I  ̂ =  О
\ Ч  4 }  \ г 8 гх )  г \ г у г2 }

\

Следовательно три вн-Ьшше центра подоб1я лежатъ на одной прямой ли-
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ши. Изъ тЬхъ же уравнешй (76) найдемъ еще следующая тождества:

Изъ этихъ тождествъ сл'Ьдуетъ, что два внутренше и одинъ внЬшшй изъ 
дентровъ подоб1я также лежатъ на одной прямой лиши. Четыре прямыя, 
на которыхъ лежатъ по три центра подоб1я называются осями подобгя 
трехъ шаровъ. Очевидно эти четыре оси находятся въ плоскости дентровъ.

Съ помощью уравнешй (76) легко написать координаты дентровъ 
подоб!я. Такъ, наприм'Ъръ, координаты дентровъ подобии

V i  — Ъх г2
П —

ЪзП — Ъх г3 
П — г3

Косинусы угловъ прямой, проходящей черезъ две точки (xiyxZ\\ 
пропорцюнальны разностямъ:

^ 2 — ^1 , У 2 У\ , ^2 —  ^1

Следовательно изъ выражешй (77) следуетъ, что косинусы угловъ, кото-
t

рые вн'Ьшняя ось подоб1я составляетъ съ координатными осями, пропор
цюнальны выражешямъ:

Г\ («2 - -  »з) +  Г2 (щ - — «1) ~Ь ̂ *3 («1 -~ %) ■

Г\ (Ъ2 - -  h )  +  г2 (Ъ3 - -  &1) +  Гз (&J - -Ъ 2) (78)

Г\ (с2 - -  Сг) +  г2 (с3 - -Ci) “- с 2)

Въ уравнешй:

f i ( S 2—  $з)  - f -  r 2  ( S a— ) r 8 — /§г) =  0

коэфиц1енты'при х, у, т, очевидно, пропорцюнальны выражешямъ (78), еле-
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довательно это уравнеше представляетъ плоскость, которая проходитъ че
резъ радикальную ось и перпендикулярна къ внешней оси подоб1я.

§ 651. Задача. Найти взаимную поляру внешней оси подоб!я трехъ 
шаровъ?

Ргъшеме. Пусть данные шары будутъ:

$ 1 = 0  , $ 2 =  0 , $< О

Выше видели, что уравнеше полярной плоскости точки

А \ А
г  2

О

относительно шара $i =  0, есть:

$1- $ 2 +  {01022— {г у -  г2)2 } =  О

Уравнеше полярной плоскости точки:

As
Ч

А
Ч

О

(79)

относительно того-же шара, есть:

>Si — Яз +  {Оа023— ч )2} =  о (80)

Уравнетя (79) и (80) взятия вместе представляютъ взаимную поляру 
внешней Оси подоб1я относительно шара $! =  0, такъ какъ полярныя 
плоскости двухъ точекъ пересекаются по взаимной поляре прямой, про
ходящей черезъ две точки. Ташя-же уравнетя можно получить относи
тельно другихъ шаровъ.

Известно, что взаимная поляра пересечешя двухъ васательныхъ 
плоскостей къ шару, есть хорда соприкосновешя. Следовательно, если 
къ уравнешямъ (79) и (80) присовокупимъ уравнеше шара $ i= 0 ,  то 
будемъ иметь три уравнетя, изъ коихъ можно определить точки каса- 
нш касательныхъ плоскостей, проведенныхъ къ шару Si —  0 черезъ внеш
нюю ось подоб1я.

Система четырехъ шаровъ.

652. Пусть уравнетя четырехъ шаровъ будутъ:

я. = п $о =  О $а =  0 $4 =  О1 (81)



ГЛАВА XXXVIII. АРЬ. 671

оси ЭТИХЪ шаровъ, :взятия ПО три, суть:

S i ' - # 2 = = 0 , 2 —  #3 = ^0 ) $з - “ f t * = 0

З г - # 3 = = 0 , & - s 4 = = 0 , f t - - f t * = 0

# 8 ‘- & « * = 0 , S i - f t  = = 0 , f t - - f t  == 0

# 4 ‘ = 0 , Si - # 2 = = 0 , f t - - f t  == 0

(82)

Легко видйть, что эти прямыя пересйкаются въ одной точкй, которая 
соотвйтствуетъ равенству:

Эта точка называется радикальнымъ четырехъ данныхъ шаровъ.
Точка эта имйетъ то свойство, что вей касательный проведенныя изъ 
нея ко всймъ четыремъ шарамъ, равны; она есть центръ шара, который 
проходить черезъ вей точки каеашя, касательныхъ къ четыремъ шарамъ, 
и коего paдiycъ есть общая длина этихъ касательныхъ.

Положимъ, что четвертый шаръ $4 =  О измйняется и пусть D бу- 
детъ радикальная ось трехъ остальныхъ шаровъ. Какое-бы нибыло поло- 
жеше центра, шаръ #4 =  0 нереейчетъ друпе шары по кругамъ, коихъ 
плоскости пересйкутся на прямой В .

§ 653 ' Центры подобгя. Если возьмемъ шары по-парно, то найдемъ 
по три центра подоб1я на каждомъ ребрй тетраэдра, коего вершины суть 
центры данныхъ четырехъ шаровъ. Уравнешя этих-ъ двйнадцати цен- 
тровъ подоб1я суть:

гдй:

(«) f t f t — o ,

A\ As _ = 0 ,

f t _
f t - = 0

Г\ »*2 n Г\ n  "

(p) f t f t =  0 , f t
f t  _ = 0 ,

f t _ f t  _ = 04 *2 n  ’ **8 *4 ”

(y) f t 4- ^2:=  0 , ft + f t _ = 0 , f t  ■
f t _ = 0n

\

»2 n Гг ~ «*3 >4

(S) =  0 ,

f t +
A± = 0 , ft_I_ f t  _= 0

4

*2
•

>•2 n  ~ n
-

4
•

ft== 0 , tu to
■

II 0 1 f t == 0 , II

■

0

уравнешя центровъ шаровъ*

(83)

MitskevichOA
Прямоугольник
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Легко видеть, что уравнешя ((3) суть сл,Ьдств1я уравненШ (а), отку
да сл'Ьдуетъ, что шесть первыхъ центровъ подоб1я (а) и (3) находятся 
въ одной плоскости." Точно также легко показать, что вычитая почленно 
три уравнешя системъ (у) и (8) найдемъ три уравнешя, принадлежащая 
системам^ (а) и ((3). Откуда сл'Ьдуетъ, что три центра подоб!я втораго 
рода находятся съ тремя центрами подоб1я нерваго рода въ одной плос
кости. Для каждой системы изъ трехъ шаровъ существуютъ четыре оси 
подоб!я, такъ что двенадцать центровъ подобгя находятся по три на 
шестнадцати осяхъ подо&я и комбинированные по шесть, находятся въ од
ной плоскости, которая называется плоскостью подобгя', такихъ плоскостей 
есть восемь; о Hi пересекаются по осямъ подоб1я.

§ 654. Задача. Найти полюсъ плоскости подоб1я относительно одного 
изъ четырехъ данныхъ шаровъ?

Ргьшете. Определимъ, напримеръ, полюсъ плоскости подоб1я, въ ко
торой находятся точки (а) и ((3) (83). Означимъ эту плоскость черезъ Р  
и назовемъ ее внтинею плоскостью подоб1я въ отлич1‘е отъ другихъ. Мы 
выше видели, что полярная плоскость точки:.

А х А
п ♦Ь

О

относительно шара S\1 _ 0, есть:

я - $2 +  0\ 0% — (n —■ r2)2 -=  0

’и относительно точекъ:
.

4

Л\ — — = 0  .

•
A\

1
A i_ = 0

Г\•
гz n n

| шара, суть:

& - ~ Sz OiOs*-— (Ti — r8)2 ==  0

Sx--  Si +  0 \0 i — in  — Г i f  ==  0

(84)

(85)

Полюсъ плоскости Р  есть пересечеше этихъ трехъ плоскостей, следова
тельно, определяя изъ этихъ трехъ уравненШ х, у , 2 , найдемъ координаты 
искомаго полюса.

4 *
Точно также найдемъ уравнешя, определяющая полюсъ той-же плос

кости относительно другихъ шаровъ, а также и полюсы другихъ плоское-
относительно данныхъ шаровъ.
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655. Задача. Найти шаръ касательный къ четыремъ даннымъ
шарамъ?

Ртиенге. Пусть уравнешя данныхъ шаровъ будутъ:

а координаты ихъ дентровъ и радхусы пусть будутъ:

ах h С\ П

а2 h с2 ч

а 3 ъ3 с 3 ч

h C i ч

Если означимъ центры этихъ шаровъ черезъ 0 \ , 02,0 3,0 4, а центръ и ра- 
д1усъ искомаго шара черезъ О и г, который касается внутренне данныхъ 
шаровъ, то, очевидно, будемъ иметь следующая уравнешя:

OOi =  (r-f r x) 0 0 (r-f-r2)2 0 0 (r+ rз)2 OOi = ( r + r 4)2

Но известно, что разстояше ООг дается выражешемъ:

OOi =  (ж — алУ -\-(у —  6,)2-}-(^ — с,)2

где х, у, z суть координаты центра искомаго шара, следовательно предъ- 
идушдя уравнешя могутъ быть выражены въ форме:

#1 +  ^21 =  (г +  Г\ )2

S$ —f- т!з =  (г +  ч ) 2

>% +  г \  =  (г +  г2)2 

S i  -f- r 2i  =  (r-f- r i t 2

(86)

Эти четыре уравнешя содержать решете предложенной задачи, оне да- 
ютъ возможность определить рад(усъ искомаго шара и координаты его 
центра. Въ уравнешяхъ (86) мы предположили, что шаръ касается внут
ренне данныхъ шаровъ; въ случае внешняго касашя надобно переме
нить знаки при рад1усахъ гх, г2, ч> г4.Наконецъ, какой-бы ни былъ шаръ 
касательный къ даннымъ, надобно написать уравнеше (86), давая знакъ 
—темъ шарамъ, коихъ искомый шаръ касается внешне. Сосчитывая все

4 * ч

комбинацш знаковъ легко видеть, что задача имеетъ шестнадцать реше- 
шй, изъ коихъ некоторый могутъ быть мнимыя—это зависитъ отъ поло-: 
жешя данныхъ шаровъ.

%

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЫ. 43
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656. Если вычтемъ почленно уравнешя (86), то найдемъ:

(а) S i - -St == 2г(гх ■- Г 2) , — S,

"3II , Si-- S i =  2 r- r 4)

( S t - ~Ss == 2 г Г*) , St #4: II to 4 1 , S r- S i II to CO 1- f i )

изъ этихъ 
слйдств1я

уравнен1й только три различны, такъ какъ три послйдтя суть 
первыхъ. Исключая г  изъ уравненШ (а), найдемъ:

(п — (r, r2) (Si - =  0

(п — ri) (Si — $2) — (n — rs) (Si -S i)--=  0 *

или:
' п  № 1г*+1 - S ^  -f- (S2- S i ) =  0 (87)

П (& Ss) +  П (Si —- S4) - |- (St - S i ) =  0 (88)

Эти уравнешя неизмйняются, если измйнимъ знаки рад1усовъ г ,, гъ г4 
и такъ какъ о Hi вытекаютъ изъ уравненш то OHi будуть удовлет
воряться координатами центра шара, который касается внутренне или 
BHinme данныхъ шаровъ. Разности $4 — S2 и т. д. первой степени отно
сительно х ,  у, я, следовательно уравнешя (87) и (88) представляютъ двй 
плоскости, проходяпця черезъ радикальный центръ и пересйкаюнщся по 
прямой, на которой находятся центры двухъ касательныхъ шаровъ. Пер
вое изъ предъидущихъ уравненш (87) представляетъ плоскость перпенди
кулярную къ внйшней оси подоб1я (§ 650) шаровъ Ох, 02, 04, а второе 
(88) представляетъ плоскость перпендикулярную къ внйшней оси подоб1я 
шаровъ Oi, 0 3, 0 4, слйдовательно плоскость D, которая содержитъ шесть 
точекъ:

A± A% = 0
ri r2

A i A$ = 0
n r3

Ai = 0
r2 n

A i . A l . = 0
ri n

A i . A ± = 0
Г\ и

A , A s  _= 0
n »*3

перпендикулярна къ плоскостямъ (87) и (88) и къ ихъ общему сйченш. 
Изъ этого заключаемъ, что центры двухъ касательныхъ шаровъ и
внутренне къ даннымъ, находятся на перпендикуляра, изъ ра
дикального центра на внгьшнюю плоскость

Точно также найдемъ, если не вей рад1усы гх, г2, г3, г4 имйютъ общШ 
знакъ, что центры шестнадцати шаровъ касательныхъ къ четыремъ 
ныш, находятся на перпендикулярахъ, опущенныхъ изъ радикального цен
тра на восемь плоскостей подобгя-
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§ 657. Пусть 8  будетъ касательный шаръ, касающШся внутренне, пусть 
х^ух, суть координаты точки касашя шаровъ S =  О и 8 \=  0. Эта
точка делить разстояше 00\ въ отношенш — , следовательно:

х1
г\ х  -{- гах 

г Г  \ У\
Г\у -f- rb1

г  4- г х
Z

Г\8~1~ ГС\

г —{- |
откуда:

х
( r  -f- Т\) Х \---Г(Х\

Г) У
(г -{- Гг) Ух — гЪг

П
z ( г  4- г г ) Z\ — щ

П

такъ какъ х, у, г суть координаты центра О, то о не должны удовлетворять 
уравнешямъ (а). Прежде подстановлешя заметили, что замещая въ по
линоме первой степени формы ax-\-by-\-cz-\-d величины х , у , z ихъ предъи- 
дущими выражешями, найдемъ:

'" 4  {ахг-f- Ъу\ -f- czy -j- d) —  — ~f-  -f- -f- d)
П П

т. e. результата равенъ данному полиному, въ которомъ х, у , z замещены
г-\-Ггчерезъ y\,Zy, умноженному на г. .безъ того-же полинома, умножен-

г
наго на — , и въ который вместо х, у, г вставлены координаты <Х\, Ъу, . Въ

r i
силу этого правила первое изъ уравнешй (а) сделается:

Г -f- Гу

П
(Sy1 -  S2')

Г

П
{2 (а2 «О «1 -f- 2 (b2 — by ) Ь\ -4-

+  2 2 — Сг)ег + а 2! +  b2i — r \  — а \  — Ъ\ 4 - г \ )  =  2г (гх — г2)
или:

Г —)— Г\

Г\
( S i ' — S 2') +  — ( Oi 02 +  г 21 — r 22) =  2 ( гх — г 2)Гг

после сокращенШ это ypaBHeHie примета форму:

S i ' - i- S2' +  r J ^ rx {^1 ^22  (Гl  Г2) 2} —  0

точно также найдемъ для остальныхъ двухъ уравненш (о):

Si'' ~  Ss' +  — {оГОз2— (n -^ 3 )2j =  О
Т - р  Т\

+  | Щ а- ( п - » 4  )2} = о г-\~Гу
43*
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Откуда, отбрасывая индексы, видимъ, что координаты точки касашя ша- 
ровъ S  и S\ удовлетворяютъ уравнешямъ:

S r — s 2
О хО ?--(n

- S 3
ОхО? - (n — »’з)2

Sx-— St
nSn.2—- ( — r A ̂

+
Г

у у

+
г

г  4 -  г\

+
г

Г Г\

О

О

О

(89)

откуда, вычитая, найдемъ:

Sx — s 2 Sx-—  S i

0 \ 0 2 -(r , — r 2) 2 O x O ? - - ( n —  r ? 2

Sx - S t Sx-—  S i

O x O ? ~ - ( n  — r-i)2 O x O ? - - 0'i r 0 2

О

О

(90)

Эти уравнешя представляютъ плоскости, въ которыхъ находится ради
кальный дентръ и точки касашя шара S  съ шаромъ St =  0; совокупно 
эти уравнешя представляютъ прямую, проходящую черезъ эти две точки.
Такъ какъ эти уравнешя неизменяются, если изигЬнимъ r lf г2,г8, г4 на

%

— ги — г2, — г3, — г4, то прямая эта проходить и черезъ внешнюю 
точку касашя шара S l =  0 съ шаромъ S.

Если вычтемъ уравнеше (84) изъ уравнешй (85), который опре- 
д'Ьляютъ полюсъ внешней плоскости подоб1я, то найдемъ уравнешя (90). 
Следовательно прямая, соединяющая радикальный дентръ съ полюеомъ 
плоскости D  относительно шара S \ —  0, содержитъ точки касашя двухъ 
шаровъ касательныхъ внутренне и внешне къ даннымъ шарамъ. Такое 
же заключеше выведемъ и относительно шаровъ S2 =  0, Sa =  0, #4 == 0.

Следовательно прямыя, соединяющая радикальный дентръ, съ по
люсами внешней плоскости подоб1я, определяютъ пересечешемъ своимъ 
съ данными шарами точки касашя двухъ касательныхъ шаровъ, одного 
внешне, а другаго внутренне, съ данными шарами.

Обобщая этотъ результатъ, найдемъ следующее предложеше:
Иредложенге. Если выберемъ произвольно одну изъ плоскостей по- 

доб1я системы четырехъ шаровъ, то прямыя, соединяющая радикальный 
дентръ съ полюсами этой плоскости относительно каждаго изъ четырехъ 
шаровъ, встречаютъ шары въ восьми точкахъ, которыя суть точки каса
шя двухъ шаровъ касательныхъ къ даннымъ.



ГЛАВА X X X IX .— ФОКУСЫ ПОВЕРХНОСТЕЙ. 677

§ 658. Заметишь зд4сь, что рйшеше задачи „о нахождении шара, каеающагося 
четырехъ данныхъ шаровъ“ было дано Ферма, которому этотъ вопросъ былъ предло
жен^ для реш етя, Декартомъ. Посл'Ьдшй хотя утверждалъ, что имъ найдено ре
ш ете этой задачи, при помощи обыкновенной геометрш, но указатй но этому пред
мету въ его сочинешяхъ н^тъ никакихъ. Вопросъ объ отысканш шара, каеающагося 
четырехъ данныхъ есть ничто иное, какъ дальнейшее обобщеше задачи объ отыска- 
нш круга, каеающагося трехъ данныхъ; последняя задача, какъ известно, была од
ной изъ важнейшихъ утеряннаго сочинешя Аполлошя „О соприкосновешяхъ", ко
торое было возстановлеио В1етомъ. Задачу эту Biers иредлагалъ для рйшешя голланд
скому геометру Адр1аву Романусу, который нашелъ центръ искомаго круга, какъ 
точку переейчешя двухъ гинерболъ. Но BieTb ему показалъ, что задача можетъ быть 
решена безъ посредства коническихъ ейчетй и что искомую точку можно найти 
проще, какъ пересечете двухъ нрямыхъ литй. Друия реш етя этой задачи были 
даны Ныотономъ. Вопросъ этотъ занималъ также Декарта, который даль два реше
т я ; первое изъ нихъ по его же словамъ „было на столько сложно, что потребова
лось бы не менее месяца для его построешяи. Другое представляло не менышя за- 
труднешя.

Г ЛАВА XXXIX.

Фокусы поверхностей.

659. Если:

Si — (х IICl

есть уравнен1е шара, коего центръ есть (а\,Ъ\,с{)., радаусъ

Д  = ■■ х cos aj -f -уcos ft - f  -z c o s —Pi == 0

IIN x  cos a2 +  V cos P2 +  8 cos y2 —J>2 == 0

О

суть уравнешя двухъ плоскостей въ нормальной форме, то:

5 , —

О)

(2)

(3)

есть уравнеше поверхности втораго порядка, проходящей черезъ пересе
чете шара (1) съ плоскостью (2). Пересечения эти суть круги, а следо
вательно вс'Ь нересечешя поверхности (3) плоскостями параллельными 
плоскостямъ (2) будутъ также круги.

Легко показать, что поверхность (3) съ шаромъ (1) им'Ьютъ двойное 
соприкосновен1е на прямой переейчешя плоскостей (2), т. е. въ точкахъ 
где прямая (AjAg) встречаетъ жаръ (1) и поверхность (3). Въ самомъ 
деле, пусть (#1̂ 1) будетъ точка общая обеимъ поверхностямъ (1) и (3),



678 ГЛАВА X X X IX .— ФОКУСЫ П О В ЕРХ Н О С ТЕЙ .

а Р = 0  уравнеше касательной плоскости въ этой точке къ шару (1), 
очевидно:

Р = (я, —а, ) (x— ai) +  (у1— Ъу) (у— Ьх) +  {zx — сх) (г— )— г \  =  0 (4)

Уравнеше касательной плоскости къ поверхности (3) въ той-же точке
есть:

Р  —  К - 4 'i -^з  +  -^-1 - ^ г )  —  О (5)

где А \  и Л'2 суть числовыя значешя А х и Л2, когда въ нихъ подста- 
вимъ координаты ж, ах.Если точка i) находится на пересЬченш
плоскостей (2), то А , —  О, А О, следовательно уравнеше (5) касатель
ной плоскости къ поверхности (3) сделается Р =  0, т. е. поверхности (1) 
и (3) им^готъ общую касательную плоскость въ точке встречи поверх
ности съ прямою (А ,А 2).

Обратно, если поверхность втораго порядка имЬетъ двойное сопри- 
косновеше съ шаромъ въ двухъ точкахъ qx и q2, то пересечете этихъ 
поверхностей суть два круга. Въ самомъ Д'Ьл’Ь, пусть Р =  0 и Q —  0 бу- 
дутъ обводя касательный къ обеимъ поверхностямъ въ точкахъ qx и q2, 
пусть qs будетъ третяя точка на пересечете поверхностей. Если черезъ 
точки qi,q2, fo проведемъ плоскость, то с^чешя ея съ поверхностями бу- 
дутъ два коничесшя сЬчешя, им4ющ1я двойное соприкосновеше въ точ
кахъ q x и q2, а такъ какъ ошб проходятъ и черезъ точку д3, то оба 
вполне определяются одними и тЬми-же пятью услов!ями, а следовательно 
оне тождественны, т. е. совпадаютъ.

Но пересечете поверхностей втораго порядка четвертой степени, 
следовательно друпя точки не находящаяся на первомъ круге должны 
находиться на другомъ. .

Если черезъ А х —  0 и А% 
сечешя I

О означимъ
шара и поверхности втораго порядка 

иметь форму:
S\ — А 2 == О

плоскости круговъ пере- 
то ея уравнеше будетъ

Если шаръ (1) обращается
будетъ:

Sx — (x — ах)2 +  (У — М 2 +  (*— ci)2 —  О

Эту точку должно разсматривать, какъ имеющую двойное соприкоснове
ше съ поверхностью:

8\ — Х.4] А 2 О

Точка, имеющая такое свойство называется фоку сот  поверхности, а пря
мая соприкосновещя называется соответствующей директрисой,
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Мы сейчасъ увидимъ, что поверхность втораго порядка им&етъ без- 
численное множество фокусовъ, которые образуютъ три коничесшя сЬче- 
шя на трехъ главны хъ сопряженныхъ д1аметральныхъ плоскостяхъ. Эти 
коничесшя сечешя называются фокальными литями поверхности.

Фонусы и фональныя лиши въ центральныхъ ловерхностяхъ.

660. Пусть ypaBHenie центральной поверхности отнесенной къ ея
осямъ будетъ:

ж Г  • »
Р +  — +  <1

1г (7)

Если она им£етъ фокусъ (ахЬхсх), то ея уравнешю можно дать форму:

(ж — ах )2 +  (у — &i )2 +  — с,)2 =  Л2 (8)

Но плоскости А\ =  0 и Л2 — 0 суть плоскости круговыхъ сЬчешй, сле
довательно о не параллельны одной изъ осей поверхности; а потому про
изведете А ХА 2 можно заместить однимъ изъ выраженш:

X (х — 7с)2 +  р. (у —  I f , Х(ж—  &)2 +  v (0—  дУ, у. {у —  h f ч { г — д)2 (9)

которыя, будучи приравнены нулю, представляютъ плоскости, пересекаю
щаяся но прямымъ параллельными одной изъ осей. Эти плоскости будутъ 
действительныя или мнимыя, смотря по знаками постоянныхъ количествъ
X, (А, V.

Возьмемъ уравнеше:

(ж— a\)2Jr ( y — &i)2 +  (* — Сх)2 =  X (а; — 7с)2 -}- М- («/ — 7»)2 (10)

и выразимъ, что оно представляетъ туже поверхность, что и уравнеше (7). 
Уравнешя ея центра будутъ:

х  — ах — Х(ж —  7с) =  0 , у  —  Ъх —  у. (у —  h) —  0 , г  —  ct = 0  (11)

такъ какъ центръ долженъ быть въ начале, то мы должны иметь:

ах — Ус , б1 =[л7» , ■ < ? ! =  О (12)

Въ силу этихъ значешй уравнеше (10) сделается:

( 1 — Х)ж2+ ( 1  — [а) ^  + л 2 = = ^ - = ^ « 2, (13)
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сравнивая которое съ (7) найдемъ:

р (1 - Х )  =  2 (1 -  ро= г =  1 - ^  ъ \

откуда:

(14)

подставляя эти значешя въ уравнеше:

найдемъ:

т. е. координаты фокуса удовлетворяютъ уравнеше (16). Следовательно 
въ плоскости X Y  существуетъ безчисленное множество фокусовъ поверх
ности, которыя образуютъ коническое сЬчеше:

Если сделаемъ т^же преобразовашя относительно уравнешй:

(х  —  а ,)2 (у  — ЪХУ  +  ( г  — Ci)2 — X 7с)2 +  v ( г  — )2

( х  —  ах У +  {у —  Ъх )2 - f  {г —  сх)2 =  р. { — - f  v

то будемъ иметь следующее предложеше:

П редлож ет е. Геометрическое .место фокусовъ дентральныхъ поверх
ностей состоять изъ трехъ коническихъ сечешй въ главныхъ плоскостяхъ, 
которыхъ уравнешя суть:

Между действительными фокусами различаютъ фокусы, коихъ директриса 
есть пересечете двухъ действительныхъ плоскостей, и фокусы, коихъ ди-
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ректриса есть пересечете двухъ мнимыхъ плоскостей; первые называются 
фокусами первою рода, а вторые фокусами второго рода.

Въ каждомъ изъ этихъ случаевъ директриса есть пересечете дМ- 
ствительныхъ или мнимыхъ плоскостей:

Цх—Tc)2-\-\t,(y—h)2= 0 , \(х —k)2-\-v{z—g)2= О , \L(y— h)2-\-v(z—д)2=  О (19)
У

Координаты точки встречи этихъ прямыхъ съ главными плоскостями, 
очевидно, будутъ:

Ф\
г -=  0 , JC-- II

*
 4

3
1 

^
-s , h =

1

ь--=  0 , ■*= paI
p  —  q » 2 =

=  0 , Ъ- 1II » 2 =

найдемъ:

Тс V  р  —- г __ a i h V  q — г
Р V p  —

5
- Т q

а — г
ГС\

2
ГС\

р

bi
V q

возвышая въ квадратъ и складывая, найдемъ:

Л 1
Р q

(20)

Изъ этого заключаемъ, что директрисы образуютъ цилиндрическую поверх
ность, коей пересечете съ плоскостью X T  есть коническое сечете:

х
Р + У

q
1

р — г q— г

Этотъ цилиндръ называется направляю щимъ. Такой цилиндръ существуетъ 
для каждой фокальной линш.

§ 661. Легко показать, что фокальныя лиши проходятъ черезъ круг
лячки поверхности. Координаты круглячковъ суть:

У —  О х p(i>— g)
р  — г г r{q— г) 

Р — г
когда jp > g > r. Легко проверить, что эти выражешя удовлетворяютъ урав- 
н ен т  фокальной лиши:

X2,
“Г —p — q 2

1
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§ 662. Предложенге. Основаше директрисы фокуса (aA cj) есть по- 
люсъ касательной въ этой точке къ фокальной лиши въ главной плоскости.

Доказательство. Поляра точки (7с, h) главнаго сечешя:

поверхности, есть:
1сх
р

1

или, подставляя вместо 7с и h ихъ значешя (20):

а̂х. Ъху_ 
р  — г q — г

а это, очевидно, есть уравнение касательной въ точке (ах&х) къ фокальной 
лиши (17).

§ 663. Предложение. Прямая, соединяющая фокусъ съ основашемъ 
соответствующей директрисы есть нормальная лишя къ фокальной лиши.

Доказательство. Уравнеше прямой, проходящей черезъ точки (ах Ъх), 
(h,h), есть:

х - -(1\ __ у - -Ьх
ь--  ах h--Ь,

или, подставляя вместо 7с и 7г ихъ выражешя (20), найдемъ:

X — 0,1 _  у —  Ъх
аг Ъх

р — г q— r

Очевидно, это есть уравнеше нормальной лиши въ точке (а} Ъх) къ фо
кальной лиши въ плоскости X Y .

664. Предложенге. Плоскость, проходящая черезъ фокусъ поверхности 
и соответствующую директрису, пересекаетъ поверхность по коническому 
сечешю, коего фокусъ и директриса суть фокусъ и директриса поверхности.

Доказательство. Въ самомъ деле, если за плоскость возьмемъ 
плоскость, проходящую черезъ фокусъ (ахЪх) и его директрису, то уравне- 
неше поверхности будетъ иметь форму:

( ж  —  ахУ +  {у —  Ь х ) 2  4 -  Я 2  =

где А х и Ач при  ̂=  0 должны обратиться въ одно и то же выражеше 
ах-\-Ъу-\-с, такъ какъ эти плоскости встречаютъ плоскость X Y  по одной



ГЛАВА X X X IX .— ФОКУСЫ П О В ЕРХ Н О С ТЕЙ . 683

и той-же прямой. Следовательно коническое еЬчеше въ плоскости X Y  
будетъ:

(ж — ах )2 +  (у — Ъх )2 =  (ах +  Ъу +  с)2

а это есть коническое сЬчеше, коего фокусъ есть х), а директриса 
Q/X -)- Ъу с =  О.

§ 665. Предлоэюете. Конусъ, описанный около центральной поверх
ности, и имеющш вершину на фокальной линш, есть конусъ вращешя.

Доказательство. Для доказательства, пом'Ьстимъ начало координатъ 
въ фокусе («1 С|), а плоскость X Y  проведемъ черезъ директрису. Въ 
этомъ случае уравнеше поверхности будетъ:

я 2 +  У2 +  я2 == А  А 2(21)
где:

^ )=.«cosa1-f-«/cos(51-+-£COSYi—■pi=0 , А 2— х c o s o ^ y cos$2-f-.scos Y2—

Мы видели, что уравнеше конуса описаннаго около поверхности:

есть (§ 539):
ч» *

iyi ) - f& l  ) —

f  (жх ж2ж3ж4) == О

Если это уравнеше приложимъ къ поверхности (21), полагая О,
2/4 =  1, то найдемъ:

4jA (ж2 +  У2 +  г * -  А А 2) +  р \  (А, +  Л ) 2 =  О
или:

4 (ж2 +  у2 +  г2) И- (Ах —  А А 2 =  О
или наконецъ:

4 (ж2 -J- у2) -{- i z 2 -(- (cos Yi — cos Ya)2

а это уравнеше представляетъ, очевидно, конусъ вращешя, коего ось 
перпендикулярна къ плоскости, проходящей черезъ фокусъ и соответ
ствующую директрису.

§ 666. Пояснимъ сказанное примерами.

Пр. 1.Элмтсоидъ. Уравнеше этой поверхности есть:

a 2 +  &2 +  c 1

\
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Уравнешя фокальныхъ линШ будутъ:

Если а> Ъ> с, то первая изъ фокальныхъ линШ есть эллипсъ въ плос
кости X Y ,  фокусы будут ь втораго рода, такъ какъ X и р. им^готъ одина
ковые знаки. Вторая фокальная лишя есть гипербола въ плоскости XZ, 
а фокусы перваго рода. Наконедъ, третяя фокальная лишя есть мнимый 
эллипсъ.,

Пр. 2. Гиперболоидъ однополый. Его уравнеше есть:

X2 . у2 
а2 Ъ2

Уравнешя фокальныхъ дишй суть:

z =  0

у — О

х  =  0

X2 . У2 _— 1 \ __ а 2-j- с2 Ь2~\-с2
а2+  с2 1 Ъ2-\- с2 9 А- а2 9 Р* ” ъ2

X2 Z2 -  1 _а2—  Ъ2
л

Ь2-|-с2
а2—  Ь2 Ъ2 -f- с2 9 Л ~t а2 9 V - с2

У2 Z2 -  1 1* -_Ъ2— а2 ч _ а2 +  с2
Ъ2 —  а2 с2 +  а2

~ 1 9 Р* • Ъ2 9 V - С2

Если а> Ъ> с, то первая фокальная лишя есть эллипсъ и фокусъ вто
раго рода; вторая фокальная лишя есть гипербола и фокусы втораго ро
да. Третяя фокальная линш есть мнимый эллипсъ.

•»

Пр. 3. Гиперболоидъ двуполый. Его уравнеше есть:

а2 Ъ2 с2
Фокальныя лиши суть:

9

9

1

1
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Если а> Ъ> с, то первая фокальная лишя есть гипербола, а фокусы 
втораго рода. Вторая фокальная лишя есть эллипсъ, а фокусы перваго 
рода. Наконедъ, третяя фокальная лишя есть мнимый эллипсъ.

Зам'Ьтимъ, что въ трехъ дентральныхъ поверхностяхъ, въ каждой, 
есть мнимая фокальная лишя, гиперболоидъ им4етъ фокусы только вто- 
раго рода, а въ двухъ другихъ поверхностяхъ фокусы перваго рода при
надлежать главной плоскости перпендикулярной къ диклическимъ еЬче-

V  и

шямъ.

Up. 4. Фокальныя лиши конуса:

-

х 2  .  

^ 2 +

У2 
Ъ2

*2
с2

0
•

суть: ■

/ У  « м - Л ■ X2 У2  _ \ -

_  а2-f- с2 ft —

_ Ь 2 - \-с 2

Z  — — и
1  а2+  с2 1 ъ2 +  с2

- и > Л  “ а2 у \г Ъ2
t

t

Л Л ттш.-  О X2 я2 - о 1 -

_ а 2— ъ2 _Ъ2+  с2
у -

\

— и
’ а2— Ъ2 ъ2 +  с2"

— и 1 л  “ а2 ? v С2

/у *  — — п У2 Z2 -  п I I  —

_Ъ2—  а2 У ГГ а 2 +  е2
i v  “— и ’ Ъ2—  а2 а 2 +  с2~— и 1 Г Ъ2 > v С2

Если а> Ъ,то конусъ имйетъ одну действительную фокальную лишю, 
которая состоять изъ двухъ прямыхъ въ плоскости X Y , а соответствующее 
фокусы втораго рода.

Можно показать, что фокальныя лиши перпендикулярны къ ци- 
клическимъ плоскостямъ взаимнаго конуса. Взаимнымъ конусомъ назы- 
ваютъ конусъ, образованный, проходящими черезъ вершину прямыми, пер
пендикулярно къ касательнымъ плоскостямъ конуса.

Уравнешя перпендикуляра къ касательной плоскости конуса 
точке (#i у\ 2 \ ) суть:

въ

*

следовательно:

а%2 +  Ъ2у2

MitskevichOA
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есть уравнеше взаимнаго конуса. Уравнешя циклическихъ плоскостей 
этой поверхности суть:

х 2 ( а2 — Ъ2) — ( 2 +  О (22)

Если сравнимъ это уравнеше съ действительными фокальными лишями:

л»2 #2
о,2 — Ъ2 ~~ Ъ ^ с 2’ =  °  ^

то легко видеть, что эти лиши перпендикулярны къ плоскостямъ (22).
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Образоваше центральныхъ поверхностей.

§ 667. Если въ уравненш:

(х — ау)2 +  (у —  Ъу)2 +  (я —  с,)2 =

плоскости Ау =  0 и Л2 =  0 действительны, то можно его написать въ
#

форме:
(х — сц )2 +  (у — Ъу )2 +  (г —  )2 =  X (х — 7с)2 — р. —

Первая часть представляетъ квадратъ разстояшя точки (х у я) отъ фо
куса (й! Ъ} с{); вторая часть, разделенная на X —j— jjl, представляетъ произве
дете перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ точки (х у  я) на плоскости Ау—0, 
А 2—  0. Е сли означимъ черезъ Рг и Р 2 эти перпендикуляры, то называя 
черезъ В  разстояше точекъ {ху  я) и {ахbyсх), будемъ иметь:

В 2 == (X -f- W.) Ру Р 2
или:

В 2
Pi-P i

X -f- а постоян.

Откуда имеетъ следующее предложеше:

Предложеше. Центральную поверхность втораго порядка можно раз- 
сматривать, какъ геометрическое место точекъ, коихъ квадратъ разстоя- 
шя отъ данной точки находится въ постоянномъ отношенш съ произве- 
дешемъ перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ нихъ на две данный плос
кости.

Если Ау =р 0 и А 2 —  О суть мнимыя плоскости, то уравнеше поверх
ности можно написать въ форме:

*

(х —• ау)2 ( у  — by)2 -)- {я — с,)2 — X (ж — к ) 2 - \ - { у  — К)2(24)
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Пусть {хху]й\) будетъ одна изъ точекъ этой поверхности. Проведемъ плос
кость черезъ точку (%1У\2 \) параллельно оси то ея уравнеше будетъ:

г — 8х = т { х  — Хх) (25)

эта плоскость встречаете директрису соответствующую фокусу въ точке, 
коей координаты суть:

х  =  к , у =  h , 0 — £1 =  т(й ;— хх) (26)

Откуда видимъ, что квадрате разстояшя точки (ххУх^х) оте точки {26) бу
детъ:

(ж,—7с)2 +  (ух—1ь)2 т2(хх—7с)2 =  (х{—1с) -f- —7*)2
I

Если это разстояше означимъ черезъ 8 и положимъ 1 +  =  — ,
г ’

демъ иметь:

то бу-

§2 _  Цаъ— У)2 +  .а (2Л— 7Q2

Следовательно уравнеше поверхности можно написать въ форме:

*
В 2 =  [а8 2 и ли V  [А =  постоян.

Легко проверить, что:

есть величина действительная для эллипсоида и двуполаго гиперболоида 
и представляетъ тангенсъ угла наклонешя циклическихъ плоскостей къ 
плоскости X Y .  Такъ, напримеръ, въ эллипсоиде:

следовательно:
a*
Ъ2

Ъ2

Откуда вытекаетъ следующее предложеше:
__ ч

Предложенге. Центральную поверхность можно разсматривать, какъ 
геометрическое место точекъ, коихъ разстояше оте фокуса находится въ
ностоянномъ отношенш съ разстояшемъ отъ директрисы, — это
разстояше считается параллельно циклической плоскости.

MitskevichOA
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Софокусныя центральный поверхности.

668. Возьмемъ центральную поверхность:

х 2 . у2 . г2
Т" г о " Г  7"оа2 ъ

1

Если X есть произвольный параметръ, то уравнеше:

представляетъ поверхность также центральную, направлеше осей въ ко
торой тоже какъ и 'въ  (27); кроме этого эта поверхность ингЬетъ обшдя 
фокальныя лиши съ поверхностью (27), въ чемъ легко убедиться, состав
ляя уравнешя этихъ линш для поверхности (28). Поверхности, им'Ькнщя 
это свойство называются софокусными.

Если X есть величина пололсительная, то уравнеше (28) представ
ляетъ эллипсоидъ действительный. Положимъ а > & > с  и X — — р.2, то 
уравнеше (28) сделается:

Это уравнеше будетъ представлять: эллипсоидъ. если р.2< с 2; гиперболоидъ 
однополый, если &2>р.2> с 2; гиперболоидъ двуполый, если а2>р.2> Ь 2; и 
оно представляетъ мнимый эллипсоидъ; если [х2> а 2.

Положимъ, что [л2 приближается къ с2, при у 2 — с2 одна изъ осей 
поверхности (29) равна нулю и поверхность обращается въ фокальную 
линш:

<30>

Точно также, если р.2=&2, то поверхность (29) обращается въ фокальную 
линю:

*2 I *2 =  ,
а2— Ъ2 ' с2— Ъ2

Следовательно фокальныя линш можно разсматривать, какъ поверхности 
софокусныя, безконечно сплюснутыя.

§ 669. Предложете. Черезъ каждую точку въ пространстве прохо-
дятъ три софокусныя поверхности: эллипсоидъ, гиперболоидъ однополый 
и гиперболоидъ двуполый.

MitskevichOA
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Доказательство. Если положимъ, что поверхность:
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1

проходитъ черезъ точку то будемъ иметь:

А  , у \  I A  _ 1
а2— р.2 ' Ъ2—> 2 — р.2

откуда:
(р.2 —  а 2) (р.2 —  Ъ2) (р.2 —  с2) +  ж2! (р.2— Ъ2) (р.2 —  с2) +

+  у \  (Iх2 — а~) (Iх2 — о2) A  (t1,2 — <*2) (t1,2 — Ъ2) — 0

Это уравнеше относительно р.2 третей степени и его веб три корня вселда 
действительны, такъ какъ подстановлеше вместо р.2:

даем  въ результате:

t

Следовательно корни заключаются между — оо и с2, между с2 и Ъ2 и меж
ду Ъ2 и а2. Корню меньшему отъ с2 соответствуем эллипсоидъ, корню 
заключающемуся между с2 и Ъ2соответствуетъ однополый гиперболоидъ, 
и наконецъ корню, заключающемуся между Ъ2 и а2, соответствуем дву
полый гиперболоидъ.

Пусть р.ь  р-2, р-з будутъ корни, a , vji, £f, Ч2Д 2; ?з> Чз> £з оси трехъ
поверхностей, то будемъ иметь:

*21 ==  а2 - -м>21 -} Ч 1 - =  Ь2 — р-21 , S2, = = с2- - А

S22 == а 2 - -Р -22 7 Ч 2 “=  ь2 — р.2г , г;22 == с2- - А (33 )

*2з == а 2 - ~Р-2з ~2 -  9 Ч з “ = 62— Р-2з , А  == с2- - А

§ 670. Задача. Выразить координаты точки {х\У\Я\) въ функцш осей 
трехъ софокусныхъ поверхностей, которыя проходятъ черезъ эту точку?

Ртиете. Положимъ а2 — р.2 =  £2, то найдемъ:

Ъ2 — р.2= $ 2 4-Ь2— а2 , с2 — р.2 =  $2 +  с2— а 2
Ч

Означая черезъ т2 и п2 положительныя количества а2 — Ъ2 и а2 — с2 бу
демъ иметь:

• N- * . 
а 2— р.2 =  £2 , Ъ2 — р.2 — S2— т 2 , — р2= 1 2— 2 (34)

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я. 44
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Подставляя эти значешя въ уравнеше (32), найдемъ:

S6 — (да2 -(- w2 ~Ь А  +  I +  *М $4 +  

-f- {да2»2 -j- (да2 -)- »2) x2i -f- п2у \  -f- да2#2!} ?2 — да2»2#2! =  0 (35)
«

*
\

Это уравнеше, какъ и уравнеше (32) им'Ьетъ три действительные корня, 
которые суть оси £2Ь £2з трехъ поверхностей, проходящихъ черезъ
ТОЧКу (Х \У \2 \ \

Такъ какъ ихъ произведете равно последнему члену уравнешя (25) 
съ противнымъ знакомъ, то имеемъ:

£2i А А  =  т2п2х \  или $2i 2̂2?2з =  (а2 — Ъ2)(а2 — с2) х \  

точно также найдемъ:

г2 -2 ~2 — ч \ ч 2ч г —-~{Ь2 —■ а2) {Ъ2 — с2) у \ Ч# ♦
А  А А  =  (с2 —  а2) (с2— Ь2) z \

9
откуда найдемъ: • - ••

.JU j - А  А А (й2—  А )  (а2 —  А )  (а2 - А )  .
(а2- Ъ2)(а2 с2) (а2— Ъ2) (й2— с2) •

у \  ■
А А А (Ь2- рЛ)(&2 А )

~  (Ъ2 -— а2)(Ъ2 - -  с2) ~ ( Ъ2 — а2) ( — с2)

А  : г;2, А А (с2 ■ А ) (с2 А ) А Р-2з)
(с2-— а2) (с2 - -  Ъ2) ~ (с2 й2) (с2 — Ь2)

Жзъ уравнешя (35) имеемъ:

А.+  у \  +  А  +  да2 +  » 2 =  +  +
откуда:

А  +  У21 +  А  =  А  +  а2 — Р-22 а2 —_|а28 — а2 +  Ь2 — а2 -f- с2

(38)

или:
А  У2\ +  А  == +  +  £2з (39)

9
\

Следовательно квадрать радiуса вектора, проведеннаго въ точку f a у\8\), 
равенъ сумме квадратовъ осей А , vj22, £23, принадлежащихъ тремъ софо- 
куснымъ поверхностямъ, проходящимъ черезъ точку ).

Выражешя (38) называются эллиптическими координатами точки. 
Въ этой системе координатъ положеше точки въ пространстве опреде
ляется тремя софокусными поверхностями.
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671. ТТредложете. ДвЬ софокусныя поверхности пересекаются иодъ
прямыми угломъ.

Доказательство. Пусть:

будутъ двЗ* софокусныя поверхности. Какая-нибудь точка {ххух гх) ихъ пе-
рес'йчешя удовлетворяетъ уравненго:

\ -  *  «

х
+  7 Г <

У +
я

(а2 —  (А2! ) (а2 — [а22) (Ь2 — (А2, ) (Ъ2 — а 22) (с2 — [а2, ) (с2 — (а22)
О (41)

полученному, вычитая предъидущш два уравнешя.
Уравнешя касательныхъ плоскостей въ точк'Ь къ поверх-

•  * •  • ‘

ностямъ (40) суть:

Х \Х
а2—{а2! + У\У

Ъ2- рЛ +
Z\Z

ft 2С [X !
1 Х\Х , у{у

/у 2 ■ < | 2а [х 2 б2 2“ +[А 2 /з2— I § 2С [X 2 1 (42)

Но легко видеть, что уеловге перпендикулярности есть (41):

X2]
+ у \ +

А
(а2 — р Л )(а 2 —■ р.22) (Ъ2—  рЛ)(Ь2 — р.22) (с2 —  p.2i)(e2 — [а22)

О

Задача. Какая - нибудь изъ трехъ центральныхъ поверхностей пере
езжается плоскостями параллельными одной изъ координатныхъ плоскостей; 
найти геометрическое м$сто фокусовъ, полученныхъ еЬчешями кониче- 
скихъ еЬчешй?

§ 672. Предложете. Геометрическое м$сто полюсовъ, данной плос
кости относительно системы софокусныхъ поверхностей, есть прямая ли- 
шя перпендикулярная къ данной плоскости.

Доказательство. Уравнете полярной плоскости точки (хх ух zx) отно
сительно поверхности:

есть:

44*
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Если данная плоскость дана уравнешемъ:

х  cos а у cos 3 +  z cos y =  р
J

то отождествляя ее съ предъидущимъ уравнешемъ, найдемъ:

(43)

откуда:

c o s a _ 1
СО.сооо*?II _  У1 COS Y __ 8\ -

р а 2— р.2 ’ р Ъ2- -  а 2 ’Г* р с2 — р.2

р х  I
cos а = а 2 р.2 , т  =

COS Р
= Ъ2- - у - 2 , cos y

откуда видимъ, что координаты полюса удовлетворяютъ уравнеше:

р х  
cos а а РУ

cos3 Ъ рг
COSY

а это, очевидно, уравнеше прямой перпендикулярной къ плоскости (43). 

Если данная плоскость (43) будетъ касательная къ софокусной по
верхности:

а 2"Г 62,"Г о 1
С

то геометрическое м^сто полюсовъ относительно всей системы поверхнос
тей будетъ нормаль въ точк'Ь касавш.

Фокальный лиши поверхностей неяиШщихъ центра.

673. Возьмемъ сначала параболоидъ эллиптическш:

У2 , *2
7  + 2

2х (44)

Если эта поверхность им^етъ фокусъ, то ея уравнешю можно дать одну 
изъ сл'Ьдующихъ формъ:

( х—а)*-\-{у — Ъ)2 +  (л— с)2 =  Х(ж — ^)2 +  ^(з/ — й)2

(х — a)2 -f- (у — Ъ)2-}- (z — с)2 =  X — -f- v <z —

Изъ уравнешя (45) им$емъ:

(1— Х)а5 2  +  (1— — 2 ( а  — \ к ) х — 2(& — \ /Ь ) у

— 2cz2 4- а2 +  62 +  с2— Х7с2 — рй2 —  О

(45)

(46)

(47)
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Сравнивая это уравнеше съ (44), найдемъ:

1 — X =  О , с =  О , а2 -\-Ъ2 =  Х&2 +  v-h?

p ( l — \>.) =  q а \к  , Ь — \J.h — 0
откуда:

X 1 , а2-\-Ъ2 =  (а — , (а =  -——
V- V

следовательно:

Ъ2 =  2 (р — q) а — q (р — q)

Изъ этого сл'Ьдуетъ, что эллиптическШ параболоидъ им4етъ первую фо
кальную лишю въ плоскости X Y , коей уравнеше есть:

У* —  (р — з) (2® — д) (48)

Это парабола, коей ось совпадаетъ съ положительною осью X, если р  >  q. 
Соответствуюui,ie фокусы принадлежать второму роду,такъ какъ имеемъ:

Р
с

Уравнеше (46) даетъ:

(1 — X) х 2 -f- у 2 -f- (1 — v) z2 — 2х (а — \к) —

— 2Ъу — 2z (с — чд) -(- a2 -f- Ъ2 -f- с2 -
•

-  Хк2 — vg2 =

Сравнивая это уравнеше съ (44), найдемъ:

1— Х =  0 , 6 =  0 , -f- =— Хк2 +  vg2
л

p  — q{ 1 — v) =  а — Xlc , с —

ОII1

откуда:

Х =  1 , а2 +  с2 =  (а—р)2 +  —.V < II

«
 А

Следовательно:
✓

c* = 2 ( q — p ) a — p ( q — p)

Откуда видимъ, что эллиптическШ параболоидъ имеетъ и вторую фокаль
ную лишю въ плоскости X Z , коей уравнение есть:

*■? (з — Р) (2ж — р) (49)
*
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очевидно также парабола. Соответствующее фокусы принадлежать первому
роду, такъ какъ:

1 = 1 д - р

Я.
эти коэфищенты имеютъ разные знаки, если р  >  q.

Если въ уравненш (48) и (49) измгЬнимъ q на — q, то найдемъ урав- 
нешя фокальныхъ линш гиперболическаго параболоида:

£ =  О У ( р  +  Ф  ( 2 а ; +  о) 1 =  1 JP+2
Р

X

у  =  о 0' ( Р + Ф  ( 2 а ; —р) ,  Х  =  1
<7

Это суть параболы, а фокусы принадлежать къ второму роду.

неше:
674. Если А\ =  О, J.2 =  0 суть действительный плоскости въ урав- 

■ • : ' (х — а)2 -f- (у — Ь)2 -f- (е — с)2 =  А] Л 2

то можно приложить и къ эллиптическому параболоиду образоваше централь
н ы ^  поверхностей (§ 667). Если плоскости А[ — 0 и А 2 =  0 мнимыя, то:

/

/ ,

m — ' \ f  -  -  1 =  ] / ' - 2 -

будетъ величина действительная, если р >  q и въ этомъ случае можно 
приложить къ эллиптическому параболоиду второй способъ образовашя 
центральныхъ поверхностей. ,

Если поверхность будетъ параболоидъ гиггерболическш, то:

" =

количество мнимое. Въ этомъ случае мы будемъ считать разстояше точки 
(Ж1 У\ ) поверхности отъ директрисы параллельно плоскости й =  пу.

Плоскость:
г —  8 \ — п(у — у\)

встречаетъ директрису въ точке, коей координаты суть:
N>

x  =  Jc , y — h , — уф
» *

Означая это разстояше черезъ 8 будемъ иметь:

82 =  Щ — Тс)2 -f- (yi — К)2 -ф- п2 (ух — Ть)2 = {щ  — h)2 +  (1 +  п2) (у} — 7г.)2
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а*= ( * ,  — *)8 + 1* to
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Следовательно уравнеше поверхности можно написать въ форме:

R 2 =  82
*  г

где В  есть разстояше точки {х^у^)  отъ фокуса, откуда:

•

в
Т " - 1 Ф

Количество: •

«

1

+
 а- 

IIII§

l - V  Р

очевидно, есть величина действительная. Уравнеше
сделается;

*

'

или:
у 2 _  _ 0

р  q

•

плоскости г =  пу

это суть направляющ1я плоскости. Изъ этого видимъ, что гиперболоидъ
параболически можно разсматривать, какъ геометрическое место точекъ,

■ *

коихъ разстояше отъ фокуса равно разстояшю отъ директрисы; это по
следнее разстояше должно откладываться параллельно направляющей 
плоскости.

>

Софокусныя поверхности неимЪюиоя центра.

675. Пусть данная поверхность будетъ эллиптическШ параболоидъ:

уравнен1е:

У
Р

Г
Ь+р.

-f- — 2х (50)> q

+  г + ( ‘ =  2* +  |Л
(51)

представллетъ систему поверхностей, шгЬющихъ съ поверхностью одн1$ и 
т&же фокальныя лиши, въ чемъ легко убедится, составляя уравнешя 
этихъ линш для поверхности (51).

'   X  • '

г Предложете. Главныя сечешя поверхности (51):

у2 =  2 (р +  р.) х +  р. (р -f- р.) 

?* =  2 (q- f  р.)ж+  р (q - f  p.)
(52)
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изкгЬютъ обнце фокусы съ главными сЬчешями эллиптическаго парабо
лоида (50).

Доказательство. Въ самомъ деле, первое изъ предъидущихъ сЬчен1й

отъ начала, а разстояйе фо-имЬетъ свою вершину на разстоянш
2

куса отъ вершины есть:
Р +  1* 

2
£
2

Р 
2

Точно также разстояше фокуса отъ начала, во второмъ изъ сЬчешй, есть 

, следовательно фокусы кривыхъ совпадаютъ съ фокусами главныхъ сЬ-Л
neHift данной поверхности (50).

Поверхности, выраженныя урввнешемъ (51), суть всегда эллиптичеше 
параболоиды, исключая того случая, когда р. заключается между р  и q. 
Все эти поверхности пересекаются подъ прямыми угломъ, такъ какъ ка- 
сательныя плоскости, въ точке (%iyiZi) пересечешя двухъ софокусныхъ 
поверхностей:

У +
i> +  l*i 2 +  l*i

2х — р-1 =  0 , У +
Z

Р +  1*8 2 +  1*2
2х — р-2 =  0 (53)

суть:
У\У +

Z\Z

jP+ l*i 2 +  1*1

У\У +
8\8

Р + .1 * 2  2 +  1*2

{х\ +  х) — Рч =  О

(xi +  х) — р.2 =  О

(54)

ш

Услов!е перпендикулярйости этихъ плоскостей есть:

у\ +
А

(Р +  1*1 ) (Р  +  1*а) (2 +  f*i) (2 +  1*2)
+  1 =  0 (55)

Но это уравнете получимъ, вычитая уравнешя (53).

Примеры.

§ 676. Пр. 1. Найти длину нормали эллипсоида между его основашемъ и точ 
кою встречи съ плоскостью X Y?

Ргыиете. Уравнетя эллипсоида и нормали въ точке (аод*,) суть:

X2
а

■Л. ML A. z4 ^  Ь4 +  с*
х — х1 _  У — Уг

Угah
а1

Р

Ъ2

MitskevichOA
Прямоугольник
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Чтобы найти координаты точки встречи нормали съ плоскостью Х У  надобно поло 
жить въ уравнетяхъ нормали z == 0, что даетъ:

х — х с2х
а? у — У1

с*Уг
Ь2

P*i Р

возвышая въ квадратъ и складывая, найдемъ, означая черезъ N  искомую длину:

N

гд'Ь Р  есть длина нернендикуляра, опущеннаго изъ центра эллипсоида на касатель
ную плоскость въ точкЬ (Xtfj ̂ ).

Up. 2. Найти на эллипсоид']; такую точку, чтобы касательная плоскость въ 
этой точк4 делала равные отрезки на координатныхъ осяхъ?

Ргьтенге. Если искомую точку оЗначимъ черезъ то касательная плос
кость въ этой точк4 къ эллипсоиду, есть:

ХхХ , УхУ v
а2 1 г>2 с2 ■

Если напишеиъ ее въ форм1!:

JL +  JL +  .
а2 ^  Ь2 ^

Z

С2 ~~= i

2/i

то отсюда видимъ, что отрезки, которые 
суть:

она д'Ьлаетъ

а2 Ь2 с2
*i ’ 2/i 1 *i

Если эти отрезки равны, то мы должны им^ть:

«1 _ 2/i II
Ъ

* II -о

V

•
а2 " Ь2 "

откуда:

#i =
а = «Р , II- Ър , — =  °Р

■*

возвышая въ квадратъ и складывая, найдемъ:

xt _ 2/i _ *1 1
а2

*

Ь2 "~ с2 к а 2 - f  ъ с2
откуда:

х, а
1/ а2 +  62 +  с2 Ух

Ъ2
V а2 &2 “Н с2

z,
V а2 +  Ь2 +  с2

Др» 5: Найти уравнеше плоскости, проходящей черезъ нормаль къ эллипсои 
ду въ точк4 (^i2/i î) и черезъ его центръ?

Ошв.

а2 (62 — с2) +  Ь2 (с2— а2) Л  Н-с2(а2— Ь2) *а?* Ух г
О



698 ГЛАВА. X X X IX .— ФОКУСЫ П О В ЕРХ Н О С ТЕЙ .

Пр. 4. Найти геометрическое мЗюто основанШ иерпендикуляровъ, опущенныхъ 
изъ центра эллипсоида на касательныя плоскости?

Ргьшете. Пусть ж, у, zбудутъ координаты основашя перпендикуляра Р, то 
будемъ им'Ьть:

ж = Р 2- \
а2 У pi У1 

Ъ2 Z р г £ 1 
С2 ? Р 2 =  X2 +  у 2 +  2'

откуда, исключая Р, найдемъ искомое геометрическое м4сто:

а 2х 2 +  Ъ2у 2 +  c2z2 =  ( ж 2 +  у 2 +  я 3) 2

Пр. 5. Три перпендикулярныя между собою прямыя, иерес'Ькаюнцяея въ од
ной T04Ki, касаются во всЬхъ своихъ положешяхъ поверхности втораго порядка; 
найти геометрическое мйсто точки ихъ пересЬчевгя?

Ргьшете. Пусть уравнешя прямыхъ будутъ:

X — хх у  — Ух z — zx z — z
Xi p.i Vi X* V2

! X  ---- Ж,
1 X:

у — УI
[Аз

Z,
Уз

а уравнеше поверхности:

ж +  _|1 +  *
а Ъ2

подставляя въ это уравнеше выражешя:

ж =  хх -fXjp У =  У1 +  ftp
найдемъ:

Z =  z 1 + V 1p

X z \
а
I s V j L j L.
2 +  Ъ2 с 2

1  _j_2p 1 Х‘ Ж1а, - + !̂ + ¥ ) + р 1Й +а
2 2

1 * 1  . V I

Ъ2 о 2
О

YcjroBie касашя первой прямой поверхности есть:

Xi#i ]Х\У\ Vî i
- +  “ £?- +

. I/2!
а Ь2 а  ̂+  ^ -  +Ь2

>л я_ ^ , V2!
а Ъ2

YcioBia касашя двухъ другихъ прямыхъ будутъ:

Л2#1 Р.2У1 V2̂1
а + ъ2 +

ж1 + П  + £
а2 1 Ъ2 1 с2

X2
а

„2
! +  — +5 “  &2 Т

V\

Хз^1 (ЛзУ1 Уз 1̂

а + &2 + *JL , 2/l 1
а 2 ‘ 6 2

Я' X2
а

з [Л  У2з 
S +  г>2 + “̂ 2~

Складывая почленно эти уравнешя, найдемъ:

х 
аi +

П  I Л  
Ь 4 - г  с 4

Ж2!
а 2

ЗЛ . «J 
Ъ2 с1

или:

i + 1 + i
а 2 * & 2 * с 2

(&2 -J- с2) (а2 -j- с2) t/2y -J- (а2 Ь2) ^2Х — а2Ъ2 •?}- а2с2 Ь2с2

геометрическое мЬсто есть эллицсоидъ концентричный данному.
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Если уравнете поверхности будетъ:

Г  , £ 2ж =  О

то геометрическое место будетъ параболоидъ вращетя:

y*-\-z2 =  2 (р 4“ #)® +Р2

Пр. 6‘. Три перпендикуДярныя между собою прямыя, пересекаюпцяся въ од
ной точке, перемещаются, упираясь постоянно на данное коническое сечете; найти 
геометрическое место точки ихъ пересечешя?

Ргыиете. Пусть уравнете дан наго конинеекаго с£четя будетъ:

0 X1 . у
а + Ь4

а уравнетя прямыхъ тйже, что и въ предъидущемъ HpHMipi. Если выразиыъ, что 
прямая:

* =  Ж1 +  \Р  , У = Ул+У-1? , « =  « i+ v1p

встречаетъ коническое сеч ете (56), то найдемъ уравнете:

#  1 ^  У \
а Ь2’ -1 )  +  2 р (¥ -  +  ^ 1  +  Ра

* ' М  4 - ^  
а4 “Г Ь* О

Но въ точк4  встречи прямой и коническаго сЬчетя 2 =  0 , р = 

р подставимъ эту величину въ предъидущее уравнете, найдемъ:

' а ? '  Ъ%

, если вместо

2̂ 1 ^  +  ) +  ^а а Ъ2 0

для другихъ прямыхъ точно также найдемъ:

а2 1 Ь2 1 2^ Xnv2 Т2Х\
а + 1̂2 \ Ха

б2 l * * ^ * " '
V? 
Ь2 о

v -s i^ l+ Л
а2 ^  Ь2 а?! | !̂ 3V33/l ^

а Ъ4 / Ь2 О

Складывая, почленно, эти три уравнетя найдемъ:
У

Ь2х \  +  а2у \  4“ (я2 4- &2) z\  =  а2&2

Следовательно искомое геометрическое место есть эллипсоидъ. Это геометрическое 
место будетъ однополый или двуполый гиперболоидъ, если коническое сечете бу-

‘ч •

детъ гипербола. Если данное коническое сеч ете будетъ парабола у 2 =  2рху то гео
метрическое место будетъ параболоидъ вращешя:

у 2 _j_ #2 2рХ
N

Пр. 7. Три перпендикулярныя между собою плоскости касаются къ данному 
коническому сйченш; найти геометрическое Micro ихъ точки иересЬчевдя?
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Ртиете. Пусть данное коническое сеч ет е  и одна нзт> плоскостей, прохода
i

щихъ черезъ точку будутъ:

О I Г
а 2 " 1 "  Ъ2 Ч (х — хj) cos «1 +  (у — Ух) cos Pt+  — «i)cos Yi =  0

пересечение этой плоскости съ плоскостью Х У  есть:

х  cos ах +  у  cos ,Зг — (ж1соз а, +  2/iCos j5, -j- г, cos у,) =  О

оно должно быть тождественно съ касательной:
1

®1® , УхУ_ X

откуда найдемъ:

acosa, =  (Хх cos ах у уcos 3, -j- zx cos Y,) — , b cos =  (xjcos «i-H/iCos P i+^cosY i)^& 0

а изъ этихъ последних!, уравненш им^емь:

(â cos +  ^cos Pj +  ^cos Yi)2 =  a2cos2a1 &2cos2̂

точно также найдемъ для двухъ другихъ плоскостей:

(a^cos a2 -j- ^cos Р2 +  ^cos Y2)2 — a2eos2a2 b2cos2P2 

(a^cos a3 -(- i/jcos P3 +  ^cos Y 3 ) 2  =  a2cos2a3 -J- &2cos2(̂ 3

Складывая эти три уравнетя, найдемъ уравнете искомаго геометрическаго Mtoa:

х \  +  У \ +  z\  — я2 -f--b2
ч

N.

Если кривая будетъ парабола z =  0 , у 2 то геометрическое мЬсто будетъ 
плоскость перпендикулярная къ плоскости Х У  и проходящая черезъ директрису 
параболы.

11р. 8. Плоскость касается поверхности втораго порядка; найти геометриче
ское место ея полюса относительно другой данной поверхности втораго порядка?

Ртиете.Пусть данная поверхность, къ которой касается плоскость будетъ:

а поверхность, относительно которой берется полюсъ пусть будетъ:

* + ^ 1 +  * ' Ь2 ^а

Если черезъ (ххУхгх) означимъ полюсъ, то:

* 1 ® , УхУ , г 1 « _ г  
а2 ' Ъ2 _1_ с2 ~ 1

х?х у'у z'z
2 I Ts> Га ъ\ с\

(58)

1

будутъ уравнешя полярной плоскости точки {х\У\Я\) и касательной плоскости въ
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точкй (х'у'г') поверхности (57). Отождествляя эти уравнешя, найдемъ:

. = —  _  j/_ г' 
а2 а2! ’ Ь2 ’ с2 с21

исключая ж,, уи ги найдемъ искомое геометрическое м^сто:

701

Пр. 9. Найти геометрическое мгЬсто деытровъ коническихъ сЬченШ, пронсшед- 
шихъ отъ нерес/Ьчешя поверхности втораго порядка, плоскостями проведенными въ 
данномъ разстоянш отъ начала?

Ртиете. Пусть данная поверхность и одна изъ сЪкущихъ плоскостей будутъ:

/jq2 qj2 gl
—r  +  - j p + —r = : 'i- a: cos a +  г/ cos p -f- г cos у =  у)

Центръ с*чешя находится на плоскости и на сопряженномъ ей д!аметргЬ, котораго 
уравнешя, очевидно, суть:

х _ у  _ z
a2cos a 62cos (3 с2cos у

Исключая косинусы между этими уравнешями и секущей плоскостью, найдемъ 
уравяен1е искомаго м*ста:

U 2 ^  Ъ2 +  с2 1 Р 1 а1 +  Ъ* ^  еЧ

Пр. 10. Если плоскость с'Ьчешя проходить черезъ данную точку, то геометри 
ческое мйсто сЬченШ будетъ:

Х + - г г  (.У —Уг) + -4r (g ~  =  Оа Ъ2

гд* xly y ly zx суть координаты данной точки.
%

Пр. 11. Геометрическое м*сто точки перес*четя трехъ перпендикулярныхъ 
касательныхъ плоскостей къ поверхностямъ:

х | У | .
а Ъ2

х
+ У +

х
а2 +  Г 1 1 Ь2 +  \ \  * c2 +  X2i У + У +« 2 +  Х 2 2  ' Ь2 +  \ \  ‘ с2 4 - X s:

есть шаръ:
ж1 +  У* +  +  Ь3 +  с2 +  XV+ Ха,

*
/

Пр. 12. Найти разстояше между точкою касашя (x'y'z*) касательной плос
кости къ поверхности:

х 2 , у 2 z2 __
‘ Ж  Т  Ж

0 4 +

(59)
v
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и полюсомъ этой плоскости относительно софокусной поверхности:

х
+ У +

z
а2 +  Х 1 Ъ2 +  \  ' с2 +  Х (60)

Ргьшете. Касательная плоскость къ поверхности (59) въ точк^ (x'y'z') есть:

х'х , у'у  , z'z
- + 4 # -  +а Ъ2

а полярная плоскость точки (хху ^х) относительно поверхности (57) есть:

х'х , у'у х z'z
^ + 1  +  ^ Т х +  ^~ + х  =  1

отождествляя эти два уравнешя, найдемъ:

откуда:

of 4 2/' Ух z'
a2 a2 +  X ’ 2 ~ ь*+х ’ b2 c2 +  X

«1-
Д

 *II1 v У1- •4

IIVi1 ч -

^ 
MII1

означая черезъ § разстояше точекъ {x'y'z') и (я^г,), найдемъ наконецъ:

8 X

Пр. 13. Дано уравнеше эллипсоида въ плоскостныхъ координатахъ:
а2̂ 2 £,2̂ 2 _J_ с2̂ 2 _  I (gj)

Найти уравнеше, какой нибудь, точки на нормальной лиши къ поверхности въ точкЬ 
касашя касательной плоскости данной координатами (^-гД,)?

Ргьшете. Уравнешя нормали въ точкЛ; (х^у^гг) къ эллипсоиду въ декартовыхъ 
координатахъ есть:

Х  —  Х х у — у  г Z  —  Z .

а2 Ух 
Ъ2

X
ч
с2

Уравнеше точки касашя касательной плоскости есть:

+  Ь \п  +  =  :

Координаты этой точки, очевидно, суть:

х- а2$ У\ — Ъ2Г,1 , Z- СХ
/

откуда, изъ (62) найдемъ координаты, какой нибудь, точки на нормали:

х = (а2 — X) £ у  =  (Ь 2 —  X )  YJ1 г = (с*- X) ft
Если это координаты точки на нормали, то ея уравнеше есть:

к

a? ^6 -J- Ь3 а д  +  с2 X ($,$ - f  К]ху) 4 .  ft£) =  О

(62)

(63)

t
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Пр. 14. Уравнеше:
£2 v)2 s2

а 2 +  Х ^ Ь 2 +  Х +  с* +  Х
1

представляетъ систему поверхностей, им'Ьющихъ о дне итЬже плоскости круговыхъ 
сеченш.

Ргьшете. Въ самомъ деле, уравнеше этой поверхности въ декартовыхъ ко- 
ординатахъ есть:

О 2 +  X) я2 +  (Ь2 +  X) У2 +  (с2 +  X) *2 =  1

Изъ формы этого уравнешя видно, что система этихъ поверхностей им^етъ одне и
\

тФ>-же плоскости круговыхъ сечешй. Эти поверхности называются конциклическими. 
Пр. 15. Три концикличесшя поверхности касаются одной и той-же плоскости

а

въ пространстве, а прямыя, соединяющая центръ этихъ поверхностей съ точками 
касашя, перпендикулярны между собою

Доказательство. Пусть уравнеше системы конциклическихъ поверхностей 
будетъ:J £2 2 у2I . Г\ , £

+ +
«2 +  Х 1 &2 + Х  1 с2 +  Х

=  1

Если эти поверхности касаются плоскостя (^vji^i), то пмбемъ:

! «2 
1 +  т ^ Ч  +

С21
«2 +  Х 1 Ь2 +  Х 1 с2 +  Х

. Ч

откуда получимъ уравнеше третьей степени относительно X, все три корня коего 
всегда действительны; пусть эти корни будутъ Xi ? Х2 ? Хз •

Следовательно поверхности:

+ + к е
®2+ X i b2+ X i fi2+ X + +

5
«2+ Х , 1 &2+X a 1 с2-4-Х

(64)

касаются плоскости (ijivi^i)- Уравнешя точекъ касашя будутъ:

М  , д л  +  CtC
«2+ х 1 * I с2—|-X

• М I w  , _ w
^2+)v2 &2+Хг с2+Хг

Если (оеху^), (x2y2z2) суть Декартовы координаты этихъ точекъ, то имеемъ:

х- £i
^2+Xi. * ’ Уг

х.
я 2+ Х Уъ

координатными осями, суть:

cos а.

cos а,

Si
n 0 2+Xi)

*

Si
Ыа2+Х2) ’

, COS&

COS ft

% --  _ Ci
63+ X i ’

*1 — 0 c2+x

4i Cl
62+X a ’ *2 _  c2+x

радеусы векторы rt и r.

fk
^ 2+ X i) ’

vUe I J

4i ЛЛСГ V
^(b2+Xa) ’

vUo |2

J , ___
n (c 2+  Xi)

C,
”f" Xa)
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откуда:

cos oij cos o l 2  -J - c o s  cos (32 +  cos Yi cos Yj

i f 6*1 У) 1 c l
г л  1 («2+Х0 (a2 +x2) + (Ь’+ХО 0>2+X 2) +  (с2 + Х0 (с2 +  л2) 1

Но если вычтемъ уравнешя (64) поверхностей, то увидимъ, что вторая часть предъи- 
дущаго уравнешя равна нулю, следовательно г г  и г2 перпендикулярны.

П р .  1 6 . Даны дв'Ь прямыя линш; две перпендикулярныя плоскости, проходя
щая, черезъ эти прямыя пересекаются; найти геометрическое место иерес1>чешя? 

Р г ь ш е т е . Пусть уравнешя данныхъ нрямыхъ будутъ:

x  =  a z - \ - p  , x  =  a 1 z - \ - p l

у = bz q, у =  м  +  21
‘ /  f

уравнешя плоскостей, проходящихъ черезъ эти прямыя, очевидно, будутъ:

х  — a z  — р  =  \  ( у  — b z  — g) , ж — a ^ z  ~ р г  =  ^ ( у  —  \ z —  q )  (66)

такъ какъ эти плоскости перпендикулярны, по условш, то имеемъ:

или:
1 -)- Хр. -|- (Х& — а )  (р ^  — аа) =  О

1 -}- аах — аЪхр. — ах бХ 4- (1 +  ъ\) Хр. =  О

подставляя въ это уравцеше X и и-' изъ уравнетй  (66), найдемъ искомое геометри
ческое Micro.

Чтобы точно определить родъ поверхности, выберемъ координатныя оси сл-fc- 
дующимъ образомъ: пусть А В  =  2 d  будетъ кратчайшее разстояше между двумя дан
ными прямыми. Поместимъ начало координатъ въ средине А В  и возьмемъ за 
плоскость X T ' плоскость перпендикулярную къ А В ,  наконецъ за ось X  возьмемъ 
равноделящую уголъ между проэкщями данныхъ прямыхъ на плоскости XT'. При 
такомъ положенш координатныхъ осей уравнешя данныхъ прямыхъ будутъ:

z =  d z =  — d
1

у  =  тх у =  — шх

уравнешя плоскостей, проходящихъ черезъ эти прямыя будутъ:

z — d — 'k(y — тх) , -J- -f- тх) (68)

услов1е (67) сделается:
1 +  (1 -  т*) Хр. =  О

*

*

исключая X и р*, съ помощью уравнешй (68), найдемъ:

11/1 о\  ̂  ̂ % 4"  ̂ л1 +  (1 --  Ш 2 )  -----------  . ---- 7 - 1 -----  — О7 у —тх y-f-mx
МИ:

у 2  — т 2 х 2  -f* (X — т 2 )  ( z 2  —  d 2 )  =  О
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или еще:
у2 — т2х2 +  (1 — ш2) я2 == d2{\ — т2)

Это уравнеше однополаго гиперболоида.

Пр. 17. Найти геометрическое место точекъ, находящихся въ равномъ раз
стояши отъ двухъ даныыхъ ирямыхъ?

Pmuenie. Взявъ ту же систему координатъ, какъ и въ предъидущемъ приме
ре, найдемъ:

тху (1 +  w2) dz =  0

уравнеше гиперболическаго параболоида.

Пр. 18. Найти геометрическое место точки, коей разстояте отъ данной точки 
равно п разъ взятому разстоянш отъ данной прямой?

Ргьшенге. Пусть А  будетъ данная точка, возьмемъ за ось X  периендикуляръ, 
опущенный изъ точки А  на данную прямую, иом'Ьстимъ начало координатъ О на
разстоянш а отъ точки А; наконецъ возьмемъ за ось Z  прямую параллельную дан-

*

ной прямой. Уравнеше геометрическаго места будетъ:

(х — а)2 у 2 +  z 2  =  п2 { у2 -J- (d—  х)2 }

где d есть разстояте данной прямой отъ начала координатъ. Если развернемъ 
предъидущее уравнеше, то найдемъ:

(1 — п2) х2 +  (1 — п2) у 2 +  Z2 — 2ах -j- 2n2dx =  n2d2 — а2

поверхность, очевидно, вращешя.

Пр. 19. Найти геометрическое место точки, которой произведете разстояши, 
отъ смежныхъ граней даннаго параллелепипеда равно произведет]» разстояшй отъ 
граней, пересекающихся въ противуположномъ угле?

Ргъшете. Пусть ребра даннаго косоугольнаго параллелепипеда будутъ 2а, 2&, 
2с. Поместимъ начало въ центре параллелепипеда и возьмемъ за координатный оси 
прямыя параллельный ребрамъ. Уравнешя граней будутъ:

х =  а , у =  Ь , z — c
N

х = — а , у = — Ъ , г  =  — с

Означпмъ черезъ X, Щ v косинусы угдовъ между координатными осями и положимъ:

Ь =  Vl+  2X[AV -  X2 (Л2 -  v2 

разстояшя, перемещающейся точки отъ граней параллелепипеда будутъ:

§

X — а
V I - X2

X -(- а
V l - X2

zу — ь
’ VI

Ь У +  Ь

v

V\
Ь z-\~c

V’ Vi

откуда уравнеше геометрическаго места будетъ однополый гиперболоидъ:

или:
(ж — а) (у — Ъ) (г — с) =  (ж +  а) (у +  Ъ) (я -{- с)

ауг Ъхг -|- сосу -{- аЪс =  О

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕ0МЕТР1Я. 45
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Пр. 20. Найти геометрическое мгЬсто дентровъ поверхности:

х2 -{- у 2 — #2 2\x z  -}- 2 [л#?/# — 2ах — 2Ъу -j- 2c# =  О
гд^ X и |х суть переменные параметры.

Пр. 21- Шарь скользить, оставаясь касательиымъ къ двумъ перпендикуляр- 
иымъ неперееЬкающимся ирямымъ; найти геометрическое место его центровъ?

Ошв. ГиперболическШ параболоидъ.

Поверхности, проходящая черезъ пересечете двухъ поверхностей втораго порядка.

§ 677. Мы видели, что если:

f\ =  «11 ®2 +  «22 +  «ЗЗ^2 +
+  2ai 2Щ +  2«1 SX2  -f- 2a2Zyz -f- 2а} ±хи -f- 2а<цуи +  2аи т  -f- «44«2 =  О

й  =  Ъп х 2 +  +  +

-j- 2b\2xy -j- 2 b\%X0 -f- 2b22yz -)- 2Ъцхи-j- 2b2±yu -f- 2 b24.zu -f- b^u2 =  0

(69)

суть уравнешя двухъ поверхностей втораго порядка, то уравнеше:

f\ — Ч 2 —  О

будетъ представлять ypaBHeHie поверхности также втораго порядка, про
ходящей черезъ перес'Ьчете поверхностей (69), которое есть кривая двой
ной кривизны четвертой степени. Такъ какъ X есть произвольный пара
метру то есть безчисленное множество—система поверхностей, проходя- 
щихъ черезъ п ересчете  поверхностей (69). Между этими поверхностями 
есть вообще четыре коничесшя. Въ самомъ деле, мы видели § 533, что 
если определитель: ’

« 1 1 « 1 2 «13 «14

« 2 1 « 2 2 «23 «24

«31 «32 «33 «34

«41 «42 «43 &  44

то уравнен1е /i =  О представляетъ. конусъ. Если нрйложимъ этотъ крите- 
р1умъ къ уравнент (70), то найдемъ следующее услов1е, чтобы оно пред
ставляло конусъ:

I

«II- -Х6„ , сl\2—-X&J2

«21——ХЬ-21 1 а22Г
«31-—ХЬ31 * аЪ2~—Х&32
«41-— 1 &Ц2Г

«13 ^ 1 3 , «14 х ь и

^ 2 3 “ , а 2 4 - —ХЬ24

Я зз~ 1 >> со со J « 3 4 — 1 >> со

«43 Х&43 , « 4 4 —-Х Ь 4 4
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Это уравнеше четвертой степени относительно X, а следовательно между 
системой поверхностей (70) есть вообще четыре конуса.

Если означимъ черезъ Хь  Х2, Х3, )ч корни уравнешя (72), то:

f\ V2=  О
• V

есть конусъ, следовательно (§ 533) х , у, г, и должны удовлетворять урав- 
нешямъ:

dfi _  ч dfi
дх дх О , дЛ

ду
X дЛ

ду
2 лч  dfi _^

О , dz dz
о

ди ди О

величины х , у , z , удовлетворяющая этимъ уравнешямъ суть координаты 
вершины конуса.

678. Полярная плоскость точки (ххухzxщ ) относительно поверх
ности (70), есть:

х М. ‘ж )Ч 8- Xа/2 О (73)

Если полюсъ (#i «о 01%) совпадаете съ вершиною конуса, соответствуго- 
щаго корню Xj, то имеетъ cлeдyющiя зависимости:

*  Ф - о & - Ф = оdxi dxi ду1 ду\
дГ' - Ф  =  о , df'

’ а* а#! Х' Ё = ° (7*>

откуда, подставляя эти выражешя въ (73), найдемъ:

а, т * ^ + у дидхх ду\
, df2 , df2z - ^ - - \ - u

dzi дщ
О

или:

х dfi , dfi, af2 , df2 .
+  У +  2 ~ 1 w -r^- =  0a«1 a*

Это есть уравнеше полярной плоскости вершины конуса, соответствующаго 
корню Хь  такъ какъ эта плоскость не зависите отъ X, то изъ этого сле- 
дуетъ, что она есть полярная плоскость вершины, конуса относительно 
всей системы (70) поверхностей.

Друпя вершины конусовъ, соответствующихъ корнямъ Х2, Х3, Х4, бу- 
дутъ иметь тоже свойство.

Следовательно тетраэдръ, коего вершины суть вершины четырехъ 
конусовъ, есть общШ полярный тетраэдръ всей системы поверхностей (70).

45*
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Обратно, :если точка въ пространстве есть полюсь одной и той-же 
плоскости относительно всЬхъ поверхностей системы (70), то она должна
совпадать съ одной шъ вершинъ четырехъ конусовъ, проходящихъ че- 
резъ пересЬчеше поверхностей (69).

Въ самомъ д’Ьл’Ь, если уравнеше (73) представляетъ одну и туже 
плоскость, какое бы нибыло количество X, то мы должны иметь:

дА
дхх

I А
d%i

dfx

д'У\
I А

ду1
А
дщ

I А
дщ 1 Ал

дщ
Х А

дщ

но если изъ этихъ уравненш исключимъ х 1,у 1,г 1,щ , то наидемъ уравне 
nie (72), следовательно точка ( % \ У \ Щ щ )  будетъ вершина одного изъ четы 
рехъ конусовъ._ ✓

Теперь покажемъ, что полярная плоскость одной изъ вершинъ ко
\

нусовъ проходить черезъ три вершины остальныхъ конусовъ.

Умножая равенства:

II

Ч-. 3*

_ )  А- Д|
дхх

II
чС

\ А*
1 дух

о.- 1 II

. <*» 
—<

Ч
—

 **

II II
чС

#N \
1 диу

%2) У2>#2? ^2i a уравнешя:

дА _ с* 
«С*II dfx _ \ А  л2 ду2

dfx _- х  А
2дг2

dfx _ х
к'2 ди2дх 2 ’ ду 2 ди2

на хх, ух, , щи складывая, а полученный суммы вычитая, найдемъ:

/) У ) f г А  I А  г „ df2 . df.2
(A j  —  л 2 )  ( Х 2 3—  “ Г  У 2  37  Г  — — | -  щдхх ду1 дщ дих

О (75)

замечая, что:

r dfx , dfi , dfi . dfx
#2 T.T I У 2 7Г7 I %dx. дух дщ ди ^ + y ,  *дх ду:

„ dfx , d f xщ —-----ь щ
дг. ди

Изъ уравнешя (75) видимъ, что вершина (x2y2z2u2) конуса, соответству- 
ющаго корню Х2, лежитъ въ полярной плоскости вершины {ххухщщ). 
Точно также можно показать, что и вершины другихъ конусовъ нахо
дятся въ тои-же полярной плоскости.

_ _ _ _  *1

§ 679. Если общШ полярный тетраэдръ возьмемь за координатный, 
то уравнешя поверхностей (69) сделаются:

Ф

ап х 21 + а 22Ж22+«ззЖ2з+«44ж24—0 , (76)

а (70) будетъ:

(а, х — X6j i)х \ + («га— '^Ъ22) х 22 (а33— ХЬ33) ж234 - ( а и — Х Ъ ц ) х  42 О (77)
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Если изъ уравненШ (76) исключимъ ж4, то найдемъ уравнеше:

(«1, Ъи — Ьх) а44) х \  +  (a22bii— b22ai i ) ж22 +  (а33Ь44—Ь33а44) ж23 =  О

которое представляетъ конусъ, проходящш черезъ пересечете поверх
ностей (76), и котораго вершина совпадаетъ съ вершиною тетраэдра, къ 
которой прилегаютъ грани хх —  0, х2 =  0, х3 — 0.

Г Л А В А  XL.

Образована поверхностей.
N

§ 680. Въ нашихъ изсл'Ьдовашяхъ мы уже встречали поверхности, 
образованныя перемещешемъ прямой лиши или вообще кривой въ про
странстве (§ 591). Прямая лишя или кривая, перемещаясь скользитъ, 
упираясь на одну или несколько прямыхъ линШ или кривыхъ. Эти по- 
следшя кривыя или прямыя называются направляющими— ,

;  ж . ‘

а скользящая по нимъ прямая или кривая, образующая поверхность, на
зывается образующею—женератрисою.

.  .  .  к  •

Кривая въ пространстве определяется пересечешемъ двухъ поверх
ностей; пусть ея уравнешя будутъ:

f i ( x y z  , axa2___а„) =  0 , f 2(x y  3 , а.хаг ---- а„) =  0 (1)

где аь «2,...аи суть постоянные параметры, определяющее положеше и фор
му поверхностей, а следовательно и кривой, которую эти поверхности 
представляютъ.

Такъ какъ действ1я, означенныя символами /у и f2 известны, то 
родъ кривой также известенъ, но такъ какъ поверхности (1) содержать п 
параметро въ, то съ изменешемъ ихъ кривая будетъ изменять положеше 
въ пространстве и форму.

Если параметры , а2,....а„ будутъ изменяться произвольно, то кри
вая (1), перемещаясь въ пространстве безъ всякаго определеннаго зако-

\

на, можетъ иногда наполнить последовательными положешями все про
странство, необразовавъ никакой поверхности.

Up. 1. Если въ уравнешяхъ прямой:

х  —  %\ _  у — Ух _  g — ь  .
cos a cosfJ cosy ^

которыя содержать параметры а, у, будемъ переменять направлеше цря-

MitskevichOA
Прямоугольник



710 ГЛАВА XL.— образовали: поверхностей.

мой а, р, у; то прямая (2), принимая около точки всевозможный
направлешя, наполнить все пространство, не образовавъ никакой поверх
ности.

Пр. 2. Если въ уравнешяхъ круга:

г —  ах-j- by +  с, ж2-f- -J- =  (3)

который заключаюсь параметры а,Ъ,с,г, будемъ ихъ изменять безъ вся- 
каго опред'Ьленнаго закона, то кругъ представляемый уравнениями (3), 
перемещаясь, наполнить все пространство и не образуетъ никакой по
верхности.

Следовательно должна существовать известная зависимость между 
параметрами аь а2, ...., а«, чтобы женератрисы (1), перемещаясь въ про
странстве, образовали поверхность. Эта зависимость получится, если за- 
ставимъ жейератрису (1) перемещаться, упираясь на п — 1 кривыхъ ди- 
ректрисъ. Въ самомъ деле, пусть:

F x(x,y,is) =  0 , F 2 (ж, у, г) — 0 (4)

будетъ одна изъ директрисъ, на которую кривая (1), перемещаясь, должна 
постоянно упираться. Такъ какь кривая (1) пересекается съ (4), то въ 
точке пересечешя х, у, г должны удовлетворять уравнешя (1) и (2); если 
изъ этихъ четырехъ уравнений исключимъ х, у , я, то найдемъ зависимость 
между параметрами , а2, . . ,  а„. Пусть эта зависимость будетъ:

$ i  (<*!, а 2 , . . ,  а,*) =  0  (5 )

следовательно одйнъ изъ параметровъ будетъ уже зависить отъ осталь- 
ныхъ. Если будетъ дана еще одна директриса:

F , (х, «/,#) =  О , F i (х, у, г) =  0 (6)

то точно также найдемъ еще одну зависимость:
*

Ф2(“ 1, <*2, . . , а«) — 0 (7)

между теми-же параметрами, следовательно только (п — 2) изъ нихъ мо- 
гутъ изменяться произвольно. Следовательно, если будетъ дано (п— 1) 
директрисъ, то получимъ (п — 1) зависимостей между параметрами at , 
0̂2; • • • •

0j(ata? .. а») =  0 , Ф2 ( а ^  .. а») =  О , . . .  Фп- \ (а ^ г . . .  а») =  0 (8)
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которыя определяютъ п — 1 параметровъ въ функцш одного изъ нихъ, 
наприм'Ьръ ах:
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a2 =  <p,(ai) , a3 =  (p2(a1 «« =  ^«-1 (a,) (9)

Если теперь въ уравнешяхъ женератрисы:

f\ У у 1 ®») ^ > /*2 У» ®, • ■ • , ®м) О ■

вставимъ вм'Ьсто а2, а3, . . . ,  <х„ ихъ выражешя (9), то будемъ иметь:

fi ,<f> («1) —  ) =  0 /я(*э!М»« 1 »У C«i) — ■)= О

исключая изъ этихъ уравнешй ссь найдемъ зависимость между х ,у ,г:

Ф (х, у,я) =  О

которая и будетъ представлять поверхность, образованную перем'Ьщешемъ 
женератрисы (1), упирающейся при своемъ перемещенш на (п — 1) ди- 
ректрисъ.

§ 681. Въ большей части случаевъ дается одна только директриса, 
следовательно женератриса не должна содержать более двухъ параметровъ.
Пусть такая женератриса будетъ:

1

/1 (х, у, 0 , ах , «я) =  О , (х, у, «! , а2) =  0 (12)

а директриса:
\

F\ (ж, у,г) =  0 , F  (х, у, г) — 0 (13)
I

исключая изъ этихъ четырехъ уравнешй х, у , 2 , найдемъ зависимость меж
ду параметрами и а2:

¥ f a , «2) =  0 (14)

Но изъ уравнешй (12) имеемъ:

ах =  <рх (х, у, 2) , =  у, в) (15)
#

подставляя эти выражешя въ уравнеше (14), найдемъ:

¥{<Pi (*» У> *) . Ъ (ж> 2Л * ) } =  ф (ж> У> *) —  0  ( 1 6 )

уравнен1е поверхности, образованной женератрисой (12), упираю 
директрису (13).

^ейся на
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Поверхности цилиндрически.

§ 682. Цимшдрическгя поверхности образуетъ прямая, которая пе
ремещается параллельно данному направлешю, упираясь въ своемъ пере-

*  -- т

мещенш на данную кривую.

Пусть данная директриса будетъ:

F i {х, y ,z )  =  0 , F 2 (х , у, z) =  О (17)
Если:

х тг ai » у — ш -\-  а2 (18)

будетъ женератриса, то въ ней параметры т и п неизм^няются— они
/

даютъ направлеше женератрисы, а ох и а2 изменяются, вследств1е этого 
изменешя женератриса переносится въ пространстве, оставаясь парал
лельною направлешю,' которое определяется параметрами т и п.

А

Если изъ уравненШ (17) и (18) исключимъ (х ,у ,г), то найдемъ:

Ф (aj, a2) =  О

Но изъ уравненШ (18) имеемъ:

а1 х  — тг 02 =  yens

откуда:
Ф(х — тг , у —  —  О
4 , . . % •

будетъ уравнеше искомой цилиндрической поверхности, коей форма бу
детъ зависить отъ формы директрисы (17).

______  I

Пр. Пусть уравнешя директрисы б у дуть:

О х2
1 а + У

Ъ2
если женератриса:

х mz -jf- ос. * у =  nz +  а|

ветрйчаетъ директрису, то им4емъ/
/ «А / —  

а? ~
ОС 2
W О

шг)* . (у — пг)3
------ Г ----------

Это есть уравнеше цилиндр 
есть эллиисъ на плоскости

Ь3
, коего женератриса параллельна оси , а директриса

/
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Поверхности ноняческ'ш.

• § 683. Коничестяповерхности образуются перем'Ъщешемъ прямой, 
которая, проходя постоянно черезъ данную точку, упирается на данную
директрису.

>
к . ^

Пусть данная директриса будетъ:

F i(x ,y ,z )  =  0 , F a(x ,y ,j)  =  0 (19)

а женератриса:

он —  х х= а х{г —  Zi), (20)
/

Р

Изъ этихъ четырехъ ураввешй, найдемъ:

откуда:

или:

Это уравнеше конической поверхности, коей вершина находится въ точке 
(жх Ух х̂); если вершину пом'Ьстимъ въ начале координатъ, то хх =  О, 
Ух = 0 ,  х̂ =  0, следовательно уравнеше поверхности будетъ:

Изъ этого уравнешя видимъ, что два изъ отношенШ

О х
а + - S - 4 J

а женератрисы:
х хг =  — z) аг ( *  \  Я )

> ч;
у — У г

0
х

ф у н к щ и  о д н о  д р у г а г о ,  с л е д о в а т е л ь н о  у р а в н е ш е  ( 2 2 )  е с т ь

фуНКЩЯ.' /

Др. Пусть уравненш директрисы будетъ:

z х суть
У У
однородная
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изъ этихъ четырехъ уравненШ, найдемъ:

Ж, -- ai^l\2 | 1 *2̂ 1
а +

подставляв вместо а, и «2 ихъ выражетя:

найдемъ:

X -СИ —
-ж . a — У — у  1

1 Z - J — z — z x

(x,z — 2хж)2 
а2 +  -

(уА  — *\УУ
Ъ2 - =  ( * -

Если точка (ж,*/,^) находится на безконечности, то полагая —
х, у,

*1 =  00, Ух ОО я.=  оо, найдемъ уравнеше цилиндра 

Если положимъ а =

т z п и

Ъ, ж, =  0, y-i =  0, то будемъ им*ть прямой конусъ:

ж2 4- у'
а
Л О ~  zi)

гд* а
tg о», о) есть уголъ, который женератриса составляетъ съ осью следо

вательно можно написать:
ж2 “Ь Уг — (я — я,)2 tg2 ы

Очевидно, вершина конуса находится въ точк* (0, 0, я,).

Поверхности вращешя.

684. Обыкновенно поверхности вращ еш я  образуютъ вращешемъ 
кривой около данной оси; такъ, наприйгЬръ, поверхность шара образуется 
вращешемъ полукруга около д1аметра; вращешемъ кривой (фиг. 174) 
около оси РР' такъ, что каждая точка В  описываетъ кругъ, коего плос
кость перпендикулярна къ оси Р Р 1, а центръ находится на оси, обра
зуется поверхность CBAFE.

Фиг. 174. Этотъ способъ образовашя поверх
ностей вращешя не даетъ постоянной 
женератрисы, такъ какъ кривая АВС  
изменяется съ родомъ поверхности; но 
поверхности вращешя допускаютъ по
стоянную женератрису, если онЬ обра
зуются перемещешемъ круга, коего 

центръ О перемещается по оси Р Р ', плоскость его остается перпендику
лярною къ оси, а рад1усъ О В  постоянно встречаешь кривую АВС; въ этомъ 
способе образовашя женератриса поверхности есть постоянная кривая— 
кругъ, а директрисами служатъ: ось, по которой перемещается центръ кру
га, и кривая, на которую упирается конецъ радоуса, производящего круга.
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Выразимъ аналитически этотъ второй способъ образовашя, который
собственно есть тотъ-же, что и первый, разсматриваемый съ другой точки

*

зр^шя.
Пусть уравнешя директрисы АВС  будутъ:

F i(x ,y , *0 =  0 , F 2(x,y ,z) =  О (23)

а уравненш оси вращешя:

х х х — т (г— Z\) y —  y\ —  n{z —  Zx)

гдЬ Xi,yi,Z\ суть координаты данной точки, черезъ которую проходить ось 
вращешя. Каждый изъ круговь B EF, которые называются , 
можно разсматривать, какъ перееЬчеше плоскости перпендикулярной къ 
оси вращешя съ шаромъ, коего центръ находится на этой оси въ точке 
(#i У\0\); следовательно уравнев!я плоскости и шара будутъ:

т х  пу-J- Z —  а1 (х  —  Х\)* +  (у —  У\У +  {я —  ̂ ) 2 =  а2 (24)

где а, и «2 суть переменные параметры, съ изменешемъ которыхъ плос
кость перемещается параллельно самой себе, а рад1усъ шара возрастаетъ 
или убываетъ.

*

Если теперь заметимъ, что плоскость, шаръ и директриса (23) дол
жны пересекатся въ одной точке, то изъ четырехъ уравнешй (23) и (24), 
исключая x ,y ,z ,  найдемъ зависимость между параметрами и а2, кото
рая пусть будетъ:

Щ = Ф  (а2)

Но параметры а, и а2 суть функцш координатъ х, , z выраженныя урав- 
нешями (24), следовательно имеемъ:

тх -{-пу +  я =  Ф {(х —  хг)2 +  (у — «i)2 +  (z — Zi)2} (25)

это уравнеше поверхности вращешя.
Если ось Z  возьмемъ за ось вращешя, то т —  0, п =  0, следова

тельно уравнеше сделается:

Z =  Ф ( х -̂}- -j- ®) (26)

которому можно всегда дать форму:

« — Ф(ж2Н"2/2) (27)

во въ этомъ частномъ случае, который впрочемъ часто встречается, лучше



разсматривать непосредственно каждый параллельный кругъ, какъ пере
сечете прямаго цилиндра съ плоскостью перпендикулярною къ его оси, 
т. е. вместо уравненш (24) взять уравнешя:

8 =  «1 , # 2 +  у 2 —  а2

изъ которыхъ найдемъ, какъ сказано выше:

0 =  Ф у2)

Up. 1.Возьмемъ, напримеръ, поверхность, описанную около оси Z, какою 
нибудь прямою:

х  — az-J- Ъ, у  — -}- Ъг

Эти уравнешя, въ настоящемъ случае, замещаютъ женератрису (24).
Если эти уравнешя свяжемъ съ параллельнымъ кругоыъ:

• , #

/

я = а1 , жг +  2/2 =  а2
✓

то найдемъ:

(a«i +  &)2 +  (®1а14" М 2 =  аг
откуда:

(az +  Ъу +  (a tz  +  Ьх)2 =  ж2 -{- у2
t

или:
х * -\-у2 — (а2 -{- а \ )  л2 — 2 ( -f- а Д )  =  Z>2 +  Ъ\

Это, очевидно, однополый гиперболоидъ, коего центръ, находится на оси Z  и легко 
определяется.

Если за ось X  возьмемъ кратчайшее разстояше между осью вращешя и пе
ремещающейся прямой, то плоскость. Y Z  будетъ параллельна этой прямой, следова-

/

тельно надобно положить а =  0, =  0, такъ что уравнеше поверхности сделается:

х2 +  у 2 — а2!#2 == Ь2

очевидно, начало находится въ центре.
I

Пр. 2. Найти уравнеше поверхности, происшедшей отъ вращешя круга около 
оси 0 2 , находящейся въ плоскости круга, но не проходящей черезъ его центръ.

Ргьшенге. Пусть уравнешя круга вращешя будутъ:

у  — 0  , (х  — ж, ) 2  +  =  г 2

пусть уравнешя параллельнаго круга будутъ:
я = а  , ж2 +  =  а2

исключая ж, у, z  изъ четырехъ предъпдущихъ уравнешй, найдемъ:

(Vo^ — жх)2 at2 =  г2

затемъ, исключая параметры «, и а2 , найдемъ уравнеше поверхности:

(ж, =fc Vж2 + р 2  ) 2  -j- я2  =  г 2
I

-• 1

которая называется угоромъ или поверхностью кольцеобразною,
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Если уничтожимъ радикалъ, то уравнеше поверхности будетъ четвертой сте
пени. Эта поверхность образуетъ кольцо, если хЛ >  г; образуетъ яблоковидную 

ность, если # i= r ;  и наконецъ образуетт. яблоковидную поверхность съ внутреннею 
полостью, если аз, <  г.

Коноидальныя поверхности.

§ 685. Коноидалъными поверхностями, называются поверхности, опи- 
санныя прямою, которая перемещается, оставаясь параллельною данной 
плоскости и упираясь на данную прямую и данную кривую. Следовательно 
директрисы этой поверхности суть: плоскость, прямая лишя.и какая-ни
будь кривая.

Поместимъ начало координатъ въ точке встречи направляющей плос
кости, которую возьмемъ за плоскость съ направляющею прямою.

Въ этомъ предположены! уравнеше направляющей будетъ:

х =  аг , у =  ахг (28)

пусть уравнешя другой директрисы будутъ:

F \{ x ,y ,s )=  0 , —  0 (29)

Уравнешя женератрисы, очевидно, будутъ:
Ч

V • I

у =  а1х - \-а 2 , z =  a3 (30)
\

Такъ какъ прямыя (28) и (30) встречаются, то имеемъ:
/

=  а ^ а з  -}- а2

Въ силу этой зависимости уравнешя женератрисы (30) сделаются:

2 =  аз , у — ах — а3а) (31)

Но эта прямая встречаетъ и директрису (29), следовательно будемъ иметь 
зависимость между ах и а3; пусть эта зависимость будетъ:

<х3 =  0 (« j)

откуда, исключая at и а3 съ помощью уравненш (31), найдемъ уравнеше 
искомой коноидальной поверхности:

I /у — ахз\ 
у х — аг J (32)

Если направляющая прямая (28) перпендикулярна къ направляющей плос-
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кости, т. е. къ плоскости X Y ,  то а — 0 и <̂  =  0, следовательно уравне- 
Hie поверхности будетъ:

г Ф У
х (33)

а уравнешя женератрисы, если направляющую возьмемъ за ось Z, будутъ:

г а У а , х

г

lip. 1. Найти уравнете поверхности, описанной прямою, которая, оставаясь 
параллельною плоскости Х Г , скользить по осп Z  и кривой. -

х = х Г  , £
Ъ2 ' с2 (34)

которая есть эллипсъ въ плоскости перпендикулярной къ оси X  на разстоянш х 
отъ начала координатъ?

Ргьтете. Уравнения женератрисы, очевидно, суть:

г =  «г ' , У = а\Х
исключая ж, г/, г  изъ уравнешй (34) и (35), найдемъ:

(35)

а 1® § а2г

откуда:
х 2 у 2
Ъ2 х 2 +

или:
С2Х 2

Ъ2-у2 х 2(с2— z2)

/Если положимъ Ь =  то директриса (34) будетъ кругъ, а уравнете поверхности бу
детъ:

х \ у 2 =  х2 (Ъ2 — z2)

Пр. 2. Гелисъ и гелисоидъ. Представимъ цилиндръ, коего ось есть ось Z, а
основаше кругъ:

х2 +  у 2̂

возьмемъ, какую нибудь, точку на окружности этого круга, пусть ея координаты
будутъ ж, у\ если означимъ черезъ ? уголъ, который составляетъ рад!усъ г, прове
денный въ эту точку, съ осью х , то будемъ имйть:

х  =  г cos <р 5 у  =  r  sin у

Если изъ этой точки возставимъ перпендикуляръ и на немъ возьмемъ точку въраз'
. as я® 

стоянш отъ основаны! равномъ г =  - ^ т  =  -«=- > то такая точка опишетъ на ци

диндрй кривую, которая называется винтовой лингей или гелисомъ.
Изъ формулы:

я®
Z

2к
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видимъ, что каждый разъ, когда радгусъ опишетъ полный кругъ, z  возрастаетъ на 
количество а, которое называется шагомъ гелиса. Следовательно гелисъ или винто
образная лишя выражается уравнениями:

х  =  г  cos ? у  =  г  sin <р
а<р

или уравненшми:

х2 +  У2 =  Г2 , X 27U
г cos | ---- Zа

2тс
, y  =  r sm \— z

Представимъ теперь, что прямая, оставаясь параллельною плоскости X Y ,  скользить 
по оси Z  и гелису, въ этомъ перемещены! она опишетъ коноидальную поверхность, 
которая называется гелисоидомъ. Пусть уравнетя женератрисы будутъ:

у  =  агх •> «2
Изъ иредъидущихъ уравненШ и изъ настоящихъиолучимъ зависимость между пара
метрами ^  и а2:

l^ l+ a 2i

2 7U
cos | —  а а

откуда:
х

V х2-\~у
cos 2тс. а или У_

X
2яtg |_ ---£
а

Это и есть искомая поверхность*

Поверхности награфленыя: носыя и развертывающаяся.
г

§ 686. Награфлеными поверхностями называютъ поверхности описан
ный перемЬщешемъ прямой въ лространствЬ; эти поверхности делятся на 
два рода: развертываю щгяся и коеыя; первыя суть тЬ, въ которыхъ пря-
V

мыя, при послЬдовательномъ деремЬщенш, пересЬкаются: вторая пересЬ- 
каетъ первую, третяя вторую, т. е. два послЬдовательныя положешя же
нератрисы находятся въ одной плоскости; вторыя суть тЬ, въ которыхъ 
послЬдовательныя прямыя не пересЬкаются, т. е. лежать въ различныхъ 
плоскостяхъ.

Первыя называются развертывающимися потому, что ихъ можно раз
вернуть на плоскости безъ складокъ, а вторыя безъ складокъ, на плос
кости, развернуты быть не могутъ.

Къ первыми принадлежать поверхности: цилиндричесшя, коничееыя 
и друпя, а во вторыми принадлежать: коноидальныя и друпя.

Выше мы сказали, что если женератрисы въ послЬдовательныхъ по- 
ложешяхъ пересЬкаются, то поверхность можетъ быть развернута на плос
кости. Въ самомъ дЬлЬ, возьмемъ три безконечно близшя, послЬдователь- 
ныя, положешя женератрисы А А ‘, А А", В В ,  женератрисы АЛ' и АЛ" пе
ресЬкаются въ точкЬ А , а женератрисы А  А" и ВВ"' въ точкЬ В. Плос-
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кости А ’АА", А!'ВБ  составляюсь двугранный уголъ, коего ребро есть 
А А",около этого ребра можно поворотить плоскость такъ что она

совместится съ плоскостью А" А  А', следовательно два последовательные 
элемента А" А  А 1 и А 'В В ' поверхности, поместятся на одной плоскости; 
делая теже разсуждешя относительно элементовъ поверхности, следующихъ 

' за элементомъ А 'В В  видимъ, что вся поверхность поместится на плос
кости безъ складокъ. Въ дилиндрическихъ поверхностяхъ все женератрисы 
пересекаются въ безконечно-удаленной точке, такъ какъ оне все параллель
ны, следовательно цилиндрическая поверхности суть развертывающаяся.

Въ коническихъ поверхностяхъ все женератрисы пересекаются въ 
одной точке, следовательно это поверхности развертываюшдяся. Въ конои- 
дальныхъ поверхностяхъ две последовательный женератрисы непересе- 
каются, оне находятся въ различныхъ плоскостяхъ; въ самомъ деле, же-

ч

нератриса въ этихъ поверхностяхъ, оставаясь параллельно данной плос
кости, скользить по данной прямой и по данной кривой, каждое безко- 
нечно малое перемещеше женератрисы можно разсматривать, какъ пере
мещеше по касательной къ кривой и по данной прямой; безконечно ма
лый элементъ касательной совпадетъ съ безконечно малымъ элементомъ 
кривой, но касательная и данная прямая, только въ весьма исключитель- 
ныхъ случаяхъ находятся въ одной плоскости, следовательно и два по
следовательный положешя женератрисы находятся въ различныхъ плос
костяхъ, т. е. оне непересекаются.

§ 687. Поверхности развертываюшдяся, какъ видели выше, образу
ются при помощи одной директрисы, коноидальныя съ помощью двухъ 
директрисъ, изъ коихъ одна постоянная — прямая лишя, а другая, какая 
нибудь, кривая. За этими награфлеными поверхностями следуютъ поверх
ности, въ которыхъ женератриса, оставаясь параллельною данной плос
кости, скользить по двумъ, какимъ нибудь, кривымъ, очевидно, это поверх
ности косыя, такъ какъ въ каждый моментъ женератриса перемещается 
по двумъ касательнымъ (къ кривымъ — директрисамъ), которыя вообще 
не находятся въ одной плоскости — эти поверхности называются цилин
дроидами.

г

§ 688. Цилиндроиды. Пусть данныя две директрисы будутъ:

F\ (я, у,я) =  0 , F2 (х, у, я) =  0 , fx (ж, у, я) =  0 , f 2  (х, у, я) => 0 (36)

Если за плоскость X T  возьмемъ плоскость, которой женератриса, въ сво- 
емъ перемещенш, остается, параллельною, то уравнешя женератрисы бу-

у — о.\Х-\-а2 , з (37)
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Исключая изъ этихъ уравнений и уравненш F\ =  О, F2 =  0 величины 
х ,у ,я ,  найдемъ зависимость между параметрами аь а2, а3; пусть эта зави
симость будетъ:

(pi(a,,a2,a 8) =  0

Другую зависимость найдемъ, исключая между уравнешями /1 =  0,
/1 =  0 и уравнешями (37); пусть эта зависимость будетъ:
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tp2(ab «2,a 3) =  0
откуда найдемъ:

а 1 —  4*1 (аз) ) а 2 —  4*2 («з)

подставляя эти выражешя въ первое изъ уравнешй (37), найдемъ:

у  =  жф1 (в) +  ф2 (в)

Это общее уравнеше дилиндроидовъ, гд'Ь функцш 4Ji и фг зависятъ отъ 
директрисъ.

\

Пр. Пусть данный дв-Ь директрисы будутъ кругъ:
й

У2 +  Z<1 =  ?>2 > х — х\ (39)
и эллипсъ:

V

/

У\ \  Z2 л  /ч

а2 Ъг ~  1 ’ Х ~  0

\

(40)

Если женератриса будетъ: \
<

У = & %  4 “ а2 9 Z =  сс3
\  к

(41)

то будемъ иметь следуюпця зависимости между параметрами «2,

\
(«А +  а2)2 +  VV= »-3 7

0С22
~а* +

откуда:
\

/V2а з
Ъ*~

а. aV г2 ■V
а23 Ъ V Ъ2— а2Уз

Ьхх
а

а
2 «*8

\ '

Исключая изъ (41) параметры, найдемъ уравнеше поверхности цилиндроида:

У =  х
а V г2 bV b2

Ьссх 4- 4 -  Vb* — z*' Ь

§ 689. Наконедъ сл'Ьдуютъ награфленыя косыя поверхности, кото
рый образуются, когда прямая скользить по тремъ даннымъ, какимъ ни-

ч

будь, кривымъ—директрисамъ, следовательно эти поверхности образуются 
при помощи трехъ директрисъ. Легко показать, что прямая можетъ сколь-

л "
зить по тремъ кривымъ; въ самомъ дЬл'Ь, возьмемъ, какую нибудь, точку 
на первой кривой и построимъ два конуса^ коихъ вершины находятся во

46АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЫ.



взятой точк^, а основашями, которыхъ служатъ двй друпя кривыя, эти 
конусы пересекаются по прямой, которая, очевидно, упирается на всЬ 
три кривыя. Передвигая первую взятую точку по первой кривой и д'Ьлая 
ташя-же построения, какъ выше, для каждой точки, получимъ рядъ 
женератрисъ, который и описываютъ поверхность, очевидно, косую—на- 
графленую. Изъ такихъ поверхностей мы уже видели одну — однополый 
гиперболоидъ.

Пусть данныя три директрисы будутъ:
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F\ 0 ,  , == 0 , F 2 (ж, у, z) == 0

f\ (х, у, z) == 0 , U (*. */> *) == 0

¥1 (* > у , z) == 0 , ъ  («. *) == 0

Пусть уравнешя женератрисы будутъ:
%

*

х  =  a10- f a 2 , у —  а3г +  а4

исключая x ,y ,z  изъ этихъ уравненШ и изъ каждой пары директрисъ, 
найдемъ елйдуюпця зависимости между параметрами:

«2 —  Ф: («1) , а3 == ^2 («1) , «4 =  Ф з(«г)
откуда:

ж =  «1 z +  (aj) , «/ =  Ф2 («1) # ~}~ Фз (ai)

исключая изъ этихъ уравненШ ах, найдемъ уравнеше искомой поверхности. 
Это исключеше можно только тогда сделать, когда будетъ изв'Ъстенъ со-
ставъ функщй фи ф2, Ф3, т. е. когда будутъ даны явно уравнешя трехъ

✓

директрисъ.
Яр. Даны два вертикальные полукруга, описанные на противуиоложныхъ 

сторонахъ даннаго параллелограма, и дана прямая, проходящая черезъ центръ па-
4 .

раллелограма перпендикулярно къ плоскостямъ даннцхъ круговъ; найти уравнеше 
поверхности, описанной прямою, которая скользить по даннымъ двумъ кругамъ и 
по данной прямой?

Ргыиеме. Возьмемъ плоскость параллелограма за плоскость Х Г , данную пря
мую за ось Г, а за напало координатъ центръ параллелограма, ось Z  будетъ, оче- 
видно, перпендикуляръ возставленный изъ начала къ плоскости параллелограма. 
При этой системi  координатъ директрисы будутъ:

У — — Ъ , (ж — а)2 ф- =  г4 ; == +  & , (х +  а)2 +  z2 =  г2
1

х =  0 , z -= 0
Уравнешя женератрисъ будутъ: <

» J«
X = <xl (y — а4) , 8 =;• • - / = «з ■

%
-«*)

такъ какъ он 4 всегда встр4чаютъ ось Y. '
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Такт, какъ женератриса скользить по даннымъ кругамъ, то им'Ьемъ:

{«1Ф +  « * )  +  « } *  +  « 2з Ф +  а 2) 2 =  Г 2
♦

{*! ф -  «*) +  «}2 +  «2з — «2)г =  т*

откуда, вычитая эти уравнешя, найдемъ:

а21 +  а2з +  у  «1 = 0

исключая параметры а2, а3 изъ этихъ уравненШ, найдемъ уравнеше искомой 
поверхности:

%

|аху Ъ (х 2 -f* z2)J2 =  Ъ2г2х 2 Ь2х2 ( г 2 — а2)
или:

| аху -j- Ь (х2 -j- z2)J2 =  Ъ2 |r2#2 -j- z2 (г2 — а2)}

^Сонецть второй и п осл едн ей  части .
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