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Изъ CTOpin понятая О Ц'ЬЛОМЪ
ЧИСЛЪ.

поло жительномъ

1. Для насъ является невозможными проследить по непо- 
средственнымъ источнивамъ генезисъ понятая о целомъ положи- 
тельномъ числе. Древнейшш письменный математический памят
нику  дошедппй до насъ, папирусъ, написанный Египетскимъ пис- 
цомъ Аамесу за 1700 летъ до Р. X., свидетельствуетъ намъ, что 
и въ это отдаленное время Египтяне были знакомы съ дейсгмями 
не только надъ целыми числами, но и надъ дробями. За неиме- 
шемъ непосредственныхъ свидетельству мы должны обратиться 
къ свидетельствамъ косвеннымъ.

Такими косвенными свидетельствами являются данныя этно- 
логш, относящаяся въ современнымъ диварямъ, данныя, которыя 
можно почерпнуть, изучая развитае детей, и навонецъ даннйя, 
извлеваемыя изъ изучетя съ одной стороны—народныхъ предашй, 
съ другой—языка, который является несомненно памятнивомъ пси
хологической работы давно отжившихъ поколений.

И все эти косвенный свидетельства одинаково освещаютъ и 
подтверждают две истины, имеюпця важное значеше и для исто- 
рш чедовеческаго духа и для нсихологш понятая о числе.

Многотрудною и продолжительною психологическою работою 
прюбретало постепенно человечество понятае о посл4довательныхъ 
целыхъ числахъ, расширяло, если позволено тавъ выразиться, свой 
численный кругозору при этомъ понятш о числе отвлеченномъ 
всегда предшествовало и сначала съ нимъ тесно сливалось поня
тае о числе какихъ-нибудь определенныхъ предметову большею 
частью органовъ человека, служившихъ ему пособ1емъ при счете.
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Мы можемъ даже, съ помощью преимущественно данныхъ 
лингвистики, видеть въ дали в'Ёковъ, намъ предшествуюгцихъ, те  
этапы, на которыхъ останавливалась по временами, психологиче
ская работа человечества, чтобы, постоянно загЬмъ возобновляясь, 
привести насъ, наконецъ, къ тому понятно о безконечномъ ряде 
целыхъ поло жите льныхъ чиселъ, который составляетъ предметъ 
изучешя чистой математики и исходя изъ котораго, математика 
достигла до понятая о комплексномъ числе.

2. Съ трудомъ можемъ мы представить себе народъ, у ко
тораго не существуетъ особенныхъ назватй для чиселъ болыпихъ 
трехъ, народъ, для котораго все проч!я численныя выражают
ся однимъ словомъ куча,—а между темъ мнопя свидетельства 
путешественниковъ и этнологовъ указываютъ на то, что т а т е  на
роды существуютъ.

Какъ ребенокъ, не научивпийся считать, не ответить чис- 
ломъ на вопросъ, сколько у него куколъ, но подробно опишетъ 
все свои куклы,—такъ и эскимосы, по словами путешественника 
Парри, не могутъ правильно сосчитать своихъ детей, если ихъ 
больше трехъ. Они отличаютъ похож1е предметы не отвлеченными 
числами: первый, второй, третай и т. д., но назвашемъ, индивиду
ально связанными съ каждыми пересчитываемыми предметами. Не 
общее число своихъ собаки держитъ въ памяти Эскимосъ, но 
отдельный пред ставленая о белой собаке съ черными крапинами, 
о собаке, родившейся въ голодную зиму и т. и. Поэтому пере- 
считываше является для дикаря, какъ указываютъ данныя, разбро
санный въ сочинешяхъ по первобытной культуре Леббока, Тайлора 
и др., операщею тяжелою, трудною, после которой дикарь сей- 
часъ-же начинаетъ жаловаться на боль въ голове.

Эту стадно умственнаго развитая, на которой находятся те
перь также Ботокуды Бразилш и Папуасы Новой Голландии, про
ходила несомненно и аршская раса, которая затемъ, въ лице выс- 
шихъ представителей своего resin, открыла численную закономер
ность и въ движет и отдаленныхъ небесныхъ светили и въ дви- 
женш неизмеримо-малыхъ молекулъ матерш.

%

Что и для аршской расы было время, когда понятае о числе 
не предатавлялось съ достаточной отчетливостью, подтверждаютъ 
преждевсего предашя народовъ, указывающая на техъ благодете-

, которые научили его числу. У грековъ, напри- 
такими изобретателями числа являются то Паламедъ, то

Припомнимъ ту поэтическую картину, въ которой передаетъ
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лредаше объ изобрЬтенш числа, устами Прометея греческш тра- 
гикъ Эсхилъ вь его безсмертнойдщШгедш „Прикованный Прометей*:

„Послушайте, что смертными сдЬлалъ я...
Число имъ изобрЬлъ
И буквы научилъ соединять,
Имъ память далъ, мать музъ, всего причину*.

Данныя языка, подобно народнымъ предашямъ, указываютъ 
намъ на первыя стадш выработки назватй для чиселъ и на пер
вый стадш р а з в и т  п о н я т  объ отвлеченномъ числЬ.

Существоваше во многихъ языкахъ единственнаго, двой
ственного и множественная чиселъ указываютъ, повидимому, на ту 
пройденную ступень р а зв и т , при которой ясно различались по
н я т  объ одномъ предмете и о двухъ предметахъ, но начиная съ 
трехъ такое различ1е прекращаюсь и являлось только одно поня
тие о множеств^, изъ которыхъ еще не дифференцировались друпя 
числительныя..

Л  •

3. Но есть данныя, указывающая намъ и на следующую 
ступень р а зв и т , на которой явились для
трехъ и четырехъ, но вместе съ т4мъ эти числа, являясь край
ними пределами чиселъ, им'Ьвшихъ назваше, служили символами 
множества, громадности. Припомнимъ изречете ОвщЦя:

„terque quaterque beati*,

и сопоставимъ съ нимъ изображеше множества въ египетскихъ 
!ероглифахъ четырьмя чертами или китайское „четыре моря* 
сто всйхъ морей.

• -у

Не лишено значешя и у ваза Hie лингвистики на то, что по 
грамматическому строю первыя три числительныя во многихъ 
языкахъ резко отличаются отъ всйхъ прочихъ числительныхъ; 
первыя три числительныя изменяются по родамъ (два, двЬ, tres,
tria), все проч1я не изменяются. Первыя числительныя принад
лежать, очевидно, более ранней эпохе, чЬмъ та, въ которую 
вырабатывались назватя прочихъ. То обстоятельство, что корни 
первыхъ трехъ числительныхъ общи всгъмъ известными народамъ 
артской и народамъ семитской расъ, между тЬмъ вавъ сходство 
пропадаетъ для дальнЬйшихъ числительныхъ, повазываетъ, что 
назватя прочихъ чвслительныхь появились уже въ ту, сравни
тельно недавнюю эпоху, когда арШсв!е и семитсше народы поки
нули свою общую родину.

1*
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Если назвашя числительного два связаны у разных! наро
дов! съ различными органами ^щюв^ва или животных! (у Китай
цев! два—пу (уши); въ Тибета два— patscba (крыло), у Гот
тентотов! два—t'koam (рука), то выработка дальнейших! назва
ний для чисел! находится, что признаютъ филологи, въ связи со 
счетомъ по палъцамъ. Имена числительныя во многих! языкахъ 
указывают! намъ, что у первобытнаго человека пальцы являются 
преимущественным! оруд!емъ счета, т. е. постоянным! неизмен
ным! рядом! значков!, съ которым! при ЙОресчитыванш сравни
вается всяшй другой новый ряд! перес^щмаваемыхъ предметов!.

Когда зулусу напр. нужно сказать шесть, онъ говорит! 
tatisitupa, что значить взять большой палец! руки; въ Гренлан
дки, въ долине Ориноко, въ Австралш шесть равнозначуще съ 
фразою: одинъ съ другой руки, десять—две руки, одиннадцать— 
две руки и палец!, двадцать— человек!. У Эскимосовъ берегов! 
Гудзонова залива назвашя числительных! для восьми, девяти, де
сяти несомненно совпадают! съ назвая1ями средняго, четвертаго 
и малаго лальцевъ: то же самое замечается у Гуарани Южной 
Америки и у Малайцевъ. У Таманаковъ съ Ориноко двадцать 
один!—одинъ съ руки другого человека; такое выражете объяс
няется, если мы сопоставим! съ ним! разсказъ путешественни
ков! о томъ, что у некоторых! народов! Южной Африки счетъ 
чиселъ и теперь производится съ помощью двухъ, трехъ человек!, 
при чемъ пальцы одного соответствуют! единицам!, пальцы друго
го—десяткамъ, пальцы третьяго—сотнямъ.

Что касается до языков! ар1йской расы, то только корень 
числительнаго пять (pente) несомненно тожественъ съ корнемъ 

скритскаго pankam или персидскаго penjeh (распростертая 
р > а ) . Но нельзя не упомянуть и о гипотезе Потта, объясняющей 
подобным! же образомъ ч и следуюшдя числительныя назвашями 
мизинца и прочих! пальцевъ правой руки. Поттъ сопоставляет! 
напримеръ назваше мизинца въ латинском! языке (auricularis 
чистяпцй уш и)'съ тожествомъ въ аргйскихъ языкахъ корня числи
тельнаго шесть и глагола скрести. Подобный же натянутая объ- 
яснешя даетъ Поттъ и для следующих! числительных!.

Но и независимо отъ гипотезы Потта раньше приведенный 
лингвистичесшя даниыя несомненно подтверждают! ту истину, что 
назвашя для первых! чиселъ получались отъ конкретных! предме
тов!, которыми пользовались для счета, что понятье объ отвлечен
ном! деломъ числе вырабатывалось изъ прикладнаго целаго чис
ла, изъ назвашй предметов! служивших! для счета.

§ 4. На известной стадш развиПя человечества расш ирете
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области ясно представляемыхъ и называемыхъ чиселъ пошло бы
стрее; но мы можемъ все таки урвать, основываясь на культурно- 
историческихъ данныхъ, какъ постепенно расширялась область чи
селъ, какъ постепенно то те, то друпя все болышя и болышя 
числа являлись пределами чиселъ, им'Ьвшихъ свои определенный 
назвашя, и потому символами неопред'Ьленнаго множества.

Мы находимъ наприм^ръ объяснеше, почему-* *,число тринад
цать считалось и до сихъ поръ считается суеверными людьми 
приносящимъ несчаст1е, если допустимъ, что число двенадцать 
являлось въ известное время символомъ множества, синонимомъ 
полноты, и следующее за нимъ число являлось лишнимъ и потому
нечестивымъ. несчастнымъ.

/

Въ тюркскихъ легендахъ, въ скиескихъ сагахъ синонимомъ 
неопред'Ьленнаго множества является или сорокъ или сорокъ сороковъ. 
Bniame туранскихъ сказами на наши были, изученное Стасовымъ, 
нозволяетъ отнести въ туранскому источнику и наше русское 
сорокъ сороковъ, часто употребляемое, какъ символъ несчетнаго 
множества.

Но еще болышй культурно-историческш интересъ связанъ съ 
числомъ шестьдесятъ, которое такъ часто фигурируетъ въ преда- 
шяхъ вавилонскихъ, персидскихъ и греческихъ, являясь въ нихъ 
всегда синонимомъ большого числа. Шестьдесятъ является .чис
ломъ вавилонскихъ боговъ, шестьдесятъ локтей—вышина золотаго 
идола, поставленнаго въ храме Навуходоносора. Позднее съ т^мъ- 
же значемемъ несчетнаго множества являются некоторый кратныя 
шестидесяти: 300, 360. Ксерксъ далъ Геллеспонту 300 ударовъ, 
Киръ раздробилъ реку Гиндесъ, въ которой потонула одна изъ его 
любимыхъ лошадей, на 360 ручьевъ. Въ одной персидской п^сн^ 
воспеваются 360 полезныхъ употреблешй пальмы.

Числа, встр'Ьчаюпцяся въ вавилонскихъ предамяхъ, цредста- 
вляютъ культурно-историчесшй интересъ въ двоякомъ отношенш. 
Вавилоиъ представляется намъ съ одной стороны родиною гаданШ, 
основаняыхъ на числахъ, родиною различныхъ числовыхъ cyeBipifl, 
которыя имФли обширное вл1яше съ одной стороны на Китай, съ 
другой на идеи Пиеагорейской школы, придававшей числамъ 
особое мистическое значеше. Это мистическое зяачеше, придавав
шееся числамъ, можегъ служить новымъ указатемъ на новость и 
трудность поняия о числе на известной ступени человеческаго 
развита !).

»

*) Вопросу о числовой мистиеЗ» посвящена статья проф. А. В. Васильева: 
<0 числовыхъ суев$р1явд>». Казань, 1885.
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Съ другой стороны число 60, встречающееся въ легендахъ 
Вавилонскаго происхождев1я, ЙЙЙСдедствш въ Вавилоне-же, при 
развиты научны хъ знангй, явилось основан1емъ системы счислешя, 
слЬды которой сохранились у насъ въ деленш времени и угловъ..

По мере р а з в и т  десятичной системы счислешя, ея единицы 
различныхъ разрядовъ являлись символами множества. Въ церков- 
но-славянсвомъ - языке тьма, т. е. неизмеримое множество, есть 
синонимъ то тысячи, то десятка тысячъ. Но существовало еще и 
„великое словенское число0, употреблявшееся, „коли нрилучался, 
великШ счетъ и перечень0. Этотъ велишй счетъ шелъ до единицы 
48-го разряда и даже иногда до единицы 49-го разряда. Въ этомъ. 
великомъ счете тьма означаетъ уже тысячу тысячъ, являются и. 
вы сипя единицы: легюнъ т. е. тйиа темъ (мшшонъ миллкшовъ), ле- 
одръ т. е. лейонъ лейоновъ и наконецъ ворот или леодръ леодровъ.

„И более сего0, говорится въ славянекихъ рукописяхъ, „несть 
(человеку) разумевати0. Но иногда (въ одной рукописи XVII сто- 
л*пя) доходили и до десяти вороновъ или колоды и затемъ наив
но прибавляли: „сего числа несть больше0.

Такимъ образомъ и здесь есть предгьлъ числамъ, но какъ 
далеко отстоитъ этотъ пределъ отъ техъ первыхъ пределовъ, на 
который указываютъ данный лингвистики.

5. Мы можемъ съ большею вероятностью указать ту ветвь 
аршской расы, которая относилась съ особенною любовью къ гро
ма днымъ числамъ и старалась по мере возможности расширить 
пределы употребляемыхъ чиселъ, изобретая для нихъ особенныя 
назвашя. Эта ветвь—древше индусы. Имъ принадлежитъ честь 
поразительнаго р а з в и т  искусства счета, какъ имъ же человече
ство обязано ариеметикою положешя. Подобно тому, какъ бот гре- 
ковъ сходятъ иногда съ Олимпа и, принимая участие въ людскихъ 
битвахъ, гордятся силою своихъ мускуловъ, учитель Нирваны и за
кона владыка Будда еще въ юномъ возрасте отличался искусствомъ 
счета. Я приведу отрывокъ изъ прекраснаго русскаго перевода 
поэмы Эдвина Арнольда: „Светъ Азш или Великое Отречеше0, 
съ необыкновенною точностью передающей легенду о Будде.

Восьмилетий царевичъ, будущш Будда, подвергается испы
танно Висвамитрою, „ваукъ, искусствъ учителемъ превосходнымъ0.

„И сказалъ Висвамитра:

Довольно, перейдемъ къ цифрамъ! Повторяй за мной, считай 
такъ, какъ я буду, гока дойдемъ до лакхи (лакха=ю о.ооо): одинъ, 
два, три, четыре, затемъ десятки, и сотви, и тысячи.

И вследъ за нимъ вазвалъ отрокъ единицы, десятки, сотни и
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не остановился на лакх4 ; н-Ьть онъ шепталъ дальше до гкхъ чиселъ 
которыми можно считать все, начиная отъ зеренъ на пол'Ь и до са
мой мелкой песчинки. Потомъ онъ перешедъ къ катх4 , къ счету 
зв4здъ ночныхъ, къ кати-катх4 , счету морскихъ капель, и дал4е къ 
счету песчинокъ Ганга и къ счету, единицами котораго изображает
ся весь песокъ десятка лакхъ р-Ькъ такихъ, какъ Гангъ. ЗагЬмъ по
шли еще бол-fce громадныя числа..... и, наконецъ, число, при помошя
котораго боги вычисляютъ свое прошедшее и будущее 1 ).

Lalitavistara (жизнеописаше Будды) даетъ даже число атомовъ 
въ ЬжанЬ (= 8 2 0 0  длинъ лука): оно равно 108,470,495,616,000.

6. „Псаммитъ" Архимеда: Задача выполнешя неопреде
ленно далеко простирающегося счета, которую поставили и 
шали Инд1йск1е мудрецы за три стол4т1я до начала нашей эры, 
перешла и къ эллвваиъ.

Подъ индшскимъ вл1яшемъ, можетъ быть, написано знаме
нитое сочинеше Архимеда: „Псаммитъ или исчислеше песку въ 
пространств^ равномъ шару неподвижныхъ зв4здъ“ 2). Но задача, 
которая на индЫской почвй явилась удовлетворешемъ простого 
любопытства, им4етъ въ творевш греческаго мудреца высокое 
научное значен1е.

Псаммитъ Архимеда им4етъ ц4лью доказать, что въ про
тивность мн4шю гЬхъ, которые думаютъ, что число песчинокъ 
безконечно и не можетъ быть сосчитано, нетрудно составить поня- 
Tie о такихъ числахъ, которыя больше числа песчинокъ, вмеща
ющихся въ пространств^ равномъ величин^ не только земли, на
полненной пескомъ со вс4ми своими пропастями и глубиною мор
еною, даже до вершинъ высочайшихъ горъ, но и ц4лаго Mipa или 
шара неподвижныхъ зв4здъ.

М1ръ для Архимеда шаръ, котораго центръ въ земд4, радь 
усъ-же равенъ разстоянш отъ центра земли до центра солнца; 
поперечникъ шара неподвижныхъ зв4здъ меньше десять тысячъ 
разъ взятаго поперечника Mipa.

Чтобы решить поставленную себ4 задачу, Архимедъ показы- 
ваетъ, на основанш предположешй современныхъ ему астрономовъ 
и собственныхъ ваблюдевш надъ величиною видимаго поперечника 
солнца, что поперечникъ Mipa меньше ста мир!адъ мир1адъ стадш 
(мир1ада=10.000; греческая стадия им-Ьла въ се64 504 фута 478 
дюйма). Относительно величины песчинокъ онъ д4лаетъ предполо-

‘‘) СвТ.тъ Азш—переводъ А. Анненской стр. S—9.
г) Русскгй переводъ этого сонинешя изданъ въ 1S24 г. 0. Петрушевскимъ.
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жеше, что число песчинокъ, содержащихся въ количестве песку 
не больше маковаго зерна, будет Ъ". не больше мир1ады и что по- 
перечникъ маковаго зерна не меньше сороковой части дюйма (гре- 
чесшй дюймъ былъ немного больше 3|4 нашего). После этихъ 
предположенШ Архимедъ переходить въ изложешю своей номен
клатуры чиселъ.

Числа отъ единицы до мир1ады мир1адъ (отъ 1 до 10 s) на
зываются первыми; мир1ада мир1адъ первыхъ чиселъ (108) назы
вается единицею вторыхъ чиселъ и вторыя числа идутъ отъ этой 
единицы до мирьады мнр1адъ этихъ единицъ (отъ 108 до 1016). 
Мир1ада мир1адъ вторыхъ чиселъ называется единицею третьихъ 
чиселъ и третьи числа идутъ до мир1ады мир1адъ этой единицы 
(от® 1016 до 102*).

Подобнымъ же образомъ будемъ продолжать называть сл'Ьдую- 
ця числа даже до мир1ады мир1адъ чиселъ мир1адомир!адныхъ. 

Все эти числа называются числами перваго першда и последнее
/  8 Ю 8\

изъ нихъ (очевидно, равное (10 ) или единице съ восемью

стами миллюновъ нулей) назовемъ единицею второго nepio- 
да, и опять мир1аду мир1адъ первыхъ чиселъ второго першда

8. 1 0 8 +  S10 назовемъ единицею вторыхъ чиселъ этого же пе

ршда и т. д. Подобнымъ-же образомъ вводятся единицы чиселъ
8.8.10 s\), пятаго . першда

2 8 Ю8третьяго \ 10“' * ), четвертаго10

4  8 1 0 810 ) и т. д. даже до миршды миргадъ чиселъ мир1адоми-

р1адныхъ першда мир1адомир1аднаго (10 1 0 8.8.1 0 8

Последнее число изобразится единицею съ восемьюдесятью 
тысячъ биллшновъ нулей; чтобы написать его, нужно потратить 
около 2.000.000.000 д^тъ непрерывной работы днемъ и ночью.

Архимедъ повазываетъ, что, для р еш етя  поставленной имъ 
себе задачи объ определенш числа песчинокъ въ шаре Mipa или 
даже въ шаре неподвижныхъ зв'Ьздъ, н&тъ никакой необходимости 
въ столь громадныхъ числахъ. Последовательно вычисляетъ Архи
медъ число песчинокъ въ шаре, поперечникъ котораго равенъ ста 
дюймамъ, въ шарахъ съ поперечникомъ въ мир1аду дюймовъ, сто 
стадШ, мир1аду стадш и т. д. и т. д., постоянно пользуясь свой- 
ствомъ геометрической и ариеметической прогрессш, въ которомъ 
можно видеть начало теорш логариемовъ, и, доходя до шара Mipa, 
показываетъ, что число песчинокъ, въ немъ заключающихся, выра-
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жается чисдомъ меныпимъ „тысячи единицъ чиселъ седьмыхъ“ 
(1061); число песчинокъ, заключающихся въ шарю неподвижныхъ 
звгьздъ, меньше тысячи мир'ъадъ чиселъ восъмыхъ (1063).

Трудно указать въ математической литератур!* сочинете, ко
торое превосходило бы Псаммитъ Архимеда по интересу, смелости 
и богатству заложенныхъ въ немъ идей. Оно развивало поняИе о 
безвонечно-болыпомъ, подобно тому, какъ въ своихъ сочинешяхъ о 
квадратур!* параболы, объ изм!*рещи круга Архимедъ касался по- 
няия о безконечно-маломъ, лежащемъ въ основаши современнаго 
анализа.

. I

Псаммитъ Архимеда ввелъ въ науку понятге о безконечно- 
продолжающемся рядгъ цгьлыхъ положителъныхъ чиселъ. Много
трудная работа человйческаго духа была окончена.

Рядъ ц'Ьлыхъ положителъныхъ чиселъ, безконечно продол
жающихся,—предметъ благоговМнаго удивлешя для иядусовъ и та- 
инственнаго толковатя длямудрецовъ Вавилона и Пиеагорейдевъ, 
явился могущественнымъ оруд!емъ для познатя природы.

Исходя изъ него чистая математика строитъ поняИе о дроб- 
номъ, отрицатедьномъ, несоизм’Ьримомъ, комплексномъ числ’Ь и это 
обобщенное понятае о числ4 составляетъ единственный объектъ 
чистой математики, которая можетъ поэтому быть названа „арие- 
метикою“. „Аривметика“, говорить Гауссъ, „стоишь въ томъ-же 
отношенги къ математика (включая въ нее гео мет pi ю и меха
нику), въ какомъ последняя стоитъ къ изучетю природы. Ма
тематика есть царица естествознатя, и аривметика есть ца
рица математики11. .



Изъ ФИЛОСОФШ понят!я о ц’Ьломъ положитель-
номъ чиел'Ь.

Поняпя о числй, пространств^ и време
ни, употребляемый въ математик^, должны 
быть развиваемы въ чистомъ подй философ
ской приготовительной работы, изъ котораго 
уже потомъ вступаютъ въ отгороженыя об
ласти раздкчныхъ наукъ. Развнт1е этихъ 
понят1й должно им$ть дельно наделить ихъ 
основными свойствами, необходимыми для 
спед1альнаго изучешя.

Л, Кронекеръ.

§ 7. Натуральная числа или ц'Ьлыа положительная числа 
(въ первомъ отделе мы будемъ часто называть ихъ просто числа
ми) служатъ для счета и для опредЗыешя порядка. Первое научное 
определение числа было дано Евкдидомъ (около 800 г. до Р. X.) 
въ 7*ой книге его „Началъ“. Определивши единицу какъ то, по—
чему каждая изъ существующихъ вещей есть единственная, Евклидъ 
определяетъ число какъ множество, составленное изъ единицъ 
(собрате единицъ). Великимъ шагомъ въ науке было распростра
ните лоняйя о числе и введете другого научнаго определетя 
числа, применимаго уже и къ несоизмеримымъ числамъ. Это опре- 
делете вырабатывалось постепенно *) и точно формулировано въ

‘) Михаила Стифель, который первый говорите обт, ирращональныхъ (несо
измеримых!;) чисдахъ, не считаете ихъ настоящими числами (si© irrationalis nu- 
merns nonest verus nnmerns—Arithmetica integra 1544) подобно тому какъЕвкдмдъ 
категорично отличала ирращональння величины оте чиселъ (incommensurabiles 
magnitndines inter se rationem non habent (juam nnmerns ad numernm—7-ое пред- 
ложеше 10-й книги Началъ). Декартт. обозначает'!, отношетя отр’Ьзковъ буквами 
и оперируетъ съ ними, какъ съ числами, т  Ш формулируетъ точно определетя  
числа.
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первый разъ Ньютономъ (1642— 1725) въ его Arithmetica uni
versalis (1707): Число есть отношенге одной величины къ 
принимаемой за единицу 1).

Таковы два главныя определешя числа, которыя долго ста
вились въ основаше математической науки, при чемъ въ ХУНТ в. 
и въ XIX в. опред’Ьлеше Ньютона предпочиталось определенно 
Евклида, т. е. впереди ставилось общее опред^лете вещественнаго 
числа, а целое положительное число разсматривалось какъ част
ный случай. Такъ поступали Эйлеръ (1706— 1782) (Алгебра) и 
Лаграижъ (1736— 1813) (Lecons 6lementaires de mathematiqes, 
denuees en Ecole Normale en 1795).

Такъ поступаетъ и Лобачевсый въ своей Алгебре. Опреде
ливши колите, какъ все то, что допускаетъ понят1е о величингь, 
онъ прибавляетъ: „ величинавсякаго коликаго познается только че- 
резъ сравнете съ другимъ, взятымъ за меру. Семь аршинъ сукна, 
напримеръ, величина одного коликаго—сукна, определенная черезъ 
сравнеше съ другимъ—аршиномъ, взятымъ здесь за меру“.

„Когда умалчивается и то, для чего назначается величина, и 
то, что берется для сраввейя, тогда величина получаетъ назваше 
числа, а мгьра единицы. Въ сказанномъ примере семь число, ко- 
тораго единица— аршинъ  Число бываетъ целымъ, когда выра
жается безъ долей®.

Въ последнее время, при усилившемся стремлеши обосновать 
философскую сторону чистой математики, въ основаше математики 
ставится не общее понят1е о числе вещеетвенномъ, но поняйе о 
числе натуральномъ, какъ указателе порядка и численности.

Приведемъ несколько наиболее обдуманныхъ объяснена чи
сла, которыя въ общемъ совпадаютъ между собою.

„Естественный исходный пунктъ для развхшя понятья о чи
сле находится, говоритъ Кронекеръ, въ порядковыхъ числахъ. Въ 
нихъ обладаемъ мы запасомъ известяыхъ въ твердой последователь
ности находящихся обозначевш, которыя мы можемъ приписывать 
группе различныхъ и различаемыхъ нами предметовъ 2). Совокуп
ность употребляемыхъ при этомъ обозначен^ соедиаяемъ мы въ •)

•) Nuroerum non tam multitadinem nnitatnm (опред$леше Евклида!!), quam 
abstract am quantitatis cujnsvis ad aliam ejnsdem generis qnae pro nnitate habetur 
rationem intelligimns.

") Предмета могу та. быть въизв$стномъ смысла равны между собою и раз
личны только по положению въ пространств'!;, во времени или въ мнсляхъ, какъ 
наир. дв4 равныя длины или два равныхъ лертда времени. (Кронекеръ).
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понятш о „численности предметовъ", изъ которыхъ состоитъ групоа, 
и выражеше для этого поияия мы связываемъ съ послгъдиит изъ 
употребляемы хъ обозначешй, такъ-какъ последовательность ихъ 
точно определена. Такъ въ группе буквъ (а, Ь, с, d , е) можно 
обозначить букву а „первою", букву Ъ „второю" и т. д. и нако- 
нецъ букву е „пятою". Совокупность при
порядковыхъ чиселъ или „ численность“ буквъ , Ъ, с, е можетъ 
поэтому быть обозначена, сообразно съ посл'Ьднимъ изъ употреблен- 
ныхъ порядковыхъ чисель, числомъ „пять" *).

Можно изъ самихъ порядковыхъ чиселъ составить группу 
объектовъ. Для той группы, которая состоитъ изъ определенна го 
(п—таго) порядковаго числа и изъ всехъ предыдущихъ порядко
выхъ чиселъ, „численность" выражается, соответственно выше дан
ному опредеденш, количественнымъ числомъ, соответствующимъ 
п —тому порядковому числу; эти-то количественный числа и на
зываются „числами".

Число т называется „меныпимъ" чемъ другое число п, 
если порядковое число, соответствующее т, предшествуетъ соот
ветствующему п. Такъ называемый естественный рядъ чиселъ 1, 
2, 3,... есть ничто иное, какъ рядъ соответствующихъ порядковыхъ 
чиселъ.

Когда пересчитываютъ группу объектовъ, т. е. обозначаютъ 
порядковыми числами по порядку отдельные объекты, то этимъ 
самымъ придаютъ объектамъ известный порядокъ.

Оставляемъ теперь безъ изменешя порядокъ объектовъ, но 
установляемъ новую последовательность порядковыхъ чиселъ (пере
ставляя ихъ между собою) и затемъ первый объектъ обозначаемъ 
первымъ порядковымъ числомъ новой последовательности, второй— 
вторымъ порядковымъ числомъ, и такъ по порядку каждый следую
щей объектъ следуюшимъ порядковымъ числомъ; тогда и объекты 
получаютъ снова особый порядокъ, отличный отъ предъидущаго, но 
определяемый приписанными имъ порядковыми числами; предметы 
считаются тогда въ другомъ порядке. 1).

При этомъ „ совокупность“ порядковыхъ чиселъ, употреблен- 
ныхъ для обозначешя, дающая по выше данному опредеденш по- 
няпе о „численности" предметовъ, нисколько не изменяется, и
потому численность т. е.

1) Здйсь намеренно употребляется перестановка не преднетовъ, а ихъ обо
значений порядковыми: числами; въ про тивнозмъ случай могло-бы возникнуть со- 
мнйше въ возможности перестановлять предметы (Кронекеръ).
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результата счета не зависитъ отъ порядна счета.

„Численность" предметовъ группы есть поэтому свойство 
группы какъ таковой, т. е. какъ совокупности предметовъ незави
симой отъ какого-нибудь определенная порядка......

Если мы будемъ называть камя нибудь две системы (а, Ъ, 
с, <?,...), а ', Ъ\ с',...) эквивалентными въ томъ случай, когда мож
но преобразовать одну систему въ другую, заменяя по порядку 
каждый элементъ первой системы элементомъ второй, то необходи
мое и достаточное услов1е для эквивалентности двухъ системъ 
будетъ состоять въ равенстве численности ихъ элементовъ и чи
сленность элементовъ системы (а, Ъ, с, d,.,..) можетъ быть харак
теризована, поэтому, какъ единственная „инвар1антаи (неизмй- 
няющееся всйхъ между собою эквивалентныхъ системъ *).

Тй же идеи высказываетъ Гельмгольцъ въ своемъ мемуарй 
„ Счетъ и Измгъретеи.

„Счетъ есть операщя, основывающаяся на томъ, что мы на
ходимся въ состоянш удерживать въ памяти последовательность, 
въ которой являлись во времени одинъ за другимъ акты нашего 
сознашя. Мы можемъ поэтому разсматривать числа, какъ рядъ 
произвольно избранныхъ знаковъ, для которыхъ только одинъ опре
деленный видъ последовательности считается нами естественнымъ

» С

или „натуральными".
Обозначете „натуральная “ ряда чиселъ связано, правда, съ 

определенными приложешемъ счета, именно съ определешемъ чи
сленности (Anzahl) данныхъ реальныхъ вещей.

Прикладывая вещь одну за другою къ пересчитываемой кучй, 
мы произносимъ числа одно за другимъ въ ихъ естественномъ 
порядке.

При этомъ порядокъ числовыхъ знаковъ не имгьетъ никакого 
зиачетя; какъ слова для обозначешя чиседъ различны въ различ-

*) Съ этими взглядами Ероневера совпадаетъ и теория Дедевинда, который 
вводитъ сначала общее понят1е о систем^ элементовъ, т. е. совокупности отд^ль- 
ныхъ вещей, разлииаетъ системы вонеиныя и безконечныя; одну изъ эквивалент
ныхъ системъ Кронекера Дедекиндъ пазываетъ подобнымъ изображетемъ другой. 
(Teopin изложена въ мемуар4: Was sind nnd was sollen die ZaElen. Brannschw.) 
Студенпесюй математипесмй кружокъ Еазанскаго Университета нынй издалъ 
Сборникъ мемуаровъ по основаи1ямъ ариекетики, въ который вошли какъ пере- 
водъ статьи Дедекинда такъ и мои раньше изданные переводы статей—Гельм- 
уодьца, Кронекера и Гильберта.
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ныхъ языкахъ, такъ и последовательность ихъ можетъ быть про
извольно определена, не только съ темъ, чтобы неизменно какая
нибудь определенная последовательность считалась нормальною 
или естественною.

Эта последовательность является действительно нормою или 
закономъ, данными нашими предками, выработавшими языкъ. Я 
оттеняю это обстоятельство, такъ какъ кажущаяся „естествен
ность“ ряда чиселъ происходить только отъ неполнаго анализа 
понятая о числе.

Математики называютъ этотъ естественный рядъ чиселъ ря- 
домъ положительных^ целыхъ чиселъ.

Рядъ чиселъ врезался въ нашу память прочнее всякаго дру- 
того ряда, что происходить безъ сомнешя отъ его более частаго 
повторешя. Мы употребляемъ его поэтому и для того, чтобы укре
пить въ нашей памяти воспоминате о друъихъ последовательно
стях^ т. е. мы употребляемъ числа какъ порядковый числа11.

8. Итакъ, для счета предыетовъ необходимъ рядъ значвовъ 
произвольно избранныхъ, для которыхъ должна быть строго и 
неизменно определена известная последовательность; при счете 
предметовъ мы сравниваемъ ихъ рядъ съ рядомъ нашихъ значвовъ.

Значками нормальнаго ряда могутъ быть матер1альные пред
меты, взятые въ 1 определенной последовательности, какъ напр:, 
пальцы руки въ извесгномъ порядке или камешки calculi= к а -  
мешки,—calculare—считать) или нарезки на деревянной бирке; 
при дальнейшемъ развит!и человечества такимъ рядомъ значковъ 
является рядъ „натуральныхъ ч и с е л ъ Рядъ натуральныхъ чи
селъ представляетъ приведенную въ строгий порядокъ 
именъ, которая допускаетъ легкое запоминаше порядка и потому 
и употребляется для счета.

. Тамъ, где предметовъ немного и они легко различимы—ихъ 
обозначаютъ собственными именами (друзей, напр., мы не обоз- 
начаемъ нумерами); но все предметы, встречающееся въ большомъ 
количестве и не легко отличаемые, должны быть отмечены номерами.

Номера даютъ намъ возможность найти тотъ или другой 
домъ, ту или другую десятину пашни. Въ малокудьтурномъ городе, 
какъ напр. Казань, дома на улице отысвиваютъ по внеш- 
нимъ признакамъ (сбренькШ, на углу, противъ мелочной лавочки) 
или по фамшпямъ владельцевъ; мой другъ—американский ноклон- 
нивъ Лобачевскаго—живетъ въ АустинФ въ доме Л» 2407.

Такъ какъ . во всякомъ нормальномъ ряде, служащемъ для 
счета, преимущественное значеше имеетъ строго определенная по-
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елйдовательность, то каждое число определяется своими положе- 
щемъ въ разъ на всегда выбранномъ нормальномъ ряде. Значекъ 
единица мы приписываема тому члену ряда последовательности, 
съ котораго начинаемъ. Два есть число, которое следуетъ непо
средственно за единицею; три есть число, которое следуетъ не
посредственно за двумя, и т. д.

Если какое нибудь число обозначается а, то число, непосред
ственно следующее за нимъ въ нормальномъ ряду, обозначается 
«•+•1; а 4- 6 обозначаетъ то число нормальнаго ряда, которое по
лучается при счете до 6, если при числе «4-1 считать единица, 
при числе « 4-2 —два и т. д.

Изъ сопоставлетя этихъ обозначены^ вытекаетъ Грассманов- 
ская ариеметическая аксгома:

(« 4 -6 )4 -1 = « 4 -(& 4 -1),

и, какъ ея с л е д с т я , и законы ассощативности и коммутативности 
сложения (см. § 11). Анализъ понятая о нормальномъ ряде приво
дить также къ прочимъ авиомамъ ариеметики.

Понятае о роде чиселъ и ихъ сложенш, выведенное изъ раз- 
сматриватя ряда чиселъ, какъ нормальнаго ряда значковъ, совпа- 
даетъ съ теми понятаями, которыя получаются при определенш 
численности предметовъ и соединенш двухъ или болыпаго числа 
группъ предметовъ въ одну; но тотъ-же анализъ указываетъ, что 
внеш те предметы должны удовлетворять известнымъ услов!ямъ 
для того, чтобы они могли быть пересчитываемы.

Они не должны пропадать, не должны сливаться одинъ съ 
другимъ, не могутъ делиться на два или более во время пересчи- 
тыванхя и въ нимъ не могутъ прибавляться во время этой опера- 
щи новые предметы. Выполняются ли эти услов1я для определен- 
наго класса объевтовъ—можетъ быть естественно решено только 
посредствомъ опыта. Поэтому только опытъ можетъ указать на воз
можность применетя къ данному ряду предметовъ ариеметическихъ 
акс1омъ и, следовательно, сами эти авсшмы, подобно акеюмамъ 
геометрш, не могутъ иметь того трансцедентальнаго, независимаго 
отъ опыта значешя, какое имъ приписывали Кантъ.

Зависимое отъ опыта происхождеше понятая о целомъ числе 
и связанныхъ съ нимъ аксшмъ подтверждается вместе съ темъ и 
вышеприведенными данными изъ исторш числа.

Мы видели, съ какими трудомъ и какою постепенностью рас
ширялся чиеленный кругозоръ и какую важную роль играли при 
этомъ органы человека, сначала две руки или два уха, потоми 
пальцы, представлявппе такими образомъ матер1альные значки,
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употреблявппеся при счете, которые только постепенно заменялись 
рядомъ отвлеченныхъ целыхъ чиселъ.

9. Взгляды Гельмгольца и Кронекера, изложенные нами, 
къ которымъ примыкаютъ также и взгляды изв'Ьстнаго философа 
Маха 1), не совпадаютъ ни со взглядами эмпирической школы, ни 
со взглядами последователей Канта.

Они отличаются отъ взглядовъ эмпирической школы, которые 
особенно обстоятельно изложены въ „Логике® Джона-Стюарта Милля. 
По мненпо Милля— „все вещи обладаютъ количеством^, все состоять 
изъ частей, которыя могутъ быть перечисляемы, и въ этомъ смы
сле оне обладаютъ всеми теми свойствами, которыя называются 
числовыми свойствами. Поэтому истины ариеметики имеютъ въ 
действительности своимъ предметомъ факты, подоб
ные другимъ фактамъ естествознатя, которые мы можемъ воспри
нимать при помощи нашихъ органовъ чувствъ; оне имеютъ опыт
ный характеръ, потомучто суть обобщешя изъ опыта и наблю- 
дешя®. >

Изложенная нами Teopia, напротивъ, разсматриваетъ числа, какъ 
продуктъ нашего ума а), ибо числа—рядъ знаковъ, необходимыхъ 
для того, чтобы отмечать акты нашего сознашя;— и определивъ 
такимъ образомъ числа, мы не можемъ говорить о числовыхъ свой- 
ствахъ вещей и о происхожденш понямя о числе исключительно 
изъ внешняго опыта и наблюдешя надъ физическими вещами.

Впрочемъ, въ цитированной статье Махъ смотритъ на пред- 
ложешя ариеметики, какъ на тытныя предложетя, хотя и почерп- 
нутыя изъ внутренняго опыта.

Но изложенная точка з р е т я  не менее отличается и отъ 
Кантовскаго апрюризма, который принималъ истины ариеметики 
за данныя a priori положежя независимый отъ опыта и даже 
отъ всехъ впенатлент внешнихъ чувствъ, а потому и обладаю-

*) См. его Principien der WSrmelehre (статья Namen und Zahlea). Также
* i

научно-нонулярныя статьи объ экономической природ* * физическаго изсл*доватя.
2) Кронекерь приводить цитату изь письма Гаусса къ Бесселю, въ которомъ 

Гауседь противополагаетъ истины геометрш и истины ариеметики: «Наше знаше 
истинь геометрш совершенно лишено того полнаго уб*ж детя въ ихъ необходимо
сти (а следовательно абсолютной истин*), которое принадлежитъ у ч е н т  о вели- 
чинахь: мы должны скромно сознаться, что если число есть только продуктъ на
шего духа, то пространство и помимо нашего духа им*етъ реальность, которой 
мы не можемь-а priori предписывать законы».
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щгя всеобщностью и необходимостью. Такой необходимой всеобщ
ности въ применены къ объективному Mipy,— какъ -было указано 
въ предыдущемъ §, истины ариеметики не имЬютъ: "предметы 
должны иметь особыя эмпиричесмя качества для того, чтобы мог
ли быть пересчитываемы 1).

Положешя ариеметики не вносятся въ познаше вн^шняго 
Mipa; они составляютъ только методъ выработанной
продолжительною психическою работою человечества системы 
знаковъ, съ помощью которой мы заменяемъ изучеше отношенШ 
между вещественными предметами мысленными операндами надъ 
этими знаками, достигая этимъ „экономш мысли

К ате  бы перечисляемые предметы мы ни подставляли вместо 
натуральныхъ целыхъ чиселъ, пoлoжeнiя ариеметики остаются 
одни и те же, т. е. могутъ быть выводимы одинъ разъ и приме
няемы въ безконечномъ множестве различныхъ случаевъ.

Мы и переходимъ теперь къ выводу необходимыхъ для обос
нован]^ ариеметики акстмъ и законовъ сложенщ и умножешя—

III,
Аксюты и законы операщб въ учеши о целыхъ числахъ.

10. Рядомъ натуральныхъ или целыхъ положительныхъ 
чиселъ, мы будемъ называть рядъ знаковъ, определяемый следую
щими свойствами:

I. Рядъ начинается некоторымъ числомъ, и это первое чи
сло ряда называется единицею и обозначается 1.

II. За каждымъ числомъ ряда , и только
число и каждому числу ряда (кроме числа 1) предшествуетъ 
одно— и только одно— число. (Первое обобщеше поняия о числе 
будетъ состоять во введены числа, предшествующаго 1 и обозна- 
чаемаго 0; но пока мы не вводимъ его, такъ какъ введете его 
не является необходимымъ при пересчитываны 2). Число следующее

*) Желающихъ ближе познакомиться съ эмпирическою и ащлорною Teopiero 
поняйя о пи с.if. отсылаенъ къ сочиненно проф. Челпанова: «Проблема воснрщря 
пространства». Часть 2, Шевъ 1904, стр. 227—254; а также къего стать!;: «Обзоръ 
новейшей литературы по Teopin понятая» (Шев. Унив. Из в. 1900 г.).

2) При изображены! чиселъ мы можемъ, какъ показываютъ церковно-славян- 
скШ, датинскДй и греческШ способы писашя, обойтись безъ нудя.

IJ *
I щ,ии

£ * В Й I %

2

h л
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за какимъ-набудь чисдомъ а обозвачамъ (временно) а 4- и будемъ 
называть числомъ „высшимъ“ а и всЬхъ чиселъ предшествую- 
щихъ а. (Дла обозначена того, что Ъ выше а, будемъ употреблять 
значокъ >-: 2г>а).

Число, предшествующее а, будетъ обозначаться а— и будетъ 
называться низшимъ, чЗ>мъ а и веб числа, сл'Ьдуюпця за а 
(Ъ ниже а обозначается д<^а).

Изъ опредйлешя нонятш выспйй, низшШ сл^дуетъ, что: 1° если 
сО>Ъ, то и 2° если а>-&, то а > с  и если а < $ ,
Ь<Сс, то а<Сс. Если два числа а и Ъ различны, то изъ того, 
что каждому числу предшествуетъ только одно число и за каждымъ 
числомъ сл^дуетъ только одно число,—вытекаетъ, что если за двумя 
числами а и Ь сл^дуетъ одно и то же число, то а и Ъ тождествен
ны, и если числамъ а и Ъ предшествуетъ одно число, то а и Ъ 
тождественны.

III. Ни одно число не повторяется въ нашемъ ряду.

Изъ этого положешя вытекаютъ сл'ЬдуюшДя сл4дств1я:

1. Каждое число равно себгЬ, и только самому себ^ (число, 
стоящее въ нашемъ ряду на одномъ м^етЬ, не можетъ равняться 
числу, стоящему на другомъ мйст1>).

Для нашего ряда чиселъ понятчя о равенств^ и тождеств^ 
совпадаютъ. Отношеше равенства или тождества двухъ чиселъ бу
детъ обозначаться: а=Ь, и если а то и Ъ=а (симметричность).

Поэтому изъ а=Ъ, Ъ=с сл^дуетъ непосредственно: а = с ,  ибо 
оба вышеприведенныя равенства выражаютъ, что оба числа а я с 
тождественны (транзитивность).

Это CÂ ACTBie совпадаетъ съ 1-ою аксюмою учешя о равен- 
ств4 величинъ: если двЬ величины равны порознь третьей, то он£ 
равны между собою. * 1).

4

’) Приведемъ рядъ акетомъ учешя о ведичинахъ въ томъ вид$ вакъ они 
формул] ированы были Еввлидомъ въ его «Начадахъ»:

1) Величины, равный одной и той-же величин^, равны между собою.
2) Если въ веллчинамъ равнымъ придадимъ величины равный, то суммы 

лолучимъ равный.
3) Если отъ величинъ равныхъ отнимемъ величины равпыя, то остатки по- 

лучимь равные.
4) Если въ величинамъ неравнымъ придадимъ величины равный, то суммы 

лолучимъ неравный.

>
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Такимъ образомъ подтверждается применимость 1-й авсюмы 
жъ числамъ.

2. Если а, Ъ суть кавля-нибудь два числа, столица на раз- 
ныхъ местахъ, то они различны, и обратно—т. к. вънашемъряду 
звавовъ на каждомъ месте можетъ стоять одно—и только одно— 
число, то если а и Ъ суть два различный числа, то одно опреде
ленное изъ нихъ выше другого: или а̂ >Ь или a<Zb.

Обозначетя (временный). Въ виду того, что десятеричная 
система счислешя основывается на введенш операщй (сложен ia, 
умножешя и возвышешя въ степень) надъ числами, мы вводимъ 
временно следующая обозначешя: 1 +  = 2 ,  2 -ь = 3 .... 8 4- = 9 ,
9 +  = Х , Х ^ = Х 1 ,  . . . .  Х9 +  = Х Х , . . . .  ХХХХ94- =L,
LXXXX9 4- = (?, . . . .  и т. д. Съ помощью этихъ обозначенШ 
мы можемъ тогда письменно передавать другимъ результаты наше
го пересчитывашя.

§ II. Сложеже натуральныхъ чиселъ.
#

Числа натуральнаго ряда, определеннаго свойствами перечи
сленными въ предъидущемъ параграфе, могутъ быть сами прини
маемы за объекты счета, могутъ быть сами пересчитываемы. 
Начне:йЬ> пересчитывать числа нашего рада, начиная съ числа а 
Если число «4- я считаю первыиъ (разъ); число (а 4-)4- (т. е. сле
дующее за а 4-) вторымъ (два) и т. д., и если такимъ образомъ по
следовательно считая числа ряда, я дойду до числа с, отсчитавши 
Ь, то число с называется суммою числа а и числа Ь, и это отно- 
шеше между тремя числами обозначается:

с—а + Ъ.

Наир, считая при числахъ 8, 9, 10, 11 последовательно , разъ, 
два, три, четыре, я пишу

1 1 = 7  4-4.

Операщя этого дальвейшаго отсчитыватя называется сложе- 
тем ъ съ чиеломъ а числа Ъ. Порядокъ чиселъ имеетъ значеше, * •

5) Если отъ величина неравныхъ отнимемъ величины равный, то остатки 
лолучимъ неравные.

6) Величины двойння одной и той же величины равны между собою.
7) Половины одной и той же величины равны между собою.

• . > '•

8) Цйлое болйе своей части.

2*
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такъ какъ въ нашей операцш числа а и 6 играютъ неодинаковую 
роль.

Поел1!  введешя этого новаго обозначения, очевидно, что чи
сло я +  можетъ быть обозначено и я + 1, число (я +  ) +  знакомъ 
й +  2 и т, д.

Изъ даннаго определешя операцш сложешя вытекаетъ, что 
1° если я = 6 , то а + с = 6  +  с и 2° если «£>6, c=d, то а +  с > 6  +  d 
или если я < 6 , c=d, то я +  с<Сб +  й. Такимъ образомъ и акешмы: 
равное приданное къ равному, дастъ равное, равное, приданное къ 
неравному дастъ неравное (ато м ы  2-я и 4-ая выше даннаго ряда) 
сохраняютъ свою применимость къ нашему „натуральному" ряду.

3) Изъ определешя сложешя вытекаетъ также, что если чи
сло с выше ч^мъ другое число я, то я могу представить всегда 
число с, какъ сумму я и векотораго другого числа Ъ. Действитель
но, начиная считать съ числа я + 1 , я всегда дойду до числа с и 
то число Ъ, которое будетъ носдеднимъ, мною употребленвымъ 
для счета, и будетъ искомымъ числомъ.

Наконедъ, изъ определешя операцш сложешя вытекаетъ 
следующее свойство этой операцш, которое я буду называть 
мановскою andoмою сложетя:

IV. (a +  6) + 1 = я  +  (6 +  1)

Объяснете. Действительно, если я, пересчитывая по порядку 
числа я + 1 , я + 2 , . . . . я +  6, говорю при этомъ пересчитываши 
1, 2, . . . . ’6, то при сдедующемъ за я + 6  числе т. е. числе 
(я +  6) + 1  я долженъ сказать 6 + 1 , т. е. это следующее за а + Ъ 
число есть, по данному определенно сложешя, сумма чиселъ а и 
6 + 1.

Грассмановская акешма есть, очевидно, только описанье на
шей операцш отсчитывангя ряда чиселъ и можетъ быть также 
разематриваема, какъ определеше операцш сложешя.

Следств1емъ Грассмановской акешмы являются частныя чи- 
словыя формулы, подобныя формуле 5 + 4 = 9 ,  природа которыхъ 
такъ интересовала всегда философовъ 1). На основанш Грассманов
ской акешмы имеемъ:

ч. *)

*) Лейбницъ доказывалъ ихъ дочти такъ-же точно, какъ оп& доказаны въ 
текста на основанш Грассмановской аЕсшш. Кантъ напротивъ считалъ ихъ син
тетическими ащнорннми суждениями, и изучете вопроса о томъ, какъ возможны 
подобный синтетичесЕ1я ащчорныя сужденш и чЗ>мъ обусловливается ихъ объек
тивное значеше—есть основной вопросъ Кантовской «Критики чистаго разума».
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5 +  4—5 +  (3 + 1 )—(5 +  3) ч-1. 

Нодобнымъ-же образомъ: 5 +  3 = (5  + 2 )+ 1 ,

5 +  2 = (5  + 1 ) + 1

По 5 +  1 = 6 , следовательно 5 +  2 есть число следующее за 
6 т. е. 7, 5 +  3 есть 8, 5 +  4 есть 9.

Проверка частныхъ числовых® формулъ требуетъ, такииъ 
образомъ, применения Грассмановской аксюмы конечное число разъ.

Ты переходимъ теперь къ выводу общихъ законовъ, приложимыхъ 
ко всемъ числамъ нашего безконечнаго ряда. Очевидно, что къ 
этой цели насъ не можетъ привести конечное число суждешй 
(силлогизмовъ). Общая теорема применимая ко всемъ числамъ, 
выражающая свойства безконечваго ряда чиселъ (а выводъ такихъ 
общихъ теоремъ и составляетъ цель науки), требуетъ для своего 
доказательства безконечнаго множества силлогизмовъ. Но это без- 
конечное множество силлогизмовъ заменяется въ математике особен- 
нымъ методомъ доказательства, известнымъ подъ назвашемъ способа 
полной или математической индукцм или способа перехода отъ 
п къ п + 1 или способа разсуждешя par recurrence (иногда Спо- 
собъ Бернулли). Методъ основывается на следующемъ предло- 
йсенш:

Чтобы доказать, что некоторая теорема вгьрна для всякого 
цхьлаго числа п ,. достаточно доказать; 10 что эта теорема вгьр
на для п= 1 , 2 ° что если она вгьрна для нгькотораго числа п, то 
она вгьрна и для слгьдующаго числа п + 1.

Yi (fi  ̂̂
Напр. 1 + 2  +  .... + п ——Цг  верно для 1; допустивъ

и
А

верность равенства для п и прилагая къ обеимъ частямъ по п + 1, 
получаемъ:

1 о / \ п(п+1) , (» + 1 )  2)1 +  2 +  ... +п + (п + 1 ) = — Ц ;— -+п+  12 2

т. е. теорема верна для п + 1; потому верность теоремы для п—1 
влечетъ за собою верность для п 2, верность для 2 влечетъ 
за собою верность п= 3 и т. д.

Предлагаю читателю для уяснешя Этого важнейшаго матема- 
тическаго npieMa доказать на основаши его следуюпця равенства:

а ) 12 + 22.... +  №2 п (w +  1) (2w +  l)
6
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Ь)

<0

13ч-234-....ч-№3= (1  +  2 ч-З 4-....Ч- п)

1ч-3ч-6ч-10ч-....ч-
и (й + 1) п (п + 1 )(п + 2 )

2 1.2.3.

(?) 1-Мч-10ч-2 0-4*3 5 ч-. ...ч
п(п+  1)(№Ч- 2) w(w +  l)(«-4-2)(» +  3)

1.2.3. 1.2.3.4.

е) Составимъ рядъ чиселъ 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,... 
вотораго первый числа суть 0 , 1 ,  а каждое следующее получает
ся складывая два предыдупйя. Если мы обозначимъ числа этого
ряда последовательно ии и м в д и о а п с л в п и  , Mg, №3, И 4 ,. . .  у ,  х ,  и/g

2 и т. д.) то рядъ, известный подъ назвашемъ ряда Фибо-
(м0—0, щ 1, —1 •

и
наччи или Ламе, имеетъ следующая свойства:

1. Мл+1 —«о 4- М, Ч- 4-.... Ч* Ц/j_j Ч- 1.

2. U0 + U2+U4 4- + .... + и2п— (щ +Щ +и5 Ч- ^

3. и ^ и п_гип+±\.п
4. ^л-ьр—i ^п—1 '^р—\ и-пир-

Пуанкаре въ своей статье: „О природе математичесваго раз- 
суждешя“ ]) справедливо видитъ въ методе перехода отъ п въ 
№4-1 образцовый методъ математичесваго доказательства (le raison- 
nement mathematique par excellence). Въ немъ на самомъ пороге 
математической науки мы встречаемся съ идеей математической 
безконечности, и методъ перехода отъ п къ п ч-1 есть то оруд1е, 
которое позволяетъ заменить безвонечное множество силлогизмовъ 
одною формулою, позволяетъ намъ переходить отъ конечнаго въ 
безвонечному. „Этотъ методъ, недоступный ни аналитическому до
казательству, ни опыту, есть истинный типъ синтетическаго anpiop- 
наго суждешя". (Пуанкаре)8).

§ 12. Законы сложен1я. Изъ Грассмановской аксюмы выво
дятся законы сложешя. * 2

• г) Изв. Еаз. Физико-Мат. Общ. т. IX. Смотри также его «Гипотеза и 
Наука», 1903.

2) Дедекиндъ (Was sind und was sollen die Zahlen) и Жредеръ въ своей 
tAlgekra der Logik» смотрятъ на принципъ полной индукдш какъ на теорему, 
которая можетъ быть доказана логически. Пеапо (и за нимъ Штольцъ) видятъ въ 
немъ свойство ряда дЗищхъ чиселъ и принимаютъ его за а т о м у .
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IVt а + (Ъ + с)—(а + Ъ) + с (законъ ассощативности)
1У2 а + Ъ=Ъ + а (законъ коммутативности)

I. Ассощативностъ. Предположишь, что формула верна для 
с= у , докажемъ, что она будетъ верна для . По пред-
положенш

й ч- (Ьч- у ')~~(® -ь 5) ч-
Такъ какъ за каждымъ числомъ слЬдуетъ одно и только 

одно число, то

[й ч- (Ь +  v)] ч -1—[($ ч- Ь) +  ] Ч-1.

Но по IY (стр. 20).

[й ч- (Ь ч- у)] ч- 1 ч- ((& ч* v ) ч* 1 ) :=r й ч- (Ь ч- (у̂  ч-1)). 

По той же аксюме IY

((й ч- &) ч- jk) ч- 1 = (й +  Ь) ч- (у  ч -1); итакъ no аксшме 1 учешя о вели- 
чинахъ, которой применимость къ ученпо о числахъ мы выяснили,

ач -(Ь ч -(у ч -1 ))= (ач -6 )ч -(гч -1 ), что и тр. док.

2 . Коммутативность. ■ Чтобы показать справедливость этого 
закона докажемъ сначала, что йч- 1 = 1 ч- й; для а = 1  формула 
есть тождество. Поважемъ поэтому, что если формула верна для 
а=а, то она верна и для а—а + 1;

действительно,

(а ч -1) ч -1= (1  ч-а)ч-1 =  (на основанш IY) 1 ч -(а -И ).

Итакъ, формула йч-&=&ч- й верна для Ь = 1; покажемъ по
этому, что если формула верна для Ь=В, то ова верна и для 
Ъ-—В ч-1.
Действительно, а 
= (1 ч -/? )ч -а (на 
что и тр. док.

{В ч-1)—(д ч- В) Ч- 1 — (В ч* й) ч-1 =  1 ч- (В ч- й) 
основант закона ассощативности)=(£ч-1) а

3. Въ учеши о числахъ имеютъ значеше не только равен
ства, но и неравенства.

Доказанная коммутативность сложешя даетъ возможность 
обобщить вышеприведенныя неравенства и доказать следуюпця два 
подожешя: 1) если а>Ъ, c^>d, то

2) если й<&, c<id, m  a+c<b + d

MitskevichOA
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Действительно, если а>&, с><2, то а+с>Ъ + с, c + b>d + b
или по закону коммутативности b + c^>b + d: следовательно
a+c>b+d.

Подобнымъ же образомъ докажется второе неравенство.

4. Введете нуля. Письменное изображеше чиселъ (см. дальше) 
привело индусовъ къ введешю особаго знака, который ставился 
для указашя о тсу тетя  въ числе какого-либо разряда (единидъ, 
десятковъ, сотенъ и т. д.). Первое обобщеше поняйя о числе за
ключается въ томъ, что этотъ знакъ разсматривается также какъ 
число  ̂ предшествующее 1. Тогда это число О должно иметь сле
дующая свойства: 1° оно меньше всехъ чиселъ, 2' (убе
димся въ этомъ, считая отъ О, какъ прежде считали отъ X).

Мы допускаемъ законъ коммутативности и въ томъ случае, 
если одно изъ чиселъ есть О (это первое применеше такъ назы
ваемая принципа постоянства формалъныхъ законовъ) и потому 
имеемъ О + а—а (въ частности О + 0 = 0 ) .

Число О называется модулемъ операщй сложенгя и вычита- 
нгя. [Въ общемъ учеши о формахъ (Formenlehre) модулемъ опера- 
цш соединешя двухъ чиселъ въ одно 0  (а, п) называется такое 
число п, при которомъ в  (а, п )= а \

§. 13. Умножение чиселъ и его законы.

Назовемъ повторенное сложеше (т. е. сложеше равныхъ чи
селъ, взятыхх въ числе Ъ) умноженге числа а на число Ъ и 
будемъ обозначать ревультатъ этой операщй знакомъ ах& или а.Ъ, 
строю соблюдая порядокъ чиселъ:

(1 ) а + а + .....+ а—ахЪ
Изъ этого определетя умножешя и свойствъ сложешя вы- 

текаютъ следующая положешя: 1° если а—а\ Ъ—Ъ\ то аЪ—а'Ъ' 
[въ частномъ случае если Ъ= 2 имеемъ приложимость къ целымъ 
числамъ аксюмы Евклида: величины двойныя одной и той же ве
личины равны между собою]. 2° если а>а', Ъ=Ъ\ то ab>a'W.

Изъ определен1я 1, вытекаютъ также следуюпця два равен
ства:

2) a x l = a  (равенство это показываетъ,
модуль умножешя) и

что число 1 есть

3) ахЪ ах(Ъ—1) -ь а или a.(b + l)=ab + а.
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Равенство (В) позволяете последовательно переходить отъ 
а +  2 къ а + 8, отъ а + 3 кг я +  4 и т. д,, т. е. выводить справе
дливость новыхъ числовыхъ формуле, какъ напр.

5 x 3 = X V  или Х.Х—С.

Изъ равенстве (2) и (3) выводятся сдедукище законы дйй- 
ств!я умножешя, позволяющее сократить время необходимое для 
вывода числовыхъ формуле, въ которыя входите знаке умножешя.

i. Законы дистрибутивности (распределительные).

(4) (а-ьб) с— а.с + Ъс.а(Ь + с)—аЬ + ас. (5)

Формула 4, очевидно, справедлива для с = 1 , докажеме, что 
если она справедлива для с=у, то она справедлива для с=у + 1.

Действительно, (а+Ь) (у +  1)=(по 3) (а + Ъ)у +  (он-6)=(по 
предположен! ю и по закону ассощативности сложешя) ау + Ъу + а + Ъ 
= (п о  коммутативности и ассощативности сложешя)
= (п о  3) а (у +1 )  4  /5(7 +  1), что и тр. док.

Формула 5 также справедлива для с—1, совпадая тогда се 
формулой 3; докажеме, что если она справедлива для с=у, то она 
справедлива и для с= у+  1. Действительно, имеемъ по предполо- 
женш для с=у, по определенш (3) и по свойствамъ сложешя:

а(Ъ + (у + 1))=а((Ъ + у) + \)=а(Ъ + у) +a=ab + ay а=
=аЪ + а(у + 1), что и тр. док.

2. Законе ассощативности (соединительный):

( аЪ) с=а  ( 6 с ) . (5)

Формула (6) для с— 1 есть тождество; докажеме, что если 
она верна для с—у, то верна и для 1. Действительно,
(а.Ъ) (у + 1)—{аЪ.)у + аЪ=а(Ъ.у) + аЪ=(по формуле 5)

<х(Ьу +  6 )= я (6 (у  4- 1)).

3. Законе коммутативности (перемгъстителъныи).

аЪ=Ъа (7)

Докажеме, что формула (7) верна для 6 = 1 , т. е. а .1 = 1 .а  
Эта формула для а=  1 есть тождество, допустивъ, что она верна 
для а = « , покажемъ, что она верна и для a = a  +  i .  Действительно 
(а +  1).1=(по ф. 4)ct. l - h l  =  ] .a + l= ( n o  форм. 5 )= l(a - t- l) .
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Теперь покажешь, что если формула (7) верна для &=/?, то 
она будетъ верна и для Ъ—р + 1. Действительно а(/? +  1 )= (п о  5) 
ауЗ -+. а=Ра-+-а= (п о  4 )= (/?  +  1)а.

4, Изъ неравенства а^>Ь следуетъ неравенство ас̂ >Ъс. 
Чтобы доказать это, применишь тотъ же npieMb математической 
индукцш. Если неравенство справедливо для с=у, т. е. ау^>Ъу, то
а(у + 1)=ау+(С>Ьу + а>.Ъу + Ъ) анаосноваши (5), Ъу + Ъ~Ъ(у + 1); 
игакъ а(у + 1)^>Ъ(у+1), что и тр. док.

Какъ обобщея1е имеешь, если а>&, e>cZ, то ac>bd. Дока
зывается, какъ соответствующее неравенство въ случае сложешя.

5. Модуль умноженгя.Равенство а х 1 = а  показываеть, какъ 
это уже я было указано, что модуль умножешя есть 1.

Сопоставимъ теперь найденные законы операщй сложешя 
умножешя:

С ложете
а + Ъ=Ъ + а 

а + (Ъ-ьс)=(а + Ъ) + с

а +  0 = 0  -+* а— а

Умноженге
аЪ=Ъа

а(Ъс)—(аЬ)с
а(Ъ +  c)=ab -+- ас 
(а + Ъ)с=ас + сЬ

а. 1 =  1. а—а

14. Выяснеше важности законовъ ассощативности, комму
тативности и дистрибутивности операщй сложешя и умножешя
есть колы математиковъзаслуга преимущественно англ!йской 
(Peacock, Морганъ, Грегори, Гамильтонъ, Буль^и др.) г). Къ вы- 
ясненш понятий элементарной математики они были приведены, 
создавая более обнця теорш (символическое исчислеше, теорш 
кватернюновъ (Гамильтонъ), математическую логику (Буль)).

На континенте къ теорш законовъ операщй пришелъ неза
висимо оть англШской шкоды знаменитый Г. Грассманъ, который 
въ своей „Ausdehungsl6hre“ 1844 г. даль общую теорш операщй 
(Formenlehre), которая заключаетъ въ себе математику (Grossen- 
lehre) только какъ часть, а въ своей „Lehrbuch der Arithmetik, 
Berlin 1861“ издагадъ ее въ форме удобной для преподавашя,

(*) Бпрочемъ Servois еще въ 1814 г. ввелгъ термины коммутативности и 
дистрибутивности-
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Вышеприведенные выводы законовъ изъ основной 
мана и даны въ Ариометик'Ь. Идеи Грассмана 
были Ганкелемъ въ его „Theorie der complexen 
1867 г.

акс!омы Грасс-
популяризованы
Zahlensysteme"

ЛобачевсвШ въ своей Алгебре 1884 г., опред’Ьливъ сложеше 
какъ присчиташе къ единицамъ перваго числа единидъ второго, 
считаетъ нужнымъ определить сложеше, когда одно азъ чиседъ 
есть нуль, [придать нуль къ целому числу, значитъ ничего къ 
нему не присчитывать; придать же въ нулю целое число, все 
равно, что пересчитать прямо единицы цёлаго числа] и затемъ 
показываетъ следующее общее положеше, заключающее въ себе 
какъ частный случай законъ коммутативности:

Все равно къ числу а придать сперва Ъ, потомъ с, или 
сперва с, потомъ Ъ. Приведемъ его доказательство, замечательное 
но своей строгости. „Предложеше само по себе ясно, когда Ъ—с. 
Если же & и с неравны, то случай Ъ̂ >с тотъ же, что и Ъ<р. 
Итавъ пусть Ъ̂ >с. Число Ъ можно произвести, придавая въ с ка
кое-нибудь число d, тавъ что b=c+, потому что въ этомъ и а ь  
стоить неравенство чиселъ. Придать же число Ъ не иначе можно, 
какъ присчитывая единицы числа с, потомъ единицы въ d (свой
ство ассощативности тавимъ образомъ принимается Лобачевскимъ 
за очевидное), следовательно

а -1- Ъ -t- с—a -f- ■+■ -t- с

а-ьс-ь Ъ— ач- ч- ч- d%

Здесь вместо а+с можно ставить число сумму а съ с, 
остается доказывать

A + d + c= A +  c+d, такое же уравнеше, какъ и 

а + Ъ + с=а + с+Ь, но только место Ь заступило d<b.

Продолжая тавимъ образомъ, всявгё разъ будемъ большее изъ 
двухъ лридаваемыхъ уменьшать по крайней мере единицею; а 
тавъ какъ они целыя, то наконецъ одно изъ нихъ сделается ну- 
лемъ. Это предполагаетъ впереди равенство ихъ, а следовательно 
тождественное уравнеше.

Въ особенности заметимъ случай а=0. Тогда &ч-с=сч-&. 
Это значитъ, что въ суммп, двухъ чиселъ все равно, которое къ ко
торому ни придавать. Вотъ почему, не различая, которое къ ко
торому придается, о двухъ чвслахъ говорить, что они складывают
ся; также о многихъ числахъ, потому что и здесь различ1е не 
нужно".
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КромЗз этого доказательства коммутативности сложешя, въ из- 
ложенш основатй алгебры Лобачевскаго заслуживаем еще вни- 
м ате следующее доказательство предложешя: разность двухъ пи
сем можетъ быть только одно число. „Въ ц'Ьлыхъ, когда продол- 
жаемъ считать отъ вычитаемаго, пока дойдемъ до уменьшаемаго, 
число присчитанныхъ единицъ изобразить разность, а какъ всякое 
цгьлое число въ продолженги счета можетъ быть упомянуто 
ко одинъ разъ, то и разность двухъ чиселъ можетъ быть только 
однаи.

Въ последнее время вопросъ объ аксшмахъ ариеметики былъ 
предметомъ обширной литературы и многихъ глубокихъ изыекатй.

Важн’Ьйпйя изъ сочинешй, разсматривающихъ вопросъ съ 
математической х) точки зрЬшя суть слкдуюпця:

1, Schroder. Lehrbuch der Arithmetik und Algebra. Leipz. 
1873. Подробный анализъ понапя о числк и выводъ законовъ 
операщй двумя путями. 1° по Грассману (in recurrenter Behand- 
lung) и 2° исходя изъ выставленной Шредеромъ съ особенною 
опред'Ьленностш единственной а т о м ы  учешя о цЬлыхъ числахъ

а т о м ы  о независимости числа отъ порядка счета (см. § 15).
2. DedeMnd, Was sind und was sollen die Zablen. 1888. 2-e 

издаше. 1893. Braunschw.
8. leano. Arithmetices principia nova methodo exposita. To

rino. 1889. Подобно Гельмгольцу и Кронекеру Дедекиндъ и Пеано 
исходятъ также изъ порядковыхъ чиселъ. Для Пеано вся ариеме- 
тика щЬлыхъ чиселъ сводится къ тремъ первоначальнымъ (не 
опредкленнымъ) идеямъ; О,идея ц"благо числа и идея слгьдующаго

Ъ Изъ сопияешй, разематривагогцихъ вопросъ съ философской топки зрешя, 
упомянемъ Frege, Die Grundlagen der Aritlimenk Eine logiseh mathematische 
Untersuchung йЪег den Begriff der Zalil. Breslau. 1884. Husserl, Philosophie der 
Arithmetik 189!. Gouturat, Be l ’infini matliematique Paris. 1896 и соответствующ1я 
главы логикъ Милля, Вундта и Зигварта. Нельзя не указать на то, нто боль
шинство этихъ авторовъ (Husserl, Зигвартъ и Кутюра) являются противниками
изложенной нами теорщ целыхъ писелъ, основанной на идее порядка, Аргументы ̂ «

Зингварта, а также и друшя сопинетя по философш вриометики, изложены въ 
вышеупомянутой статье Челпанова «Обзоръ новейшей ^литературы по теорш 
познашя». Нзъ упсбяиковъ состав хешшхъ по идеямъ Генриха Грассмаиа кроме 
вшпеупомянутаго его учебника укажемъ выше на унебникъ, составленный его 
братомъ: Die Zahlenlehre Oder Arithmetik strong wissenchaftlich in stronger For- 
meentwickelung von Robert Grassmann. Stetin 1891 и унебникъ Шредера (см. въ 
яексте).
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за другими и къ сл'Ьдующимъ пяти независимым! между собою 
предложешямъ: (1) 0 есть число; (2) если а есть число, то сле
дующее за а есть также число; (3) если два числа имЗиотъ одно 
следующее число, то они тождественны, (4) О не следуете ни за 
какимъ числомъ; (5) приндинъ математической индукцш.

Дедекиндъ исходите изъ поняыя о системах! вещей (элемен- 
товъ системы) и изъ п о н я т  объ изображены (Abbildung) систе
мы. Система 8 изображается системою S', если каждому элемен
ту 8  соответствуете одинъ и только одинъ элементъ S', (этотъ 
элементъ я? есть изображеше элемента х системы S), но н’Ьсколь- 
кимъ элементамъ S  можетъ соответствовать одинъ элементъ S' 
(такъ, если S  есть система, состоящая изъ людей разсматривае- 
мыхъ какъ сыновья, S' есть система отцовъ). Если же и обратно 
каждому элементу S' соответствуете одинъ и только одинъ эле
ментъ S1, то две системы будутъ подобны (такъ, системы отцовъ 
и сыновей-первенцевъ суть системы подобный). Система можетъ за
ключать въ себе свое изображены (такъ, система отцовъ заклю
чает! въ себе свое изображены, т. к. каждый отецъ есть въ то
же время и сывъ, другого элемента той-же системы). Пусть х  
есть элементъ системы S, х' его изображены, заключающееся 
также въ S, а именно х" изображеше изображена х" и
т. д. все эти изображешя заключаются въ S.

Система х, х', х"составляющая часть системы S, на
зывается цепью (такъ, напр., возьмемъ въ системе всехъ отцовъ 
лицо А,его отца А', его дела А", его прадеда А" и т. д. и т. д.; 
А \ А', А".... составляют! цепь). Представимъ теперь систему эле
ментов! N ,  характеризуемую следующими 4 свойствами:

1°. Изображеше N  заключается въ N
2°. Изображеше N  подобно системе N.
3°. Система N  есть цепь одного изъ своихъ элементов! Л, но
4°. Этотъ элементъ А  не заключается въ N .
(Все эти свойства принадлежат!, какъ легко видеть, приве

денной выше въ примеръ, системе А, А', А".....система содер
жите въ себе свое подобное изображеше А'. А",....] она есть цепь, 
начинающаяся съ А, но этотъ элементъ А  не содержится въ изо
бражены системы. Система сыновей первенцевъ будетъ также си
стема, имеющая указанныя свойства). Ташя системы называются 
однократно безконечными. Система цёлыхъ положительных! чиселъ 
есть частный случай такой однократно безконечной системы; тотъ 
первый элементъ, съ котораго начинается система, обозначается 1, 
изображеше 1 (1') асть 2, 2 '= 3 , 3 '= 4 ,... Система целыхъ чиселъ 
есть въ то же время абстракцгя, получающаяся, если мы, разсма-
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тривая однократно безконечныя системы, оставимъ безъ внимашя 
свойство элементовъ и обратимъ наше внимаше только на ихъ 
взаимное отношеше. Эта система ц'Ьлыхъ чиселъ и можетъ поэто
му послужить къ определенно порядка, занимаемаго какимъ-либо 
элементомь въ какой-либо однократно-безконечной системе. Свой
ства системы ц'Ьлыхъ чиселъ выходятъ изъ общихъ свойствъ по- 
добныхъ системъ, цепей и однократно-безконечныхъ системъ 1). 
Ариометика становится частью логики, т. к. поняие о числе вы
водится вполне независимо отъ представлешй о пространств'!; и 
времени, какъ непосредственный результатъ „чистыхъ законовъ 
мысли* *.

Teopin Дедекинда и Пеано подвергнуты критической обра
ботка въ зам^чательномъ труде по философш чистой математики, 
появившемся въ 1903 г.: Russel. Principles of Mathematics. Teopia 
Пеано положена въ основаше учешя о числахъ въ сочиненш Stolz- 
Gmeiner, Theoretische Arithmetik, Leipz.

4. Гильбертъ. Hounmie о числгь 8). Въ этой небольшой рабо
та авторъ, следуя идеямъ, положеннымъ имъ въ основаше его 
ктассической работы. „Основашя Геометрш* (получившей премию 
Лобачевскаго по конкурсу 1903 г.), даетъ классификацию акстмъ 
ариеметики, подобную данной имъ классификащи аксюмъ геометрш.

I. Анс'юмы сочетай ia. Для ц'Ьлыхъ положительныхъ чиселъ 
эти аксюмы будутъ:

I. 1 . йзъ числа а и изъ числа Ъ образуется посредствомъ 
сложешя определенное число с, это обозначается

а + Ъ=с или с=а + Ъ
А

I. 2 . Если а и Ъ суть данныя числа, то существуетъ (если 
<0>Ъ\ см. аксюму III. 1 ) всегда одно и только одно число х и 
также одно и только одно число тавъ что а+х=Ъ  и соответ
ственно

3. Суп дествуетъ определенное число—оно обозначается 0— 
такъ что для каждаго а мы имеемъ одновременно

а + 0=а  и 0 + а=а.

I. 4. Изъ числа а и числа Ъ образуется также посредствомъ 
ьУмножетяи определенное число с; употребляя обозначетя:

аЪ с или с аЪ.

0) Такъ наир, число т называется числомъ меяыпимъ числа л, если цйдь 
иисла п заключается въ изображен^ ц&яи числа т.

(*) ИзвФстк Каз. Физико-Матем. Общ. Т. XL
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1 . 5. Существуетъ определенное число—обозначаешь его 1 — 
такъ-что для каждаго а одновременно:

а.1=а и 1.а=а.

II. АкЫомы счета (Законы коммутативности, ассощативно- 
сти и дистрибутивности операщй сложешя и умножешя)

III. Ашомы порядка.
III. 1 . Если а, Ъ суть кашя нибудь два различный числа, то 

всегда одно определенное изъ нихъ больше ( » ,  ч^мъ другое; 
это последнее называется тогда меныпимъ; это обозначается:

а̂ >Ъ и &<Са

III. 2 . Если а~>Ъ и Ъ̂ >с, то и
III. 3. Если а̂ >Ъ, то всегда и а + с^>Ъ+с и с + сС>с + Ъ.
III. 4. Если а̂ >Ъ и с>-0 , то всегда и ас̂ >Ъс и са>сЪ.

IV. Архимедова акс!ома. Если а> 0  и 0 суть два произ
вольный числа, то всегда возможно сложить а последовательно 
столько разъ, что соответствующая сумма будетъ иметь свойство:

а +  д +  а-+-... +

А то м ы  не независимы между собою; такъ существоваше О 
(аксюма I. 3) есть следствле I. 1, I. 2 и II. 1 . (а +  (&-ьс))= 
= ( ( а  +  &) + с); оно основывается тавимъ образомъ существенно на 
ассощативномъ законе сложения. Подобнымъ же образомъ суще- 
ствован1е 1  есть следств1е закона ассодлатавности умножешя. Ком
мутативность сложешя (а т о м а  II. 2) есть слЬдствле а т о м ы  I, 
ассоц1ативнаго закона сложешя и обоихъ дистрибутивныхъ заво- 
новъ. Действительно, пмеемъ съ одной стороны

(йя~&)(1 +  1)—(ct +  Ь).1 н- (я -ь Ь).1=я+Ъ +  я+Ь, 

съ другой стороны
(я +  &)(1 +  1)= я(1  +  1 ) 4- 6(1  +  1 )= я  +  я + Ъ + Ъ, откуда Ъ + а=а+Ъ.

Эти примеры приводить къ задаче: 
развить логическую зависимость аксюмъ между собою (1).

(М Вт, своеага сообщеши на Международномъ Парижскомъ конгрессе Гиль
берта ставить какъ одну язь тДхт, задачъ математики, отъ pim eiiia (или дока
зательства невозможности реш етя) которыхъ будетъ зависать будущее движет*  
математической науки,—задачу доказательства непротиворечивости ариеиетиче- 
скихъ аксломъ.
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§ 15. Въ предыдущем! изложены въ основаше ариеметшш 
или учешя о целыхъ числахъ былъ положен! рядъ порядковыхъ 
чиселъ т. е. законов!, служащих! для указашя порядка. Свойства 
чиселъ, равно какъ и законы операщй надъ ними, выводятся изъ 
такого определения ихъ какъ указателей порядка. Но определен
ный таким! образомъ рядъ можетъ послужить и для другой цели, 
для опредгьлетя численности элементовъ какой-либо группы конеч- 
ныхъ вещей или абстрактныхъ пош тй  или иначе обхектовъ ка
кого-либо множества, состоящаго изъ раздельных! и различимыхъ 
вещей (припомним! Эвклидово определеше натуральнаго числа).

Если для того, чтобы каждому элементу группы соответство
вало число ряда, понадобится полвый численный рядъ отъ 1  
до п, то п называется численностью группы или множества. Пред
ставим! себе теперь несколько группъ, имеющих! одинаковую 
численность. Эти множества будут!, очевидно, иметь то свойство, 
что будетъ возможно каждому элементу одного (того или другого) 
множества поставить въ соответств1е одинъ—и только одинъ—эле
мент! другого множества.

Это свойство множеств!, которое мы постоянно замечаем! 
во внешнем! Mipe, мы можемъ принять за основную базу учешя о 
целыхъ положительных! числахъ. Назовем! множества, имеюшдя 
указанное свойство, вместе съ Г. Канторомъ множествами эквива
лентными (Дедекиндъ называет! ихъ, какъ мы видели, подобными),

Такъ группа цветов! радуги и группа основных! тоновъ 
октавы, группа названШ дней недели и группа мудрецов! древней 
Грецш—суть группы между собою эквивалентныя.

Численностью множества (иначе числом!, иначе
мощностью множества) можно назвать ту общею идею, которая 
выводится, разсматривая эквивалентныя группы и отвлекаясь какъ 
отъ природы элементовъ, такъ и отъ порядка, въ котором! они 
расположены.

Вследств1е этого олределешя, кардинальное число, не завися 
отъ порядка, въ котором! расположены предметы, не можетъ зави
сеть и отъ того порядка, въ которомъ они пересчитываются.

Такимъ образомъ, следств1емъ определешя является основная 
акешма учешя о целыхъ положительныхъ числахъ: число всякой 
конечной группы раздгълъныхъ вещей не зависишь отъ порядка ихъ 
пересчитыватя.

Легко видеть, что законы коммутативности и ассощативности 
сложешя и умножешя, равно какъ и законъ дистрибутивности, 
являются следсгаемъ этой основной аксюмы. Чтобы показать, напр.,
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1 2  Ъ 1 2  а
что ab—(a + a+  . . . .  а)=Ъа=(Ь + Ъ+ . . . . 6), представимъ 
себ'Ь группу предметовъ въ числ'Ь N=ab и расположимъ ее въ Ъ 
горизонтальныхъ строкахъ такъ, чтобы каждая строка заключала 
а предметовъ; пересчитывая предмета въ одномъ вертикальномъ 
столбца, получимъ Ъ предметовъ, а такъ-какъ число вертикальныхъ 
столбдовъ есть а, то въ результат^ новаго npieMa пересчитывашя 
найдемъ N —ba, что и тр. д.

Такимъ образомъ показывается применимость и другихъ за- 
коновъ сочетатя.

Заметимъ, что понятае объ эквивалентности множествъ, дан
ное нами, можетъ быть распространено и на множества, заклю- 
чаюпця въ себе безконечное число вещей, напр., на ряды, состоя
щее изъ безконечнаго множества целыхъ чиседъ. Такъ напр., ряды
1, 2, 3, 4,....
2 , 4, 6 , 8 ,.... суть очевидно множества эввивалентныя, т. к. 
каждому элементу одного множества можно поставить въ соотвкт- 
CTBie одинъ, и только одинъ, элементъ—другого множества. Мы 
называемъ эти ряды имеющими одну и ту-же мощность (Mach- 
tigkeit), такъ что мощность есть распростравете понятая о 
числе. Подобнымъ-же образомъ рядъ паръ целыхъ чиеелъ [состав
ленный по следующему правилу: пары распределяются по порядку 
возрастания суммы чиеелъ пары, при одинаковой-же сумме по по
рядку возрастатя перваго числа пары]:
[0,1], [1,0], [0 ,2 ], [1,1], [2,0], [0,8], [ 1 ,2], [2 ,1 ], [3,0] 
есть рядъ эквивалентный съ рядомъ 1, 2, 3, 4, 5......

Безконечныя множества отличаются отъ конечныхъ ткмъ, что 
для нихъ, очевидно, не имкетъ примЗшетя акиома: цгьлое болт 
своей части. Дедекиндъ принимаетъ за опредклеше безконечнаго
множества именно это свойство: множество есть множество без-

• \  * • ' .  '

конечное, если его часть можетъ быть эквивалентна цгьлому.
• г * \  i  * 4 «

. • ♦  * *

16. Операцм третьей и четвертой ступеней.

Если мы назовемъ сложете операщею первой ступени, а 
умножете—операщею второй ступени, то между ними существу
ешь соотнрщеще, по которому умножете есть повторенное сложе
т е ,  т. е. сложете, въ вОторомъ одно и то же число а берется

.  I  - ’ * • ^

1 2  Ъ
слагаемымъ о разъ: a b =a +a +  . . Поэтому, если мы захо- 
тим^ составить операцш третьей ступени, которая ртносцлас%бы 
въ умноженш подобно тому, вавъ умножете относится къ слоа^е-

3
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нш , то мы должны взять одно и то же число а множителемъ 
&разъ. Новая операщя соединешя двухъ чиселъ а жЪ называется 
возвышетемъ въ степень и обозначается аь; а—называется основа- 
нгемъ, Ъ—показателемъ степени. аъ—степенью.

а
1

-а
2
а

з ъ
(Х/ф «•« (X/

Изъ этого определетя возвышешя въ степень получимъ, приме
няя законы умножетя, следующее законы возвышешя въ степень:

(I)

(III)

аР. аЯ=а,Р+*\ bP<=(abf

(aPy=aq.

(И)

Вторыя и третьи степени, имеюпця такое важное значеше въ 
геометрш, разсматривались уже греческими геометрами. Въ арие- 
метическихъ изследовангяхъ Дшфанта разсматривались уже степе
ни до 6-ой. Въ 14 и 16 столепяхъ находимъ начала теорш дМ - 
ствШ надъ степенями и корнями у Орезма, Ризе, Рудольфа и въ 
особенности у Михаила Стифеля. Но особенное значеше получило 
учете о етепеняхъ после изобрететя логариемовъ.

Отъ операцш третьей ступени можно перейти къ операщи 
четвертой ступени—возвышетю въ сверхъ-степенъ 
реванш), определяя Ь(у®) сверхъ-степень отъ числа а следующимъ 
образомъ:

аа

а&—аа'
■  I  .• .

(Ь) показываетъ, сколько разъ повторяется а.
• • \  .  ' !  * ’  \  .. • . ;  . V

Эта операщя и по своей трудности и по отсутствю приме- 
нешй разсматривалась до сихъ поръ еще очень мало. Кажется, 
первый, кто заинтересовался ею, быдъ математикъ и философъ 
позитивистъ маркизъ Кондорсе. После него Эйлеръ изследовалъ 
быстроту возрастатя „ сверхъ-степени “, которая поразительна:

а
2<1>=2, 2<2>=4, 2(3) = 2 2= 1 6 ,  2<4>

‘)
1

въ себе уже 19729 
3(3) = 1 594.323x59040, и т. д.

для a—l, a(m)= li  какъ бы велико-^-ни было
\ i (т. точно также для а 

очевидно, меньше,
2 , а(7”) , какъ-бы велико ни было т,
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иа=  2 . Эйлеръ и поставилъ интересную задачу: определить, при
кавомъ а, очевидно заключающемся между ] /  2 = 1 ,4121.. и 2 , 
сверхъ—степень начинаетъ быстро возрастать (ubi ista enormis

_ 1_

augment at io incipiat), и находить число ее =  1,44467..... (е есть 
тавъ называемое Неперово число 2,71828... )1).

Сверхъ*степень а{т) есть частное значеше для х =  1  отъ
ах

• | » 
4 >ункщи аа , которая при а =  е играетъ въ настоящее время
весьма важную роль въ учеши о сходимости положительныхъ
■строкъ.

17. Обратный операцж первыхъ трехъ ступеней.

Каждое положеше можетъ быть обращено въ одинъ или не
сколько вопросовъ. Гауссъ отпечаталъ свои знаменитая „ 
tiones" въ 1801 г. Это положеше можетъ послужить къ поста
новке Н’Ьсколькихъ вопросовъ: когда напечатаны „Disquisitiones“, 
какая знаменитая книга была напечатана въ 1801 г. и т. д. По
добно этому, если два числа а и Ъ, соединенный знакомь -+-, даютъ 
третье число с, то мы можемъ сделать изъ этого положешя два 
вопроса:

‘ • i .' . \

1 ) Къ какому числу нужно придать известное число Ъ для 
того, чтобы получить другое известное число

2) Какое число нужно придать въ известному числу а  Для
того, чтобы получить другое известное число с?

» • ^  '

Оба вопроса по своему логическому смыслу различны. Если 
года А  больше годовъ В  на т летъ, то два обратные вопроса:
1 ) сколько летъ В  и 2 ) на сколько летъ старше очевидно 
различны по своему смыслу. So математическая операцъя, съ 
помощью которой решаются оба вопроса, одна и та-же и называет
ся вычитатемъ. Причина этого въ коммутативности сложе
ния, которая дозволяетъ видоизменять по произволу порядокъ 
слагаемыхъ.

l) De formulis exponentialibus replicatis (Acta Acad. Petropol 1768).
Въ последнее ярема iraorie результаты Эйлера были найдены снова 

Лейере, статьи котораго «о четвертомъ натураяьномъ алгорнем*»'печатались вв 
Nouv Анн. за 1898 и 1899 г.
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П п п п п п
Уа  . Уъ  — УаУ а : У  В У  а\Ъ

п г

yW=(ya УУ{/Г= а
л /  Р, -----
V У  а , У  ап2

Р / - -  I
У  а* ;

(Ш >

Logb (P4)= L °gb p + lj°9b 9 
Logb (p:q)=Loqb p—Logb q j

Logbp m=rn.Logbp , Logba L o£ c a 
Logc Ъ •

I
J

(IV )

Доказательства воЬхъ этихъ формулъ, имеющихъ для насг- 
смнслъ, пока символами выражаются цгълыя числа, основываются 
также на определена обратныхъ действШ, на законахъ соотв’Ьт- 
ствующаго прямого д$йств1я и на ато м ах ъ .

19. Алгебра есть последовательное номбинироваше основ- 
ныхъ законовъ. Повторное примкнете и комбинировате данныхъ 
въ предыдущихъ §§ законовъ 7 алгебраическихъ операщй даетъ 
всю ту цепь формулъ, которая составляетъ алгебру (пока алгебру

чиселъ).
Алгебра им4етъ целью раскрыть или вывести все сл^дств!я, 

вытекаюшдя изъ аксюмъ и законовъ сложетя и умножешя. Дока
зать формулу алгебры—значитъ комбинировать акстмы и законы. 
яДоказательство въ формальныхъ наукахъ, какова алгебра®, гово
рить Грассманъ, „не выходить изъ пред'Ьловъ мышлешя и состоитъ 
только въ комбинадш мыслительныхъ актовъ®.

Примеры. I. Предлагаемъ читателю проследить доказатель
ство формулы бинома Ньютона и убедиться вътомъ, что эта фор
мула есть только последовательное применеше законовъ сложетя 
и умножешя и способа математической индукцш. Напр.:

(а+ ъу~(а+ + Ъ)—а(а Ъ) +  Ъ(а+ + Ьа-\- 
= а 2+ 2аВ + Ь2

"  '  ' ' - i i *

2. Обозначая знакомь а ^ —а(а —  1)....(а—т + 1) имеемъ
, обобщающую формулу Ньютона:

(а -+•вут)= а(Тп) -t- т~Щ +  1
А • A v ш 3

3. Добачевсшй въ Алгебре (стр. 3 5 9  и след.) даетъ форму
лу  для вычислешя произведев1я



39

( х+(р(1)).(х + <р(2)) (х+<р(п)): где (р (п) есть мяогочленъ отъ
I

Если еъ законамъ сложешя и умножешя присоединить законъ 
вычиташя, то получатся новыя формулы, въ примерь которыхъ 
приведу основныя формулы исчислешя конечныхъ разностей.

Имея рядъ чиселъ и0, ut , и2......ипГ... обозначимъ знакомь
Аи£ разность и£+1 — и£\ пусть также

V
Аиш Аи£, А3и£—А \ +1

н-д
АЩ- и т. д.

По способу математической индукцш легко доказываются сле
дующая две формулы.

1 ) ип
т

п . п(п— 1 ) п АП. лпи0+ ~ А и 0-ь> А2и0 + ...,.— А 'и0л -А и 0

2) АпиО ип п
Y  ип - \+

п{п---1 )
1.2 ^П—2 *•'• +  ( 1 ) Ид.

(Коэффищенты обеихъ формулъ суть коэффищенты формулы 
бинома Ньютона).

4. Вывести изъ формулы (2 ) формулу

1 . 2 .....п= (п + 1 )п П
I Пп + ̂—~. }~\п —1 )”1.2 +  (— 1 ) М Л.

5. Изъ тожествъ, доказываемыхъ на 
жешя, умножешя, возвышешя въ степень 
въ примерь тожество:

основанш законовъ сло- 
и вычиташя, приведемъ

(а2 + V + с2 + d2) (а12 + Ъ'2 + с'2 + d'2) — (аа1 +  Ш +  сс' +  dd')2—
(аВ1—а'В +  cd' — c'd 2 +  (ас'—а! с + —

изъ котораго легко получить тожество Эйлера-Лагранжа, имею
щее важное значеше въ геометр1и:

(а2 + Ъ2 -ь с2)(а'2 + В'2 + с'2)— (аа’ ■+ ВЪ' +  сс1)2 ==
—(аЪ’—Ва')2 + (Вс1 ~ В'с)2+са’—ас!)2.

Къ темъ-же тожествамъ относятся формулы, выражаюхщя 
черезъ хх, х2,...хп коэффищенты р многочлена хп—р1хп~1 +
+р.хп~1— ——р „ , равнаго произведетю (х~ х1)(х—х2)......(х—х„)у
и формулы Ньютона, данлщя выражеше суммы степеней чиселъ 
xif хя, . . .  хппосредствомъ PnVw'Pn 'Темъ же путемъ выводит
ся выражеше такъ называемой знакопеременной функдаи.

MitskevichOA
Прямоугольник
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(a—j3) (a—у) («—<5) . . . . .  (d—x) (a—A)

0* -* )

(и — A)

расположенное по степенямъ a, Д, . . . .  A.

Еще более интересныя и разнообразный формулы получаются, 
если къ операщямъ сложешя, вычитатя, умножетя, возвышетя 
въ целую положительную степень мы присоединимъ операщи д'Ь- 
лешя.

Сюда относятся напр. формулы Безу, выражаюшдя въ виде
д'Ьлаго многочлена жп ап

х —а и
x lm+l + alm+l

х + а Сюда-же относится

теорш тавъ называемыхъ возврат ныхъ рядовъ, въ которой частное

отъ д$иен1я двухъ целыхъ многочленовъ
хт+ р'хт

<(хп~х
при-х'“ + qx +-..qn 

равнивается А0 + А 1х + А 2х2 + ... + Апхп + ... Для того, чтобы равен
ство было возможно, необходимо, чтобы начиная съ нЬкотораго А { 
существовало соотношете:

А £-\гАг_г q\ 4- А-_2 q2 + ... + A-_„ qn=  0, 
дающее возможность определить А- посредствомъ A t_x, A i_2..Ai_n

Применяя этотъ пр1емъ еъ разложешю дробей„ 1 1 1
1-х7 (1-х)37 (1-х)—лЛЗ?«.#

находимъ
1

1 ---X 1 4-Ж4-Ж2 4-Ж3

1

(1—х)
1

1 4-2ж-ьЗж24-4ж34- f M «f «

( I - ж ) 1 4- Зж 4- 6ж2 4-

угольныя числа)
1 , В, 6 , 10,.....суть, тавъ называемыя, тре-

1

(1
1 4-4ж-г 10ж24- 20ж34-..... .

• 1 “V

рацюнальныхъ
значенье въ тавъ называемомъ 
гаемыя). Тавъ,

йъ ряды имеетъ важное 
разб1ен1и чиселъ (наела-

>)
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1

( 1 —ж)(1 —Ж2)( 1 —Ж3)(1 — 4)
1 + х  +  2 х 2 +  В х 3 +  bxi н- 1 х ь + 11 х в + . . ♦ •

Коэффшцентъ каждаго числа строки повазываетъ, сколькими 
способами соответствующей показатель можетъ быть составленъ 
путемъ сложешя целыхъ чиселъ равныхъ или неравныхъ. Такъ 
число 6 можетъ быть 1 0-ю способами составлено сложешемъ цй- 
лыхъ чиселъ.

Наконедъ, комбинироваше аксгомъ изаконовъ семи операщй 
даетъ еще более разнообразную систему формулъ, неявно заклю
чающуюся въ этихъ законахъ, и, следовательно, въ основныхъ авсш- 
махъ и законахъ сложенья и  умножешя, т. к. законы прочихъ дМст- 
вш суть законы производные.

§ 20. Алгебра логики. Указанная въ предыдущемъ § возмож
ность развить всю ц-Ьпь формулъ алгебры изъ основныхъ ашомъ 
т изъ завоновъ сложешя и умножешя не составляетъ особенности 
учешя о целыхъ положительныхъ числахъ, единственныхъ, введеН- 
ныхъ нами до сихъ поръ. Главная цель „курса введешя въ ана- 
лизъ“ заключается въ томъ, чтобы показать возможность последо- 
вательнаго обобщена пояяпя о числе (введен1я чиселъ отрица- 
тельныхъ, дробныхъ, несоизмеримыхъ, комплексныхъ). При всехъ 
этихъ обобщешяхъ законы операщй надъ числами остаются безъ 
изменешя; остается, поэтому, безъ изменешя вся система формулъ 
алгебры, дедуктивнымъ путемъ получаемая изъ акшомъ изаконовъ 
операщй. Во всехъ формулахъ предыдущаго § буквы могутъ обо
значать, поэтому, не только целыя положительныя числа, но и 
отрицательный, дробныя, несоизмеримый, комплексныя.

Дедуктивный характеръ учешя о числахъ не составляетъ 
особенности только этого учешя. Алгебра чиселъ можетъ быть 
разсматриваема, какъ частный случай другой более общей науки, 
которой придавались разныя названья: операщоннаго исчислешя 
(английская школа), учешя оформахъ (Г. Грассманъ) и, наконедъ, 
всеобщей алгебры (подъ этимъ назвашемъ издана въ прошломъ 
году книга

Такъ мы можемъ изучить систему формулъ, которая является 
следствьемъ основныхъ завоновъ сложешя и умножешя (§ 11— 13), 
если въ нимъ кроме того присоединимъ два новые закона:
{а)
т

а+аЪ=а (въ частности ач -а= а)
а . а—а

Какъ въ алгебре чиселъ, такъ и здесь вводимъ модули сло-
-а.жешя (0) и умножеа1я (г), такъ что а -ьО = а , а . г



Выведемъ нисколько следствш изъ этихъ основныхъ законовъ, 
наприм^ръ, докажемъ, что

(х -+- у)Х (х  +  z )= x + yz.
Действительно, (х +  у)(х +  z)—xx + xy + xz + yz=  
х + ху + xz + yz=x-t-x(x + y) + yz\ но x + x(y + z) — X.

Итакъ, (ал

Съ другой стороны, ху + XZ= х х { у  + z)■

Сопоетавлеше этихъ двухъ фориулъ указываетъ на интерес
ную особенность новаго исчислешя, на дуализмъ вс£хъ его формула 
Изъ каждой формулы можетъ быть получена другая, заменяя знакъ 
( +  ) знакомъ умножешя (ж )  и обратно знакъ ( х )  знакомь ( +  ). 
Въ нашей алгебре этотъ дуализмъ отсутствует^ такъ-какъ закону 
дистрибутивности x(y + z)—yx+ xz  не соответствуетъ закона 
x+ yz= (x  + y )x (x  + z), который имеетъ место въ новой алгебре и 
является следств1емъ закона (поглощешя) a + ab—a.

Алгебра, основанная на новыхъ законахъ, имеетъ реальную 
приложимость къ изучешю областей плоскости (или пространства; 
для большей наглядности, мы ограничимся областями плоскости).

Пусть А, В,С.... суть части плоскости, ограниченныя каки
ми-либо контурами; пусть А  + В  означаетъ область объемлющую и 
область А  и область Б ,  А х В — общую часть областей А  и В, 
если оне таковую имеютъ, г—всю плоскость, 0— несуществую
щую область. (Поэтому, если А  и В  не имеютъ общей части, то

0). Легко убедиться въ томъ, что все законы, выше 
данные для новой алгебры, имеютъ место для соединешя областей 
знаками сложенья и умножешя. Напр., часть общая областямъ Аш В  
совпадаетъ съ частью общею областямъ В  ш А, т. е. А х В = В х А \  
если къ области А  прибавить часть, общую * *) ей и области , 
то получимъ ту-же самую область А, т. е. А  + А х В —А.

ъ въ евоихъ „Lettres a princesse allemande" (ранее 
его Людовикъ Вивесъ, логвкъ 15 века) применили графическое 
изображеше понятШ областями плоскости къ формальной или де
дуктивной логике. Области соответствуютъ ноняшямъ (классамъ); 
область объемлющая несколько другихъ областей, соответствуетъ 
понятш (классу), объемлющему несколько другихъ понятм (поняме: 
Европеецъ—объемлетъ понятая: Ру ссшй, Англичанинъ, Французъ...);

I

*) Если мы условились обозначать Л. ХА; т. к. веяна
плоскости г, ж А  есть общая часть у  А  и *.
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область общая двумъ областями соотв'Ьтствуетъ понятно, соединя
ющему въ еебгЬ признаки двухъ понятш (поняие бклая лошадь 
соединяетъ въ себФ признаки поняпя бклаго и поняия лошади). 
Отсюда ясно, что вышеизложенная алгебра можетъ быть названа 
алгеброю логики.

Первый, кто обратилъ внимаше на аналоию между элементар
ными законами алгебры и законами умственныхъ операцш надъ 
поняйями или классами, былъ знаменитый Лейбницъ. который 
предвид4лъ возможность замЬны логинескихъ разсужденш рядомъ 
преобразована формулъ, подобныхъ тЗзмъ, которыми пользуется 
алгебра для рЬшешя уравненш. Лейбницъ, Ламберъ и Сегнеръ 
положили начало этому логическому исчисленш; но наиболее раз
работанную систему, представляющую весьма большой интересъ 
для математики, далъ Буль. *) Математическая логика, созданная 
Булемъ, разработывалась въ направленш, имъ данномъ, въ особен
ности Шредеромъ (большое 3-томное сочинев1е Algebra der Lo- 
gik. Leipz.), Венномъ, Макъ—Фарланомъ и у насъ въ Россш П. 
С. ПорЗщкимъ, нисколько сочинешй котораго напечатаны въ „Из- 
вйсияхъ Физ.-Мат. Общ. при Императорскомъ Каз. Унив“.

Больпия услуги въ разработка математической логики оказаны 
также итальянскою школою профессора Пеано. Результатомъ тру- 
довъ этой школы является издате „Formulaire de Mathematiques“, 
которое преслЬдуетъ цЬль—век предложенья и доказательства пред
ставить символически, при . помощи особыхъ знаковъ. Новейшая 
математическая логика разематриваетъ отдельно:

а) логику предложен^, Ъ) логику классовъ и с) логику от
ношен! й. Для знакомства съ ними можно рекомендовать сочинеше 
Россэля: Philosophy of Mathematics. Cambr. 1903.

IV
Техника ариеметики

§ 21. Если требуется сложить или перемножить два числа, то 
мы можемъ всегда произвести эти операцш путемъ послЬдователь- 
наго присчитывашя по единицЬ (см. § 1 1 — 13); но понятно, какъ 
утомителенъ и продолжителенъ этотъ npieMX въ случай двухъ 
сколько-нибудь значительныхъ чиселъ. Однимъ изъ первыхъ и

д) Сочинетя Буля относятся кг 1847 (The mathematical analysis of logic, 
being an essay toward a calculus of deductive reasonning) н 1854 (Investigation of" 
the laws of thought).
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важнейшихъ следствШ пользовашя вышеприведенными законами 
операцШ является' громадная экошшя труда, получающаяся отъ 
облегчешя всЬхъ операщй надъ числами. На этихъ-же законахъ 
и на введенш операщй сложения, умножешя и возвышешя въ 
степень основаны способы передачи чиселъ отъ одного мыслящаго 
субъекта другому (словеснце и письменные).

Способы эти основаны на введеши системъ счислешя. Общгй 
пр1емъ, которымъ пользуются при этомъ, заключается въ сл^дую- 
щемъ: некоторое собрате единицъ (а) составляетъ единицу второю 
порядка) такое-же точно собрате единицъ второго порядка—еди
ницу третьяго порядка и т. д. Если основашемъ подобной группи
ровки или, какъ говорятъ, основашемъ системы счислешя принято 
число а, то всякое число N  выразится въ виде цйлаго многочле
на, расположеннаго по степенямъ a: N = p 0an -\-рап~1 + . . . -\-рп, 
где числа р 0, р \, рг . . . .  рп суть числа щ^лыя менышя р (въ 
томъ числе и число 0). При такомъ способе изображать числа, 
всякое число потребуетъ для письменнаге изображешя только зна
ки для обозначешя чиселъ отъ нуля до (а— 1 ).

Такъ въ бинарной (д1адической) ариеметике, которая инте
ресовала Лейбница и которая и теперь употребляется во многихъ 
теоретическихъ вопросахъ, всЬ числа могутъ быть изображены 
двумя знаками 0 и 1 . Въ системе дв^надцатеричной, которая име
ла бы некоторый преимущества предъ десятеричной (признаки де
лимости на 2, 3, 4, 6 , 12 были бы также просты, какъ въ деся
теричной признаки делимости на 2 , 5 и 10), нужно было бы 1 2  
знаковъ; кроме нашихъО, 1,....... 9 нужны были бы особые знаки
для обозначешя числа 10 и числа 11. Известный натуралистъ 
Бюффонъ въ своей „Моральной ариометикФ* защищалъ мысль о 
переходе отъ десятеричной системы къ двенадцатеричной.

ПоЗже О. Контъ остроумно указалъ на то, что природа 
какъ-бы подсказывала намъ именно эту систему счислешя: число 
-суставовъ на 4 пальцахъ есть именно 12, пятый палецъ игралъ 
бы только роль счетчика.

Этнограф1я съ одной стороны, HCTopia человечества съ другой 
стороны даютъ намъ указаще на нользовашё разными числами, 
вакъ оеновашями системы счислешя. Невидимому, наиболее распро
страненными системами счислешя были, кроме десятеричной систе
мы, съ ос нова ni я ми 5 и 20, такъ же связанный со счислешемъ по 
пальцамъ рукъ и ногъ, какъ и наша десятеричная.

Многочисленныя данныя по этому поводу собраны въ со- 
чиненш Потта: „Die quinare und vigesimale Zahlmethode“

напр., Майи въ Юкатане имеютъ особыя
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слова для обозначена 2 0 , 400, 8000, 160.000. Ацтеки въ Мек
сика имели особыя слова для обозначешя 20, 400, 8000. Какъ 
основаше системы счислешя, двадцать оставило свои следы во 
многихъ языкахъ, какъ, наир., во франдузскомъ quatre— vingt, въ 
англшскомъ score.

Более сомнительны приводимые некоторыми авторами приме
ры употреблешя другихъ чиселъ кроме 5, 10, 20. Ал. Гумбольдтъ 
приводить взвесив, что Бонпъ нашелъ систему, имеющую основа- 
шемъ шестнадцать, на страницахъ санскритской рукописи. Гунфаль- 
ви нашелъ семеричную систему у цыганъ, упоминается 1 2 -ричная 
система, 18-рйчная система (у Осетинъ); наконецъ, 1 1 -ричная (у Но- 
возеландцевъ); все эти сведёшя, однако, требуютъ еще подтвержде
н а .  Но въ нашей обыденной жизни при измеренш времени, въ гео- 
метрш и астрономш при измеренш дуги круга, мы пользуемся деле- 
н1емъ часа на 60 минутъ, минуты на 60 секундъ, делея1емъ круга 
на 360 градусовъ и градуса на 60 минутъ, что является ос- 
таткомъ шестидесятиричной системы счислешя, употреблявшейся 
въ древне-вавилонской (сумергйской) культуре. Удастся-ли десяте
ричной системе вытеснить этотъ остатовъ вавилонской культуры? 
Какъ известно, въ настоящее время вопросъ о введенш десятерич
ной системы дёдетя круга поставленъ на очередь.

Счета по пальцамъ, удобный при пересчитываши небольшого 
числа предметовъ (впрочемъ въ Китае, въ средневековой Европе 
по пальцамъ считали очень болышя числа; по имени ученаго Рабды 
Смирнскаго это искусство называлось рабдолоиею), конечно, неудо- 
бенъ для счета болыпихъ чиселъ; въ этомъ случае пользовались

камешками (отсюда calculare—считать отъ 
шнуркомъ съ узлами (древшй Китай, Пе

ру, где особенные чиновники хранили эти ), шнурками
съ подвижными косточками, четками хрисианскихъ или буд- 
дшскихъ монаховъ. Наши руссше счеты представляютъ повиди- 
мому видоизменеше Китайскаго сюанпанъ и представляютъ, та- 
кимъ образомъ, одно изъ заимствованifi изъ китайской культуры. 
Въ древней Грецш роль счетовъ выполнялъ тавъ называемый 
абакусъ, ящикъ съ возвышенными краями, наполнявшейся песвомъ, 
и на воторомъ черты отделяли единицы, десятки, сотни. Знаки, 
которые употреблялись при счете на абаку се, имеютъ сходство ,съ 
нашими

другими пособ1ями: 
calculus—камешевъ),

, и вопросъ о ихъ происхожденьи есть одинъ изъ 
интересныхъ и темныхъ вопросовъ исторш ариеметики.

2 2 . Более ясною представляется для насъ исторш нашего 
письмевнаго представления чиселъ, который носитъ иногда 

назваше ариеметики положешя. Изследовашя но этому поводу
знаменитому Александру Гумбольдту и изложены
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имъ въ статьй: „О различныхъ системахъ числовыхъ знаковъ, 
употреблявшихся у разныхъ народовъ" (журналъ Крелле. Т. 4). 
Эти изслйдовашя даютъ возможность проследить постепенное раз- 
вит1е этого способа изображена чиселъ и введешя нуля на Остъ- 
Индскомъ полуостров^.

: Отъ индусовъ онъ перешелъ къ арабами вероятно съ астро
номическими таблицами, привезенными въ Багдадъ одними инд1й- 
скимъ посланникомъ въ 773 г. по Р. X. Во всякомъ случай си
стема" была уже у арабовъ въ полномъ употреблеши въ 9-омъ 
вйкй. Въ Европу она перешла въ 1 2 -мъ столйтш и долго носила 
назваше algorithmus. Это слово есть испорченное Alkhovarizmi—
указаше на мйсто рождетя арабскаго ученаго Мохаммеда 
Муза (818-—883), по сочинеМю котораго европейск1е средне- 
вйковые ученые главными образомъ познакомились съ новою ме
тодою. Распространетю ея въ особенности содействовали Леонардъ 
Пизанскгй, иначе Фибоначчи. Его книга: L iber Abaci, изданная въ 
1 2 0 2  г. передавала европейцами вей знашя арабовъ по алгебрй и 
ариеметикй и доставляла имъ возможность производить просто и 
скоро операщи надъ числами. Но рутина, какъ всегда, держалась 
еще долго. Въ 1299 г., т. е. черезъ 100 лйтъ послй появлешя 
книги Леонарда, флорентинское правительство запрещало купцами 
употреблять арабсыя цифры въ ихъ торговыхъ книгахъ и пред
писывало ими писать числа цйликомъ или употреблять римсыя 
цифры. Но вскорй громадная эконом1я труда счета, получающаяся 
при употреблеши новой системы, стала слишкомъ очевидною.

ТЕ0Р1Я ЧИСЕЛЪ.
9 *.  *  • ,  •  '

/  . t * * . . . .
<

т .  I.

I. Предметъ теорш чиселъ. Техника дййствШ надъ цйлы- 
ми числами зависитъ отъ способовъ ихъ изображен1я и изменяет
ся Вмйстй сънймй; но цйлыя числа ймйютъ кромй того свойства, 
независимы» отъ с п о с о б а и з о б р а ж е н и я -
числамъ, какъ указателямъ порядка и множественности. Такъ, 
число 6 можетъ быть 1 1  способами представлено какъ сумма чи- 
селъ равныхъ или неравныхъ, число 6 есть сумма чиселъ 1 , 3, 3, 
на которыя это число дйлится безъ остатка; оба эти свойства 
принадлежав числу 6 , будемъ-ли мы писать его по десятичной 
системй или по двоичной, буквами или
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Древше греки отличали логистику—правила производства 
операцш надъ числами—отъ арив метши, науки о теоретическихъ 
свойствахъ чиселъ. Въ настоящее время терминъ логистика не 
употребляется; аривметикою называется или техника операций 
надъ числами целыми (отвлеченными и именованными) и дробны
ми или общее учете о числахц наука о свойствахъ ц'Ьлыхъ чи
селъ называется теорт чиселъ или высшею аривметикою A rith- 
metica sublimior) или наконецъ аривмологъею (Н. В. Бугаевъ). 
Какъ указатели порядка, гсЬлыя числа, естественно, являются во 
всЬхъ тЬхъ вопросахъ, гдЬ идея порядка имйеть важное значеше; 
къ такимъ вопросамъ,; напр., относится въ геометры вопросъ о
яв’Ьздчатыхъ многоугольникахъ г) (о N  вершинахъ), число которыхъ, 
включая сюда и обыкновенный, равно половить числа чиселъ мень- 
шихъ N  и взаимно простыхъ съ N  (см. § 2 1  стр. 68).

т ч .

Въ тесной связи съ Teopiefi чиселъ находится, поэтому, ком
бинаторика или сиптактика—учете о перемгъщетяхъ и сочета- 
тяхъ. Йзучеше перемещены и сочеташй доставляётъ намъ рядъ 
теоремъ, относящихся къ теорш чиселъ. Таковы, напр., теоремы:

1 ) Произведете т{т— 1 ) {т— 2)......(т— 1 ) всегда -
комъ дгьлится на произведете 1.2.3.....Ю.

' _ ; .  .

2) Произведете 1 .2 .'6..N дгьлится на 1.2...Й.1.2...&... 1 .2 ...&,
при, условии, если N = a + b + c + .....+Je.

Приведемъ, наконекъ, следующее доказательство одной изъ 
важнейшихъ теоремъ теорш чиселъ—теоремы Фермата (см. § 34. 
стр. 92).

Соочитаемъ, сколько можно составить —цифровыхь чиселъ 
изъ 0 , 1 , 2 ......(а— 1 )—цифръ а —ричной системы.

1 2 3 4 Р
Таковы будутъ прежде всего числа 0 0 0 0.......0 , 1 1 1......

1 , 2 2 2 ......2 , ( а —1 ) (а—1 )... (а—1 ), не мЗшяюшдяся отъ кру-
говыхъ перемещен1й 2).

*) Если мы на кругй возьмемъ Ж равно отстоящихъ другъ отъ друга 
тонекъ 1 у 2, Ж, то мы подучаемъ обыкновенный правильный многоутоль- 
никъ, изучаемый въ элементарной геометрш, соединяя последовательно тонки 1 
съ 2, 2 съ 3, съ 4,.Ж—1 съ Ж, Ж съ 1.7 7 7 7 V .'<•*, Ч •

. • . .  | 1 > i

Если же будемъ соединять тонки въ определенном* паправлгнт, но пропу
ская каждый разъ т тонекъ (т. е. соединяя тонки: 1 съ т+2  и т. д.) мы полу- 
нимъ иди звйзднатый многоутодьникъ или фигуру изъ комбинацш многоугольниковг 
меныиаго числа г.торонъ, смотря по тому, будетъ ли т-И  число взаимно простое 
съ Ж иди же нйтъ.■ ч ■ ■ 1 ’ ; , • • * ■ i ’ *. • , ’ ’ • •. \ ' •; * » . • .

2) Круговымъ перемйщетемъ п—элементовъ называется такое, при которомъ 
вей элементы сохраняхотъ свой относительный порядокъ, и одне перемйщеше отди-

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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Изъ каждаго же другого числа, путемъ вруговыхъ перем^ще- 
можно составить р  новыхъ чеселъ, и всё эти числа при р  

абсолютно-простоиъ будутъ между собою различны, тавъ что общее 
число чиселъ Тс== a + N p= a + кратное р. Что касается до общаго 
числа чиселъ, то нетрудно видеть, что оно равняется ар г). Такими 
образомъ, мы имущих равенство: ax , или а(аР~х— l ) —N p=  
кратное отъ р ,— составляющее знаменитую теорему Фермата.

Подобно „комбинаторике",''и „Teopia чиселъ" является посо-
б1емъ при р^шёши задачъ ятебр1и вероятностей".

«• .• в • »•

Первый вопросъ, касаюпцйся „теорш вероятностей", былъ 
вопросъ, обращенный къ знаменитому Галилею: почему при па- 
дети  3-хъ вубическихъ костей, на граняхъ которыхъ стоятъ цифры 
1, 2, 3, 4, 5, 6 выходятъ чаще сумма 10, чемъ 9 и сумма 11
чаще чемъ 1 2 ? Вопросъ этотъ решается въ теорш разб!етя чиселъ.

)

2 . Какъ указатели множественности группъ изъ отдгьлъ- 
иыхъ и различимыхъ между собою предметовъ, целыя числа име- 
ютъ применете вообще въ изученш дискретныхъ или раздгьлъпыхъ 
величинъ, въ отлич1е отъ величинъ непрерывныхъ.

.* - * • I

Если изучете кривой лиши, состоящей изъ непрерывнаго 
ряда точекъ требуетъ обобщеннаго понят1я о числе, то из учен ie 
группъ точекъ, находящихся одна отъ другой на вонечномъ раз- 
стоянш, находится въ самой тесной связи съ Teopiefi целыхъ 
чиселъ.

Примеръ тавихъ группъ представляютъ тавъ называемые 
квинкужсы. Если мы возьмемъ две системы равно-отстоящихъ 
параллельныхъ лишй, при чемъ разстояте между литями одной 
системы можетъ не равняться разстоянио между литями другой, 
и линш одной системы пересекаютъ ли н т другой подъ вавимъ-

угломъ, то все точки пересечешя л и тй  этихъ системъ 
правильно расположенную систему точекъ, называемую 

нвинкунксомъ. И зучете ввинвунвса имеетъ болЫшя приложетя

• i 
Г <•

Vf• t;
Нартея отъ другого только начальнымъ элементомъ. Такъ наприы$ръ, перем^ще- 
шя буквъ а Ъ с d: а Ь с d, Ъ с d d9 с d d Ъ, d а Ь с суть всФ возможныя круго- 
выя перемфщетя изъ 4-хъ буквъ а, Ь, с, d.
- ■ • / •' А * ‘ * ’ ■ ' i • * ■ Ч . • • ; - У , • . • ' . . • Л»'*/ * /

,п?) Прясдимъ это конкретщщъ даим4ромъ: пусть даны 2 ящика и въ
^щщшоцъ щ  три (36 № 1-й, Ж 2-й) щаровъ. Мывынимаемъ изъ каждаго ящика
 ̂ .рщощу тару. Сдр^пщвается, сколькими различными способами можно
вынуть шары? Нетрудно убедиться, иго число комбинащй будетъ равно 32=0 

л будутъ ДО,. 00, 01, 02, 22, .21, 12, 20, 11), ЗдФсь число ящиковъ со-

4 г_.г, У- г \ - . ’ "Тту >-<» V  ?> . • /' ' • J.< » * Ш ?о итмеровъ=порядву системы ) -

MitskevichOA
Прямоугольник
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въ ботанике и ткацкомъ деле а). Подобную же систему правильно 
расположенныхъ точекъ можно получить въ пространстве, разсма- 
тривая три системы плоскостей, взаимно между собой параллель- 
ныхъ: такая система, называемая пространственною решеткою* 
(Baumgitter), изучается въ кристаллографш.

Можно указать и въ химш' некоторые вопросы, въ которыхъ 
npieMH Teopin чиселъ должны быть применимы. Таковы атомисти
ческая структурная Teopia Кекуле—Бутлерова и першдическая си
стема химическихъ элементовъ Д. И. Менделеева.

Не подлежитъ вообще сомн'Ьшю, что при дальн^йшемъ раз
виты философы природы явится все большая и большая необхо
димость въ приложены методовъ и теоремъ теоры чиселъ, какъ 
учешя о дискретныхъ или разд’Ьльныхъ величинахъ. Но въ Teopin 
чиселъ и въ ея будущихъ прим’бнетяхъ останется характеристи
ческою чертою постоянство и неизменность законовъ этой науки. 
Въ этомъ отношены она нич^мъ не отличается отъ другихъ вет
вей математической науки, и поэтому нельзя не смотреть, какъ 
на увлечете, легко оправдываемое продолжительною работою въ 
этой области, на идеи Н. В. Бугаева, который проводилъ мысль о 
недостаточности для объяснешя м1ровыхъ явлены современнаго 
научно-философскаго м!ровоззретя и необходимости дополнить его 
иною точкою зрйшя, ариомо логическою, не уничтожающею индиви
дуальности наблюдаемыхъ элементовъ и свободы ихъ дМствш. 
Переходъ отъ дискретности (раздельности) къ индивидуальности, 
обладающей свободою, является логическимъ скачкомъ, и новое 
возрождете на русской почве Лейбнидевской монадологы едва- 
ли будетъ иметь то значете, которое ему придаютъ некоторые 
ученики Н. В. Бугаева. Методы и законы теорш чиселъ своеоб
разны и отличаются отъ методовъ и законовъ другихъ математи- 
ческихъ доктринъ; но они такъ же строги и определенны, какъ 
друие математичесше законы, и поэтому едва-ли можно на нихъ 
основать доказательство существованья свободы воли.

YI.
Составлен1е чиселъ п ри  пом ощ и 

у м н о ж е н !я .
сложен!# и

3. Простейпие изъ вопросовъ теорш чиселъ суть те, въ 
которыхъ разсматривается составление болыпихъ чиселъ посред-

О См. И зв$см  С-ПБ. Техшзлогяческаго Института. 1893 г. КотурницвШ 
Квинкунксъ н его применение.

4



50

ствомъ меныпихъ. Числа могутъ быть составлены изъ меныпихъ 
или посредством сложетя, или посредствомъ умножешя. Вопросъ 
о составлены чиселъ путемъ сложетя есть упомянутый выше во
просъ о разЯенш чиселъ (de partitione numerorum). Некоторые 
изъ частаыхъ вопросовъ решаются элементарными соображен1ями. 
Напр. предлагаю доказать теорему: каждое число, если оно не есть 
2, можеть быть представлено, какъ сумма. в'Ьсколькихъ послгъдо- 
вательныхъ чиселъ. Большой интересъ представляетъ npieMx, дан
ный Эйлеромъ и состоящш въ применены безконечныхъ произ- 
веденШ для р'Ьшешя вопросовъ, касающихся разб1емя чиселъ, ко
торый мы приложим ъ къ доказательству следующей теоремы.

§ 4. Теорема. Каждое положительное число можетг быть 
столько разъ составлено изъ различныхъ слашемыхъ, сколько разъ 
оно можетг быть составлено изъ равныхъ или различныхъ, но 
непременно нечетныхъ, слагаемыхъ.

Доказательство этой теоремы основывается на сл’Ьдующемъ 
тождеств^:

( 1 +ж) ( 1 + ж 2) ( 1  ...... X (1— X s)  (1— х )  ( 1 — ..... 1 .

Ш"сО /6=00
или иначе РРг= 1 , если Р = П  ( 1  + хт),Рг= П  ( 1

Тс
X2 А— I

т~1 )

Другими словами, им^емъ

— ---- Г=1 + x3+ xs'3 + x H,!< +  — Sx%v ■— —— .......
( 1 — х 3)
Итакъ: (1+ х ) ( 1 +ж а) . . . .  ( 1  + хт)= 2хм  2х.%'> 2 х М  

;  5

Производя умножеше въ первой части равенства, мы уви- 
димъ, что коэфищентъ при всякой степени х ^  будетъ равенъ числу 
способовъ, которыми можно число N  составить изъ чиселъ 1 , 2 , 
3, 4, Ц>, (>, 1 . . . .  взявъ каждое изъ нихъ слагаемымъ только по 
одному разу. Развертывая вторую часть, видимъ, что въней коеф- 
фищентъ при xN  будетъ равняться числу способовъ, которыми 
можно число N  составить изъ нечетныхъ чиселъ: 1, 3 , 5, 7 , . . . .  , 
взявъ каждое число слагаемымъ по одному или по нисколько разъ.

Такъ какъ коэффищенты при одинаковыхъ степеняхъ въ обгЬ- 
ихъ частяхъ равенства должны быть равны, то теорема, очевидно, 
доказана.
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Мы видели при доказательстве этой теоремы, что число спо
собовъ р а зб ге т я  чиселъ выражается коэффшцентомъ безконечнаго
произведетя.

Если слагаемый не должны превышать изв^стнаго предела, 
то число способовъ разб1ешя выражается съ помощью коэффищен- 
товъ конечныхъ многочленов*. Такъ, коеффищентъ при №  въ сте
пени полинома {f1 + 1*... + 16)1 выражаетъ собою число способовъ, 
которыми число N  можетъ быть составлено изъ i чиселъ, каждое 
изъ коихъ есть одно изъ чиселъ 1 , 2 , 3, 4, 5, 6 . Точно также 
коэффищентъ при х® въ произведенш

( 1  + х ) . ( 1 + ж 2). { \+ х т\
есть число способовъ, которыми число N  можетъ быть составлено 
изъ различныхъ чиселъ ряда 1, 2, 3, 4, при чемъ въ сум
му можетъ входить какое угодно число слагаемыхъ. Эти результаты 
имйютъ приложеше въ теорш вероятностей, при реш ети вопроса 
объ определенш вероятности того, что при бросаши разъ куби
ческой кости, на граняхъ которой выставлены цифры 1, 2, 3, 4, 
5, 6 , выпадетъ непременно число N, а также при определенш 
вероятности того, что при вниманш изъ урны, въ которой лежатъ 
шары № 1 , № 2 ,... № т ,  сумма нумеровъ на вынутыхъ шарахъ 
будетъ N.

5. Простыв числа Какъ ни интересны вопросы о состав- 
л ен т  чиселъ посредствомъ сложешя, гораздо большее значете 
нмеетъ составлеше чиселъ посредствомъ перемножешя двухъ или 
несколькихъ предшествующихъ. При изученш этого вопроса вы
ступает* различ1е глубокой важности между числами простыми и 
сложными, которое имеетъ существенное значете во всехъ вопро
сах* высшей математики, связанныхъ съ TeopieS порядка. Укажу 
для примера на решеше такъ называемаго уравнетя делетя

%р—1
круга —— г = 0 . Къ р еш ен т  этого уравнетя сводится въ Ана-

лизе учете о правильныхъ многоугольниках*).
Если каждое целое число можетъ быть получено путемъ сло

жешя двухъ предшествующихъ, то не каждое можетъ быть полу
чено чрезъ yмвoжeлie двухъ предшествующихъ. Числа 4, 6—вы
ражаются произведешемъ двухъ предыдущихъ, но числа 5, 7. 11 
не могутъ быть представлены подобнымъ образомъ. Числа, кото
рый не могутъ быть выражены чрезъ произведете двухъ пред
шествующихъ, называются простыми или первообразными. Прсшя 
числа называются сложными. Съ установившем* различ1я между 
простыми и сложными числами возникает* рядъ интересных* во
просов*, решенie которых* до сихъ пор* не достигнуто. Тайна,

4»
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простыхъ чиселъ пока не раскрыта наукою. Отъ этого остаются 
не доказанными ташя теоремы, какъ напр. теоремы Гольдбаха, 
практически проверенный на большомъ количестве чиселъ и поэтому 
обладаюпця очень большою эмпирическою достоверностью.

Теорема Гольдбаха читается такъ: Всякое 'Нечетное 
есть сумма двухъ абсолютно просты ч и с е л ъ Другая такая же 
теорема, которой точность эмпирически подтверждается, утвержда
ете, что: „какъ бы мы далеко ни продолжили рядъ натуральныхъ 
чиселъ, всегда найдемъ два такихъ абсолютно простыхъ числа* 
Nt и 2У3 что 2V2—2 ^ = 2  или 2V ,= 2V2 -b 2 “.

Наприм'З&ръ: 2^ =  3029867 и 2 ^= 3 0 2 9 8 6 9 .
Вопросъ о простыхъ числахъ занималъ еще греческихъ гео- 

метровъ. Въ IX-ой книге „Лачалъ* Эвклида доказанъ одинъ изъ 
самыхъ зам^чательныхъ результатовъ теорш чиселъ:

6. Число простыхъ чиселъ бесконечно, т. е., какъ бы мы 
далеко ни продолжили рядъ натуральныхъ чиселъ, всегда между 
последующими найдутся- простыя числа. Предположимъ, что по
следнее абсолютно простое число есть р. Взявъ произведете всЬхъ. 
простыхъ чиселъ до р  включительно и прибавивъ къ этому произ-
веденш единицу, мы получимъ число: [ 1 . 2 . 3. 5. 7. 11.....^ ] +  1,
большее р. Если это число простое, то теорема доказана; если же 
сложное, то оно должно делиться на простое число или меньшее 
р  или большее р. Но на число меньшее р  эта сумма делиться не 
можетъ, такъ какъ одно изъ слагаемыхъ ея равно единице, сле
довательно, и въ этомъ случае необходимо допустить существова- 
ше простого числа, болыпаго р 2).

Примшанге. Тотъ способъ, въ которому мы прибегли для 
доказательства положен ia Эвклида и которымъ впослед- 
ствш намъ придется много разъ пользоваться, носитъ 
назвате способа доказательства (апа-
гогическШ способъ) и состоитъ, очевидно, въ томъ, что- 
мы, допустивъ существоваше положенья, обратнаго до
казываемому, выводимъ изъ этого допущешя нелепое 
завлючеше и темъ доказываемъ его несостоятельность. * 1

9  Знаменитый создатемъ теорш трансфинитннх'ь чтежъ—Жапторь провФ- 
рилъ эту теорему па всгьхъ числахъ до 1000 и высказаль убФждете, что число 
разложенШ раететъ до безконечности вм^стФ съ числами.

’) Идея итого доказательства можетъ бнть применена кь доказательству сл^-
дуюлщхъ теоремы

ОУществуетъ безконечвое множество дростнхь чиселъ вида 4&Ч-1, 6/с-Ы
1, 1, 8&-ь5~и т. д.
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Доказательство Эйлера. Въ упомянутомъ уже выше сочиненш: 
„Introdnctio in Analysin infinitorum" Эйлеръ далъ следующее 
тожество, изъ котораго вытекаетъ доказательство безконечности 
числа абсолютно простыхъ чиселъ:

1

( 1
\

1
Ж

1
ж

1 7 ) .....(
1 п

л 1 11  Н--- ~— +  ■
1

2 В 4
1  1 ■ +  —-— ь , . .5 6

тимъ что,
1

этого разложен!я легко доказывается если зам1!  
доля 1  на 1 —х и полагая x = lJ2, 1j3,—, получимъ:

1
1

1

X 11
: 1  +

2 4~ 4

1 
00

+1

J• 2

1 1 =  1 -4- -
i 1

—x ~ 1
1 3 ~r 33 + ‘

+  . • • *-ь
1

2 а+ . .

# • •

1

1
З5

“И •

3 > ■
и примемъ за доказанную теорему (см. стр. 70): всякое число мо
жет х быть однимъ и только однимъ способомъ разложено на про- 
изведея1е простыхъ множителей. Съ другой стороны безконечная 
строка, стоящая во второй части (гармоническая строка), есть 
строка расходящаяся, т. е. сумма

1 -ь —̂ .........можетъ быть сделана болЗ»е сколь
2 3 »* я , t . * * 9

угодно большого числа, если мы возьмемъ п достаточно великимъ1). 
Это доказывается слйдующимъ образомъ Возьмемъ п=  2т, тогда члены

~  могутъ быть разбиты на группы1 1  1суммы 1 +  ——h2 3 # • • ♦ 2

1 + 1
“Ь

+

з
1

17

+ 4 Н“ 5 ~Ь
1
6 +

1
7 -1- + (  9 +  - Ч б ) -ь

+ (  1  , + _l \
\ 277г“ 1 ж 1 ’ 2т)

Вс4 эти теоремы заключаются въ теорем^, высказанной Лежандромъ и до
казанной вполпй строго Леженомъ-Дирихле: Всякая ариометическая прогрессия, 
въ которой первый *членъ и разность суть взаимно-Н( остыя числа, закдгочаетъ 
въ себ4 безконечное множество простыхъ чиселъ.

*) Возрасташе суммы однако идетъ медленно. Эйлеръ вычислилъ сумму 1000 
членовъ и нашелъ ее равного 7,485 и сумму милд1она членовъ—14,393 (Institution 
flies Calc. Biff, pars 2. § 144).
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сумма членовъ каждой группы очевидно бол'Ье
1
2 и потому вся

сумма бол$е
1 1 ТУ)

1 (т —  1 ) - = - ,  т * е* бол'Ье 1 - н2 2 2 чис

ла, которое очевидно можетъ быть сделано болЪе всякаго сколь 
угодно большого п.

Отсюда слйдуетъ, что въ первой части число множителей не 
можетъ быть конечнымъ т. е. число абсолютно простыхъ чиселъ 
безконечно велико.

Тожество Эйлера можетъ быть обобщено: И

Строка, стоящая во второй части, зависитъ отъ s и есть функцш 
отъ s; эта функщя отъ s (для значенШ s не только вещественныхъ, 
но щ комплексныхъ) было изучена Риманомъ и эта Римановская 
функщя Z (s) очевидно находится въ т'Ьсн'Ьйшей связы съ зако- 
номъ простыхъ чиселъ.

Нисколько позже Эвклида Эратосеенъ, знаменитый гречесшй 
математикъ, географъ и астрономъ, увазалъ очень несложный спо- 
собъ нахождения простыхъ чиселъ. Бозьмемъ рядъ натуральныхъ 
чиселъ: 1 , 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 9, 10, 11, 12, 13, 14. 15, 16, 17, 
18, 19, 20, 2 1 , 22, 23, 24, 25, 26, 27, 2 8 , 29, 30, 31, 32, 33, 
34, 35, 36, 37, 38, 39 , 40, 41, 42, 43, 44 , 45 , 46, 47 , 48, 49, 
50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61....

Зачеркивая въ этомъ ряду последовательно вратныя двухъ, 
трехъ, пяти и т, д., для чего только надо механически выбрасы
вать числа черезъ одно, два', четыре и т. д., мы будемъ посте
пенно получать числа абсолютно простая; 1 , 2, 3, 5, 7, 1 1 , 13, 
17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61.....

Способъ этотъ носитъ иазваше „решета Эратосеена“, т. к. 
числа какъ бы просеиваются: сложный выбрасываются, а простая 
остаются.

7. Разложеше сложнаго числа на простые множители и рЪше 
Hie вопроса о томъ, есть ли данное число простое.

и простМпий способъ узнать, есть-ли данное число 
N  простое или сложное, заключается въ томъ, чтобы делить его
на простая числа меныш'я т/~дг

Но тождества алгебры и теоремы теорш чиселъ даютъ воз
можность решать эти вопросы относительно чиселъ иногда гораздо
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проще и скорее. Тавъ тожество х 4+ — 
+  2 у2) показываетъ, что р 4 + 4==(р2 + 2 —2р + 2) и поэ
тому всякое число вида р 4 + 4 , исключая 5, есть число сложное.

Такъ, простое тожество AurifeuilTa
4{*+-2 

2 Г +1 (22'‘ + I + 2'‘+1 + l )(22'‘+1
4 п+2

,м + 1
2 .+ 1 )

показываетъ, что вей числа вида 2 ' + 1  суть числа сложныя;
таковы 26 + 1= 5 .13 , 2 10 +  1 = 5 ;  4401, 214 + 1=16385 и т. д.
(Предлагаемъ выяснить, случайно-ли, что вей эти числа содер
жать множитель 5?). .

Изъ теоремъ теорш чиселъ, ведущихъ къ той же цйли, упо- 
мянемъ слйдуюшдя:

Методъ Фермата основывается на томъ, что каждое нечетное 
абсолютно простое число только единственнымъ способомъ можетъ 
быть разложено на разность двухъ квадратовъ цйлыхъ чиселъ. .Ес
ли простое число р = х 2—у2, то х  и у суть числа взаимно прбстыя 
между собою и единственное рйпгеше есть

Р
Р+2

2
р —1

2
Но если р==р1р2, то возможно и другое рйшейе того-жеурав-

Piненш: можно положить р ^ х  + у, р 2~ со-у , откуда 1 2 ,

У
Р ~ Р  2. На основанш этого будемъ придавать къ р  вей квад

раты; если сумма будетъ квадратомъ только тогда, когда она бу-
/р +  1 \ 2 ^  ̂ m

детъ равна Г - „— ) , то число есть аосолютно простое. Такъ при

бавляя къ 17 квадратныя числа 1, 4, 9 .. . 64, мы нолучимъ квад- 
только 17 +  64; но прибавивъ 1 къ 15 мы уже получимъ

Эйлеръ посвятилъ большое число мемуаровъ разематриваемому 
вопросу. Одинъ изъ методовъ Эйлера основывается на следующей 
теоремй теорш бияарныхъ квадратичныхъ формъ. Если А  ж В  
обозначаютъ два цйлыя положительныя числа, то для абсолютно 
простого числа р не существуетъ двухъ различныхъ разложетй:

(*) р = А а 2+ВЪ2,
Действительно, если бы таковыя разложешя существовали, то 

умноживъ первое изъ равенствъ (*) на В 2, а второе на Ъ2, и вы
чтя изъ перваго произведетя второе, получимъ:

MitskevichOA
Прямоугольник
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p(B2— Ъ2)=А{а2В2— Ъ2а2)\ т. e. одно изъ чиселъ было бы
кратнымъ р\ но

р2= (А а2+ ВЪ2) (Аа2+ ВВ2) =  (Ааи±.ВЬВ)2+ AB(aBAzba)2.
Если А В >  1, то ввадратъ, умножающш А В , долженъ рав

няться нулю, ибо иначе второй членъ быль бы больше перваго; 
следовательно

а2 Р  Аа2+ ВЪ2
а? В2 А а2+ В  В2 1, откуда а = ± а , Ъ=±В-

Для А В — 1, 5) можно предположить аВ±Ьа==Ьр, но тогда дру
гой ввадратъ былъ-бы равенъ нулю, и потому а = ± В , Ъ = ± а.

Какъ приложеше этой теоремы докажемъ снова теорему (Софт 
Жерменъ), что числа вида jo4+  4 суть числа сложныя. Действительно

j )4 + 4 = ( j)2)2+  2 2=(j>* *— 2) 2 +  (2j?)2.
•V  ' •* >

- Прилагаю ту же методу къ числу 1 .000.009=100024-3 2 
Эйлеръ повавалъ, что оно есть число сложное.

Другой методъ Эйлера основанъ на теорш степенныхъ выче- 
товъ, дающей-форму делителей чиселъ вида а”=Ы,- Число 2 72 + 1  
можетъ быть абсолютно простымъ, только если п— 2т, a 2 ”— 1 , 
только если п есть простое число. Такъ онъ доказадъ, что всякШ
абсолютно простой нечетный множитель чиселъ вида а 2 + 1  име- 
етъ форму 2 ”"H1k + 1 . Понятно, какъ после доказательства этой тео
ремы упрощается розы скате  абсолютно-простыхъ множителей чи
селъ вида а 2 + 1 . Ферматъ утверждалъ, что числа вида2 2 4 - 1  суть 
числа абсолютно-простыя: утверждете это справедливо для п— 1, 
2 , 3, 4. Посмотримъ теперь, основываясь на теореме Эйлера, спра-

5
ведливо-ли оно для числа 2а + 1  = 4  296 961 297; простые 
делители числа должны иметь форму 64 к + 1 и поэтому мы мо- 
жемъ ограничиться испыташемъ только следующихъ чиселъ

193, 257, 449, 577, 641,..,

Это последнее число делить 22 4 - 1  и даетъ въ частномъ 6700417. 
Посмотримъ, будетъ-ли это число простымъ или сложнымъ. Для 
этого нужно испытать его на все простыл числа вида 64&4-1 отъ 
641 до 2588, т. е. на числа

'  .  I

641, 769, 1153, 1217, 1409, 1601, 2116, 2581.

I  • V .  -  .*

*) TaBia числа А  и В Эйлеръ называлъ numeri idonei.
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Ни одно изъ этихъ дгЬлеш й не удается. Следовательно, число 
6 700 417 есть абсолютно простое.

Въ недавнее время числами вида 227г +  1 занимался талантли
вый русскш челов^къ священникъ 1оаннъ Михеевичъ Первушинъ, 
который въ 1877 г. сообщилъ СПБ. Авад. Наукъ найденные имъ

результаты, что число 2 2 + 1  и 2 2 + 1  суть числа сложныя, а
13  23

именно—число 2 2 -t- 1  делится на 7.2и +  1, число 2 2 + 1  де
лится на число 5.225 +  1 (эти результаты были проверены акаде- 
микомъ Буняковскимъ и Золотаревымъ). Изъ этихъ чиселъ послед
нее заключаетъ въ себе до двухъ съ половиною миллтновъ дифръ.

38
Зельгофъ показалъ, что число 2 2 + 1  (имеющее до 20  милл1ар- 
довъ цифръ) есть также число сложное.

Изследоваше относительно чиселъ вида апrfcl привели 
ра въ результату, что число 231—1 = 2  147 483 647 есть число 
абсолютно простое, что даетъ восьмое совершенное число. Бъ 1883 
году Свящ. Первушинъ нашелъ, что число 2 61— 1  есть часло абсо
лютно простое (этотъ результату подтверждаемый Seelhoff и Нои- 
delot интересенъ, т. к. даетъ девятое совершенное число).

Методы Гаусса основаны на теорш ввадратичныхъ бинарныхъ
3 1 7 — 1формъ. Пользуясь ими, Pepin показалъ, что число —— — есть

абсолютно простое.
3 1 - 1

8. Таблица простыхъ чиселъ (и дЪлителей).

Первыя таблицы простыхъ чиселъ и делителей принадлежатъ 
Ф. Шутену (Franc. Schooten. Liste des nombres premiers jusqu’a 
10.000. 1657) и Неллю (Pell. Liste des diviseurs autres que 2 et 
5 des nombres jusqu’a 100.000. 1668). Марци (Marci) въ 1772 г. 
ивдалъ таблицу простыхъ чиселъ до 400.000. ЗатЗзмъ въ XIX в£- 
вЬ были изданы: 1 ° таблицы Чернака (Chernac) подъ назватемъ 
Cribrum arithmecicum, заключающая въ себЬ числа до 1.020.000.

2 ° таблицы Бурга,рдта (Burckhardt), ивданныя отъ 1814 до 
1817 и заключающая въ себй числа до 3.036.000.

3. Таблицы Дазе, составленныя этимъ феноменальнымъ счет- 
чивомъ по инищативЬ Гаусса и заключающ1я числа отъ 6.000.000 
до 9.000.000,

(Factoren Tafeln изд. въ 1862 (седьмой миллтнъ), 1863 
(восьмой) и 1865 (девятый миллтнъ). Что касается до таблицъ 
для четвертаго, нятаго и шестого миллюна, то они, по словамъ
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одного письма Гаусоа отъ 1850 г., были составлены, но не опуб
ликованный, находятся въ рукописи въ Берлинской библютекЬ. На 
этотъ пробёлъ обратила внимав1е, образованный Британскою ассо- 
щащею для содейств1я успехамъ науки, комитетъ математичесвихъ 
таблицъ, состоявший изъ Кэли, Стокса, В. Томсона, Смита Глэ- 
шера и по порученш этого комитета Глэшеръ (James Glaisher) 
приетупилъ въ составленш и издашю таблицъ простыхъ чиселъ 
и делителей для четвертаго, пятаго и шестого миллтновъ. Табли
цы эти сыли имъ изданы последовательно въ 1879, 1880 и 1883 
т. е. къ 1883 г. мы уже имели полныя таблицы простыхъ чиселъ 
и делителей въ первыхъ девяти миллюнахъ.

Зти таблицы доставляютъ возможность судить о распределе
ны простыхъ чиселъ въ ряду всехъ натуральныхъ чиселъ. Но 
Мейссель далъ пр!емъ опредёлен1я действительная числа про
стыхъ чиселъ далеко за пределами этихъ таблицъ. Его формула 
сводитъ определеше числовой фунвщи <р (т) — (число простыхъ 
чиселъ менее м )на определен!е той же фуввцш для чиселъ зна
чительно меныпихъ и на определен1е фунвщи Ф (т , w), дающей 
число тфхъ чиселъ, воторыя въ интервалле отъ 1  до т не де
лятся на простыл числа.

Р \ —  -> Р%— 3,  Р $—  5 , ......

Вотъ эта формула:
11<р(т)Ф(т>п) + п(и  + 1 ) + '—у у — 1 — 2ф\

т
-Г и > „  +  з

числа и  и попределяются равенствами

9° т п + ц , т п

Тавъ для w = 20 .000 ,

п — <р ( | / 2 0 .

1 + 9 .2 6  +
25,24

(У 20. 000

9, и  == 25

Ч>

• • «
/2 0 0 0 0 4

Рю 29, . * • Ры — 139.

+

/. и



Остается опред^леше числа чиселъ, не делящихся въ интер- 
валл'Ь 1, . . .  20000 на 2, 8 , 5 . . .  
доказывается въ теорш чиселъ.

20000 ( 1 1

Р
1

• Р9--2 3 . Оно равно

1  \
•

1  \
p j

. • ( l  -
” * 0

Такимъ путемъ Meissel опред'Ьлилъ, что въ 1  милл. ихъ—78498, 
въ 1  сотне милл.—5761460 и въ мшшард'Ь—5847478.

§ 9. Приведемъ теперь наиболее интересныя данный, кото
рый могутъ быть выведены изъ таблицъ простыхъ чиселъ.

Число простыхъ чиселъ ДЛЯ ПОЛНЫХЪ МИЛМОНОВЪ.

г

Число про
стыхъ чис. Разности.

. .

Первый милдкнъ . . . .
1

78499

Второй » ................ 70433 -8 0 0 6

Трети! » . . . . . , 67885 —2 548

Четвертый » 66329 —1556

Пятый » . . . . . 63369 — 960

Шестой » ................. 64336 —1033

I Седьмой » ................. 63799 — 537

Воеьмой » . . . . . 63158 — 611
1

Девятый * . . - . . 62760 — 39S

Эта таблица указываетъ на постепенно уменьшающееся чис
ло, уменьшающуюся плотность простыхъ чиселъ. Но эта правиль
ность, съ которой число простыхъ чиселъ уменьшается отъ одного 
милльона къ следующему, уже нарушается, если мы будемъ раз- 
сматрввать мевыме интерваллы. Такъдля интервалловъ въполмил- 
л1оиа число простыхъ чиселъ не уменьшается постоянно при пере
ходе отъ одного полумилдшна къ следующему: въ интервалде между
8,500.000 и 9.000.000 число простыхъ чиселъ равно 31 396, ^яежду 
темъ какъ въ предыдущемъ полумшшоне (8.000,000—8.500.000) 
ихъ на 32 числа меньше (31364). Еще большая неправильность об
наруживается, если мы будемъ разсматривать меныше интерваллы 
напр., въ сотню тысячъ натуральвыхъ чиселъ; уже во второмъ 
миллшне находится сотня тысячъ ( 1 . 1 0 0 .0 0 0— 1 .2 0 0 .000), въ ко
торой число простыхъ чиселъ на 9 больше чемъ въ предыдущей.
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Въ общемъ въ 9 мшшонахъ такихъ сотенъ тысячъ, въ которыхъ 
число простыхъ чиселъ больше чймъ въ предъидущей, равно 34. 
Иногда число простыхъ чиселъ значительно превышаетъ число чи
селъ въ предшествующей сотне тысячъ: напримеръ между 7.800.000 
л  7.900.000 число простыхъ чиселъ равно 6364, между т^мъ какъ 
въ предыдущей сотне тысячъ ихъ 6245.

Еще большая неправильность обнаруживается, если мы бу- 
демъ равсматривать сотни. Во введети къ таблицамъ простыхъ 
чиселъ въ шестомъ миллюне Глэшера мы находимъ интересныя 
таблицы, которыя для каждой сотни тысячъ (и для каждаго десятка 
тысячъ) указываютъ число сотенъ, заключающихъ въ себе опре
деленное число абсолютно простыхъ. Такъ, напр., между 0 и
1 0 0 . 0 0 0  мы имйемъ следующую таблицу, въ которой вторая стро
ка даетъ число тйхъ сотенъ разсматриваемаго интервалла, въ ко- 
торыхъ число простыхъ чиселъ равно соответствующему числу 
первой строки:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 21 26

0 0 0 3 6 8 39 106 149 ,185 177 Д24 104 46 17 14 8 2 1 1

Подобная-же таблица для интервалла между 8.900.000 
9.000.000 будетъ иметь следующей видъ:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 4 13 53 117 177 196 175 130 72 47 11 4

ОбшДй характеръ этого явлетя (распределена простыхъ чи
селъ между сотнями натуральныхъ чиселъ), изучаемаго нами эм
пирически, сходенъ съ характеромъ всехъ случайныхъ явлетй. 
Представимъ себе, что предъ нами 1000 ящиковъ, а мы имеемъ 
6270 шаровъ и стараемся, бросая, распределить ихъ равномерно 
между ящиками. Мы найдемъ, что наибольшее число ящиковъ бу
детъ содержать 6 , 7, 5, 8 , 4 шаровъ, наименьшее число будетъ 
содержать или слишкомъ мало (0 , 1 , 2) или слишкомъ много 1 1 , 
1 2 . Именно это мы и видимъ въ последней таблице.

Привёдемъ въ эаключете таблицу, въ которой сопоставлены 
результаты частныхъ таблицъ и даны во второй строке числа со
тенъ (во всемъ интервалле отъ 0 до 9.000.000), число простыхъ 
чиселъ, въ которыхъ указано въ первой строке.

0 1 2 1/ 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 j 16

24 2 3 1138 3601 7864 :13063 16813 16901 13334 8877 4795 2162 830 272 62 20 9
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Мы видимъ тавимъ образомъ изъ этой таблицы, что въ 9 мил, 
лшнахъ существуютъ 24 сотни, не содержащихъ ни одного абсо
лютно простого числа. Наименьшая изъ такихъ сотенъ начинает
ся числомъ 1,671.800,

Наиболее длинные промежутки, не содержание ни 
го простого числа, суть промежутки въ 153 и въ 151 
(4.652.353—4.652.507 и 8.421.251.— 8.421.403).

одно-
число

Съ другой стороны, на всемъ протяженш 9 миллшновъ встре
чаются пары двухъ смежныхъ нечетвыхъ чиселъ, состояния лзъ 
абсолютно простыхъ чиселъ. Такъ напр. 5.971.847 и 5.971.849. 
Тавихъ паръ въ интервалле между 0 и 100.000—1225, въ интер
валле между 8.000.000 и 8.100.000— 518.

10. Законъ [распределения простыхъ чиселъ. Бопросъ о 
распределены простыхъ чиселъ— есть вопросъ объ определены чис
ла простыхъ чиселъ меныпихъ N. Если бы мы знали длявсякаго-N 
( в (N), то число простыхъ чиселъ въ интервалле между N и 
развилось бы в (N ,)—в (N).

Вопросъ объ опред^лвши в (N) занималъ многихъ математи- 
ковъ и привлекалъ ихъ своею трудностью. Эйлеръ въ своемъ ме- 
Myapis: пГ)е nnmeris primis valde magnis“ (Commentationes. г. 1) 
сравниваетъ вопросъ о законахъ простыхъ чиселъ (законъ ихъ 
распределена и законъ зависимости отъ места) съ вопросомъ о 
квадратуре круга и говорить, что, подобно вопросу о квадратуре 
круга, вопросъ о простыхъ числахъ, не имея практической важно
сти, долженъ въ случае удачнаго разрешенья дать математике новые 
могущественные методы (summa subsidia); за это ручается труд
ность вопроса, отбивавшая все усшпя математиковъ. Не найдя за
кона выражемя в (N), математики занялись решешемъ вопроса о 
нахождешемъ асимптоттескихъ формулъ.

Ассимптотическою формулою для в (п) мы назовемъ выра- 
жеше f  (п) въ томъ случае, если въ пределе иди разность

fin)Д п)— д(п) обращается въ 0 , или отношеше обращается

Тавихъ асимптотическихъ формулъ дано несколько.

Лежандръ далъ формулу1) -— _ i Q836b <ТакънапР0М̂ Ръ До
1 . 0 0 0  000 истинное число простыхъ чиселъ (по таблицамъ) равен-

г-отп Т7 1.001.000ется 78499. Если мы вычислимъ -7— —— — - по —  то получимъ
/о#1.001—1,08.466 J

въ 1

берется по основание е=2.17828... (Неперов. 
pelier. Начала Анализа, 1». 1, § 106. Нзд. Н. Говлева).

логариом. Csr. G. Ра
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7854В. Во второмъ томе сочинешй Гаусса помещено его пись-
«

»

мо къ Энкеотъ 24 дек. 1889, въ которомъ онъ говорить, что из- 
сл'Ьдоватя о частности простыхъ чиселъ, начатия еще въ 1792 
или 1793, скоро привели его къ убйждемю, что средняя плотность 
приблизительно обратно пропорциональна логарифму или, иначе, ко
личество простыхъ чиселъ убываетъ пропорщонально возрастание 
логариемовъ, т. е. если обозначить (i) число абсолютно-простыхъ 
чиселъ въ г — ой сотне, то им'Ьемъ:

( 1 ) :  (2 ) ( 1 0 2 ) . . . .  = ^ ( 1 0 1  +  <9Л00): ’

где в, в, есть правильныя дроби, т. е. число 2 0 0 + 0Х. 1 0 0  есть 
некоторое среднее чиело между 200  и 300.

Исходя изъ атихъ соображешй Гауссъ пришелъ къ уб'Ьжде- 
шю, что число простыхъ чиселъ до N представляется функщею 
известною подъ назваиемъ логариема-интервала. Къ этому же 
завлючешю пришелъ Чебышевъ. Риманнъ далъ еще более точную 
формулу, для которой формула Гаусса—Чебышева

N  dx
0N log х Их

является только первымъ членомъ.
II . Вопросъ о томъ, насколько формулы, даюпця число 

простыхъ чиселъ, соответствуют действительному распределению 
простыхъ чиселъ, съ большею подробностью разсмотр^нъ во введе- 
Hia въ таблицамъ 6 -го мшшона Глешера, где результаты изследо- 
вашя представлены графически. Приведемъ въ следующей таблице 
некоторые результаты, относяпцеся въ последнему полумшшону, 
ДО сихъ поръ изученному:

Римашгь. Чебшцевъ. Лежандръ

8.600.000 -  73 +163 +319

8 700.000 — 95 4-142 +503

8.800.000 —139 4-100 + 264

8.900.000
1

—108 4-131 +301

9.000.000 —132 4-108 4-282

[т. е. число простыхъ чиселъ до 8.600.000, вычисленное по фор-
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муле Риманна, на 73 меньше настоящаго; вычислеше-же по фор- 
муламъ Чебышева и Лежандра даетъ на 163 и на 319 чиселъ 
больше настоящаго].

Графическое изображев1е даетъ тотъ общШ результатъ, что 
формула Риманна даетъ наименытя отклонев1я и колеблется по 
ту и по другую сторону настоящаго числа; формулы Чебышева 
Их и Лежандра даютъ числа постоянно бодытя, при чемъ фор
мула Чебышева, сначала дающая худпйе результаты чймъ форму
ла Лежандра, при болыпихъ числахъ даетъ результаты значитель
но лучппе.

§ 12. Формулы для простыхъ чиселъ. Другой вопросъ, который 
занималъ многихъ математиковъ, есть вопросъ о формулахъ для 
простыхъ чиселъ (lex quam numeri primi progrediunfur, какъ го
ворить Эйлеръ). Идеалънымъ рйшешемъ этого вопроса было-бы 
нахождеа1е формулы р =  в (п) \в обозначаетъ совокупность дей
ств^ , которыя нужно произвести надъ п, чтобы получить р], да
ющей всЪ простыя числа (р) вь зависимости отъ места (м), ими 
занимаемаго въ ряду простыхъ чиселъ, т. е. дающей для , 
р = 2 ; для п = 2 , п = 3; для п=  3, р = 4 и т. д.

Такая формула не найдена и, если требуется выразить в съ 
помощью знаковъ аналитическихъ операщй, едва ли можетъ быть 
найдена. Также безуспешно искали формулу, которая давала бы 
хотя не все, но только простыя числа. Еще М. Стифель быль 
занять этимъ вопросомъ и думалъ, что такая формула имеетъ видъ 
2Zn+1—1 , но уже 29— 1= 511  есть число сложное. Мы видели уже,71
что и утверждеше Фермата, будто числа вида 2s + 1  суть абсолют
но простыя, не верно. Эйлеръ, показавппй неверность утверждетя 
Фермата, далъ несколько интересныхъ формулъ, дающихъ подъ 
рядъ весьма большое число простыхъ чиселъ. Таковы формулы

ж-'-ьж +  41, жа +  ам-17, аг +  29.
Но онъ-же показалъ, что (см. § 32 стр. 87) каждая такая 

формула (целый полиномъ расположенный по степенямъ х) непре
менно даетъ и сложныя числа.

Кроме простыхъ чиселъ, въ ряду чиселъ натуральныхъ нахо
дятся тамя сложныя числа, которыя допускаютъ делителей от- 
личныхъ отъ 1  и самого себя. По определенно, такое сложное 
число А  всегда можетъ быть представлено разложеннымъ на про
стые множители,

Мы докажемъ, что разложеше целаго числа на простые мно
жители единственно,—теорема основная во всей теорш чиселъ. 
Изучете свойствъ всякаго сложнаго числа существенно связано съ



64

разложешемъ на простые множители, для него единственно харак
тер истичпымъ. Перейдемъ къ доказательству этой теоремы.

YII.
Ед и н с тв е н н о с ть  разл ож еш я с л о ж н а го  числа н а

просты е м нож и тел и .
\

§ 12. Основное свойство цйлыхъ чиселъ. Подожимъ, что ыы 
имЬемъ два цйлыхъ положительныхъ числа—А  и В , при чемъ 
А > В .  Всегда можно въ такомъ случай найти два цйлыхъ поло
жительныхъ числа q и г  такъ, что

A = B
гдй г< В .  Эти числа найдутся дйлев!емъ А  на В  (тогда q 
ное г— остатокъ менышй В).

( 1 ) 
част-

Въ возможности найти для всакихъ двухъ чиселъ А  и 
В  въ ряду цйлыхъ положительныхъ чиселъ числа q и г  состоитъ 
основное свойство цйлыхъ положительныхъ чиселъ.

§ 14. Алгориемъ нахождешя общаго наибольшего дЪлителя.
Изъ формулы (1) непосредственно вытекаетъ важное слйдств!е. 
Если при -4> .В  получается A = B .q + r, то, такъ какъ 5 > г ,  
аыходитъ:

B=r.q' + г', гдй г^>г'. (2)
Въ свою очередь г —>*'</' + г", (3)

и т. д. такъ что получаемъ A > B > r > r r>
Эту операцш можно продолжать, пока не дойдемъ до нуля, 

т. е. пока не получимъ:

rn-z=rn-i<Ln + rn (4)
(5)

гдй тп+х= 0, а г га= 1  или числу отличному отъ 1.

1°. Разсмотримъ тотъ случай, когда 1, и доважемъ, что А  
и В  при этомъ условш суть числа взаимно т. е. не
иммощгя общаго дгьлителя.

Въ самомъ дйлй, если А  и Вимйютъ общимъ дйлителемъ 
какое-нибудь число d , то, раздйливъ обй части уравнев1я (1) на
это число, получимъ равенство:

А  В
d d

г
d
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А
d и В

т - ,  согласно нашему допущенш, суть числа ц'блыя, следо

вательно, и г
d должно быть ц^лымъ числомъ, т. е. d—есть де

литель числа г.
Тогда изъ уравневхя (2), повторяя ту же операцно, найдемъ

В г
d d 2 +

г?
d

и разсуждая какъ раньше, мы заключаемъ, что d есть делитель 
и числа г': изъ равенства (3) найдемъ, что d также делитель г", 
г", rlv гт. .. и т. д. Наконецъ, изъ выражешя (4), которое при 
деленш на d принимаетъ видъ:

^п— 2_ ^п— I ~ ,
d ~  d Яп d 5

вытекаетъ, что d должно быть делителемъ гп, что невозможно

Итакъ, общШ делитель чиселъ А  и В  можетъ равняться 
только 1, другими словами— А и В  суть числа взаимно простая.

2°. Теперь разсмотримъ тотъ случай, когда гп не равно еди
нице. Уравнеше (5) обратится тогда въ

^п—Х п̂Я.п+1
%

и показываетъ, что гп_х делится на гп. Предпоследнее выражение 
(4), полученное при последовательномъ делеши,

(4) W = гп-г +
обратится, по разделеши его на гп. въ такое:

г
71

71— 1

71
2„

г71

Гп
откуда видимъ, что гп делитъ на-цело число гп_г

Подобнымъ же образомъ, если разделимъ следующее высшее 
выражеше на г„, то получимъ

П
П—2

п Я.П-1 71— 1  .

71

следовательно гп есть также делитель рл_3, такъ какъ правая 
часть равна целому числу.

5
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[родолжая тавимъ образомъ далее, заключаема въвонцЬ кон- 
цовъ, что гп есть делитель чиселъ А  и В. Значить, если по- 
сл4дшй остатокъ, изъ вс^хъ полученныхъ нами при послйдова- 
тельномъ деленш, гга+1= 0,—то предыдугцш остатокъ гп есть об 
щШ целитель данныхъ чиселъ.

3°. Можно зат^мъ доказать, что этотъ обгщй делитель есть 
притомъ и наибольшей.

Воспользуемся опять способомъ доказательства отъ против- 
наго, т. е. допустимъ, что есть какое-то число <?>-гга, которое есть 
также обпцй делитель чиселъ А  и В.

уравнен1е (1) на
А
6

В
Т *  +

Г
А (7)

Такъ какъ мы предположили, что <Г— общШ делитель А  и 
В, то изъ полученнаго уравнения (6) должны заключить, что д 
есть делитель г. Взявши уравнегыя (2), (3) и т. д. и разсуждая 
относительно нихъ тавимъ же точно образомъ, последовательно най- 
демъ, что д есть делитель чиселъ: / ,  г", г1"... гп. Но гп не мо- 
жетъ делиться на число большее его. Следовательно, наше 
предположеше, что гп ае есть обшдй наиболышй делитель чиселъ 
А  в Б, приводить въ нелепому результату.

Этотъ рядъ операцЫ, которыя мы производили, отыскивая об
щаге наиболыпаго делителя, и называется алгориемомъ нахожде- 
тя общаго наиболъшаго дп, лите ля.

Нзъ основнаго свойства целыхъ положигельныхъ чиселъ вы- 
теваетъ конечность алгориема для нахождешя общаго наибольшаго 
делителя, т. е. возможность после конечнаго числа действШ до
стигнуть до числа гп+\=  0.

Действительно, рядъ чиселъ
•  I П

есть рядъ убывающШ и конечный.
15 Теорема Эвклида. На основаши предыдущихъ выводовъ 

доказывается теорема Эвклида, которую можно формулировать такъ. 
Произведете двухъ чиселъ А  и С,взаимно съ третьимъ

В, даетъ число, взаимно простое съ тгьмъ же третьимъ чис- 
ломъ В . Другими словами, если число А — взаимно простое съ чис- 
ломъ В, и С—также взаимно простое съ , то и произведете 
АС—взаимно простое съ числомъ В.

Исходя изъ положешя теоремы, что числа А  и В — взаимно 
простыя, мы, применяя алгориемъ для нахождешя общаго наиболь
шаго делителя, получаемъ следующей рядъ равенствъ:
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А —Вал-г, В rq'+r', r=r'.qv + rv

I. .
^ п —3 ^n—bQn— 1 1 '  2 Гп'
Гп
(г

— 1 ^пЯ.п+1 ^  ^ 7 г + 1  У
71+ 1 0),

где предиоследтй остагокъ гя= 1 .
Умножая вей члены группы равенствъ (1) на С, находимъ: 
( AC=BC.q + rC, BC=Cr.q+Cr\ Cr=Cr'qv+Cr*

II. }

I Gr
GJ n -%  = С г п -2  < ln -l

n— 2 G rn -l <ln +  G'
Теперь предположимъ, что произведете АС им^етъ общаго 

делителя съ В —какое нибудь число 6. И если подобное допугцете 
приведетъ насъ къ нелепому результату, то это укажетъ на не
возможность этого предположена, обратнаго завлючетю теоремы.

Разд'Ьлимх всЬ равенства (II) группы на б'. Тогда изъ пер- 
ваго полученнаго выражетя:

АС_ВСGr
8 ~  8 -2+ 8 \

основываясь на предыдущемъ допущенш, мы должны заключить, что 

—̂ -есть целое число. Изъ второго равенства—

BG Сг
8 8 •2 +

Сг'
8

гд'Ь
ВС Сг
8 в Сг

^  суть ц4лыя числа, находимъ, что —* ц'Ьлое

число.
Переходя далее отъ равенства къ равенству, мы получаемъ,

что
Сг* Сгт
<П 8

Сгп-г, & 71—S У• • » • О
п—1

8 8 числа J

снаконедъ, изъ посл’Ьдняго равенства (II) завлючаемъ, что^ есть целое

число, т. е. С, какъи В ,делится безъ остатка на 8, имбетъ об
щего делителя съ В , что противоречить услов!ю теоремы. Следова
тельно, предположеше, что пройзведен!е АС не взаимно простое съ 
В ,—ошибочно, и теорему Эвклида можно считать строго доказанной.

5*

MitskevichOA
Прямоугольник
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16. СлЪдств1я теоремы Эвклида. Теперь распространимъ 
эту терему. Положимъ, что мы имеемъ рядъ чиселъ:

А , С, Е , К, Р  . . . . ,

взаимно простыхъ съ некоторымъ числомъ В. Въ такомъ случай 
только что доказанная теорема приводить въ заключен!», что и 
произведете чиселъ даннаго ряда—взаимно простое съ В. Дей
ствительно, взявъ два изъ данаыхъ чиселъ и С, мы по преды
дущему доказываема что ихъ произведете— АО—взаимно про
стое съ В. Присоединивъ въ этому произведет» третье число — 
Д  мы опять доказываема что новое произведете АС.Е  также 
взаимно простое съ Л , тавъ кавъ АО представляегъ также неко
торое число. Перебравъ такимъ образомъ все числа даннаго ряда, 
мы нриходимъ въ вышеуказанному положенш.

Затемъ беремъ еще рядъ чиселъ, подобныхъ В  по отноше- 
нш  въ первому ряду, т. е. тавихъ, что каждое изъ нихъ—взаим
но простое съ числами перваго ряда. Если мы будемъ применять 
въ нимъ те же операцш, какъ и къ числу В, то доважемъ, что 
произведете чиселъ перваго ряда—взаимно простое съ произведе- 
шемъ чиселъ второго ряда.

Отсюда, кавъ следств1е, можно вывести лемму: „кав!я угодно 
степени двухъ взаимно простыхъ чиселъ суть числа взаимно при- 
стыя“. Въ самомъ деле, ничто не можетъ воспрепятствовать намъ 
предположить, что все числа перваго ряда равны другъ другу, т. е.

А = С = Е = К = 1 • *

точно также, что все числа второго ряда равны:

B = D = F — L —N-. # • • •

Тогда произведетя чиселъ можно представить въ такомъ виде:

А.А.А.А. .- .= А т, В .В .В .В . . = В Я,

Очевидно, что А т и В п суть числа взаимно простыя.
. У . • . •

§ 1 7 .  Иррацтнальныя числа. Результатомъ этой леммы явля
ется необходимость допустить существоваше т. н. ирращональ- 
ныхъ чиселъ. Въ самомъ деле, предположимъ, что намъ дано вы-

ражеше: у В ,  где D не представляетъ полной п ой степени,

т* е- у  В , не можетъ быть представленъ никакимъ целымъ чис
ломъ. Теперь предположимъ, что онъ выражается некоторою не-
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А  
В'

венство въ и-тую степень, найдемъ—
Лп

Т)— —V ~ B n'

Асократимою дробью такъ что Л  В Возвышая это ра

где А п и В п суть числа взаимно простыл по доказанному, т. е.
А пjyf;—несократимая дробь, a D —число цгълое. Следовательно, до

пуская, что корень изъ числа, не представляющаго полной данной 
степени, выражается некоторою дробью, мы впали въ ошибку и 
потому должны ввести т. н. ирращальныя числа для выражешя 
корней въ этомъ случае.

Къ этому же выводу мы придемъ, разсматривая восьмое ал
гебраическое действ1е—действ1е решешя уравнешй. Въ самомъ 
деле, положимъ, что намъ дано приведенное уравнете:

pn= pxn~l + qxn~2+ , . . .л-tx + u— О,
где коэффищенты: р, q, , . . Ь, и—числа целыя. Въ такомъ 
случае, если корни этого уравнешя не целыя числа, то они (кор
ни) не могутъ быть дробными, т. е. будутъ выражаться числа
ми или иррацюнальными или мнимыми. Допустимъ обратное, т. е. 
предположимъ, что какой-нибудь корень уравнешя равенъ несокра

тимой дроби -В
Подставляя атотъ корень въ уравнете, получимъ тождество:

+ и = 0.

первагоУмножая его на В 71 1 и перенося все члены, кроме 
во вторую часть, найдемъ, что

^ ~ = - р .А п- 1—q A n~*B— . . . . — t.А.Вп~2—иВп~1%

Каждый • изъ членовъ второй части—число целое, значитъ и 
А п-JJ- должно быть целымъ числомъ, а это противоречить нашему

предположение, что А  и В=числа взаимно простая. Другими сло
вами, наше предположеше приводить въ нелеаому результату и 
потому его должно считать неправильнымъ и допустить существо^ 
ваше ирращовальныхъ чиселъ.

§ 18. На основами предыдущихъ выводовъ можно доказать 
две чрезвычайно важный теоремы. 1) Если произведете АС и нгь-
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которое число В имгьютъ общаго делителя 6, при чемъ А вза
имно простое съ В, то С должно имгьть общаго делите- 
ля J1 съ В.

Действительно, такт какъ А  и В  взаимно простыл, то мы, 
по предыдущему, имеемъ рядъ равеествъ:

A —B.q + r, B = A q1+ r , . . . . А/— 2 r n - l 4 n + r n> ГД'Ь Г п =  1 .

Умножал эти равенства на С и деля зат'Ьмъ мысленно на с5\ 
мы придемъ въ конце концовъ къ тому заключент, что С должно 
делиться на <f, т. е. имеетъ съ В  общаго делителя 6.

2) Другая теорема говорить, что если число А  делится по
рознь на два взаимно простыхъ числа В и Т ) , то оно должно де
литься и на ихъ произведете BD.

Если А  делится на В , то A —B q,
Но такъ какъ А  делится и на В , то произведете Bq долж

но делиться на В, т. е. на основати теоремы (1), q делится 
на В, или q= B.qп т. к. В  и В  взаимно простыл. Подставляя 
значеше q въ выражеше А, придемъ прямо къ результату.

§ 19. Теорема о разложенш числа на множителей. Вышепри- 
ведевныхъ теоремъ (§§ 13— 18) совершенно достаточно для дока
зательства того, что всякое сложное число только единственнымъ 
способомъ можетъ быть разложено на простыхъ множителей. Мы
будемъ опять пользоваться способомъ обратнаго доказательства, 
т. е. предположимъ, что данное число—N  можно представить раз- 
ложеннымъ двояко: или

1) N —aa.b8cy. . . .А, или— 2) А а w.5.§'с1.г’. . . .1^'.
На основанья второго разложетя jWцеликомъ делится на 

а если вместо N  мы возьмемъ его выражеше изъ перваго разло- 
жешя, то получимъ, что произведете: аа. bft. сУ__ А —безъ ос
татка делится на Oj, что возможно только тогда, когда од и нъ изъ 
сомножителей его напр. а=ах. Прилагая подобное разсуждеше къ 
Вх, сх, . . ..?!, мы найдемъ, въ конце концовъ, что 5=б1} c=cv 
. .... Л—1Г Следовательно, каждый изъ множителей перваго раз
ложетя встречается среди множителей второго и наоборотъ, и 
эти два разложев1я могутъ отличаться другъ отъ друга разве толь
ко показателями. Но мы сейчасъ доважемъ, что и степени множи
телей равны. Въ самомъ деле

аа-6(3-сУ-:' -А 
aia .BJ'.c1S...LA-
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Умножая это равенство на .. 1̂ \ , мы найдемъ (а = а .)

ааВбсУ' • •
аа' В, в'с, г'..

где вторая часть целое число; а йотом у аа-Вв--1г делится на 
аа', т. е. аа' делится на а®', что возможно при условш а<а'. 
Точно такимъ же способомъ мы убеждаемся, что

£> /? ', У > у \  ■ • . л > ’А'.
Но, вследств1е равенства числителя и знаменателя, мы мо- 

жемъ взятое нами равенство написать въ виде:
аУ’.Ъ^.с.У'. Л ^  аа'-В(ЗЧх' _

аа,Ввст-...№ а®й/3-Д
А отсюда, применяя разсуждеше, подобное предыдущему, полу- 
чимъ: а '> а ,  /3’>/3, /'>► /, • . .А'>А. И тавъ какъ последтя не
равенства должны быть совмещены съ первыми, полученными на
ми, то а'=а, /3'=/3, у '= у ,  . . Д '= А .

И такт., разложете на простыхъ множителей возможно толь
ко единственнымъ способомъ.

§ 20 0 дЪлителяхъ даннаго числа. Решимь теперь тако
го рода вопросъ: какова форма всехъ делителей даннаго числа N? 
Положимъ, что

N=а®-5|3-.. .&«•

и докажемъ прежде всего, что въ составь делителя не входитъ 
ни одного множителя, отличнаго отъ множителей самого числа N.

Допустимъ, что такой множитель въ делителе есть,—какое 
нибудь число №, т. е.

Тогда при дЬлеши числа N  на d, мы получимъ:

N _ a a В(3 СУ..МК

Умножаемъ обе части равенства на а®',

N  ...  7... аа.Вв.сг...Ьи—rq,a,M ,cy....W'==------ гтг-------а Ш.

Первая часть этого уравнешя— число 
aaJ>(3.cy.kli= N  должно делиться на 11 \ другими словами, наше
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допущеше, что делитель дан наго числа можетъ иметь множ ителей, 
не входящихъ въ составь самого числа, привело насъ къ нелепому 
результату, и потому каждый изъ делителей числа N можетъ быть 
представленъ въ вид-!:

d = a a'.Ър .су
где а', 8',, у ' , .. .  „аг, очевидно, не могутъ быть более соотв^т-
в’Ьтствующихъ имъ показателей въ числе N , такъ что а’ можетъ 
иметь все значешя, начиная съ 0 и кончая 
значев1й. В'— отъ 0 до В
/± (М

■м-

а—всего (а  +  1) 
всего (/5+1) значевШ,

-4 1) значетй. Однимъ словомъ, а '^ а , » *в

21 Число делителей даннаго числа, Мы подошли къ двумъ 
чрезвычайно интереснымъ задачамъ: во первыхъ, нельзя-ли, поль
зуясь предыдущими положешями, вывести формулу, дающую число 
всевозможныхъ делителей даннаго числа? и во-вторыхъ, кавъ опре
делить сумму делителей даннаго числа?

Первая изъ этихъ задачъ решается очень просто.
Изъ предыдущего § намъ известно, что общШ видъ делите

лей даннаго числа N будетъ такой:

d= aa'.Ъу лу '
где а', /3', у'. -Ц1 могутъ иметь соответственно (а  +  1), (6+ 1), 
( v + 1),...(д  +\) значетй. Чтобы определить число делителей N, 
мы решимъ следующш постороншй примерь и применимъ реше- 
nie его къ числамъ.

Положимъ, что у насъ есть ( а + 1 )  белыхъ шаровъ; на каж- 
домъ проставленъ соответствующей померъ—0, 1, 2, 3...., а — 1, а; 
яатемъ, (£ +  1) зеленыхъ шаровъ, то же перенумерованныхъ 
( у + 1 ) — синихъ и т. д., наконецъ, ( д  +  1) черныхъ шаровъ.

Намъ задается вопросъ: сколькими различными способами 
можно составить группы, по и, шаровъ въ каждой 1), чтобы въ 
каждой былъ одинъ шаръ определеннаго цвета? Представимъ, что 
у насъ есть только белые и зеленые шары. Очевидно, комбинащй 
между ними можетъ быть только (а + 1 ) . (/5 +  1) Къ этой комбинащй 
присоединяемъ следующую группу синихъ шаровъ-, тогда число 
комбинащй изъ трехъ цветовъ будетъ равно: + 1).(/? +  1) (у  +  1).

Продолжая подобный пр1емъ, мы получимъ въ конце концовъ 
общее число комбинащй: (а  +  1) (/5 +  1 ) ..ц /л -1 ) . У

У (1—очевидно—число цийтовъ шаровъ

MitskevichOA
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Поступая точно такими же образомъ съ числами, мы найдемъ, 
что число всехъ делителей числа N т. е. [p(N)] равно произве
ден! ю

^»(N) =  ( a - b l )  (/3 +  1) ( у +1)-.. ( я  +  1).

§ 22. Сумма делителей даннаго числа. Вторая задача—опре- 
д^летие суммы делителей даннаго числа— решается следующими 
образомъ. Если число N представляется поди видомъ:

N=a*.$.cY...fo“.

то очевидно, что сумма делителей перваго множителя —a a будетъ 
равна: ( l + a  +  a 2 +  a 3-r- +  aa_t +  aa)-, сумма дештелей чис
ла № будетъ (1......................... + Ъ + Ъ2-г-fr'1+ . . . . + №~1+ №),числа сг. (1 + с  +
+ с 2 +  с3 +  . . . +  cy_1 +  cy) и т. д., наконецъ, сумма делителей по
следняя множителя ha будетъ: (1 +Jc+Jc2+ . . ,+1с!л~1+к1л). Пере- 
множивъ эти полиномы, мы получимъ сумму делителей всего числа 
N, потому что въ это произведена войдутъ всевозможным комби- 
нацш его делителей, начиная съ 1 и кончая произведешемъ ве$хъ 
множителей, т. е. самымъ числомъ N.

Ed(N)=( 1 +  а + а 2 +  . . +Ъ + Ъ* + Ы).
. . .. ( 1 + /с +  ¥  + . .  . .  +&.а) *)

о • I в

Перемножить эти полиномы весьма легко, прянявъ въ сооб- 
ражеше, что каждый изъ еихъ представляетъ изъ себя геометри
ческую nporpeccifo. Суммируя эти прогрессш по правилами алгеб
ры, найдемъ, что:

Числовая фувкщя суммы делителей, т. е. обозначается

также I (N).

§ 23. Числа совершенный и дружественный. При помощи фор
мулы, дающей сумму делителей, можно показать, что числа вида

*) Решить предыдущую задачу, т. е. определить 'число делителей, можно 
исходя непосредственно изъ этой формулы. Въ самомъ деде, такъ какъ въ нее 
входятъ вей делители числа N. то число всехъ членовъ этой формулы и дастъ 
число делителей. Въ первой скобке число членовъ, очевидно, равно (a -Н ), во 
второй— въ третьей—(у+ 1) и т. д., въ последней—(м-ь 1). Следовательно* 
число дйлитедей выразится произведешемъ: (a-Ы) (g -fl) (у -И )___ 0 + 1 ) .
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(1) 2Р 1 (2?— 1) суть числа совершенныя, если 2 ? — 1 есть число 
простое. Действительно, въ этомъ случай (по формуле А):

(1) 2d(N2? — 1 ( 2? — 1) ’ 1 2? — 12? — 1 +  1 
2— 1 ‘ 2 ? - 1 — 1 — 1 ’ I

= N = 2 ? ( 2 ? — 1).

Для того, чтобы число (2^— 1) было простое, необходимо что
бы р было простое, ибо число 2??— 1, очевидно, делится и на 
2?— 1 и на 2г —1.; но это необходимое услов1е не есть достаточ
ное напр. Ed(211— 1 )= 2 8  +  89.

Известныя въ настоящее время совершенныя числа соответ
ствую т следующимъ значешямъ р\

2, 8, 5, 7. 13, 17, 19, 31, 61, т е. суть:
6, 28, 496, 8128, 3350336, 8589869056, .  . .

(Задача. Доказать, что все четныя совершенныя числа заклю
чаются въ формуле (1), данной еще Эвклидомъ въ 9-ой книге его 
„Началъ").

До сихъ поръ не найдено ни одного нечетнаго совертеннаю 
числа; по и не дано доказательства, что такихъ чиселъ не суще- 
ствуетъ.

Въ тесной связи съ вопросомъ о совершенныхъ числахъ на
ходится другой вопросъ, касакнщйся чиселъ дружественныхъ *), 
т. е. такихъ, что сумма делителей одного числа равна другому, и 
наоборотъ. Возъмемъ два числа: А  и В. Пусть A —2n.p.q, а 
Ъ — 1 п г ,  где р, q  и г  суть абсолютно-простыя числа. При усло- 
вш. что р= 3.2п— 1, q = 3 . 2 n ~ 1—  1 и г —9 .2ra_1— 1, числа А  и В  
будутъ дружественными. Въ самомъ деле, положимъ, что п = 2. 
Тогда: * = 1 1 , 2 =  5 и г = 7 1 , Л = 2 2.11 .5= 220 , а В = 2 s.71^=284,

£<Z(220)=284=.B, а ^ ( 2 8 4 ) = 2 2 0 = А
___  i

Въ трехъ мемуарахъ Эйлера, посвященныхъ вопросу о дру
жественныхъ числахъ, дано 65 паръ дружественныхъ чиселъ. Важ- 
нейшш изъ этихъ мемуаровъ находится въ 1-мъ томе вышеупомя- 
нутыхъ Commentationes р. 1Q2. Вторая пара состоитъ изъ числа 
24. 23. 47 и 2*. 1151; отметимъ еще пары 23. 19. 41 и 25. 199; 
также З2. 7. 13. 5. 17 и З2. 7. 13. 107. Въ Эйлеровсшй каталогъ 
не входитъ пара 1210 и 1284.

% '  I , *’•
" • , . •

*) Открыпе дружественныхъ чиселъ приписываготъ Пиеагору. Известно 
предате, какъ Йиеагоръ на вопросъ: «Что такое дружба?»—отвФтилъ: «Это два 
числа 220 и 284*.
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§ 24. Формула Эйлера.

Euler даль интересное свойство суммы делителей числа N

(N)

+

1 )+ J (N

12) +

2 ) 5 ) ■7)

15) (N -2 2 )

гд'Ь 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22 и т. д.—т н. пятиугольный числа *), 
Возьмемъ, напр., число 20. По формуле Эйлера

-M (2 0 )= J(1 9 ) +  J (18)— J ( 1 5 ) -  ( (1 3 )  +  J (8 )  - j  (5 )=

+  20 + 39 -  24—14+ 15  +  6= 42 .

Действительно, делители 20-тя суть: 1, 2, 4, 5, 10, 20, сум
ма воторыхъ равна 42.

Формула Эйлера нредставляетъ нростейлйй примерь изъ ряда 
формулъ теорш чиселъ, получаемыхъ съ помощью такъ называемой 
теорш эллиптическихъ фувкщй.

§ 25. О числовыхъ функц|'яхъ. Церемгьннымъ числомъ въ 'ана
лизе называется такое число, которое не имеетъ определеннаго 
значешя, но можетъ принимать ихъ безконечное множество. Еа- 
оборотъ, если число въ нродолжеше вычислений или изследован1’я 
имёетъ определенную величину, то оно называется посшояннымъ. * 1

*) Если мы дредставимъ себ$ шары равнаго д1аметра и зададимся соста
вить изъ нихъ кав1я-нибудь фигуры: правильные 3-угольники, 4-угольники, 5- 
угольники и т. д., томы невольно придемъ къ вопросу: сколько надо шаровъ, что
бы полупить жалаемую фигуру? Если мы будемъ брать ариеметичесшя лрогрессш 
съ разностями: для 3-угольниковъ=1, для 4 -у г .-2 , для 5-угольниковъ—3 и во
обще, для (d-f 2)—■угольниковъ=<:?, и тогда, суммируя последовательно два, три, 
четыре и т. д. члена этихъ прогресс^, мы будемъ получать желаемыя числа 
шаровъ. Такъ, иапр., 3-угольныя числа (изъ лрогрессш */. 1. 2. 3. 4....) будутъ:
1, 3, 6, 10 и т. д.; 4-угольпыя О/. 1. 3. 5. 7,...)—1, 4, 9, 16 и т. д.; 5-угодьныя 
(*/. 1. 4. 7. 10. 13. 16....)—1, 5, 12, 22, 35 и т. д. Для бол'Ье быстраго получешя 
фигурныхъ чиселъ выведены ихъ обгаДя формулы; такъ общШ видъ 8-угольныхъ

чиселъ есть 4-угольныхъ — п\1  пятиугольныхъ — п. и т. п. Обобщен

ными пятиугольными числами называются числа вида

1

2



Переменный числа обозначаются большею частью буквами 
х, у, z. и £, rj, Z... и другими, наир. N, а постоянный-—а ,Ъ, с ,.. ,- 
а ,  в ,  у .  и т. д.

Такт», въ уравненш ах + Ъу + с—0 х, у —переменная, а, -б, с— 
постоянный.

Перем'Ьнныя, въ свою очередь, разделяются: 1) на независи- 
мыя перемгьнныя. могупця принимать к а т я  угодно значетя и 
2) на функщи, значете которыхъ зависитъ отъ одной или не~ 
сколькихъ независимыхъ переменныхъ. Функщи обозначаются зна- 
ками: /  (ж), F (х) Ф  (ж) ,о  (ж), и т. д. Напр. значеше многочлена
f  (х)= Ьхг + 4:Х—1 всецело завяситъ отъ одного независимаго пе- 
ременнаго ж, а значете F  (х, y) =  Sx+by — Ъху зависитъ уже отъ 
того, какое значите мы придадимъ переменнымъ х,у, т. е. это 
функщя отъ двухъ переменныхъ и т. д.

Площадь круга есть функщя отъ одного незав. пер.— paiiyca, 
а площадь прямоугольника зависитъ отъ 2-хъ независ. перем.— 
высоты и основашя и т. д.; sin х, cos х , lg х и т. д. —суть так
же функщи отъ одного независимаго переменнаго х. Независимое 
переменное х  функцш называется иногда аргументомъ ея.

Функцш разделяются прежде всего на и чи
словых *).

Щ

Въ анализгь изучаются функщи, которыхъ аргументъ прини- 
маетъ к атя  угодно вещестзенныя (или комплексный) значетя и 
значетя которыхъ суть катя угодно вещественный (или комплекс
ный) числа.

Функщи представляютъ простейпйе примеры

числовыхъ функщи, т. е. фупкщй определенныхъ только для це* 
лыхъ значетй переменной и имеющихъ только целыя значетя.

Кроме числовыхъ функщи въ теорш чиселъ имФютъ важное 
яначете функщи полуаналитическгя, аргументъ которыхъ какое 
угодно число, но сами функщи имФютъ только цгьлыя значетя. 
Важнейшая изъ полуаналитическихъ фувкщй есть функщя Е)х), 
означающая наибольшее цгълое , заключающееся въ х. Она
встречается, напримеръ, въ реш ети  вопроса—определить наи-

’) Аналитичестя функщи разделяются 1) на алгебраичестя, и 2) трансцен- 
дентпня напр. sinx, cosx, lg хи т. д. Алгебраическ1я функцш въ свою очередь 
равдФляготся на цФлыя, ( хне  входитъ въ знаменатели), дробныя, ращональныя 
(х  н4тъ подъ корнемъ), ирращональныя и пр.
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большую степень абсолютно простого числа р, входящую въ про
изведете 1. 2 . . .  .п.Степень эта, какъ легко видеть, равняется

Е п + Е п
/ + Е

Ч . * 4п
о

~р . _р \ ip
• • • •

Такъ наибольшая степень 2, входящая въ произведете 1.2.3.. .12 
равна

Е(Ь)+Е(3) + Е 12
8

6 ■+• 3 ■+■ 1 —10

Интересно следующее свойство числовой фунвщи Е  (х'у.

Е(х) + Е X 4* 1
п + Е х+ 2

п . .  ,+ Е х + п —1
п Е(пх).

Переходимъ теперь кг числовой функщи <р (N), выражающей 
число чиселъ, меныпихъ съ N и взаимно простыхъ съ N.

26. Число чиселъ меньшихъ N и взаимно простыхъ съ N.

Задача объ опред’Ьленш числа чиселъ меньшихъ N и взаимно 
простыхъ съ N сводится на опред^лете того, сколько въ ряду (1): 

2, 3 ,.  . .N  ч и с е л ъ , не имгъющихъ дшителей общихъ съ N?
V

Воцросъ этотъ мы разр'Ьшимъ тогда, когда произведемъ ряд;,
сл'Ьдующихъ д4йств]й: выбросимъ изъ ряда (1):

»
1) все числа, д,Ьлящ1яся на а,
2) изъ оставшихся—веб числа дФлящ1яся на 6,
3) изъ оставшихся после двухъ первыхъ операщй—числа, 

деляпцяся на с, и т. д., наконецъ— числа деляпцяся на I, и
4) опред'блимъ, сколько чиселъ останется после последней 

опера pin.
Теперь выполняемъ сказанное:
1) Не трудно видеть, что въ ряду (1) чиселъ, делящихся

т
а будетъ (Число N можетъ быть представлено подъ видомъна а

■N N—  а, где—  будетъ целое число, т. в. N делится на а). а а
Следовательно, после того, какъ изъ(1) ряда выбросимъ все 

числа, деляицяся на а,—получимъ:
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чиселъ не делящихся на а.
2) Изъ выражешя (1) выбрасываема числа кратныя 6. Но 

все кратныя Ъ, ве превышающая N, могутъ быть представлены
Nподъ видомъ 1.0, 2.6, 3.6, 4.6........... --6; изъ нихъ придется выбро

сить только те, которыя не делятся на а (кратныя а уже выбро 
:ены, а для того, чтобы какое нибудь изъ кратныхъ 6, напр. гб, 

не делилось на а, достаточно чтобы г на него не делилось, т. к. 
а и Ъ числа абсолютно простая; поэтому, очевидно, число крат
ныхъ 5, на а делящихся, равняется числу чиселъ ряда,

1, 2, 3, 4, 5 N_
’ Ъ 7

не делящихся на а\ т. е. равно
N
Ъ 1 Вычитая это число

изъ N
О - т ) -

получаемъ:

N 1 1 т О Ч г М ' Ч )  (1 ъ ( 3 )

чиселъ, не делящихся ни на а, ни на Ъ. Прилагая тЪ же разсуж- 
дешя къ отысканш числа чиселъ, не делящихся на с, получимъ 
(4) рядъ чиселъ, уже не делящихся ни на а, ни на Ъ, ни на с; 
и число чиселъ въ нихъ будетъ:

N ( 1 г ) ( 1
Ж

1 (4 )

Отсюда по способу математической индукцш доказываемъ, что фор
мула определяющая въ ряду (1) число чиселъ, не делящихся на 
а, Ъ, с . . .  Л должна представиться подъ следующимъ видомъ:

| w ( 1 Ж 1-т  (1
1

1 (5)

Обозначая число чиселъ меныпихъ N  и взаимно простыхъ съ N  
черезъ gi(N), получимъ:

<p (N )= N (  1 Ж 1 - ж 1 1
) ................................. (

1 I (6)
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или go(N) =  № . cr a
a

1 b- 1
Ь

1 l - l
l

или <p(N)=(aa’~\bl?bl.ct~1....lx~1).(a— 1)(Ь—l)(c— 1) (7)

Возьмемъ напр., число 1 2 = 2 a3; тогда ф (12)=2.3°.1 .2=4. 
Действительно, 12 взаимно простое съ 1, 5, 7, 11.
Изъ формулы (7) вытекаетъ равенство

ф (Щ = (р (а а).ср{Ы).<р(сч) о(1х), потому что
а/х~1(а—1 ) = г р ( а а) .  Ы~'(Ь — 1) =  <р(Ы —1 )=go(?r).

§ 27. Теорема Гаусса. Пользуясь формулой можно до
казать теорему Гаусса, по которой если d есть делитель числа N, 
то 2<p(d)=N.

Заметивъ, что обпцй видъ делителей числа 
есть d—a<*-'.W..cf,...lx\  где « '= (0 ,1 ,2 ,...а), £ '= (0 ,1 ,2 ,.. £),... ~h'= 
—(0,1,2,. .Л), по предыдущему найдемъ, что

gp(d)=gp(aa,)gp(W) ...<р(1х').

Припомнимъ, что 

J£d=( 1 + а  +  а а+  . .+ « “)(! +Ъ +

заключаетъ въ себе в с ель делителей числа N, находимъ Р  равно

Р = [1  +  9 о(а) + 9 о(а?) +  .... +  9о(аа) ] [ 1  +  9 + )+ .... +  95(6^)]....
..«..[I •+■ ( I ) +  . . . .+ 9^(^)],

где первыя скобки содержать въ себе ничто иное, кавъ 2<р(ах'), 
такъ какъ а по вышеуказанному имеетъ все значешя отъ 0 до а; 
вторыя скобки представляютъ 2cp(W), такъ что P=2<p(d).

Но, съ другой стороны, полиномъ, 
скобкахъ, можетъ быть представленъ такъ

содержапцйся въ первыхъ

1 ■+■ (а—  1) -+- а(а— 1)н-яДй—1)ч-••• -t~ал Дй—1 ) =  
= 1  +  ( а — 1)  (1 - ь < м - . . . .  +  а а-,)= 1  + ( « « — ! ) = « « .

Точно также полиномъ во вторыхъ скобкахъ=Ь; и т. д. 
Такъ что P=2<p(d) равняется а т. e.—N.

§ 28. Теорема Гаусса представляетъ собою одинъ изъ изяш- 
нейшихъ результатовъ теорш числовыхъ функщй. Приведемъ не
который понятая этой теорш.
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Интеграломъ числовой функцш f(ri) по всенъ числамъ на
зывается функция F  (п), определяемая равенствомъ

Д 1 )+ Д 2 )+ Я 8 )-ь «  I  в +f(n)=F(n).

Интеграломъ по делителямъ функщй f(n') мы будемъ назы
вать функцш Ф(п), определяемую равенствомъ

+ . .+ f(n)= F(n),

где 1 , d, d\. . . п суть все делители числа п.
Функпдя f  (п) будетъ числовая производная функцш Ф (п).

Введемъ числовую функцш и  (w), которая обладаетъ сле
дующими свойствами: и (п )~ 0, если п содержитъ кратные про
стые множители, т. е. делится на какой-нибудь квадратъ; 
fi  (w )=  -(-1, если п содержитъ простые.множители только въ пер
вой степени и притомъ въ четномъ числе,- pi ( я ) = — 1, если п 
содержитъ простые множители только въ первой степени, но въ 
нечетномъ числе.

Напр. а  (Г 2 )= 0 , и (14)— 4-1, и (13) 1,

Тогда между числовыми функщями (п) и (п) суще 
ствуетъ следующее соотношеше:

Цп)=£  и (

Изъ теоремы Гаусса 2(р (d)= n  
eflie, которое не трудно доказать:

(D
\

следуетъ поэтому соотно-

( р ( п ) = 2 и
п
I d = Z d —2d'

при чемъ первая сумма относится къ темъ делителямъ, для кото-
fl

рыхъ—̂-содержитъ нечетное число простыхъ множителей, a

п
къ темъ, для которыхъ-j-  содержитъ нечетное число таковыхъa
Наир, gо (1 2 )= 2 —4— 6 -+-12 — 4.

Нетрудно видеть, что эта новая формула для числовой функ- 
щи <р (;п) легко выводится изъ выражетя, данна|ю въ § 26.

Нетрудно также доказать, что между тремя числовыми фупк 
щями f  \п). F  (п)и Ф(п) существуютъ следуюпця соотношешя
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П — со П—со
2  f{n)xn X

п—1 п—1

П̂= СО
2  F  (да) хп

П=1 (II)

W=oo fifl) со |
i;

тг=1
X 2?П — 1 П

п== со ф{п) 
п=1

(Ш)

Вводя Риыаннову фунвщю 2
П—со [

П—1 П и полагая fin)

со (да), и&гбемъ изъ формулы (III) и теоремы Гаусса

2 9о (n)= Z(s— 1 ) 
да* 4 (s)

Полагая /(да) = ju (да), легко докажемъ, что Ф(да) для всякаго чи
сла да, отличиаго отъ 1 , равна 0 . Пусть п=ах Ы сг Ъ- Д; тогда 
делители да, не заключающее квадратовъ, будутъ1 , ( , Ъ, с ,...к , I)
(аЪ, ас, . . . Ы)\ (dbc . . . Ы)..............., и число ихъ будетъ
равно

Д 4- Г -+-
г (г— 1) г {г—1) (г—2)

1. 2. 1. 2. 3. , если черезъ г  обозначимъ

число простыхъ множителей а, Ъ, с, . . , к, I, входящихъ въ со^ 
ставь да. Сумма же значешя функцш .и будетъ

1 г + г {г—1)
I 1. 2.

г (г— 1) (г—1)
1. 2. 3.

+ 1= 0.

Формула (III) даетъ, следовательно, при (п)= и  (да),

«=оо ^  (я)
4(s) 2  ~ ^ г ~=  1 , откуда

w=l Я'

П=оо и{п)
Л

1
1 д а *(«)

29. Указатель р — аго порядка. Обобщешемъ функцш 
90(да) является следующая числовая функщя 99 (да), называемая 
указателемъ —аго порядка. Такъ называютъ число группъ изъ 
Р чиселъ не превышающихъ да, им1>ющихъ то свойство, что ихъ 
общ1й наиболыЫй делитель есть число взаимно простое съ р  (въ 
группу могутъ входить и одинаковыя числа, но группы, отличаю
щаяся порядкомъ чиселъ, считаются различными). Такъ, напр., при 
да= 3  можно составить следующая группы изъ двухъ чиселъ,

6



имФюпця указанное свойство: 1, 1; 1, В; 2, 1; 2, 2; 2 , 3: 3, 1; 
3, 2; число ихъ равно 8 = 3 2 — 1. Изъ трехъ чиселъ можно соста
вить слйдуюпця группы: 1, 1, 1; 1, 1, 2; 1, 1. 3; . . . .  и т. д. 
въ числ’Ь равномъ 2 6 = 3 3—1, такъ что изъ всЬхъ возможныхъ 
группъ только одна 3, 3, 3 не удовлетворяетъ нашему условно.

Функцш <ро(п) п 1
2
аР 1

1
ЪР 9 О О 1

1
Тр

Она удовлетворяетъ теорем!» аналогичной теорем!* Г а у с с а :

-2<рJd)=--np.

YITL СРАВНЕНИЯ.

30. Сравнимость чиселъ по модулю. Положимъ, мы имФемъ 
два числа а ш Б, изъ которыхъ С >5; не^омн^нно а=Ъу+-г, гд'Ь 
г , какъ остатокъ. меньше Ъ  и можетъ принимать каьля угодно 
значешя отъ 0 до Ъ— 1 включительно. Если г = 0 ,  то это пока- 
зываетъ, что а нацело делится на Б,—если r=  1, то отъ дФлешя 
а на Ъвъ остатка получается I, и т. д. до — 1. На основа- 
ши этихъ остатковъ, получаемыхъ при дФлеши на постоянное 
число (модуль), числа разд^ляютъ на пласт.

Числа, которыя при долети на постоянное число даютъ всегда 
одинъ и тотъ же остатокъ, Гауссъ назвалт, равноостаточными 
или сравнимыми по модулю и ввелъ знакъ ( = )  для обозначешя 
сравнешя. Положимъ, что имФемъ два числа а и а', которыя при доле
т и  на число Ъ даютъ остатокъ г, т. е. (I) а—Бу + r  и (II) al—Ъу -ы . 
На основанш только что сказаннаго мы пишемъ: а=а' (мод Б), и 
это читается такъ: а сравнимо съ а' по модулю Ъ. Сравнимый 
Ц’Ълыя числа а я а' могутъ быть какими угодно: положительными, 
отрицательными и нулями, но модуль предполагается положитель- 
нымъ. Если мы вычтемъ (II) изъ (I), то получимъ а— —qr ) 

а—аИ---№
или —| ——q — g15 т. е. цълому числу. Изъ этого слъдуетъ

Теорема: Разность сравнимыхъ чиселъ безъ остатка дгьлится 
на модуль. Эта теорема позволяетъ ввести новое опредфлете 
рашооетаточныхъ чиселъ: т$ числа сравнимы или равноостаточ- 
ны, разность которыхъ безъ остатка делится на модуль. Какъ 
сл!*дств1е, изъ этого второго опред'Ьлешя вытекастъ первое опре- 
д!*лете, данное нами сравнимымъ числамъ. Въ самомъ д'Ьд'Ь 
а—а'

Ъ ■д (& число ц^лое, Ъ—модуль); а аt ОБ- а=дБ + а!
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но а!=Ьс\л - t-r '(Il); следовательно a=db + bd1+r=b. (■& + ql) + r; 
т. е. остатки получаются равными. Такими образомъ, оба приве- 
денныя определена совпадаютъ.

Все числа, сравнимый между собою по модулю?), составляютъ 
одинъ классъ; поэтому все числа по отношенш къ модулю Ъ раз
деляются на Ь классовъ,

Обшдй видъ всехъ чиселъ, принадлежащихъ къ одному и 
тому же классу съ а по модулю Ь, есть

х—а •+- &N (*)

Если будемъ придавать числу N различныя отрицательныя и 
положительныя значешя, мы найдемъ безконечное множество чи
селъ, сравнимыхъ съ а по нодулю р\ изъ всехъ этихъ чиселъ 
особенно замечательны два числа, которым могутъ быть названы 
представителяци класса: 1) число положительное, наименьшее
изъ всехъ положительныхъ чиселъ, сравнимыхъ съ а по модулю 
Ъ, называемое наименъшимъ положителънымъ вычетомъ числа 
а по модулю р\ 2 ) число отрицательное, численная величина 
котораго менее численной величины всехъ отрицательныхъ чи
селъ, сравнимыхъ съ а по модулю Ъ\ это число называется наи
менъшимъ отрицателънымъ вычетомъ числа а по модулю Ь. Для 
определена ваименыпаго положительна го и наиыеныпаго отрица- 
тельнаго числа а изъ сравнимыхъ по модулю Ъ, мы обратимся къ 
формуле (*), которую можемъ написать такъ:

(1)
х—а—Ш ; или х Ы  f - N

(2)

Изъ формулы (2 ) видно, что наименьшая численная величина 
х  зависитъ отъ числа N, ближе всехъ остальныхъ подходящаго

къ Въ то же самое' время не трудно видеть, что х будетъ
* 1.

иметь положительное значеше, когда N<Cr-, и отрицательное,

когда
а
Ъ‘

Зная это, мы можемъ определить, напримеръ, ваименьпйй 
положительный вычетъ числа 23 по модулю 7. По формуле ( 1 ) 
имеемъ ж = 2 3 —7N, по формуле же (2) пяшемъ, что

(23 \— — N ) } где за N мы должны взять число целое, полуг

ченное отъ делешя 23 на 7, т. е. 3. (Остатками мы, очевидно,
6 *
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вправе пренебречь). Подставляя В въ формулу (1) вместо N , по- 
лучимъ ж = 2 , т. е. 2 будетъ наименьшими положительными выче- 
томъ 2 В по модулю 7.

Для опред’Ьлешя ваименыпаго вычета мы
должны въ формуле (2) принять за N непременно такое число,.

а акоторое было бы больше Д- и всего ближе подходило къ 7о Ъ‘
Поэтому, желая найти наименышй отрицательный вычетъ числа 2В
по модулю 7, поступаемъ такимъ образомъ:

ж = 2 3 — 7N или х —1 23
Т N

Частное отъ делешя
23
7

2
3 +  — Въ данномъ случай дробь

2
Y  зам'Ьняемъ 1, получаемъ N = 4 ; тогда х—— 5. Следовательно— 5

есть наименышй отрицательный вычетъ числа 23 по модулю 7.
Тотъ изъ двухъ вычетовъ, наименышй положительный или 

наименьшей отрицательный, котораго абсолютная величина мень
ше, называется абсолютными наимепъшимъ

Если абсолютныя величины равны (что можетъ случиться,

если Ъ есть число четное и а = ^ - + Ш ) ,  то каждый изъ нихъ

будетъ абсолютнымъ.

§ 31. Свойства сравнены, аналогичный свойствами равенствъ.

Изъ определен!я сравнешй вытекаютъ ихъ свойства, анало
гичная основными свойствами равенствъ.

1°. Первое свойство. Какъ въ равенствахъ всякое число рав
но самому себе, таки и въ сравнешяхъ:

Всякое число а сравнимо съ самимъ собою по модулю к, т. е. 
а ~ а  (мод к) и если а ~ а  (мод к), то и — —а (мод к).

2°. Второе свойство. А т о м е  равенствъ „два числа, порознь 
равныя третьему, равны “ соответствуетъ въ теорш сравнешй 
теорема:

Два числа, сравнимый съ третьи мъ по какому либо ,
сравнимы между собою по тому же модулю.

Пусть о=& (мод к), с=вЪ (мод к)',

MitskevichOA
Прямоугольник



85

требуется доказать, что а=с

также и

Bbipaatesie

с—Ъ
к

Ь(мод к) значить, что
а—Ъ
~1Г целому числу,

Целому числу. Взявши разность двухъ ПОСЛЕД

НИХ'!» равенствъ имеемъ:

/  а—Ъ\
К ~т ~)

ъ
к целому числу,

или: а
к д^лому числу,

а это по предыдущему значить, что а = с  ( к).

3°. Третье свойство. Прибавляя къ обгьимъ частямъ срав- 
нетя по одному и тому же числу, сравнетя не нарушаемъ, 
т. е. если

а Ъ (мод к), то и а + с~Ъ + с (мод к)

Действительно,
(а + с)—(Ъ + с) а—Ъ

к к целому числу,

а это равносильно тому, что а + с=Ъ + с (мод к), т. е. отъ при- 
бавлешя къ обеимь частямъ по с данное сравнеше не нарушилось. 
Тоже самое можно сказать и относительно отнимашя отъ обеихъ 
частей сравнешя равныхъ чиседъ.

4°. Четвертое свойство. Во всякомъ сравнены, совершенно 
такъ, какъ и въ уравненш, члены моъутъ быть переносимы изъ 
одной части въ другую.

<v=b+c (мод к) значить ничто иное, какъ ——-V + —=  целому

числу, или а— Ъ
к

к
целому числу, а это въ свою очередь

(а—с)—Ъ
к целомуможетъ быть представлено подъ видомъ 

числу, откуда видно, что а—с=Ъ (мод к).

5°. Пятое свойство. Два сравнетя съ однимъ и тгьмъ-же 
модулемъ моъутъ быть почленно складываемы и вычитаемы. 
Положимъ, что даны сравнешя:

а=Ъ (мод к) и <^=2^ (мод к).
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На основаны вышесказаннаго заключаемъ, что:
а—В
т ц-Ьл. числу

а АЭ к Ц'йл. числу. По сложены посл'йд-

нихъ равенствъ им^емь:
а Ъ +  о< —6,

к целому числу или

а 4 -о, = 5  +  ,5, (мод к)', вычитая изъ перваго равенства второе, по- 
дучимъ: а—о, = 6—6, (мод к).

Последнее свойство относилось только къ одной napfc срав- 
нешй, конечно оно будетъ справедливо и для нйсколышхъ срав
нены. Положимъ, мы им'йемъ п сравнешй.

а=В (мод к), а1~ Ъ 1 (мод к), , ап_1~ Ъ п_1 (мод к).

Отъ сложешя перваго сравнешя со вторымъ получаемъ новое 
сраввеше а н - с ^ ^ б  +  б,) (мод к). Если придадим^ къ нему третье 
еравнеше, то получимъ о +  о, +  at= h  +  6 , +  62 (мод к,) —  сумму 
трехъ сравнена. Продолжая подобную операцш, мы въ конц'Ь 
концовъ дойдемъ до суммы всЬхъ п сравнены.

он- о, н- о2 “I- • • • _, = 6  н- Ву н- б2 + .  . . .Вп , (мод к).

Допустимъ теперь, что въ этомъ сравнены a= at = a 3=
, . . . ^п—1 ® Ъ1— 62= .  . . •—

Тогда очевидно па=пЪ (мод к), гдгй п —кавъ число вс'Ьхъ
сравнешй, должно быть дгЬлымъ и положительнымъ. Но такъ
какъ въ сравнены мы можеыъ переменить знавъ у обоихъ чле- 
новъ сравнешя (св. I), то п можетъ быть я отрицательнымъ.

• • \ S

6. Шестое свойство. Два ш и сравнетй могутъ
быть почленно перемножены. Пусть даны сравнешя:

(модк), а1~Ъ 1 (мод

Требуется доказать, что а о ,= 66, (мод к). Действительно, такъ 
какъ по предыдущему aai~ b a l(мод к) и о ,6= 6,6 (мод то:

ой, = 6 6 , (мод к).

Изъ этихъ свойствъ очень легко выводится следующая важ
ная теорема:

7. Седьмое свойство. Оба члена сравнешя (какъ и равен
ства) могутъ быть возвышены въ одну и ту же степень. Casio 
собою разумеется, что тутъ можетъ итти д’Ьло только о ц'Ьлой 
и положительной степени.



Положимъ, что мы имйемъ сравнешй

«=& (мод к), ах (мод к)............. ... ап_х=Ъи_х (мод к),
Перемноживъ эти сравнешя, получимъ:

flW/j » • » • а* 12_] — . * . • д ( м о д  к (>

Если же а=а1— . , . и h=bt ~  . . . =&„_j,

то ап~ Ь п (мод к).
Свойства эти им’Ьютъ прим^яеше при нахождеши остатковъ 

отъ д'Ьлентя бодыпихъ чиселъ на сравнительно небольшая. Попро- 
буемъ, ш пр., отыскать остатокъ отъ дЕлемя 1 0 6 на 7. Разсуж- 
даемъ такъ: 1 0 = 3  (мод 7); 10й= 3 6 (мод 7); но Зг= 2  (мод 7); 
3R= 2 3 (мод 7), а 23= 1  (мод 7), значить 10е= 1  (мод 7), т. е. 
отъ д’Ьлешя 1 0 6 получается остатокь= 1 .

Предлагаемъ найти остатокъ отъ д'Ьлемя 2 ®2 на 641 и оста
токъ отъ д'Ьлешя 2644 - 1  на 274177. JLX

32. ВсЬ вышеизложенныя свойства позволяютъ яамь дока
зать следующую, весьма важную въ теорш сравнешй теорему.

Зиачетя цгь.гыхъ, съ цгълыми 
(многочленовъ) отъ двухъ чиселъ, сравни мыхъ поь какому нибудъ 
модулю, сравнимы по тому оюе модулю, т. е. с*сли*'.4=В (мод к): 
то /  ( A ) = f  (В )  (мод к).

Пусть данъ какой либо полиномъ, расположенный |по степе
ни мъ буквы х: f  (х)—ахт+ bxm~x+схт~2. . . , гд’й а, Ь, с . . . т
числа ц^лия (знаки членовъ полинома не имЗиотъ значешя и мо- 
гутъ быть EaKie угодно).

На основами раньше выведеяныхъ свойствъ, мы можемъ на
писать:

Вт(мод к), (мод к),
_ *% «С

.................А = В  (мод к).

Умножая члены перваго сравнешя на а, второго на Ъ, треть- 
яго па с и т. д., получимъ сл’Ьдуюшдй рядъ сравнешй:

А

аАт~ а В т (мод к), ЪА771— \ ьв772— 1 (мод к).....
На основами третьяго свойства, мы можемъ эти сравнешя 

написать такъ:

. аЛт -+- ЬАт~1 -ь сАт~2 + ...~ аВ т+ ЪВт ~ ! +  сВ7П'т%+ ... (мод Щ,
ь. I

". или f ( A ) = f ( B )  .(мод к).
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Теорема эта им'Ьетъ важное значеше. Наприм^ръ, подучая 
въ болыпомъ количестве простыл числа изъ формулы: 4 1 ~ ж  +  ж2, 
мы можемъ индуктивно заключить, что при всякихъ значен1яхъ х 
формула будетъ давать только простыя числа. Вышедоказанная 
теорема позволяетъ намъ показать противное, т. е., что н’Ьтъ 
такого многочлена, который бы давалъ при всЬхъ значешяхъ глав
ной буквы простыя числа.

Положимъ, мы им^емъ f(x)= A  и если при 
х —т, f(m) равняется простому числу р, то при х= т + р, всегда 
получается число сложное.

Действительно т + р= т  ( мр): по доказанной теореме 
f{m-1r p ) ~ f  (т) (мод р)\ но f  (т)=р (мод р), значитъ f  (т +р) 
= jр (мод р), такъ какъ р =  0 (мод р), f  ( т + ^ ? )= 0  '(мод р)(
другими словами— цел.  числу, или f  (т + р), делясь

Р
нацело на р, представляетъ уже число сложное.

Напримеръ, пусть /  (ж = 3 )= 4 7 ; тогда f  (47 +  8) будетъ
/V47 -н В)

числомъ сложнымъ, потому что ■ —----- —ЧИСЛО целое. 33

33. Особый свойства сравнены.

До сихъ поръ мы исключительно разсматривали свойства 
еравнешй, вполне аналогичный со свойствами равенствъ: теперь 
перейдемъ къ изучетю свойствъ сравнетй, отличныхъ отъ свойствъ 
уравнешй.

Изъ четырехъ основныхъ операщй у насъ не разсматрива- 
лась только последняя —операщя делешя. Здесь то и обнаружи
вается разница съ аналогичнымъ действ1емъ въ равенствахъ Ока
зывается , члены сравнетя могутъ быть сокращены на ш  общаго 
множителя въ томъ только случаи, когда послгьднт есть число, 
взаимно простое съ модулемъ.

Чтобы это свойство лучше врезалось въ память, возьмемъ
два примера:

1) 8 = 1 4  (мод 6) и 2) 6 = 2 7  (люд 7).

. Въ первомъ обшДй множитель 2 входитъ и въ составъ модуля, 
во второмъ—множитель 3 взаимно простой съ модулемъ. Если мы 
попробуемъ сократить члены перваго сравнетя, то сейчасъже за-

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник



89

мйтимъ, что у наеъ подучается нелепый результата, тогда какъ 
второе сраваеше свободно можно сократить.

Теперь докажемъ эту теорему въ общемъ случай. Пусть

ad=bd (мод к)

гд4» d—число простое съ к\ въ такомъ случай, тавъ какъ
da— db d(a—Ъ)

к к

стое съ к, то а—b 
~к~

n't л. числу, и т. в. d есть число взаимно про- 

= целому числу или

а=& ( м к)

Во всЬхъ предыдущихъ теоремахъ модуль оставался неизм^н- 
нымъ; теперь разсмотримъ те теоремы, когда и модуль подвер
гается измйненш.

1) Если члены сравнетя и модуль имгьютъ общаго множи
теля, то можно сократить на него не только члены сравнетя, 
но и модуль.

Тавъ, если въ сравневш а=Ъ (мод р) a=atd, 
p = p xd, т. е. если существуешь сравнеме: a,d=b.d (мод p xd), то

ax= 6 t (мод р,).

Действительно, а=Ь (мод р) означаетъ, какъ было сказано 

раньше, что"-' —ЦгЬл. числу. Вставляя въ это равенство значешя 

а, Ъ, р , находимъ:
axd— bxd d(a1—&,)

pxd p{d
ai

Pi
целому числу,

или, что 'To-же: a, = 6 , (Мод рх)

Во взятомъ нами выше сравненш: 8 = 1 4  (мод 6), члены 
его отдельно отъ модуля совращать нельзя, но вместе съ моду- 
лемъ, по доказанной теореме, вполне возможно. Действительно, 
сокративъ все на 2, мы получимъ правильное сравнеше:

4 = 7  (мод 3).

2. Если одинъ изъ членовъ сравнетя а=Ь (мод. р) и 
модуль имгьютъ общаго множителя, то и другой членъ есть
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мцожителяу т. е. еслп Ь==Ь  ̂р —pt то а
должно быть кратвымъ d.

Мы им'Ьемъ
а Ь

Р
ц'Ьл. числу; вставляя на м1зсто Ъ и р

ихъ значешя, получаемы

a— &j
~ ~ p j ц-Ьл. числу

Отсюда a=bid+ pldd—d(bl - ь 0), т. е. а кратное такъ вавъ

Ьх+р^ ~ ч и сл у  целому.

Итавъ, въ сравненш a=bvd (мод p r d) необходимо, чтобы 
а делилось на d, въ цротивномъ случае сравнеше существовать 
не можетъ.

3) Два числа, сравнимый по двумъ или моду
лями, взаимно простымъ между , сравнимы и по
денгямъ этихъ модулей *).

Пусть а = Ь  (мод к), (мод

доказать, что а=Ъ (мод ккг)? Тавъ вавъ

(I) ^-г-^=ц'Ьл. числу в и (II)к
а—Ъ
Т "

Ц'Ьл. числу 0J, то

■ * • • - 
а— Ъ=кв\ подставивъ значеше а—Ъ во Н-ое равенство, будемъ

кв  1—6V где по условш к и \  числа простыя, почемуиметь к t
в

К
р числу), а в=к1рш, вставляя въ равенство а—Ъ=кд

а—Ъ
значеше 0, получимъ или

о = й  (мод кк.),

р. Следователь но
v

ело
рацШ,

эту можно 
велико, вавъ К; г

не
■ г-

на тотъ 
самомъ 

доказать,

ч , когда чи 
' ,  рядомъ one 
что если

* ■ -
s " . .

V • *) v \ ч
• ; -w-v .* ^  .*

наго таела:
дри нахождетн лдеизназсовъ д̂ лшюстн слож-

Г. -.V V* • * ■ - - Л-*. - ‘ .Ч •• • • * . .  /

. . А  А
пфл ч и с л у , —цМ. числу; ц*л. числу.
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о = 5  (мод ft), а~Ъ ( мод /с,), а=Ъ ((мод кя).

а=Ъ (мод ft ),

то а=Ь (мод ккх ft2... кп)

Возьмемъ частный ирим'Ьръ:

3 7 = 7  (мод 2), 3 7 = 7  (мод 3), 3 7 = 7  (мод 5).

Очевидно, что 3 7 = 7  (л«од 8 0 = 2  3.5)

4) Сравнете не нарушается, если модуль заменить его 
дгьлителемъ, т. е. если

а~Ъ (мод к), где k=dd , 

то о = б  (люд ci)

Действительно:
а -,5  а—Ъ 
~ = ddx д'Ьл. числу; умноживъ по

следнее выражение на dt ,
i • .

о = 5  (люд с?).

а - Ъполучимъ —г—
и/

^цел. числу,иначе говоря,

34. Теорема Фермата.
I

Свойства сравненШ, выведенный въ цредыдущихъ §§, даютъ 
возможность доказать одну изъ важнейшихъ теоремъ въ теорш чи- 
селъ, высказанную въ первый разъ Ферматомъ. Эта теорема была 
помещена имъ безъ доказательствъ въ его комментарш къ „ Арие- 
метическимъ воаросамъ“ Дщфанта (греческ. матем., жившаго въ!У
веке по Р. Хр.).

Вотъ эта теорема. Если а не на простое
число Р) то

аР 1= 1  (мод р).

Такъ какъ р число абсолютно простое, то числа взаимно 
простыя съ р и менышя р суть: 1,2,3,4,5,.... р — 1, всего ( j? ~ l )  
чиселъ. .

Будемъ теперь множить а на 1, 2,..,. р — 1, а произведе- 
шя делить на р\ отъ делешя мы будемъ получать различные 
остатки:
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а. 1 деленное на р, даетъ остатокъ гЛ
а. 2 — У) Я Г2
а. 3 — я Я Г 3

as я ят rs

at Г) Я rt

а(р — 2 )  — я я r

а (р - \ )  — я я
t

■pi

Очевидно, что эти числа и ихъ остатки сравнимы по мо 
дулю р, т. е.

а . \ ( мод ), а.2=г2 р), а,3=г3 (мод р),

• *0 • • 4  • as— J мод р), at: ■rt (мод р) • о * * 4  9

a(p— 2)==rD (люд р),  а(р l)= r  j (лго<? р )

токъ гв =  0, то мы виц’Ьли бы сравнеше:

1°. Легко вид'Ьть, что ни одинъ изъ полученныхъ остатковъ не 
можетъ равняться 0; въ самомъ дЗигЬ, если бы какой нибудь оста-

a s = 0  (мод р) или
&S—= 4 ^ .  числу, чего быть не можетъ, потому что произведете 

<zs простое съ числомъ р.-
Дал’Ье, никаше два остатка не могутъ быть равны: если мы 

предположимъ, что rs—rt) то (см. § Б1 второе свойство) a£ = as

(мод р),другими словами- ^  целому числу; но этого быть

не можетъ на томъ основанш, что и а  и t—s числа взаимно про- 
стыя съ р. Кром^ того очевидно, что всЬ эти остатки должны 
быть меньше р. Все сказанное даетъ намъ возможность заключить,

rp-i суть числа 1, , 3... р — 1, ночто r 1} rr .. rs, rt,...
только взятия въ друюмъ порядки».

Перемножая почленно вышеозначенный сравнешя, получаемъ:

аР~1. 1.2.3..... s.t..,(p—1 )= г , (м°д р)

а по сокращенш на 12.3... р —1 имйемъ;

аР—1 1 (мод р)

Такъ, напримЬръ: 10 6 1010==1 (мод 11).
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§ SB. Второв доказательство теоремы Фермата. Въ виду 
особой важности теоремы Фермата, мы считаемъ недишнимъ дать 
еще два доказательства ея. Возьмемъ (ж +1)?, где р—число аб
солютно простое, и возведемъ въ степень по формуле Ньютона. 
Тогда мы получимъ полиномъ:

(х+1 )р х Р \% о р - г +  р {р  1П У - . х р-<
1 1.2 1.2.3 ...*

Р 1-К..у X-h 1

въ которомъ коэффищенты при всЬхъ членахъ, кроме перваго и 
посл-Ьдияго, суть не только ц'Ьлыя числа, но и кратныя р. 
Чтобы доказать последнее положеше, разсмотримъ коэффищентъ 
общаго члена формулы:

у О — 1 ) . . . ( р - » + 1 )
1.2.В...г

Такъ какъ коэффищентъ долженъ быть числомъ ц’Ьлыыъ, а 
^ —взаимно простое съ числомъ 1.2.3...г, то произведете 
(jp—l )  (р—2...(р—* + 1 ) должно делиться на 1.2.8...*, т. е.

(у— 1)(у— 2).„(у—г+ 1 )
1.2 3...*'

целому числу О.

Каждый коэффищентъ, кроме двухъ крайнихъ, представится 
тогда въ виде р&., т. е. вратнаго отъ р.

Перенося въ левую часть разложешя бинома первый и послед
ний члены полинома изъ правой, оставивъ, следовательно, во вто
рой части только члены, кратные р, еайдемъ, что

(ж + 1)^—хР— 1=числу, кратному отъ ,

или (х + 1 у — хр— 1= 0  р).

Такъ какъ х  есть какое угодно целое число, то мы можемъ 
придавать ему последовательно значешя: 0,1,2...., а— 3, а— 2, 
а— 1; тогда мы получимъ следуюшдй рядъ сравненШ:

1^—0^— 1 = 0  1
2Р—1?— 1 = 0  

3?— 2Р— 1 = 0

J- (мод р)
(а— 2)Р— (а—3)Р— 1==0 '

(а— 1)Р- (а— 2 )Р -  1=0 
ар— (а— 1)р— 1= 0
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Складывая эти сравнения, заы/Ьчаемъ, что первый члеяъ ва- 
ждаго сравнешя уничтожается со вторымъ членомъ сл'Ьдующаго. Во 
вс'Ьх'ь этихъ сраввеа1яхъ въ лЬвой части останутся только 
аР и 1, повторенная столько разъ, сколько сравнены, т. е, а разъ\ 
такъ что окончательно сумма сравнешй выразится:

аР—о = 0  (мод р)  или а{Р"т{— 1 )= 0  (мод р ).

т. е.
а(аР 1— 1)

р д'Ьл. числу;

но а взаимно простое съ р , поэтому

аР—1 1
Р

д’Ьл. числу, что равносильно аР~х~ \  (мод р).

§ 36. Третье доказательство теорегды Фермата основано 
на томъ же принцип^, кавъ и второе. '

Беремъ полиномъ Ньютона:

я -

3 ,..paa'b§“"i'*
abffl.v.'X!-

гд$ а, В.... придаются различныя значешя отъ 0 до р— 1, при 
чемъихъ сумма всегда—р (1.2...а—а! полагается равными 1, если 
о = 0 ). Легко видеть, что если р абсолютно простое, то 2. должна 
быть ц’Ьлымъ числомъ кратными р, такъ вавь всЬ числа, состав
ляющая 2, ц'Ьлыя и кратныя р.

Такими, образомъ, перенося всЬ члены съ коэффиц1ентами, 
не делящимся на р, въ одну часть/ а въ другой оставляя члены 
кратные р, получимъ:

(a~i~ Ь ■+■... -ь ijP— ар—ЬР • • • гР=уИратн. р.
/

Если предположимъ, что 4— Ъ = с #«• *, и число ихъ ,
то

&Р— вратн. отъ р; .; ,ислу.
/ Р 3

Если к число взаимно простое съ то кР~1= 1
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§ 37. Теорема Эйлера. Теперь переходимъ въ доказательству
теоремы Эйлера:

Если а взаимно простое съ Ж—модулемъ (при чемъ 

Ж—~-какое, угодно число), то аф(- ^ =  1 (мод Ж);

Доказательство этой теоремы очень сходно съ доказателъствомъ
теоремы Фермата, составляющей ея частный случай.

Обозначивъ черезъ Ж,, Ж2, 
съ N  в < Ж  такъ что

« Ж , аЖ.

N s,.....Nn, вей числа, простыя 
п—гр (Ж) еоставляемъ произведешя:

п „^,2, аЖ3,....... аЖ,р, далйе, дйлимъ эти произведе
шя на модуль Ж; они будутъ сравнимы съ получающимися остат-
К8»ВИ,

Обозначая соотвйтствуюпце остатки черезъ г ,, г2, г3.......гя ,
имйемъ рядъ сравнен^:

aN1= r i (мод Ж), aN2~ r 2 (мод Ж), аЖ3= г 3 (л*од Ж),
•  •  •  *  •  *  г  «

aNs= r s (мод Ж), aNt= r t (мод Ж), aNn= r n (мод Ж), 
откуда: an.Nl.Nr .Ns...Nn= r 1 (мод Ж). (1)

Въ получееномъ сравненш нетрудно заметить, 1) что остат
ки— r1}r2 гг ,.гп вей -<Ж; 2) ни одинъ изъ нихъ не можетъ рав
няться нулю, такъ вакъ тогда наир. aNs делилось бы на Ж на- 
цйло, а это противно условш, что а—взаимно простое съ Ж;
3) остатки должны также быть взаимно простые съ модулемъ: еслибы 
какой-нибудь остатокъ rs и модуль Ж имйли обгцаго дйлителя, то 
такой же делитель долженъ бы входить и въ число аЖа, ибо въ 
обратномъ случай не могло бы существовать самое сравнеше: <гЖ5= г в 
(мод Ж). Наконецъ, легко доказать, 4) что въ ряду остатковъ 
rl .ri,rsy..,rn] нйтъ раввыхъ между собою. Действительно, поло- 
жимъ, что rs= rp  въ такомъ случай аЖв=&№, (мод N); слъдо-
вательно

a(Ns- - N f)
Ж

=цйлому числу,

но а взаимно простое съ N, a N, и N$ каждое меньше N, поэто-
_jq-

му и разность ихъ будетъ обязательно Значить-—-8̂ .— 2/

не можетъ быть цйлымъ чнеломъ, а это указываетъ на то, что 
равньтхъ остатковъ въ ряду г,, r 2, г3,....гп нйтъ.
( Изъ всего вышеизложеннаго необходимо заключить, что чи
сла ряда: rv  r 2, rs,.:..rn суть ничто иное, вакъ числа Nir N .,
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N ay..J$n, только расположенные въ другомъ порядке; а отсюда
г,. г„. Го....г71 Nx. N 2.

Это равенство показываетъ, что об* части сравнешя (1) 
им-Ьютъ общаго множителя, который, несомненно, простой относи
тельно N : на основаны этого мы имеемъ право сократить на него 
сравнеше (1); тогда получимъ

ап= \  (мод N)\ но п—ер (N)]  значить a q W = l  (мод N).
Теорема Фермата вытекаетъ изъ теоремы Эйлера, какъ част

ный случай. Если дф'Д0=1 (мод N),
то при N, равномъ абсолютно простому числу р, <p(N)=p—1 
(т. е. число чиселъ меныпихъ и взаимно простыхъ съ р  будетъ 
р— 1); иначе говоря, (мод ).

Если N = p a, то g о(N )= p a -I(^ — 1), и формула Эйлера при

меть видь: а'Р~ ^)Р = 1  (мод р), такъ, наир,, если ра= 23,
то ср (N )= 2 2. l = 4 ,  и a * = l  ( мод3); такъ что З4̂ !  8),
Ъ4 ~ 1 (мод 8).

38. Теорема Вильсона и Варинга.

Произведете всгьхъ натурал, меньшихъ 
лютно-простого числа р, сложенное съ , дгълится на 
остатка, т. е.:

[1.2.3\..(р— 1)] -t- 1=0(л«О(? р).
f

Если а—число, взаимно простое съ р , то рядъ произведены

а. 1, а.2, а.3,...а.(р— 1)

абсо-
р  безъ

при д^лент на р ,дастъ рядъ остатковъ: r u  г 2, г3,..., v
Несомненно, среди этихъ остатковъ мы найдемъ такой, ко

торый равенъ единице; иначе говоря, всегда можно найти такое 
произведете аа (где а называется числомъ сопряженнымъ съ а). 
которое при делены на р даетъ остатокъ, равный единице. Въ 
произведены аа, а можетъ равняться а и можетъ быть не равно а. 
Если а—а, то

аа а8 и а% 1 (мод р),

т. е. (а— 1 )(а •+■)
Р

целому числу

Т акъ какъ р  
только въ томъ

число простое, то 
делится на р ,

произведете (а— 1) (а + 1 ) 
когда какой нибудь изъ его
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множителей делится на р\ а~—1 делится на р, если ;-------
Pi

равняется целому числу тогда только, когда —-1.
Поэтому только числа 1 и р—1 имйютъ то свойство, что 

они, будучи умножены на самихъ себя, даютъ, при дйленш на р, 
остатокъ =  1.

В о  всякомъ другомъ случай а—сопряженное число, отличное 
отъ а. Выбрасывая изъ ряда 1.2.3....J»— 1 единицу и р — 1, по- 
лучимъ 2, 3,...р— 3, р—2. Очевидно, если изъ этого ряда мы 
возьмемъ какое яибудь число Ъ, то найдемъ число в, сопряженное 
съ нимъ въ томъ же самомъ ряду. Числа 2, 3 —2 могутъ
быть поэтому разделены на пары такъ, что числа одной парьфуть 
сопряженныя, т. е.

ЪВ~ 1 \
С 7 = 1  !
. . . .  } (мод р)-
7Л=1 j

откуда Ьвсу..Л /.~  1 J
но . Ъвсу.ХК— 2.3 .р—2;
следовательно, 2.3. 4 ...р—2 = 1  ( р).

Умноживъ обй* части сравнешя на 1 .(р—1), получимъ:
1.2.3.4.... (р— 2) (р — 1)=р—1 (мод р)\ *’

но р — 1 = —1  (мод р),
г •

значить, 1.2.3...(р—2) (р—1 ) = —1 (мод р)
или: [1.2.3....(р— 1)] +  1 = 0  ( р)

3 9 . О  р'ЬшеьИи сравненШ  съ  одною неизвестною .

Вышеизложенныя свойства сравнешй позволяюсь намъ рйшать 
сравнешя аналогично рйшешю уравнешй. '
Teopia чиселъ занимается между прочимъ рйшешемъ сравнешй вида

f(x) =cff*-+-А хт~х +  Бост ~ 2  ч-. . . .  * о (мод N),сг*h ч

*

гдй лйвая часть представляетъ многочленъ съ коэффищентами 
ф .. . . L,M  цйлыми (положительными или отрицательными—

Решить сравнеше*) У(#)=о (мод N), значить подыскать для х  та-

*) Реш ете этого сравнешя тожественно съ рйшетемъ неолредйденнаго 
уравнвя1я /(# )—%==̂ о въ ц&гахъ чисдахъ.

7
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вое целое число, которое удовлетворяло бы данному сравнение, т. е. 
обращало бы его въ тождество.

Подобно уравнешямъ, сравнешя различаются по степеням!, неиз
вестной величины (ж). Существуют!* первой степени, второй
и т. д. (ptmeHie сравнешй второй степени составляешь предметъ т. н. 
теорш квадратичпыхъ вычетовъ).

Ф

Прежде ч'^мъ приступить къ изучент теорш реш етя  сравнешй 
докажемъ общую теорему, которая лежитъ въ основан!и этой теорш

Если сравнетю/(ж)— о ( м о д р )  удовлетворяетъ х=а, то
влетворяютъ и всгь числа, сравттыя съ а по модулю р, т. е. состав- 
ляющгя одииъ классъ.

Изъ сравнен1я ж = я  (мод р) вытекаешь *, что f(x )= f  (а) (мод р). 
По положеят же а удовлетворяетъ сравнешю, значить:

ли:
f(a)= о  (мод р) 
/(ж )=о (моо р),

Такимъ образомъ, найдя одно число, удовлетворяющее данному 
сравнешю, тотчасъ же находамъ, что все числа, принадлежащая къ 
одному и тому же классу, удовлетворяютъ сравнешю

Такъ, напримеръ, въ сравнети.
2ж2+7ж-|- 3 = о  ( 11)

5, и этому жешравнешю удовлетворяютъ следующая числа:
— 9 ftU « • V •

Ж л
Ж 5, 16, 2 7 ,..............—6,— 17,

Следовательно, решить сравнеше—-значить найти целые, классы 
чиселъ, обращающихъ данное сравнеше въ тождество, при чемъ каж
дый классъ составить одно реш ете. Этимъ обстоятельствомъ вносится 
существенное различ1е сравнешй отъ уравнешй.

40. О сравнешй первой степени. ОбщШ видъ сравнешй 
первой степени есть:

аж=$ (мN)
, \ ф

где а, Ъ числа положительный или отрицательный; N  число поло
жительное. При решеши сравнешй этого вида могутъ представить
ся два случая: 1) когда а и N  числа относительно другъ друга 
простыя; 2) когда они имеюгъ общаго делителя.

* Въ первомъ случае сравнеше аж=5 ( N) можетъ иметь 
только одно решеше. Въ самомъ деле, положимъ, что оно удо
влетворяется при ж = а  и х=В, при чемъ а ие=В ( N). 
Если х—а, то а.а=Ь ( мN);
а если ж=(3, то а.В=Ъ (мод N)

*) См. § 32.
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P r,4 Ьечтя изъ перваго сравнены второе получимъ:
=0 (мод N),а(а—/3)|

т . е. а(а—/6 ) должно д§ликомъ делиться на N. Но этого быть 
не можетъ, такъ какъ а и (а—В) —взаимно простыя съ N. Сле
довательно, въ этомъ случае существуетъ только одно реш ете 
сравнения. |

Теоретичесйй говоря, можно найти реш ете, применяя теоремы 
Фермата и Эйлера. Пусть дано сравнение: ах=В (мод р )/
гдё абсолютно простой модуль. Теорема Фермата даетъ намъ,
что (мод р).

Умножая обе части этого $2равнешя на и разлагая о?-1 на 
множителя а.аР 2Н получимъ:

аЪ.аР~% Ъ (мод р).
Сопоставляя это сравнеще съ даннымъ, заключаемъ, что

4=Ъ.аР-2
Если, напр., дано cpaeHeHie: 7 # = 3  (мод 5), то ж = 3 .7 3= 1029 ; 

действительно, 7.1029— 3 0 =  (мод 5).
Аналогично тсъ этимъ, при модуле сложномъ—N можно вос

пользоваться теоремой Эйлера. Если дано сравнеше: (мод N)
то, по теореме Эйлера:1 аФб®0 = 1  (мод N).

♦

Практическаго значеш^ этотъ способъ очевидно не имеетъ.
Умножая, по предыдущему, обе части этого сравнешя на Ъ 

и разлагая а&(Щ на а и атС-У)—1, получимъ:

a.ba¥,W—1= 5  (мод N).
откуда — ’ х —З.а^ ) — 1

Такъ сравнеыш: t З ж = 1 1 (мод 8) удовлетворяют х 11.3 3==2 97.
Раземотримъ теперь второй случай, когда а и N  имеютъ 

общаго делителя Тутъ можетъ быть два подслучая: или 1) Ъ не 
делится на 6  или 2) Ъделится на <У.

Въ первомъ нодслучае сравнеше въ целыхъ чис!ахъ решено 
быть не можетъ. Действительно, если бы можно было найти це
лое число х, которое удовлетворяетъ данному сравнешю, тогда 
существовало бы сравнеше:

(Х00а£х—5 = 0  (мод N), или - j д
6

0 (мод N),

ах:
<?

Ъ_
<У

целому числу, кратному N, чего быть не можетъ, такъ

7*



100

ах. „ Ъ 
вакъ —4- целое число, а несократимая дробь.

Если же Ъ делится на S (2-й подслучай), то pinneeie дан- 
наго сравнешя

аж =5 ( мN),
асводится къ р еш ен т  сравнен!»: ^  ^ •

( 1).

(2 ) .

Чтобы доказать это, покажемъ сначала, что если какое-нибудь 
значеше х= хх удовлетворяетъ сравнешю (1), то оно удовлетво
ряетъ и (2).

Итакъ, пусть ахх~Ъ  (мо N);

^ = ц ,1лому числу.тогда ах
N

Раздал и въ числителя и знаменателя этого выражения на t
получимъ:

ах, Ъ
д 6

N целому числу, т. е.
ах Ъ

1 ~ * (м о д ~ ^ у<f <?

Другими^ словами, хх 
обратно, если какое-нибудь 
если

удовлетворяетъ сравнен! ю (2). Теперь 
хя удовлетворяетъ сравнешю (2), т. е„

ах. Ъ
ахS Ъ

<Г
модN

д то 6  “ с? ах^—Ъ
N N ц4л. числу,

6
или ах. (мод N) Г

Такимъ образомъ, р4шен1я сравнен!» (1) тождественны съ р е 
нтами сравнешя (2); но это последнее подходить подъ 1-й слу

чай, такъ вакъ въ немъ-4 и -j- уже взаимно простая, а поэтому

всЬ числа, удовлетворяюпця (2) сравнен!» будутъ по отношен!» 
въ нему составлять одно реш ете, но по отношен!» къ (1) сравне- 
юю они составляютъ уже раздичныя реш етя, число воторыхъ 
равно <f, т. е. общему делителю членовъ сравнен!» н модуля.

Действительно, все решешя (2), следовательно и (1) срав- 
нешй, представляются подъ видомъ:
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х модN
6

Nили: х —а+ -i?q
6

N
тд4 д—ц'Ьлое число, а не<С0 и * < ^

Придавая q значешя 0,1,2,....(У— 1 ..., мы будемъ получать
числа:

N, ..
S

N
CL5 €t~\—J, CL 4- (У—1), ЛН-- .̂(У, СС ■+* -̂ ((̂  "Ь 1 .

(
N

1 очевидно, не

сравнимы между собою по модулю N, а каждое изъ сл'Ьдующихъ

^начиная съ « +  ^  непременно найдетъ среди первыхъ число

одного съ собою класса. Такимъ образомъ, данное сравнеше им^етъ 
<Г р4шешй:

Ж— —CL N
CL Н—$ (мод JSI), а  +  2 ^ (мод N),..

....х= ' а + 1)
L

N i&{ (мод )

РЗшеше сравнешя (1): ах=б (мод N), гд'Ь а и N  взаимно 
простыя, тождественно съ р'Ьшешемъ въ ц%лыхъ числахъ неопре» 
Д’Ьленнаго уравнешя:

ах— Ny=b.
41. Не останавливаясь аа способахъ реш етя неопред'блен- 

выхъ уравнешй (они изложены въ элементарной алгебр'Ь) мы 
обратимся къ н'Ькоторымъ частнымъ результатамъ теорт рйшеюя 
сравнешй 1-й степени, которые будутъ им^ть большое значен!е въ 
теорш р'Ьшешя сравнешй, высшихъ степеней, теорш степеяныхъ
вычетовъ

1. Если даны два взаимно простыхъ числа—т и п, то 
всегда можно найти друпя два положительныхъ чисщ х и у, при 
чемъ х<£т, а у<Сп такъ, что

тх—п у = 1.
Эта весьма важная теорема вытекаетъ непосредственно изъ 

сравнешя: тсс= 1 (мод п),
которое всегда им^етъ реш ете, такъ какъ т и п суть числа 
взаимно простыя.

Въ бод$е общемъ вид’Ь эта теорема выразится такъ:

MitskevichOA
Прямоугольник



2. Если даны два числа Ми II, имчъющгя дгьли-
теля J', то всегда можно найти цгълыя положительный, числа 
х  и у такъ что М х—Ну= 6 .

Если М  и г Мкратныя отъ о, то-j,
Ят и

8

По предыдущему тх—п у = 1 .
Умвоживъ это равенство на получимъ:

б.тх— 8  п у= 8 , или Мх—Н у= 6 .
В. Теперь предположим^, что намъ дано число а такое, что

ам —  1 (мод р )  и 1 (мод р).
Въ такомъ случае можно написать сравнеше:

агУ= 1  (м

гд’Ь 8 —общШ наиболытй делитель чиселъ М  и Н.
Въ самомъ д’Ьл'Ь, возведя первое сравнеше въ степень х, а

второе—въ получимъ:
аМх=.

с

=1 (мод р ), оД у~ =1 (мод р),
откуда * аЖх\=анУ (мод р), а М х - -анУ==0 (мод р)\
аДу (аШ ~Яу- -1 )= 0  (мо р),аМх~-Щ==1 '(мод р).

Но М х—Н у= 8 \ следовательно, а®= 0 (мод р).

Те о р 1я  стеиенны хть вы четовъ .
• * * 1

§ 42. Степенные вычеты. Возьмемъ степени числа а\ a, aif 
а  1j4.. и будемъ д'ЬлйТь ихъ на р, тогда получимъ рядъ
различныхъ остатковъ,

>

V Y Y Y Y 
7 19 ' а? 7 39 7 * ; 9  • •15

которые называются степенными вычетами числа а по 
модулю р ч Въ ряду этихъ остатковъ будетъ остатокъ равный 1; 
тавъ (мод р)\ кроме этой степени дадутъ остатки 1
еще а 8(?” 1,....а”(̂ -1) (а0 .несомненно дастъ 1, но эту
степень мы пока въ разсчетъ не принимаемъ).

Въ ряду степеней 10°, 101, 102,.....Ю10
10 получится остатокъ равный 1 
1010==1

при деленш

(мод
9остатокъ равный 1 отъ степени Ю 10 

11), но несомненно, что 10^=1 (мод 11).

на
ибо
Это



показываете, что для некоторыхе чиселъ есть степень <рр—1, ко
торая даете при д^ленш на р остатоке, равный 1. Условимся 
обозначать наименьшую степень, дающую остатоке 1 (опять таки 
исключая а 0) буквою s и будеме говорить въ этоме случай, что 
а принадлежишь къ числу s по модулю р. Докажемъ следующую 
теорему.

Если as есть первая степень дающая при па р
рсшатокъ 1 , то р — 1  дгълится на s.

Им4емъ as= l  ( модр) и 1 (мод р).
Если же (51 есть обшдй делитель чиселъ s u p — 1, то на основанш 
теоремы § 41 мы получиме:

a £ =  1 ( р)

Не трудно видеть, что о есть ничто иное, кавъ само s. 
Действительно, относительно d' можете быть только два предполо- 
жешя: или оно меньше s или равно s. Первое предположеше 
уничтожается само собою, ибо s по условш есть первая степень, 
дающая остатоке 1; следовательно <?=§, или s есть делитель р—1, 
а это требовалось доказать. Имея ряде степеней а \  а % • а2*• ••

а*,.. .аР 1 при деленш на р получиме остатки 1. г г g,
и, взявъ s -тую степень а, будеме иметь а 

но as+'= a  (мод v) и
S-t-2

as+ = a  ( р) 
(мод р): также и а

(мод
1 (мод р)\

р). Следовательно, a5+1
(мод р), а г, (мод р). .их2S.

и.

•и

1 (мод р), a JS+1= r ,  (модр) и т. д., т. е. остатки будуте повторять
ся перюдически. Всехъ же различныхъ остаткове будете s, по

что для as+l остатоке тоте же, что и для а.
Be ряду натуральныхе чиселе есть ташя, у которыхе s= p  

другими словами ни одна степень <ip— 1 при деленш на р не 
даете остатка равнаго числу 1. Числа эти называются первообраз > 
ними корнями (д) числа р. Напримере, 10 есть первообразный

чиселъ 7, 17, 19, 23, 29, т. е, 106= 1  (мод. 7)
1 (мод 17),.... 1028= 1  (мод 29).

<*

16

На теории степенныхе вычетовъ основывается нахождеше 
иризнаковъ делимости чиселъ на абсолютно простое число, разло- 
жеше дробей въ перюдическ1я (и въ томе и въ другомъ случае 
система счисленгя роли не играете).

43. Приложено теорж степенныхе вычетовъ къ нахожде- 
Йш признаковъ делимости. Переходные ке общей постановке во
проса о нахождении признаковъ делимости. Задача эта есть частная 
задача более общей: какой остатоке получится отъ делен1я N на 
простое число р? Намъ уже известно, что всякое число N можете

MitskevichOA
Прямоугольник
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быть изображено подъ видомъ полинома, расположенеаго по стене- 
нямъ основашя а,
т. е. an + a1 an~l -ha2 a№ ~ 2  + ... + an

где а0, не должны превышать а— 1.

Въ данной задаче можетъ быть два случая:

1) освоваше системы счислешя а есть делитель числа р\ въ 
этомъ случае признакъ делимости на р определяется очень просто: 
нужно посмотреть на последнее число ап и узнать, делится ли 
оно на р\

2) а не делится на р. Разсмотримъ остатки отъ делешя 
различныхъ степеней основашя ос на число р  и для общности по
ложишь , что наименьшая степень, дающая остатокъ=1, есть а? 
(г де =делителк> г —1); получимъ рядъ сравпевШ:

( м о д р ) ,  а 2= г 2 ( . . , 

а 5— 1 (мод р). as*l'^ r 1  (мод' р), as+2= r 2  (мод р), . . .

a 2S=  1 (мод

Присоединишь сюда еще сравнеше:

ап (мод р).а
Умножая каждое изъ этихъ сравнен^ па соответствуюпце

и складывая ихъ, получимъ въ ле-
• • • »

коэффищенты а0, а ,, а_
вой части сравнешя самое число N, а въ правой + .г, + a gr 3
.... ч- аа_ггд-1 -+■ а п . Такимъ образомъ у насъ получается сравнеше
которое позволяетъ для опредёлешя признака делимости числа N 
разсматривать не это число, а гораздо меньшее, стоящее во второй 
части сравнешя. Для практическаго применешя оказывается воз- 
можнымъ ввести способъ более изящный и более простой. Если бы 
мы хотели узнать по первому способу признавъ делимости какого 
нибудь числа на 7, то очевидно мы должны были бы делить его 
на группы по 6 цифръ въ каждой, что для дальнейшаго вычисле
ния было бы весьма затруднительно; потому для уирощешя до-

называется теорема, что если s четное, то а 
Въ самомъ деле,

£Т I (мод р)

а в= 1 (мр),
ос

Р
1_(а э4-1) (a 8— 1

V
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JL
до cl 2-—1 не можетъ делиться в а р  (по определенно числа s), поэтому

а
8_
2 1 (мо^ р). а

S
2 г ( мод

Следовательно, число разобьется на группы по цифръ въ 

каждой, остатки же будутъ иметь видъ:
1, , Т„у.,.Т

2 1
9

1, —г ,,—г2,....1, г г  и т. д.

гг,-

Такъ напр. для простого числа 91, s = 6 . Последовательные 
•остатки отъ дёлетя степеней 10 на 91 суть 1, 10, 9,—1,—10,— 9. 
Поэтому получаемъ очень изящный признакъ делимости Если дано, 
напр., число 234156588101345, то нужно разделить число на 
грани, по три цифры въ каждой грани, взять произведете первой 
слева цифры на 9 и прибавить къ этому произведет») число, со
стоящее изъ двухъ другихъ цифръ, затемъ, составивъ такимъ 
образомъ числа для всехъ граней, изъ суммы чиселъ для нечет- 
ныхъ граней вычесть сумму чиселъ для четныхъ. Для написаннаго 
числа будемъ иметь:
д е  первой грани число 72, для второй—10, для третьей 133,

для четвертой—65, для пятой 52.
%

Алгебрическая сумма 72— 10 +  133—65 +  5 2 = 1 8 2 = 2 ,9 1 . 
Следовательно, число делится на 91.

Предлагаю въ виде упражнетя: 1) найти признаки дели-: 
мости для числа, написаннаго по десятеричной системе, на числа: 
13, 37, 73, и 101; 2) признаки делимости на все простыя числа 
менышя 20 для числа, написаннаго по бинарной или троичной 
системЬ.

X .

TeopiH иыдекеовъ,
§ 44. Понятие объ индексе. На теорш стеаенныхъ выче- 

тов% осщованб также чрезвычайно важное учете объ указателяхъ 
или индёксахъ, съ помощью которыхъ значительно облегчается ре
ш ете сравнетй какъ первой, такъ и высшихъ степеней.

Если g есть первщбразный корень числам, то, какъ 'м ы
(■ m r t n ,  ряя-ь ••Ьтеш'вей g:

5 * » • при делент па р даегъ рндъ осгатковъ:
.ШМ- ■v-

У

1 у 2̂* *ЗУ в̂У' 2)  ̂J j •
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которые перюдически повторяются. Числа 1, г2,.„г 2 состав
ляющее першдъ, будучи все меньше р и неравны  между собою, оче
видно совпадаютъ съ числами 1, 2, 3 ,...£> — 3, располож енны м и 
въ другомъ порядке.

Положимъ, что наыъ дано какое-либо число Ъ } не делящееся 
на р\ тогда остатокъ отъ д’Ьлешя L  на р  непременно найдется въ 
ряду: 1, 2, 3... р — 1,— какое нибудь rh, а въ ряду: д°, дх. д2, др~2 
— этому числу L  будетъ соответствовать какая нибудь степень 
д%. Иначе говоря,

L ~ r h (мод р)\ gh= r 1; (мод р).
Следовательно, L = g k ( р).

Вотъ этотъ то показатель степени, к, въ которую надо воз
высить основаше—g, чтобы получить число, сравнимое съ дан- 
нымъ— L  по модулю р, и называется указателемъ, индексомь, 
(Ind) числа L. Это принято выражать слёдующимъ обозначешемъ:

k ^ In d r  L  ( р) *).
О

Для всехъ чиселъ одного и того же класса по модулю р ан- 
дексъ имеетъ одно и то-же значеше и является яинвар1антою“.

§ 45. Прежде чемъ перейти къ вопросу о нахожденш Ind  
даннаго числа и, наоборотъ, числа по данному Ind , мы познако
мимся съ главнейшими свойствами индексовъ и предварительно до- 
кажемъ две теоремы, которыми намъ не разъ придется пользоваться.

1. Двгь степени первообразного корня (д), показатели кото- 
рыхъ отличаются друхъ отъ друга на число кратное (р— 1 ), 
сравнимы между собою по' модулю р\

и 2. Если двгъ степени первообразного корня (д) сравнимы 
между собою по модулю р, то показатели ихь сравнимы по мо
дулю р — 1 .

Пусть даны две степени: gs и gf, причемъ t=~X (р— 1) +  $, т. е. 
t  отличается отъ s на число ^  (р— 1)—кратное отъ (р— 1). 
Въ такомъ случае непременно будетъ существовать сравнеше:

/ = /  (люд Р)‘ Я

Действительно, изъ теоремы Фермата следуетъ, что:
(м0() р)

Умножая обе части этого сравоешя на gs, получимъ:

*) Еакъ можно внд*ты изъ этого перваго |Щ уят1я объ индекс1*, оно анало
гично понятно о лаг ори ем* въ алгебр*; эта ала л о riff сделается, еще ясн*е, когда 
н н  разсмотримъ дал*е свойства Ind и сравнима ихъ со свойствами log.
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дХ{Р Ц+в—уЯ (мод Р

иди: / = /  (мод р),
что и требовалось доказать.

Пояожимъ теперь, что наоборотъ— дано сравнеше:

gs= g f (мод р).

П ерен еся  gt въ первую часть и взявъ его за скобки, получимъ:

&($Г* '  (мод р),
или, равд'Ьливъ это сравнете на gf и перенеся I во вторую часть;

gs~(=  1 (мод р).

Съ другой стороны, такъ какъ g есть первообразный корень, 
то

g x{p~ ^ = \  (Mod р).

Сопоставляя оба эти сравнетя, мы должны заключить, что

s—  t=X (р -  1);
N

другими словами, s— t  безъ остатка делится на р —1, 

т. е. s= t (мод р—1),

этихъ теоремъ
и вторая теорема является строго доказанной.

§ 46. Индексъ произведет». При помощи 
'нетрудно вывести основныя свойства индексовъ.

Пусть индексъ н^котораго числа А  будетъ т, а индексъ 
другого числа В  положимъ=», индексъ произведешя А.В  обозначимъ 
чрезъ I. Спрашивается, въ какомъ отношенш между собою на
ходятся т, пи 14Изъ того, что А= т  и Ind ;
(УЙдуетъ, что

А ^ д т ( модр) и В ~ д п (мод р).

Перемноживъ эти сравнетя, мы получимъ:

АВ 9тЛ-п (мод р).

Съ другой стороны, если Ind А В —l, то заачитъ

A B ~ g l (мод р).

Изъ этихъ двухъ сравнешй вытекаетъ, что
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9 ТП+П.
9 l (мод

откуда, на основаши предыдущихъ теоремъ,

или

т + п= 1  (мод р— 1),

Ind A .B= [Ind A  + lnd В] (мод р  — 1)
tti

т. е. индексъ произведеи1я двухъ чиселъ сравнимъ съ суммою индек- 
совъ обоихъ чиселъ.

Отъ случая двухъ множителей легко можно перейти въ ка
кому угодно ихъ числу. Положимъ, что мы им'бемъ рядъ чиселъ: 
А, В , Сг...В, индексы которыхъ по модулю р будутъ соответ
ственно т, Тогда, следовательно, существуютъ срав
нения:

A = g l (мод р), В = д т (мод р), С ~ д 1 1  (мод p)r .B = gr (мод р),

Перемноживъ ихъ, мы получимъ:
ABC... f t — r l+m+n+ + г  (т ( )

Обозначивъ Ind АВС....В чрезъ s, найдемъ, что
gS — gl+™-+-+̂  .+r

а  отсюда, по предыдущему; s ^  +  m +  « + . . , . + f  (мод р  — 1),

или IndABC ...B= lndA  + IndB + IndC+ ... + IndB (мод p —1)

Итакъ, индексъ произведет я сравнимъ съ суммой инде 
производителей по модулю

§ 47. Индексъ степени. Доказавъ эту общую теорему, мы 
разсмотримъ частный случай е я —именно нредположимъ, что числа 
А ,В,С,.. В  равны, при чемъ число ихъ пусть равно к. Тогда 
сравнеше

Ind ABC...B=lnd A  + lnd B + lndC+ .. + lnd В  (мод p — 1)— *)

*) Это общее ноложете можно доказать нисколько другимъ способом^. Взявъ 
произведете первьгхъ двухъ чиселъ даннаго ряда: А  и Ъ , мы заключаем^ что 
Ind A R ^ In d  1 4 -Ind Б] (мод p — 1). Разсматривая затФмъ произведете J.B и третье 
число—С, мы найдемъ: In i AB.Q^IniAR -\-IndC]1 (мод р —1) или: Ind AKCEzInd 
АЪ+ I n i  0 (мод р —1). Продолжая эту операцио точно также инадъ дальнейшими 
числами, мы получимъ въ конц£> кондовъ: Ind АЖ ... Д —f Ind A  A IndB-^IndC^r,..^ 
IndB] (мод р —1).
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примете вйдъ. Ind Лк= к. Tnd А  (мод р— 1),

т. е. индексъ степени сравнимъ по модулю р— 1  сь индексомъ 
основ am я, повтореннымг столько разъ, сколько единицъ въ пока
затели> степени

Ind А
Эту теорему можно вывести другимъ путемъ. Пусть

т a Ind А^ п 1
значить: (1) А ~ (мод р)

Тогда
Воввышаемъ обЪ части сравнетя (1) въ к—тую степень,

A*=gmk (мод р)\ (3)
сопоставляя (В) и (2) сравнешя, находимы

g n= g mJc [мод р)
Припоминая, что если дв1> степени сравнимы но модулю р, 

то показатели ихъ сравнимы по модулю р —1, завлючаемъ, что

т. е.

тк (мод р —1),
у

Ind А^=к. Ind А  (мод р —1).

§ 4 8 . Приложешн теор«и индексовъ, PtuieHie сравнена 1 -й
степени. Зам4тивъ эти главиыя свойства индексовъ, мы перейдемъ 
къ ихъ поиложея!ямъ. Самое важное значеше индексовъ въ практи-приложен1ямъ.
ческихъ вопросахъ заключается въ томъ, что введете ихъ чрез
вычайно ускоряете и упрощаете рЪшеше сравнешй, а следова
тельно и неопред'Ьленныхъ уравяешй.

Пусть дано сравнете: А х= В  (мод р),

гдъ А  и. В
простое.

числа не д&ляпцяся на и р—число абсолютно

Положимъ, что этому сравнешю удовлетворяете По
опред'Ьлетю индексовъ, индексы двухъ чиселъ, сравнимыхъ между 
собою, должны быть тождественны, Значить,

Ind Ахх —Ind В.

Но мы знаемъ, что: Ind A x ^ [ In d A  +  lndxx]=(Mod р — 1 

Следовательно Ind А + lndxx —Ind В (мод р— 1).

Отсюда— Indxx=lndB—Ind А (мод р —1) *) *)

*) Этот® резудътатъ вполне отвемаетъ известному въ теорш иогариемовъ

положение, нто log — =  logb—log а.
а
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Такимъ образомъ, зная индексы  чиседъ  А  и мы проетей- 
шимъ вычислешемъ можемъ оп редели ть  Jndx1, а зная Indxl най- 
демъ весь тотъ классъ чиселъ, котором у со о тв етств у ете  этотъ  ин- 
дексь, для вотораго онъ является

§ 49. Таблица индексовъ. В есь вопросъ , следовательно, 
сводится къ тому, кавъ возможно быстро определить Ind  даннаго 
числа и, наоборотъ, по данному индексу  определить число. Эта 
цель съ успехомъ достигается при ш ж о щ и  особыхъ таблицъ, въ 
которыхъ подъ одними рубриками помещены числа, вычисленный 
соответственно даннымъ индексамъ, подъ другими— индексы, соот- 
ветствуюпця различнымъ числамъ. Воте две азъ такихъ таблицъ 
(заимствованныя изъ „Теерш сравнешй" Чебышева. Спб 1849 г.)

Простое число 13.
1 .

N 0 1 2 3 4 5 о 7
•

8 9

0 1 в 10 8 9 2 12 7 3 5
1 4 11 1

4
|

•

-

- N.
I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 е 10 8 9 2 12 7 3 5
1 4 И 1

Таблица подъ буквою I служить для определешя индексовъ 
по данному числу, а подъ буквою N  для отыскашя чиселъ по 
Ind. Первый вертикальный столбецъ въ этихъ таблицахъ содер
жите десятки числа (таблица I) или индекса (таб. N), а первый 
горизонтальный рядъ — единицы. Искомое находится на пересеченш 
вертикальнаго и горизонтальная рядовъ. Напр., определишь Ind 
83; хотя этого числа нетъ въ таблице (I), однако, зная, что 
8 3 = 5  ( мод 13), по определенш индекса имеемъ Ind 8 3 = In d  5 
= 9 .  Если, обратно, дань индевсъ числа, напр., Ind N = 4 7 , т. е. 
N =< 747 (мод 13), то, желая уменьшить индексъ 47, положимъ, 
что gi 7 ~ g x ( мод 13) или 47= ж  (мод 12), т. е. ж = 11; этотъ
индексъ принадлежите (см. § 44) числу N. По таблице (N) ви- 
димъ, что N = 1 1 .

50. Двучленные сравнешя. Положимъ, что дано сравнеше:
Ахп= В  (мод р)
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(Сравнеай такого вида называются двучленными). 
вается 5 КЯЬе-ОЙ СII особъ приложить для pfcmeaia этого
По определенно

Спраши

Ind В —Ind ( А х 71)
Но— I n d  (A x 'l ) = I n d A  +  n I n d x  (мод р  — 1).
Следовательно — l n d B = I n d  A  +  n .I n d x  (мод р —1), 
или— п.In d x — l n d B — I n d  А  (мод р —1).

Отсюда уже нетрудно найти а следовательно и зна-
чеше х . {Заме'т-имъ между нрочимъ. что данное сравнеше будетъ 
иметь, вообще говоря, не одно решеше, а несколько, какъ мы 
увидимъ ниже, на частномъ примере).

Вотъ схема рЬшешя двучленныхъ сравнешй. Приложимъ ее 
къ частному примеру, Пусть дано сравнеше: 17ж*=101 (мод 13). 
Поступая по вышеуказанному, находимъ: 5 l n d x = I n d  101— I n d  
17 (мод 12). Подыскивая въ таблицах^ соответственный индексы, 
получимъ: 4 I n d x — 2— 1 0 = —8 = 4  (мод 12). Придавая I n d x
значешя, удовлетворяюпця последнему сравненш, будемъ получать 
различный значешя ж. Итакъ, при I n d x = l ,  ж будетъ равно 6; при 
l n d x =  4, ж = 9 ; при I n d x =  7, а?=7, при 10, ж = 4  и т. д. 
Подставимъ для проверки одно изъ вначеаШ х  въ данное сравне
ше, положимъ х  =  4; тогда получимъ: 17.44= 1 0 1  (мод 13). Дей
ствительно, 17.44—10= 1251 безъ остатка делится яа 13.

Квадратичные вычеты.
§ 51. Квадратичные вычеты. Изъ двучленныхъ сравнешй 

особенно замечательны сравнешя вида

z-=q (мод р),

где мы можемъ предположить, что q не= 0  (лго<? р ) , ибо въ та- 
кОмъ случае сравнеше имело бы лишь одно pimjeHie: g= 0 (мод р ). 
Замечательно это сравнеше, во-первыхъ, по своей простоте и во- 
вторыхъ, особенно потому, что къ нему приводятся все сравнешя 
2-й степени:

ax '2 +Ъх + с=0(мод р), (1)

въ которомъ а можно считать взаимно простымъ съ р ,  а р  не 
равнымъ 2, такъ какъ въ последнемъ случае данное сравнеше 
Ложно было бы привести въ сравнешю 1-й степени.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Умноживъ всЬ члены сравветя (1) на 4а, прибавивъ и от- 
нявъ въ первой части Ъ2, получимъ:

4а2ж2+4аЬлн-&2+ 4 ас—Ъ2= 0 (мод ■р); 
(2асе +Ь)2■+■4с - 62= 0  (мод р).а отсюда

: Положимъ во (2) сравнена: 2 
оно приметъ видъ:

• '

0 2= q  (мод р).

(2)

z и Ь2— 4 ас—Тогда

Следовательно, для того, чтобы решить (1) сравнея!е, доста
точно найти z, и тогда изъ уравнешя: самыми просты
ми пр1емами можно определить значета удовлетворяюшдя (1) 
сравненш.

Поэтому мы займемся изеледоватемъ сравнетй вида:

8 Ч (мод р),
1

т. е. .раземотримъ, кате методы приложить къ ихъ решенш 
когда можно решить это сравнете.

■ Если принять во внимав1е примечате о реш ети  сравнетй 
вида А хпщ В  ( модр), то изъ нашего сравнетя получимъ:

4
2Indz=lndq  (мод р —1). (3).

Такъ какъ р— 1 число честное, то это сравнете можетъ быть 
решено только въ случае Indq четнаго; тогда q ’называется квад- 
ратичнымъ вычетомъ числа р\ въ противномъ случае q—квадра- 
тичаый невычетъ числа р.

Если подъ руками есть таблицы индексовъ, то реш ете во
проса о томъ, есть-ли q квадратичный вычетъ или невычетъ, очень 
просто- Но таблицъ можетъ и не быть; тогда надо найти какой- 
нибудь другой критерШ для реш етя этого вопроса.

Разсмотримъ отдельно, что имеетъ место въ (3) сравненш. 
Если q—-квадратичный вычетъ, то Indq— it  (кратному отъ 2-хъ). 
если же q—невычетъ, то lndq — It-ь 1 (t въ обоихъ случаяхъ 
различно). Следовательно, обозяачивъ первообразный корень числа 
р черезъ д, мы будемъ иметь съ одной стороны—

(4 ) g2t==q (мод р), съ другой ga#+t q (мод р). (5)

Возвышая обе части (4) сравнен! я въ степень g — 1
2 1 полу «г»

чимъ: р—X
ЧР-Ч. q ~ r  (мод р).
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Но

Следовательно,
0

gt{P 1}= 1  (мод р). 

+ 1  (мод р).
\

Обратимся теперь къ (б) сравнение. Возвысивъ его, такъже

какъ и (4), р — 1въ степень , получимъ:
*

. р - 1 р - 1/(Р-Ч  +
Щ  2 р ) ,

Р~1 Р —1
или: ĝP-2 == 4  2 (мод р ) .

Такъ какъ- =1 (мод р),
*

ТО V- 1 Р—1X v\ J v' д ==q 2 (мод р).
По теореме Фермата др != 1  (мод р)\ другими словами:

gp '— 1 (д
V—1

2 1 \ f ~ 21) (д 2 +  1)
Р

целому числу.

р, д

Но въ виду того, что д есть первообразный корень числа
fi-l

2 н е= 1  (мод р), т. е. первый множитель полученнаго нами

выражешя не можетъ делиться на р) следовательно, (д 3 1)
'ip—1

а 1 (мод

Нетрудно убедиться, что и обратно, если q 2 = + 1  ( ),
то q имеетъ индексъ четный, т. е. (3) сравнеше, а следовательно 
и сравнеше ( модр), имеетъ peniesie; наоборотъ, если

q 2 — — 1 (модр),то Indq-—нечетный. Вотъ те два критер1я, кото
рыми мы можемъ заменить нашъ первый критерш: все сводится въ 
тому, чтобы определить, какой изъ двухъ знавовъ выбрать въ 
сравненш:

Ч
Р — 12 (мод р.) (6)

• <

Ш
§ 52. Символъ Лежандра и его свойства. Для определешя 

знака зваменитый Лежандръ ввелъ символъ, свои-
8
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—* _

стваЦкотораго строго доказаны. Символъ это тъ  выражается
(Ш® . •

всегда равенъ 1, но со знакомь ( +  ) или (—), смотря по тому 
какой знакъ мы должны принять въ (6) сравнении. Введешемъ

символа задача наша не изменяется 1 тажъ какъ со

поставляя (6) сравненье и значенье символа, мы еайдемъ, что
*-i А Л

q 2 = \ р  )  (мод р), а только сводится къ определенно знака 
символа Лежандра.

Для этого разсмотримъ, какими свойствами обладаете символъ 
Лежандра.

1) Если два числа сравнимы по модулю р, то символы ихъ
равны. Въ самомъ деле, если q=qt (мод р), то, возвышая обе

\

части этого сравнетя въ степень получимъ:

Р-1 Р - 1
{мод р).

9  = 2 ,
А изъ определешя символа Лежандра вытекаетъ, что

р-
9

а
р  )  {мод р )  и ,

У-'
а

<h
р )  {мод р).

Сопоставляя эти три сравнетя находимъ:

9

Р
9л
Р

^ {мод

Если бы символы были различны, т. е. 9
р

г!_равнялось оы

положимъ, -ь 1,а

+  1

9л
Р

= —1, то мы имели бы сравнеше: 

1 {мод р), или н -2 ^ 0  {мод р).
\

Но этого быть не можетъ, такъ какъ р по условда не равно 
2. Значить, теорема доказана.

Прежде чемъ показать значенье этой теоремы для быстраго
вычислешя символа, докажемъ еще вторую важную теорему:

' »
2) Если мы имгьемъ число, равное двухъ другихъ

чиселъ, то символъ его равенъ произведетю символовъ этшъ двум 
чиселъ.



Пусть Q=q.q а символы ихъ Q
Р

q
р

и 2i
Р

Изъ опредЗзлетя символа сл'Ьдуетъ, что

y-i
q

q
Р )  (мод р ) , qx

р—\ q
р )  (мод р)

Перемножимъ эти сравнешя. Тогда получимъ.

q
У~1 у-'

2 2* 2 - ) ( -р / \ р j  (мод р).

или
(2-2i)

У-1 2 \ / 2 i ^  (люд р).

Но тавъ какъ q qt—Q, то: Q
У-1 Г я Л /Ъ Л

\ p j \ p /  (мод р).
Съ другой стороны, 

дитъ, что
изъ того же опред’блешя символа выхо-

Значитъ

75— 1
Q—J

Q

0_
р )  (мод р).

Р
q
р

2,
р ^  (мод р).

А отсюда мы должны заключить, что
9
р

2
Р

2i
р

тавъ какъ обратное привело бы насъ, какъ и въ первой теорем^, 
къ сравнетю: + 1 = — 1 (мод р).

Легко видеть, что (2) теорему можно распространить на лю
бое число множителей, а загЬмъ, предположивъ всЬ эти множители

равными, показать, что С - ) - © -

Посмотримъ теперь, какъ, благодаря этимъ теоремамъ, облег
чается задача отыскашя значенгя символа Лежандра. Пусть,

( 1729 \
-  ). ЗамЬтивъ, что 1729=12

(мод 101), мы на основанш первой теоремы можемъ написать: 
1729 \  /  12 \

—-  J. Применяя теперь вторую теорему, находимъ:

2*

101

(  ш  М т о г )  ( — М ы т )  ( “ 1 5 Г 1) '  н ? саи-
8*
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воломъ 2 
101 можно пренебречь, такъ какъ онъ всегда будете

*

равенъ +  1, ^обратить внимаше на символа
3

101

раго зависите знакъ 12
Ю1 \  Для нахожденхя значешя

отъ кото-

3
101

изъ приведевныхъ двухъ теоремъ ничего извлечь нельзя, и потому 
надо найти еще какое-нибудь свойство символа Лежандра, которое 
позволило бы решить нашу задачу, Такимъ свойствомъ является 
третья теорема, т. и. законъ взаимности двухъ простыхъ чиселъ,

устанавливавшей зависимость между значетями символовъ

■ (f)-
53. Лемма Гаусса. Есть очень много доказательствъ этого 

закона (и это бол$е всего указываетъ на тотъ интересъ, который 
возбуждалъ символъ Лежандра). Мы дадимъ одно изъ простЬйшихъ, 
которое основано на т. и. лемме Гаусса: если г есть число - 
цателъныхъ наименътихъ вычетовъ *) числа q по модулю р, то

p—i
q 2 (— I)1' (мод р),

такъ что, когда г— число четное g
Р

+  1, если г—-нечетное,

то g
V

1.

Эта лемма служитъ дополнешемъ къ теореме Фермата, и до
казательство ея сходно съ доказательствомъ последней.

Составимъ, какъ мы это делали въ теореме Фермата, рядъ

произведенШ: q.l,q.^,q.3,...,q.s,...^-——.
и

Пусть наименыше абсолютные вычеты этихъ произВёденш 
будутъ. ,f  j,. ,>Т9),..Тр—J

2
Следовательно, мы можемъ написать:

г

1 (мод р)\ q.2=r2 (мод р); q .4~ r3 (модp)r ..q. 
-1

(мод р)

2 \г (мод р).

К •) Ся, S зо.
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Числа r 15 г , r3y..rsy..rn_1 обладаютъ следующими важными
а

■свойствами. 1) Все они по абсолютной величине р—1
2 ; 2) Ни

одно изъ нихъ не можетъ равняться нулю, ибо, положивъ г = 0 ,

мы имели бы, что
s.q
V

целому числу, чего быть не можетъ, тавъ

вавъ q—взаимно простое съ р, a s-<p; 3) все они взаимно про
стыл съ р , потому что тольво при этомъ условга возможно срав- 
нете: q s= ra ( модр)\ 4) среди этихъ чиселъ нетъ двухъ, рав- 
ныхъ между собою ни по абсолютной величине, ни по знаву: если 
бы, положимъ rs-=rf, то существовало бы сравнеше: q.s—q.t
{мод р), т. е. -  было бы целымъ числомъ; а этого быть не

можетъ на томъ основанш, что q —взаимно простое съ р, a s и
/ —важдое<Ср; а разность ихъ s—t и подавно<£; точно тавжо га
не можетъ равняться (—rt), потому что это привело бы къ равен-

q(s + t) • „ . .
ству:—1--------=целому числу, noq—взаимно—простое съ a s+ t

Р
меньше р\ значить, это равенство невозможно. Изъ всего это
го можно завлючить, что абсолютныя величины чиселъ рядовъ:

1
р —1

2 и г гj , . 2 , . зy..rs,...rp^  тождественны.

Перемножимъ теперь все полученныя сравнешя. Тогда мы

Я
р—1 
2 (X •

р — 1
2

) = r 1.r2.r3...rs...rD_1 р).
2

Среди чиселъ r 1.r2,r3...r_ , есть несомненно и отрицатель-
2

ныя, и если число ихъ будетъ, положимъ, г, то мы получимъ:

*~(i . 2 . 3 . . A . . ^ - ) s ( » >1)(r#)(r,)..(re)..(rp_1)(—1 /  (мод р),
\  /  2 ^Я

где (fj), (У2) и т. д. представляютъ абсолютныя значетя сооответ- 
ствующихъ вычетовъ. Разделивъ обе части последняго сравнешя на

тождественныя произведетя ^ 1 . 2 . 3 . . . ^  и (г, )(rs)(У3).,. ^

Я
р-1

(— 1)*(мод р).
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Всл^дствхе этого мы можемъ написать:

Я
Р (— 1

54. Законъ взаимности двухъ простыхъ чиселъ. На осно- 
ваши этой леммы Гаусса доказывается, какъ мы уже сказали, одна 
изъ самыхъ важныхъ теоремъ высшей ариеметики—законъ взаим
ности двухъ простыхъ чиселъ: q и р— числа взаимно простыл, 
нечетныя; если по крайней мп>ргъ одно изъ нихъ имгьетъ видь

4п + 1, то ( - » ! -  ( - f  >  если же оба они вида 4п + 3 , то
Я
Я
Р

По § 47, символъ Я
Р

Р
Я

(— 1)% если ъ обозначаете число от

ри дательвыхъ вычетовъ въ ряду абсолютно малыхъ вычетовъ по 
модулю р  чиселъ:

р —1 
~ 2 ~ я; (1)

символъ р
Я

(— 1 у ,если j  есть число наименыпихъ отрида-

тельныхъ по модулю q произведен1и:

1 2 Б А- \ р2 (2)

Перемноживъ эти символы, найдемъ:

Я
Р
№.

Р
Я ( - 1 )

i+j (3)

ОпредЬлимъ теперь (i+ j), т. е. общее число, отридательныхъ 
вычетовъ между абсолютно малыми вычетами по модулю р  чиселъ 
ряда (1) и по модулю q чиселъ ряда (2).

Предположвмъ, что q^>p. Тогда между вычетами не можетъ 
находиться тавихъ, численная величина которыхъ было бы бол4е 
Я—, но будутъ, во-первыхъ, вычеты съ численной величиной2

Р , и, во вторыхъ, такш, численная величина которыхъ заклю-
и
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чается Общее число отрицательныхъ вычетовъ

(i+ j)  равно сумм* числа отрицательныхъ вычетовъ перваго рода 
и числа отрицательныхъ вычетовъ второго рода. Мы опред*лимъ 
каждое изъ нихъ порознь.

Вычеты, абсолютно численная величина которыхъ ■<

могутъ находиться между вычетами чиселъ (1) ряда и вычетами 
чиселъ (2) ряда. Докажемъ, что если какой-нибудь вычетъ (-1-г) 
находится между вычетами чиселъ ряда (1), то между вычетами 
чиселъ ряда (2) будетъ находиться отрицательный вычетъ съ тою 
же численною величиной (— г). Пусть, наприм*ръ, hq при д*ленш 
на р  даетъ остатокъ +  г, такъ что hq=r (мод р), или !

hq—кр=г (4)п_J
(к есть некоторое ц*лое число въ ряду: 1,2,3,... —, такъ какъ

ы

h ■Р
2 , а разность hq—kp̂>0). Изъ уравнешя (4) получимъ

кр — hq г (5)

— уравнеше, которое показываетъ, что число кр въряд* (2) даетъ 
при д*ленш на q абсолютно-малый вычетъ—г. Обратно, если кр 
ряда (2) даетъ положительный абсолютно-малый вычетъ -fV, то въ 
ряд* (1) одно изъ чиселъ даетъ отрицательный абсолютно малый 
вычетъ—г'. Отсюда можно заключить, что число отрицательныхъ 
вычетовъ ряда (2) равняется числу положительныхъ вычетовъ ряда 
(1), а потому общее число отрицательныхъ вычетовъ въ (1) и (2)

рядахъ, равно числу вс*хъ вычетовъ ряда (1), т. еД —Jj
. 2°. Теперь опред*лимъ число т*хъ отрицательныхъ вычетовъ,

численная величина которыхъ заключается между и Эти вы-

четы могутъ находиться только между вычетами чиселъ ряда (2), 
Относительно отрицательныхъ вычетовъ этого рода можно доказать, 
что, вообще говоря, они представляются попарно, т. е, изъ суще
ствованья одного такого заключаемъ о существованш другого, ему 
соиряженнаго. Въ самомъ д*л*, пусть одно изъ чиселъ ряда (2),

р
2

к.р
£ .
2 ’

при д*лети на q даетъ остатокъ—г, такъ что

иначе говоря, кр г ( мод.q).

S?.
кр— h q = — г. (6)
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(к меньше
q— 1

2 a h— некоторое целое число). Изъ равенства (6)

можно вывести новое, которое покажетъ, что есть другое число 
въ ряду (2), вообще говоря, отличное отъ имеющее абсолютно 
малый вычетъ отрицательный и притомъ второго рода. Для этого 
положимъ, что

к ' = ^  —к,2 2

и введемъ к\ К вместо к, 1г въ равенстве (6). Тогда получимъ

<1
2

1 ц Р+1  7 ,р —к'р— —— +■ nq2

к'р—h'q HL+P гt

(въ томъ, что r'=J?^--—г есть положительная в е л и ч и н а и  , не
2 > 2 2

трудно убедиться, принявъ во внимаше что |2
Vг > — Такъ какъ
и%

к < g— 1
2

, то к’р  есть одно изъ чиселъ ряда (2). Такимъ образомъ

действительно, предполагая существовате — г, мы находимъ непре
менно сопряженный ему—г\  Исключеше представляется, повидимому,

q 1
2 , такъ какъ тогда к' = 0 и сопряженнаговъ случае, если к

вычета не существуете но можно убедиться, что остатовъ отъ 

делешя кр g - 1
2

. рна qесть положительная величина. Действи

тельно, абсолютно малый вычетъ, менытй получится, если изъ

величине положи-
g— 1 р — 1 „ q-~p ^-к~р  вычтемъ-—— .q, и оудетъ равенъ?-^-

и и Z
тельной. Такимъ образомъ, этотъ случай не представляетъ исклю- 
чешя изъ довазаной теоремы, что „отрицательные вычеты второго 
рода попадаются попарно*, а потому число ихъ четно.

Единственное исключеше можетъ быть только въ томъ слу
чае, когда к '= к , ибо тогда и г'=г, т. е. оба парные вычеты сов- 
падаютъ. Тогда число вычетовъ нечетное. Такъ какъ к'^=к, то к =
q— 1  г; такъ какъ г4

г; то г= -■■■■ ; но
4 к и г должны быть
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числами целыми; значить, последшя равенства могутъ быть соблю
дены только тогда, когда q—число вида 4w +  l ,  а следовательно 
р —вида Ап+%.

Итакъ, вообще говоря, число отрицательныхъ вычетовъ вто
рого рода четное, за исвлючетемъ того, когда q им^етъ видь Ап + 1, 
а р видъ 4?г +  3; тогда число отрицательныхъ вычетовъ нечетное.

На основами этихъ выводовъ можно легко определить 
Очевидно, тутъ могутъ быть три случая. Вр-первыхъ, если р = Ап + А,
то число отрицательныхъ вычетовъ 1-го рода чет

ное, и 2-го рода тоже четное; следовательно, сумма ( i+ j)— 
число четное. Во-вторыхъ, р a тогда
число отрицательныхъ вычетовъ 2-го рода тоже равно (по исклю- 
ченш) нечетному числу; а потому (i+j) равняется четному числу. 
Наконецъ, въ третьихъ, оба числа и имеютъ видъ 4ю-н8; 
въ этомъ случае число отрицательныхъ вычетовъ 1-го рода—не
четное, а 2-го рода—четное; значить (г +  j ) равняется нечетному
числу. Обращаясь въ формуле (3), мы можемъ заключить, что въ 
первомъ и второмъ случаяхъ

g
Р ) (

Р
Я

+  1, т. е.

такъ какъ каждый изъ этихъ символовъ равенъ единице съ однимъ 
и т$мъ же знакомь; а въ последнемъ случае

или:

такъ какъ каждый 'символъ равенъ единице, но съ различными 
знаками.

Такимъ образомъ, законъ взаимности двухъ простыхъ чиселъ 
можно считать доказаннымъ *): если простая нечетным числа,

то ( ~ - ) = ( - | - )  , когда по крайней мере одно изъ этихъ чиселъ

имеетъ видъ Ап+1\ и

да Ап+Ъ.
когда оба числа ви

*) Законъ эхотъ былъ открыть индуктивно, на основашн частных® црии4- 
ров®, Эйлером®, какъ показалъ Чебышеву
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§ 55. ОпредЪлвжв символовъ. ± 1 Г)
И Благодаря

р  J
этому закону, задача о вахождеши значения какого-угодно символа 

сводятся еъ  опредйленш простййшихъ символовъ: ( т )  ■ ( т  ■

Обратимся хотя бы еъ  примеру, взятому нами ранйе (стр. 115).( 1729\ /" 3 \
~ Io F  J  =  \Т о Т / ’ П0законУ в8аимност05 мы можемъ

ваписать 3
101

101
1 Г ^ ^  Y  Возьмемъ еще примеры. Сим-

волъ
17

108 Q )  -  (

17
1847

/1 8 4 7
17

И
17

_6 
11

2 3
11/V11

_2 
11

1
3

V /( .2 \
) и  ( к р )Найдемъ теперь, чему равны символы: ( f :

Нетрудно видеть, что величина с и м в о л а ^ е с т ы - 1 .  Въ самомъ

дйлй, мы знаемъ, что
р-1

Ч
g
Р

j  (мод р).

Подставивъ вместо q единицу, получимъ: l = ^ - i - ^

Очевидно, что От) + 1 , тавъ вакъ въ противномъ слу

чай, т. е. при 1, мы имйли бы, что 2 = 0  (мод
гдй р, по условно, число отличное отъ двухъ. Следовательно

Ш

+ 1.

Точно такими же разсуждешями найдемъ, что
■ ■ ( Ч )

(-1)
р -1

2

Перейдемъ теперь въ определенно символа По лемме



1 2 3

P — 1 

2 2 (—1)г (мод р).

г представляете здесь число отрицательныхе вычетове между абсо 
лютно малыми вычетами произведет#:

1.2, 2.2, 3.2, р— 1
' 2 .2. (1)

Р
2

ВсЬ числа этого ряда меньше р\ те изъ нихъ; который 

, будутъ сами абсолютно малые вычеты, т. е для нихъ абсо

лютные вычеты положительные; но для чи селъ> у  абсолютные вы

четы отрицательны. Значите, вопросе обе определены i есть во-
Рпросе о нахожденш числа чиселе, болыпихъ въ (1) ряду. А

это число, очевидно, равно разности меж

Рменьшихъ^1 т. е. чиселе: 1.2, 2.2, 3.2,
ы

2

и числоме чиселе,

х.2,

при чеме ж. 2 < Р_ 
2 или р

4

Следовательно, последнее изе этихе чиселе (ж. 2) получится, 
если мы придадиме ж’у значеше, равное наибольшему целому

числу, заключающемуся въ дроби Р
4 т Р

4

Итаке, * = V
Р
4

Разсмотрнме теперь те предположена, которыя можно сде
лать относительно числа р. Какъ число нечетное, р  можете быть 
представлено поде однимъ изъ следующихъ видове: 8» +  1, 8 ^ + 3 , 
8 » + 5  и 8п-ь7. Подставляя эти значенш въ выражеше будеме 
иметь, что:

при р = В п + 1, i= 4n—E 8w + 1 
4 2 п ,

a ;= 8 w + 3 , i= 4 n  + l Е  )
4 I 2п-ь 1.

*) Знакомъ Е (entier) 'принято обозначать ц$лое количество, содержащееся 
щ  данной величин*.
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при j)=8n-i-5, i -i-4n + 2—-Е^  = 2п  4-1,

„ р= 8п  4-7, г =5 ? г +3 — - ^ = 2 п +  2.

Въ первомъ и посл’Ьднемъ случаяхъ ъ является числомъ чет- 
нымъ, почему

2 4-1 ( МОр).

И символъ 2
р

j  будетъ равенъч-1. Во второмъ же и третьемъ

случаяхъ г—число нечетное, и
Р-1

2 4- 1 (мод р ), т. е.Г
2
р 1

Зная все это, мн всегда можемъ определить значете любого 
символа. Такъ, во взатыхъ нами выше примйрахъ,

1729
101 г ) -

Но 1, такъ какъ

1729

р— 1
2 1; значить

101 1

не
по

Другими словами, сравнеше: я8= 1 7 2 9  (мод 101), 
им^етъ реш етя, и 1729 есть квадратичный невычетъ числа 
модулю 101.

_____ I- • ,

Наоборотъ, символъ
17

103
ш

-b it

значить 17 есть квадратичный вычетъ числа г  по модулю 108. 
Точно также 17 есть квадратичный вычетъ г по модулю 1847, 
такъ какь

Но
г  
\

1347 /

какъ мы

3
11

выше, равняется— 1, и
3
11
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тоже равенъ—1; ибо 11 им4етъ видъ 8w +3, т. е.

Въ теснейшей связи съ Teopiefi квадратичныхъ вычетовъ, 
находится слйдующШ отдфлъ теорш чиселъ—Teopia бинарныхъ 
квадратичныхъ формъ. Бинарною квадратичною формою назы
вается однородная функщя отъ независимыхъ перем'Ьнныхъ 
2-й степени ах3 -\-2Ьху+су2', а, Ъ, с—целыя числа. Конечный
вопросъ, который решается въ теорш бинарныхъ формъ, есть во
просъ о характер^, который должно иметь число М  для того, что
бы оно могло быть представлено формою ах3+Ъху+ су* (при х, у— 
ц’Ьлыхъ), другими словами для того, чтобы неопределенное уравнеше

М = ах3 + 2Ьху + су3 могло быть рЗшгамо въ пфдыхъ чи- 
сдахъ. Въ теорш бинарныхъ формъ доказывается, что необходимое 
услов1е для этого есть возможность сравнешя:

Z 2~ D (мод Ж); D  обозначаетъ бинарной
формы Ъ 2— ас. Такъ, если М  есть абсолютно простое число р и

L 1, то мы должны иметь + 1 .

Отсюда—только абсолютно-простая числа вида 4&-+-1 могутъ 
быть представлены подъ ввдомъ х2+ у3. Также видно изъ § 55, 
что только простая числа вида 8& +  1 и 81с + 7 могутъ быть 
представляемы подъ видомъ х2 -+- 2у2.

Въ теорш бинарныхъ ввадратичныхъ формъ основное значе- 
nie имеетъ поняие объ эквивалентности формъ и о классе формъ.

Две формы СУ3 (1)

alx,3 + 2 Ь'х'у' +  с'у'2

называются эквивалентными,

полагая х —ах’+Ву' 1
у = у х , + ду' {

если

где а,/3,у,6, суть целыя числа,

форма (1) переходить въ форму (2) и обратно, полагая

х'='Хх+ иу  ) , - ,|  где A,u,v,7T суть целыя числа,
У’ — ЧХ +



форма (2) переходить въ форму (1).

чтобы
Для того, чтобы услов!я могли быть выполнены, необходимо>

<

ад—£у=Атс— jiiv=  ± 1 .  
ежду определителями формъ (1) и (2) существуем тогда

отношеше
Ьи—ac=b,i- а'с'.

Все формы, эквивалентныя между собою собственно (ад—B y— + 1). 
составаяютъ одинъ классъ.

Все формы, принадлежапця въ одному и тому же классу, то
жественны по отношенш къ вопросу о представляемости чиселъ.

Такъ, напримерь, формы 65ж3-ь16ху+у*  и х 2+ у2 экви
валентны и потому простыя числа вида Ат+ 1  могутъ быть пред
ставлены подъ вйдомъ

ЪЬх2 + 1<Ьху + у 2.



ПРИЛОЖЕНИЕ.

Историчесш очеркъ leopin чиселъ.

§ 56. Teopifl чиселъ до Фермата. Китайцы, персы имели 
особенные иероглифы для изображешя чиселъ; финишянамъ, кажет
ся, принадлежитъ особенный способъ изображать числа буквами, 
который отъ нихъ перешелъ къ грекамъ, а отъ гревовъ уже въ 
болгарамъ. Несмотря на то, что при этомъ способе изображешя 
правила для производства операщй очень неудобны, у этихъ наро- 
довъ были уже задатки теорш чиселъ. Такъ, китайцамъ приписы- 
ваютъ теорему:

13-+- 23 +  З3 + .... -t- w3= ( l  + 2 + 3 +.... + .

Но въ особенности въ древности свойства чиселъ интере
совали философовъ ИталШской школы, основателемъ которой былъ 
знаменитый Пиеагоръ (род. 570 г. до Р. 5 .). Ихъ занятая этимъ 
предметомъ были въ связи съ ихъ учешемъ о природе вещей. 
Они учили, что „числа суть причины существовашя вещей; ве 
только коши съ чиселъ". Въ уме Пиоагора эти формы означали, 
можетъ быть, только уверенность, что все явлешя подчинены 
строгимъ законамъ, выражающимся числами. Но въ его школе мало 
по малу эта здравая мысль заменилась мистичесвимъ учешемъ, по 
которому всякому свойству целаго числа подыскивалось какое-ни- 

толковаше.

I l l '

Гораздо важнее по результатамъ стремлеше Пиоагора отыс
кать целыя числа, которыя могли бы быть катетами и гопотену- 
зою прямоугольнаго треугольника, т. е. удовлетворяли бы условш:
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Онъ дадъ реш ете въ виде

й34-
а

f 1)
2 а 2 1 \ 2

_ _ _ _ _

где а можетъ быть какое угодно число целое, нечетное.

После того знаменитый Платонъ далъ другое pismeme въ виде

Ъ 4 1

Платонъ оставилъ после себя школу математиковъ, которые 
продолжали заниматься геометр1ей и, вероятно, свойствами чиселъ. 
Но отрывочность св’Ьд'Ьшй, дошедшихъ до насъ, не позволяетъ су
дить о томъ, что было сделано каждымъ изъ нихъ. О совокупно
сти же достигнутыхъ результатовъ мы можемъ составить себе яс
ное поняп’е, изучая сочинеше Эвклида „Элементы*. Эвклидъ 
(300 г. до Р. X.) въ 7, 8 и 9 книгахъ этого сочинешя собралъ 
все, что было сделано до него по теорш чиселъ—изсл'Ьдовашя о 
делимости чиселъ, общихъ д'Ьлителяхъ и кратныхъ. Въ 10-й кни
ге изложено принадлежащее ему учете о несоизмеримыхъ величи- 
нахъ. Эвклидъ былъ одинъ изъ первыхъ ученыхъ Александршской 
школы, которая обезсмертила себя многими великими открытиями.

Къ той же школе принадлежитъ Эратосеенъ (род. 276 г. до 
Р . X.), которому ариеметика обязана известною методою находить 
простым числа, „рЗипетомъ Эратосеена" *),

Т'Ьмъ не менее нужно заметить, что знаменитая Алексан- 
др!йская школа, къ которой принадлежали такте астрономы, какъ 
Аристархъ, Гиппархъ и Птоломей, тате  геометры, какъ АполлонШ 
Перийсшй, не сделала соотв’Ьтствующихъ усп4ховъ въ алгебре и 
теорш чиселъ: единственное сочинеше по этимъ наукамъ яви
лось только во время упадка АлександрШской щколы. Но и гевШ 
величайшаго ариеметика Грещи не могъ пробудить въ умахъ любви 
къ падающей науке, противъ которой шли релипозный фанатизмъ 
и политическ1я собыия; мы подразум'Ьваемъ Дюфанта АлександрШ- 
скаго, автора „Задачъ ариеметическихъ* (13 книгъ, изъ которыхъ 
до насъ дошло только 6).

Г

Но прежде, ч'Ьмъ говорить онемъ, упомянемъ объодномъ его 
предшественнике. Nicomachos (изъ Аравш) былъ ревностный по
следователь Пиеагорейской школы и поэтому онъ съ любовью

) См Теория чиселъ § 6.

<
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занимался теоргей чиселъ. Одно изъ его сочинешй, совершенно 
свободное отъ той мистики, которая отличала Пиеагорейскую шко
лу, представляютъ ясный и подробный сводъ современныхъ ему 
ариеметичесвихъ знашй грековъ. Онъ приводить много теоремъ 
относительно простыхъ и многоугольныхъ чиселъ; у него же въ 
первый разъ находится теорема, что сумма нечетныхъ чиселъ, на
чиная съ 1, всегда равняется квадрату. Зато заглав1е другого его 
сочинешя: „ Ариеметичесия изслгЬдовашя о Боге и Вожествеяныхъ 
вещахъ" достаточно красноречиво, чтобы дать поняые объ его со- 
держаши. Nicomachos интересенъ въ томъ отношенш, что онъ 
служить связью между Пиеагорейпами и Дюфантомъ, который жиль 
въ половине IV-ro столет1я. Въ своемъ сочинении онъ занимается 
решешемъ многихъ неопределенныхъ уравнетй въ пелыхъ числахъ; 
поэтому неопределенный анализъ чаето даже называется по его 
имени „Анализомъ Дтфанта*.

Сочинеше Дюфанта по своей важности имело много коммен- 
тар1евъ. ЗнаменитейшШ комментарШ въ древности, къ несчастью 
потерянный, принадлежитъ Гипатш, дочери 0еона АлександрШсваго, 
знаменитой своею смертью отъ рукъ разъяренной хрисПанской чер
ни, фанатизированной противъ философш и ея представителей.

После закрытзяхрисНанскими императорами преподавашя въ 
Александр1йскомъ музеуме, и истребДешя АлександрШской би- 
блютеки наступило то время обскурантизма и фанатическихъ споровъ, 
которое называется средними вёками. Наука сохранилась только у 
Арабовъ. Въ Европе же ея место заменили самые нелепые споры; 
здравыя ваучныя поыяия, выработанныя греками, заменились пред- 
разсудками. Въ это время „мистерш чиселъ“ занимали умы не
сколько больше, чемъ друпя математичесыя науки; появлялось не
сколько KOMMeHTapieBb на „Аривметичеоня изследовашя о Боге“ 
Никомаха; магическ1е квадраты считались талисманами. Очевидно, 
все это не могло содействовать развитда методовъ и науки.

Только въ пер10де возрождешя наукъ сделала успехи и тео- 
ртя чиселъ. Bachet de Meziriac (1587— U;S8) самостоятельно 
нашелъ известный способъ решать неопределенный уравнешя 1-й 
степени съ двумя неизвестными и опубливовалъ его въ сочинети: 
„Problbmes plaisants et d61ectables“*).

§ 57. Ферматъ (1601 — 1655). Отдомъ теорт чиселъ по
справедливости считается Ферматъ. Ему принадлежитъ громадное

*) Недавшя изследовашя показали однако, что подобное реш ете было из
вестно еще Индйскимъ математиками (VI ст. по Р. X], Brahmagupta и Bhascara 
Acharya. (XII ст.)

9



множество чрезвычайно важныхъ теоремъ, которыя онъ оставилъ 
большею счастью безъ доказательствъ на поляхъ нринадлежавшаго 
ему экземпляра сочинешй Дтфанта.

Такова теорема его („малая теорема Фермата"), доказанная 
въ §§ 34— 36, стр. 92: хр—ж = 0  если есть абсо
лютно простое число, а х —какое угодно число. Такова знаменитая 
теорема его, относящаяся къ такъ называемымъ 
числамъ. Если мы составим^ ариометическую nporpecciro, начинаю
щуюся съ 1 и имеющую разностью к —2, т. е. рядъ чиселъ:

1, * *— 1, 27с —3, ЗА: —5, 4к— 7.!..

и затемъ изъ этого ряда чиселъ (1) сосгавимъ новый, члены ко- 
тораго последовательно равны: первому члену ряда (1), сумме пер- 
выхъ двухъ членовъ, сумме первыхъ трехъ членовъ и т. д., 
т. е. рядъ:

1, к, В к—3, &к—8, 10 к—15,.....  (2)

Рядъ (2), общш членъ котораго имеетъ форму

П2---п ,1п +  - ^ - ( к - 2 ) ,

и есть рядъ многоугольныхъ (&-—угольныхъ) чиселъ; назваше это 
объясняется темъ, что взявъ шары равнаго д1аметра, въ числе, 
равномъ одному изъ этихъ чиселъ, мы можемъ составить изъ этихъ 
шаровъ правильный fc—угольникъ. Еще древше интересовались 
этими числами; Дшфантъ написалъ о нихъ изследоваше. Ферматъ 
далъ замечательную теорему: „Каждое число можетъ быть пред
ставлено подъ видомъ суммы к к—угольныхъ чиселъ, т. е. трехъ 
треугольныхъ *), четырехъ квадратовъ, пяти пятиугольныхъ и 
т. д.“ (1 и 0 считаются многоугольными числами). Доказательство 
этой общей теоремы дано Коши. Особенно интересенъ частный слу
чай: „Каждое число можетъ быть представлено подъ видомъ сум
мы четырехъ квадратовъ". Теорема эта доказана Якоби съ помощью 
теорш эллиптическихъ функцШ.

Знаменитейшая изъ всехъ теоремъ („большая теорема Фер
мата*), теорема, по которой уравнеше х п 4-уп = не можетъ быть 
реь iefio въ целыхъ числахъ при п̂>2, до сихъ поръ еще не до
казана вполне. После того, какъ Эйлеръ далъ доказательство для

| . : - • ' . . . .

*) См. брошюру Е. Григорьева: «Еъ теорем^ Фермата о разложенш всякаго 
числа въ сумму трехъ 3-угольныхь чиселъ». Казань. 1903.
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п== 3 и п = 4, Lejeune Dirichlet доказалъ для п—5 и Ламе 
для п ~ 7. Ваконецъ Куммеръ для доказательство для безконечнаго 
множества ц4лыхъ чиселъ, но доказательство Куммера не при
менимо ко вс'ймъ числамъ. Наконец!., Ферматъ обратила внимаше 
на важность решешя въ ц’Ьлыхъ числахъ уравнешя Р— Dn2= l ,  
где D  есть некоторое целое число; уравнеше это часто носить на- 
зваше „Пеллевскаго уравнешя*.

58. Эйлвръ. После Фермата наиболышя услуги Teopia чи
селъ оказали Эйлеръ (1707— 1783). Лежандръ и Лагранжъ. Ме
муары Эйлера по теорш чиседъ изданы въ двухъ большихь то- 
махъ Петербургскою Академ1ей Наукъ подъ именемъ: „Commen-
tationes Arithmeticae collectae".

Эти два болыше тома содержать 94 мемуара по теорш чи
селъ, которые издатели (въ изданш принимали учаспе В. Я. Бу- 
няковсшй и П. Л. Чебышевъ) располагали въ хронологическомъ по
рядке; но вместе съ темъ издатели присоединили систематичесый 
указатель, содержаше котораго мы считаемъ полезвымъ привести, 
какъ дающаго представлеше о совокупности работъ Эйлера по тео
рш чиселъ.

Отделъ 1-й. (Дгьлимость чиселъ). а) О целыхъ числахъ
по отношешю къ ихъ разложешю на множители. Таблицы про- 
стыхъ чиселъ. О числе чиселъ взаимно простыхъ съ даннымъ и 
меньшихъ даннаго. О суммахъ делителей чиселъ. Дружественная 
числа.

b) Делимость различныхъ формулъ.
c) Teopia оетатковх и ввадратичныхъ вычетовъ.

Отделъ II-й. Разложете чиселъ на суммы различ
ныхъ формъ. а) Разложете чиселъ на квадраты, на треуголь
ные числа и члены пропорщональные ввадратамъ. Ъ) Разб1еше чи
селъ.

|

Отделъ III. Анализъ Дгофа а) Определеше двухъ 
или многихъ неизвестныхъ, определенныхъ однимъ уравнешемъ. 
Ъ) Определеше многихъ неизвестныхъ, определенныхъ двумя, тре
мя, четырмя или более уравнешями. с) Неопределенные вопросы, 
приводяЩ1е къ уравнешямъ, число которыхъ превышаетъ число 
неизвестныхъ (задача о магическихъ ввадратахъ).

Интересныя изследовашя Эйлера по вопросу о представленщ 
чиселъ подъ видомъ суммъ—разб1еши чиселъ—заключаются въ 
сочиненш Эйлера: Introductio in Analysin infinitorum). Второй 
томъ „Алгебры" Эйлера также сполна посвященъ неопределенно

9*
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му анализу; замечательный „приложешя“, сделанный къ этому 
тому Лагранжемъ, делаютъ это сочинеше одними изъ наиболее 
ценныхъ для изучешя теорш чиселъ.

Эйлеру принадлежитъ создате теории „степенныхъ вычетовъ“, 
изследоваше по теорш квадратичныхъ вычетовъ (см. § 51, стр. 
114) и изследоваше относительно представлешя чиселъ въ виде 
х 2л-ту2. Эти изследовашя были развиты Лежандромъ и Лагран- 
жемъ и приведены въ систематическую форму Гауссомъ.

Лежандръ (1755— 1833) оставилъ после себя большое си
стематическое сочинеше подъ заглав!емъ ТЬёопе de nombres.

Труды Лагранжа (1736— 1855) важны для теорш чиселъ въ 
особенности темъ, что они выяснили значеше учета о непрерыв- 
ныхъ дробяхъ.

59. Гауссъ (1777 -1855). Этотъ знаменитый „princeps 
mathematicorum“ 24-хъ летнимъ юношею издали (въ 1801 г), 
свое сочинеше: „Disquisitiones arithm eticae“, которое до сихъ 
поръ должно быть изучаено всякими, кто желаетъ попнакомится 
съ Teopiero чиселъ. Въ этомъ сочиненш положены основашя такъ 
называемой арифметической meopiu

Формами называются однородный целыя функцш (многочлены) 
отъ несколькихъ независимыхъ переменныхъ, т. е. функцш 
F  (x,y,z,..), имеюпця то свойство, что.

F  (tx , ty , tz, . . - .)—ts. F  (ж, у, z, . . .  ),
>

где s есть целое число= степень формы. Напримеръ:

х (tx)2 + 25 (tx) (ty) л  с (ty)%= t ‘ (аж2-*-25 хул-су2).
Формы разделяются 1) по числу переменныхъ—на бинарныя 
(две переменныхъ), тернарныя и т. п., и 2) по степени формы—
на линейныя ( i -й степени), квадратичный, кубичныя и т. д.

!

Teopia формъ можегъ. быть алгебрической, когда и коэф- 
фищенты и переменный могутъ принимать каша угодно численным 
значешя, и аривметической, въ которой хоэффищевты и пере
менным предполагаются целыми числами и который решается съ 
помощью теорш чиселъ. Главнейпйй вопросъ, который решается съ 
помощью теорш формъ, есть вопросъ объ опредЬленш чиселъ, ко
торый могутъ быть представлены формою. Говорятъ, что число п 
можетъ быть представлено выражешемъ JP (ж, когда суще-
ствуютъ целыя значешя x,y,zy. который дблаютъ F(x,y.z,...) рав
ною щ имеемъ, напр., следующую теорему: линейная форма тхл-пу
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можешь представить всякое число, на общт наи
большем дгьлитель т и п, и она не можешь представить ника- 
хихь другихъ чиселъ. Въ частности, если т и п суть числа взаим
но простыл, то линейная форма тх+пу  можетъ представить но
вое число.

Сочинеше я Disquisitiones Arithmeticae “ разделяется на 7 от- 
деловъ, изъ которыхъ первые четыре посвящены более элементар- 
нымъ вопросамъ (свойства сравненш, TeopiH степенныхъ вычетовъ, 
сравнешя 2-й степени).

Въ 5-мъ отделе изучается, только что упомянутая, Teopifl1 
квадратичныхъ бинарныхъ и тернарныхъ формъ, но въ особенно
сти замечателенъ последтй, седьмой отдел?, сочинешя, содержаний 
приложеше теорш чиселъ (именно теорш первообразныхъ корней) 
къ решенью знаменитой еще съ древности задачи о деленш круга 
на т равныхъ частей, или о построенш съ помощью циркуля и 
линейки правильнаго многоугольника о т сторонахъ. Греческимъ 
математикамъ были известны построена правильнаго треугольника 
и правильнаго пятиугольника; такъ какъ кроме того имъ извест
но было делете  всякаго угла на два, то съ помощью циркуля и 
линейки можно было на основании этихъ результатовъ разделить 
кругъ на 2 у, 2 у. 3, 2 у . 5, 2 у. 3.5 равныхъ частей = 0 ,1 ,2 ,...) . 
Гауссъ съ помощью Teopia чиселъ показалъ, что кругъ съ помощью 
циркуля и линейки можетъ быть разделенъ на р  равныхъ частей

•если р есть абсолютно-простое число вида 22 + 1 , и вместе съ 
темъ показалъ, что деле Hie съ помощью круга и линейки не вы
полнимо для всехъ другихъ простыхъ чисел? и степеней простыхъ 
чиселъ. Если положимъ /и,— 0, то р —Ъ\ для и —1 получимъ р=Ь, 
т. е. имеемъ случаи, известные еще въ древности. Далее, при

2

ju—  2 имеемъ р=  22 + 1 = 1 7 — случай, для котораго Гауссъ вы-
S

полниль дедеше. Для и =  3 имеемъ 2s + 1 = 2 5 7 —также про
стое число, следовательно 257-угольникъ построить можно. Тоже самое

имеетъ место для 65537— угольника, такъ к а к ъ р = 2 2 + 1 = 6 5 5 3 7  
число простое. и=Ъ, 6, 7, 13 и 23 не даютъ простыхъ чиселъ; 
случаи и, равнаго остальнымъ числамъ до 23—и подавно,, а более 
23 еще никемъ не изследованы, и мы незнаемъ, будетъ ли р  въ 
этихъ случаяхъ простымъ числомъ или нетъ. Уже доказательства, 
что получаемыя ц —Ь,6, 7, 13 и 23 громадныя числа не суть 
простыл, потребовали затраты болыпихъ ycnaifi и навыка. Весьма 
возможно, что и =  4 есть последнее число, которое даетъ реш ете. 
Относительно 257-угольника Richelot напечаталъ обширную рабо-

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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ту въ журнал! СгеИе’я *), На 65537-угольниЕъ потратилъ де
сять л!тъ своей жизни профессоръ Hermes въ L in g e iri, чтобы 
изсл!довать точно вс! корни, являкнщеся въ метод'! Гаусса **).

Въ своихъ дальн!йшихъ работахъ Гауссъ нашелъ нужными 
разсматривать въ „Теорш чиселъ", кром! ряда ц!лыхъ положитель- 
ныхъ чиселъ, ц!лыя комплексныя числа вида а+Ъ i, гд ! i—л /_\ f
а и Z>— ц!лыя вещественныя числа. Введете этихъ чиселъ при
вело не къ усложнент, а напротивъ, къ упрощевш напр. теорш 
биквадратичныхъ вычетовъ.

60. Поэтому, поел! Гаусса,—Якоби, Леженъ Диришле, Кум- 
меръ начали изучать комплексныя числа бол!е обгщя, а именно вида,

а„ +  аг -ьа, е2 ^ :
* * • •

гд! £, fa,....e t — суть мнимые корни изъ единицы, т. е.

корни уравнен!я %Р— 1
X 1 0; коэффициенты же а0, а . .....а х

создали
которыхъ

общую Teppiio 
суть обобгцете

суть ц!лыя вещественныя числа.
Наконецъ, Кронекеръ и Дедекиндъ 

д!лыхъ алгебрическихъ чиселъ. свойства 
свойств! ц!лыхъ вещественныхъ чиселъ.

Изсл!довашя Гаусса относительно формъ также получили зна
чительное обобщете. Эрмитъ и друте разематривали общую теорш 
квадратичныхъ формъ съ п переменными. Мнопе зам!чательные 
результаты были получены въ теорш чиселъ отъ сближешя ея съ 
такъ называемой теорией эллиптическихъ функщй, и въ этомъ 
отношении начало положилъ Якоби. Приведу одинъ прим!ръ. Въ 
теорш эллиптическихъ функщй изучается зависимость К  отъ H i- 
которой величины q и получаются дв! строки:

Ъ К  3 2
—  = 1  +  22'+2#4+2д'9+2д'16н-22('г" ,) + 2  + . . .ft

1 +  Ах q +  A t f  +  A3q3+ J 4q4• • •
ЯГ

*) «De resolutione atgebraica aeqnatioixis x267—l ,  sive de divizione oirculi per 
bisectionem anguli septies ropetitam in partes 257 inter se aeqnales commentatio co- 
ronatai>. Crlle’s journ. IX, 1898.

**) Желающихъ познакомиться съ методомъ Гаусса и построешемъ стороны 
правильная 17-угольника мы отсылаемъ къ изданы» Физико-математическаго об
щества: йф. Клейиъ. Лекцщ по избраннымъ вопросамъ элементарной геометрщ. 
Перев* Н. Н. Парфентьева подъ редакщю М. Синцова. Казань* 1898».
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(т. е. первая строка содержитъ въ себе степени, показатель кото- 
рыхъ суть самый квадратъ, между т^мъ какъ вторая строка со
держитъ всЬ степени безъ исключетя).

Сопоставлеше этихъ двухъ формулъ даетъ доказательство 
теоремы, что число можетъ быть представлено подъ видомъ суммы 
четырехъ квадратовъ.

Лхувиль далъ безъ доказательства веема большое число фор
мулъ Teopia чиселъ, основанеыхъ на такомъ же приложенш теорш 
эллиптаческихъ функщй. Доказательства этихъ теоремъ были даны 
профессоромъ Казанскаго университета П. С. Назимовымъ.

Кроме вышеупомянутыхъ въ историческомъ очерке, важные 
вклады въ теорш чиселъ сделали Эйзенштейнъ, Риманъ, Эд. Лу- 
касъ и др.

Въ Росеш въ области теории чиселъ работали Чебышевъ, 
Буняковекш, Бугаевъ, Золотаревъ. Ю. В. Сохоцк1й и др.

Лучшими учебниками по Teopia чиселъ являются въ настоя
щее время, кроме вышеупомянутыхъ влассическихъ сочинешй Гаус
са и Лежандра, следующее:

Lejеипе-Dirichlet, Vorlesungen ttber die Zahlentheorie. 
Bachmcmn. Zahlentheorie.

Kronecker. Vorlesungen iiber Zahlentheorie.
Lucas. Thdorie des nombres.
Cahen. Theorie des nombres.

На руесяомъ языке мы имФемъ замечательную по ясности 
изложешя „Теорш Сравнетй“ Чебышева и второй томъ сочинешя 
Ю. В. Соходкаго Высшая Алгебра. Для подробнаго знакомства съ 
Teopiefi чиселъ необходимо рекомендовать также: Report on the 
theory of numbers—Стефана Смита, помещавшееся въ Reports 
of the British Association за 1850 и след. годы.
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