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Nullum non solvere problema.
Fr. Viet a.

Das Wesen der Mathematik besteht in
ihrcr Freiheit.

G. Cantor.

Осповпое математическое поняйе есть понятие о щЬ- 
ломъ положптельномъ числ'Ь. Исходя изъ этого поня'пя. 
чистая математика постепенно расширяетъ понятие о числ'Ь. 
вводя числа дробныя, отрицательныя, несоизм'Ьримыя, ком
плексный1). Расширеше поняИя о числ'Ь является необходи- 
мымъ сл'Ьдс'темъ раз.сматривашя обратпыхъ операцШ. Если 
мы возьмемъ два числа а и Ъ изъ области ц'Ълыхъ положи- 
тельпыхъ чнселъ и соединимъ ихъ одною изъ ирямыхъ опе
раций т. е. вычислнмъ или а+Ъ или а. Ъ или аь или сi(r,) и т. д., 
результатъ вычислешя будетъ всегда цЬлое положительное 
число (2+4=6, 2 X 4=8. 24=16, 2<+=65.536). Но если мы отъ 
ирямыхъ операцШ перейдемъкъ операщямъ обратнымъ надъ 
ц-Ьлыми числами, то найдемъ, что результатъ не всегда 
(и притомъ для операцШ д'Ьлешя, извлечетя корня, логарие- 
мировашя только въ нсключительныхъ случаяхъ) будетъ 
выражаться ц'Ьлымъ положительнымъ числомъ. Такъ 4—2=2.

2 _____

4:2=2, у  4 — 2, Log2 4 = 2 , но 2 — 4, 2:4. у  2 , Logy2 пред- 
ставляютъ символы не имЬюште смысла, т. к. результаты 
соответствуют ихъ операцШ не могутъ быть выражены съ 
помощью ц'Ьлыхъ положительныхъ чнселъ. Вообще опера- 
u,iir, указанный символами: а — Ъ, если а <  Ь, а ■ Ъ, если а

не есть кратное отъ Ь, V  а \  если а не есть Ь-ая степень

Ц Въ современной математики, ноняйе о чнслЬ расширено еще 
болТе введешемъ чнселъ гннерколшлексныхъ и транефннитныхъ.



9

отъ числа о, не могутъ быть произведены съ помощью щЬ- 
лыхъ положительныхъ чиселъ и мы стоимъ въ каждомъ 
нзъ этихъ случаевъ передъ -альтернативою пли признать 
подобный операщи не имеющими смысла и не разсматри- 
вать ихъ въ математик^, или-же введешемъ новыхъ областей 
чиселъ, обобщешемъ- понятая о числ'В. достигнуть возмож
ности производить обратный операщи надъ числами а и Ь 
также неограниченно, какъ и прямьтя операщи. Систематич
ность чистой математики, какъ науки абстрактной, и могу
щество ея методовъ въ приложены къ Естественной Фило
софы одинаково основываются на приняты ею второго изъ 
указанныхъ исходовъ, на посл'Ьдователы-юмъ обобщены 
понятая о числ’Ь.

ЦгЬдыо настоящаго выпуска нашего курса является 
пзложеше съ одной точки зр-Ьтя этихъ послгЬдовательныхъ 
обобщешй. Мы начинаемъ съ введешя чиселъ дробныхъ, 
отступая этимъ нисколько отъ строго логического пути, на 
которомъ операщя вычитатя должна была-бы предшество
вать операщи д'Ьлешя, какъ операщя- сложешя предшест- 
вуетъ операщи умножены.



S. Учеше о дробныхъ числахъ.
§ 1. Дроби, какъ пары ц-Ьлыхъ чиселъ (пары 2-ой ступени). 

Если цИлое положительное число Ь.не есть кратное другого 
цЪлаго положительнаго числа а, то нельзя найдти цИлаго 
числа, которое удовлетворяло-бы равенству ах—Ь. Мы пока- 
жемъ теперь, что этому равенству можно удовлетворить, 
вводя новый математичестй объектъ, совокупность или 
пару двухъ цИлыхъ чиселъ, взятыхъ въ опредИленномъ 
порядки, и точно определяя, какъ услов1я равенства и нера
венства этихъ объектовъ, такъ и законы операщй надъ 
ними.

Равенство паръ. Пары [а, &] и [а', Ь-'] равны между собою, 
если выполнены услощя: а.Ъ'=а.'Ь и притомъ только при 
этихъ условшхъ. Напр. \б, 10]=[9, 15], ибо 6.15—10.9=90.

СлЬдств1е. 1. Пары [ап, Ъп] и [а, Ь] равны т. е. въ парИ 
безъ измНнешя можно оба ея члена умполшть на одно и
то-же цИлое положительное число.

♦

2. Пара [am, а\—[т, 1].
Услов1е. Пара, въ которой второй члеиъ есть 1 (модуль 

умножения), будетъ считаться совпадающею съ цИлымъ чпс- 
ломъ, именно со своимъ первымъ членомъ.

Неравенство паръ. ЕСЛИ ВЪ двухъ ПараХЪ [а, Ъ] И В, (1\
вторые члены равны, то та пара болИе, въ которой первый 
членъ болИе; такъ напр. [3, 5]>[2, 5].

СлИдств1е 1 даетъ возможность установить OTHonienie 
величинъ между каждыми двумя парами, т. к. позволяетъ 
привести данныя пары, не изменяя ихъ, къ виду, въ ко- 
торомъ вторые члены тожественны. Такъ [3, 5 ]> [1 , 21 ибо
[3, 5] =  [6, Ю]; [1, 2] =  [5, 10]. Вообще [а, &] <  [с. <7] смотря 
потому, будетъ ли ad >  или = ,  или <  Ъс.
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Установивъ уелсшя равенства и неравенства паръ, 
мы видимъ, что къ этимъ парамъ применимы основныя 
акскшы учешя о равенстве (т. напр. если а=[а, Ъ], р=[с, с?], 
у =  [е, f\, то очевидно изъ данныхъ опред'Ьлетй, что: 
1° еслисс=,3, то ,3=я; 2° если я=,3, а=у, то ,3—•у) и аксюмы поряд
ка (1. если я>[3, р>7, ТО а>у; 2. если а<,3, ,3<у, то а<у).

Операцш надъ парами. Сложен1е паръ. РезулЬТатОМЪ СЛОЖв-

шя или суммою двухъ паръ [а, Ь\ и [с, с?[ называется 
новая пара [a с? + Ъ с, Ь й].

[а, 5] -f |с, с?] =  [ас? + he. bd\. (1).

Определенная равенствомъ 1) операщя имеетъ все 
свойства операцш сложетя целыхъ положительныхъ чи- 
селъ, почему мы и имели полное право назвать ее сложетемъ. 
1° Она есть операщя ассощативная: а + ([3 + у) =  (а + ,3) + у.

Доказательство. Пусть а =  &], [5 =  [с, с?], т == [е,
Тогда ос + (|В +  Т) =  а + [с/ + de, df\ =  [ас?/‘+ (с/+  ес?) 5, 5с?/1]
(а + j3) + у =  [ас? + ей, Ьс?] + [е, f\ — [(ас? + cb) f  + bde, bdf\.
Но какъ первые, такъ и вторые члены въ конечныхъ па- 
рахъ равны, въ силу законовъ ассощатпвпостп и комму
тативности сложетя и у множен in целыхъ чиселъ; следова
тельно операщя слсженхя паръ есть операщя ассощативная.

2°. Она есть также операщя коммутативная: а + [5 =  ,3 + а. 
Действительно, если «+•[i=[ad+cb, 5с?]: то ,3+зс=[с:5+ас?, с?5].

Следс-TBie. Если вторая пара есть [О, 1], то [а, Ь] + 
[О, 1] =  [а, 2»]: т. е. сложеше паръ имеетъ модулемъ пару 
[О, 1] =  0 (распространяя и на этотъ случай условие, дан
ное на предыдущей странице).

•  9

Умножен1е паръ. Результатомъ умпожегпя или произве- 
дехйемъ двухъ паръ [а, 2>] и [с, с?] называется пара [ас, Ъ</\. 
Изъ этого определешя умножешя легко видеть, что опера
щя умножехпя паръ имеетъ все те свойства, который 
имеетъ операщя умножехпя целыхъ чиселъ.

1. Она есть операщя ассощативная:

»| РО =  («?)?.



Действительно, пусть я =  [ а,Ъ], j5 =  [с, d), у =  [е, /’). Тогда

«С?Т) =  1а- Ц [се. elf] =  [«(се), b{df)\

« О т — [«<?, MJ [е /] =  [(ос>, (ЬсЩ.

Но вслгЬдств1е ассоциативности умножения цТлыхъ чи- 
селъ какъ первые, такъ и вторые члены въ конечныхъ па- 
рахъ равны; следовательно ассощативность умножешя паръ 
доказана.

2. Она есть операщя коммутативная.

Действительно, fa =  [а, Ь\ [с, cl\ ~ [ас, ЬсЦ

fa — [с, d\ [a, d] — [си. db\.

ВследCTBie коммутативности умножешя целыхъ чп- 
селъ fa =  fa.

3. Оба закона дистрибутивности имеютъ также место. 
Ограничимся доказательствомъ перваго: (а + ,3)у == «у + fa-

Действительно, пусть, я =  [я, &], |3 =  [с, c/J, у — [е, /'j.

Тогда (я + fa'; =  [ad + be, bd\ [e, f\ = [ia^ + bc)e, bdf\.
%

я у fa =  [ас,bf\ + \ce, df) =  [««/. + [ce&, &Д/| =  [aeef + ccb, bdf\.

T. к. пары [{ad+bfae, bdf| и [aerf+ceb, W/| тожественны, то 
законъ очевидно доказанъ.

Изъ даннаго нами определетя умножешя двухъ паръ 
вытекаетъ, что въ этихъ нарахъ мы имеемъ математический 
объектъ, удовлетворяющей поставленной нами задаче: при 

всякихъ а и Ь решить уравнегпе ах — Ъ.

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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Действительно, заменяя число целое а по условно па
рою [а, 1], мы имеемъ

[а, Г| \Ь, а [аЬ, а [Ь, 1 1)

Найдя въ этпхъ парахъ чпселъ ответъ на поставлен
ную задачу и видя, что операцш надъ парами тожествен
ны по с-вонмъ законамъ съ операциями надъ целыми поло
жительными числами, мы называемъ наши пары дробными 

числами (или просто дробями). Такими образомъ понятие о 
числе значительно расширяется введегнемъ подъ зтимъ 
назвашемъ паръ [а, &,] где а и Ь суть как in угодно числа
изъ ряда 0, 1, 2 , ........... Не имеютъ смысла только пары,
въ которыхъ второй членъ есть 0. Первому члену пары мы 
придаднмъ назваше числителя, второму—знаменателя. Дробь, 
знаменатель которой есть 1, совпадаетъ съ числптелемъ и 
есть целое число.

Правила, данный нами для ирямыхъ действШ надъ па
рами и изъ которыхъ безъ труда выводятся правила для 
обратныхъ операщй, совпадаютъ съ правилами ариеметики 
для действШ надъ дробями; но въ то время, какъ изъ пе- 

. дагогичсскихъ соображений въ ариеметике правила эти или 
выводятся изъ конкретиаго значешя дробей, съ помощью 
которыхъ измеряются непрерывный величины, или полу
чаются путемъ обобщеьпя поняпя объ операщй, правила 
дапы нами произвольно, но съ темъ, чтобы операщй сложе
ния и умножения надъ парами переходили въ операщй сло- 
жеЕпя и умножешя надъ целыми числами, когда пары об
ращаются въ целыя числа.

§ 2. Принципъ постоянства формальныхъ законовъ. Идея раз- 
сматрнвашя паръ чиселъ (и общее совокупностей изъ трехъ,
четырехъ.......  чиселъ) и обосноваше на разематрнвагин
паръ Teopin обобщенныхъ чиселъ принадлежит!» ирланд
скому математику Вильяму Роану Гамильтону (1805—1865), 
который прнменнлъ ее къ o6ocnoBaHiio созданной имъ тео- 
piи кватерьпоновъ *)• Къ дробямъ эта идея применена, 
кажется, въ первый разъ Таннери (**).

*) Си. литературу воироса въ отд. V (учеше о гнперкомплексныхь 
и транефннйтныхъ чпелахъ).

**) Leyons d’Arithmetique. Paris. 1894. Нельзя не пожалЬть, что этотъ 
прекрасны» учебпикъ до сихъ норъ еще не переведенъ на русски! языкъ.



Существуют, друпе способы строго логическаго и чи
сто—ариеметическаго обосновашя теорш дробнаго числа, въ 
которыхъ, какъ и въ только-что изложенномъ. свойства 
дробныхъ чиселъ выводятся изъ ихъ оиредЬлешя, незави
симо отъ ихъ конкретнаго представлешя и отъ ихъ прило- 
ж етй  къ задачамъ дЪлещя или изм'Ьрешя непрерывной 
величины.

Одинъ изъ такихъ способовъ, примЪнимыхъ и къ 
дальпъйшимъ обобщешямъ понятая о числ'Ь, основывается 
на высказанномъ въ первый разъ профессоромъ Кембридж- 
скаго университета Никокомъ (1791—1858) принцип% постоян

ства формальыыхъ законовъ (principle of the permanence of 
equivalent forms).- *) На основати этого принципа сим

волы а—Ь и т. п., теряюшде ариеметическШ смыслъ»

если они не выражаются целыми положительными числа
ми, продолжаютъ гЬмъ не менЬе разсматриваться въ алге- 
oph и дгЬйств]я надъ ними подчиняются тЬмъ же законамъ 
какъ и въ томъ случай, если они представляютъ цЪлыя
числа. Такъ а—  =■—+•—, если и делятся на Ц'Ьло на

С с с .

Та-же формула переносится и на тотъ случай, когда а и Ъ 
не делятся на е.

Тому-же npieMy обобщешя понятая о числ'Ь **) следую т
и Ганкель въ своей Theorie der complexen Zahlensysteme

¥

(Leipz. 1867) и Шубертъ, авторъ статьи объ основашяхъ 
ариеметики въ математической энциклопедш, издаваемой 

.немецкими академиями. Вотъ какъ по.сл’ЬднШ формулируетъ 
принципъ постоянства. На основанит этого принципа: ^ .К а ж 
дому сочетанию знаковъ, не выражающемуся съ помощью рант  
введенныхъ чиселъ, придается такой смыслъ, ’ при которомъ

*) Глубокая разсуждешя Пикока о сущности и основашяхъ мате- 
матическихъ наукъ, къ которымъ мы возвратимся въ заключительномъ 
отд'Ьл'Ь этого выпуска, изложены въ зам^чательномъ отчета объ усшЬхахъ 
анализа, представленномъ Британской Ассощацщ въ 1833 г.

**) Кутюра (De l’infini matliematique. Paris. 1896) называетъ его npie- 
момъ алгебраичеснаго обобщешя въ отлич1е отъ npieMa, основаннаго на 
разсмотр$нш паръ, которому онъ придаетъ название npieMa ариеметиче
скаго обобщен in.



сочетанге можешь производиться по тгомъ-же по
которымъ оно производилось съ прежде определенными числами,.

2°. Такое сочетанге определяетс, какъ число вь 
номъ смысле этого слова.

3°. Доказывается, что для въ обобщепномъ
этого слова имеютъ место те-эюе , какъ и для
ранее уже введенныхъ (*).

4°. Определяется, что называется , больше и
меньше въ расширенной области чиселъ.

§ 3. Teopifl Вейерштрасса (1 8 1 5 — 1897). Вейерштрассъ 
начпналъ своп знаменитым лекцш по теорш функцШ съ 
онр.ед'Ьлешя различныхъ видовъ чиселъ и опердцШ. которая 
могутъ быть надъ ними производимы. Въ окружающемъ 
насъ M ipt мы постоянно встречаемся, говоритъ онъ. съ 
предметами или явлешями, имеющими обшде признаки. 
Эти обшде признаки характерпзируютъ всю группу или видь 

предметовъ и явлегйй. Каждый отдельный предметъ или 
явлеше представляетъ но отношенно къ разсматриваемымъ 
общимъ нрпзнакамъ единицу пли основный элементъ (Griincl- 
element) вида. Разлнчныя группы одинаковыхъ предметовъ 
(т. е. принадлежащихъ къ одному и и тому-жс виду) отли
чаются множественностью; отсюда является тюня'пе о ц4- 

ломъ числ%. Две единицы одного и того же вида равны 
т. е. эквивалентны по отношение къ характеризирующему 
нхъ свойству. Два числа, состояния, изъ однихъ птехъ-же 
основныхъ элементовъ с (иудовъ, фунтовъ, столовъ. аб- 
страктпыхъ единиц!) 1) будутъ равны, когда каждому эле; 
менту одного числа соответствуете одинъ элементе другого 
числа и неравны, когда, сопоставляя элементы одного числа 
съ элементами другаго, мы находнмъ въ одиомъ лишше 
элементы. То число, въ которомъ имеются лишше элементы,

*) Пикокъ правильнее по нашему мнЬино смотрнтъ на пршщипъ 
постоянства, такъ-какъ опредГлительно указываетъ на невозможность до
казательства законовъ операций надъ обобщенными числами. „Правила 
операцш надъ обобщенными символами не могутъ быть выведены изъ пра- 
вилъ операций надъ числами, они могутъ быть только „внушаемы (suggested 
only) соответствующими правилами арнометикн". (Report on certain branches 
of analysis p. 198).



называется большими, другое менынимъ {а >  5, Ъ < «). 
Определение равенства ведетъ къ двумъ положешямъ:

1° если а =  Ъ, то Ь — а

2° если а = Ъ. Ь — с.то а =  с./ /

Если поняНе о ц'Ьломъ числе возникаетъ отъ раз- 
смотрешя предметовъ, состоящихъ пзъ элемеитовъ одного 
и того же вида, то при разсмотр'Ьнш предметовъ, состоящихъ 
пзъ элемеитовъ различнаго вида (стадо изъ 15 коровъ, 
7 овецъ и т. гг), мы должны указать какие виды элемеитовъ 
(коровы, овцы...) входятъ въ нашъ предметъ и сколько 
входить элемеитовъ каждаго вида порознь. Такимъ иутемъ 
мы приходимъ къ тому, что Вейерштрассъ называетъ или 
численною величиною (Zahlengrosse) или составнымь числомъ. 

Два составным числа равны, если они содержать въ одина- 
ковомъ числе одинаковые элементы. Они равны также и 
въ томъ случай, если съ помощью преобразовашй, осно- 
ванныхъ на отношен 1яхъ, существующихъ между элементами, 
можно достигнуть того, что они будутъ содержать оди
наковое число одинаковыхъ элемеитовъ. (Наир, три двугри- 
венныхъ и шесть трехкопйечниковъ равны семи гривеннп- 
камъ и восьми копейками, т. к. можно преобразовашями 
обе численным величины превратить въ одну и туже, въ 
семьдесятъ-восемь коггЬекъ).

Т'Ь операцпг прибавлешя и отнимашя, которым постоян
но приходится производить надъ группами предметовъ, 
ирпводятъ къ определенно простейшихъ ариеметическихъ 
оиерац1и (сложеше и умножете) съ нхъ характеристическими 
законами (коммутативности, ассоциативности и дистрибутив
ности). Этими двумъ операщямъ соответствуготъ обратный 
операции которым не могутъ быть осуществлены въ области 
цйлыхъ чиселъ и делаются всегда возможными только при 
введенш приличными образомъ выбранныхъ составныхъ 

чиселъ. Для того, чтобы производить делеше независимо 
отъ того, более или менее делимое делителя и составляетъ 
ли делимое кратное делитель или нетъ, вводятся новые 
элементы, определяемые съ помощью целыхъ чиселъ а
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именно кроме главной единицы, изъ которой составляются
щЬлыя числа, вводятся новыя единицы (или улементы)
тагь что два, три. четыре, ... сорокъ ... сто. ... миллшнъ, ..
новыхъ единицъ зам'Ьняютъ главную единицу. Если г„ есть
единица, пкоторыхъ зам'Ьняютъ главную единицу е—1,

1т. е я£,.=1. то г„ ооозначается 11
Соответственно этому в веден! ю новыхъ единицъ или 

элементовъ разсматриваются новыя (составныя) числа, 
составленный изъ главной единицы (1) и изъ шЬкотораго 
даннаго конечнаго числа различныхъ дробныхъ частей еди
ницы (Bmchtheile), обозначенныхъ знакомь г„. Эти состав
ныя числа им1мотъ видъ а0+'а1 гх+а2 £2-<- . _ра,г г„ и назы
ваются дробными числами.

Спрашивается, какъ надъ этими новыми числами 
производятся операцш, определенный раньше для целыхъ 
чиселъ? Вейерштрассъ формулпруетъ щтнципъ постоянства 
следующими образомъ: Новыя числа подчиняться
тгомъ-же правилам-ь сочетатя (Verkiiiipfiingsregeln), кото- 
рымъ подчиняются цголыя числа. Далее каждое дробное 
число можно всегда преобразовать такъ, что оно будетъ 
заключать только элементы одного и того же рода s„.

Такъ-какъ по определенно
тт„ш — с и съ другой стороны, принимая законы сложешя 
целыхъ чиселъ, имеемъ

тт„,п =  п — (ттп)
Л

то легко видеть что тгтн=гп и m mn—zin. 

Если дано дробное число

а—аО -f <h гиу + а, «2 • • * * + ат 'V ТО,

обозначая черезъ п общее кратное целыхъ чиселъ п у 
ь,, ... пт, имеемъ



и

\

если А /I иI
п
п и потому

а — (а0 п + rtj Yi + й2 Т2 Ут

Такое преобразование даетъ возможность сравнивать 
дробныя числа. Два дробныя числа равны, если они мо- 
гутъ быть преобразованы такъ, что оба заключаютъ одни и 
rfe-же элементы и въ одномъ к томъ-же числе. Изъ двухъ 
неравныхъ дробныхъ чиселъ, иредставленныхъ съ помощью 
элементовъ г„. одного вида, то называется болышшъ, кото
рое содержитъ больше элементовъ г„ , ч'Ьмъ другое. Если 
а — Ъ,то и Ь — а; если а =  Ь. Ъ — е, то а — с и если >  6,
Ь >  с. то а >  с./ >

Сложеше двухъ дробныхъ чиселъ состоите въ соеди-I
н ет  и выЬх'ь элементовъ обоихъ слагаемыхъ въ одну чис
ленную величину. Оно сводится на сложенie ц'Ьлыхъ чи
селъ, если оба дробныя числа представлены съ помощью 
элементов^ гп одного и того-же вида.

Умножение двухъ дробныхъ чиселъ, по принципу по
стоянства, должно удовлетворять законамъ умножешя ц’Ь- 
лыхъ чиселъ и следовательно всемъ производнымъ изъ 
этихъ законовъ формуламъ наир, формуле

(а + Ь + . . . )  (с + d 4* ...) — «с + ad + be + bd 4-. ,.

т разъ

(в,г I • • 1.1 1 тп
п разь

Съ другой сторорш тп(гтп)=  1 откудаг

тп

Отсюда, применяя тотъ-же иринцнпъ. выводится и об- 
Щ1й законъ умножения дробей:
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Р £/>? • (/ сл Р<1 п̂т*

ТТ v Р */ИДля дЪленш получаемъ отсюда правило ^ гщ, кото-

рое показываетъ, что результаты всЬхъ д'Ьлешй надъ ц е
лыми н дробными числами могутъ быть представлены съ 
помощью дробныхъ чиселъ.

§ 4. Алгебра рафональныхъ (положительныхъ) чиселъ.

Но какимъ бы путемъ мы ни вводили дробныя числа 
и ни устаповляли для иихъ основныя аксюмы равенства и 
неравенства (аксюмы порядка но Гильберту) см. вып, 1. § 14 и 
законы сочеташя посредствомъ сложешя и умножен1я (аксю
мы счета и сочетания по Гильберту), разъ эти аксюмы и 
законы совпадаютъ съ аксюмами и законами для области 
цГлыхъ положительныхъ чиселъ, то и законы обратныхъ 
операщй, составляющее (см. вып. 1 § 181 логическое слГд- 
CTBie опредГлешя обратныхъ операцШ, акс1омъ у четя  о 
числахъ и законовъ нрямыхъ дГйствШ, переносятся безъ 
нзмГпсшя н въ 'reopiro дробныхъ чиселъ. Наконецъ и вся 
получающаяся повторнымъ примГпешемъ и комбинирова- 
шемъ законовъ семи алгебраичсскихъ операщй цГпь фор
му лъ. некоторый - пзъ которыхъ даны для примера тамъ-же 
(§ 19). является безъ измГнешя приложимою къ дробиымъ 
чпсламъ. Алгебра цГлыхъ чиселъ превращается теперь въ 
алгебру расширенной области чиселъ, включающей и числа 
ц'Ьлыя и числа дробныя. Эту область мы будемъ называть 
областью рацнжальныхъ (пока положительныхъ) чиселъ. Изъ 
сказаннаго въ предыдущемъ § сл'Ьдуетъ, что область ра- 
цюнальныхъ чиселъ есть область замкнутая по отношение 
къ операщямъ сложешя, умножешя. д"Ьлешя и возвышешя 
въ ц'Ьлую положительную степень т. е если а и Ь суть два
рацюнальныхъ числа, то а + Ъ, а. Ъ, а: Ъ и ат (т—цГлое 
положительное число) суть также рацюнальныя числа..
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§ 5. Конкретное значеше дробиыхъ чиселъ.
Ычен1е объ изм%рент величмнъ.

Въ предыдущихъ параграфахъ мы изложили логиче
ски Teopin введши я дробей въ общее учеше о числахъ. 
ИсторическШ путь, которымъ создалась ариеметика дроб- 
пыхт> чиселъ, былъ совершенно иной. Происхождетемъ 
понятая о дроби человечество обязано тому-же пути абст
ракции, которымъ создалось понятае о целомъ отвлеченномъ 
числе. Те две задачи, который решаются съ помощью 
операцш обратной операцш умпожетя, задача делешя и 
задача изм еретя или иначе нахождетя отношетя между 
двумя величинами, суть задачи, необходимость которыхъ 
представилась на первыхъ шагахъ человеческой культурьт_ 
Дикарь, деля1щй кусокъ хлеба или мяса на равныя части 
между своими товарищами, пахарь, измеряющей длину своего 
поля веревкой определенной длины, встречаются съ дробя
ми, съ отношешями, который не могутъ быть выражены 
съ помощью целыхъ чиселъ. Поэтому уже въ древнейшемъ 
дошедшемъ до насъ математическомъ памятнике—еги- 
петскомъ папирусе Ahmes’a—мы имеемъ уже вычислешя 
надъ дробями; при этнхъ вычислешяхъ дроби разлагались 
на сумму дробей съ числителями 1 или 2, который явля
лись такимъ образомъ элементами, изъ которыхъ составля
лись проч1я дроби *). Конкретное происхождеше дробей ясно 
по темъ наименоватямъ, которыя употреблялись для нпхъ.
m  , 1 1 1Такъ у греческихъ астрономовъ дроби ... къ

которымъ сводились друпя дроби, носили назваше. минуты, 
секунды, терщи и были такимъ образомъ связаны съ изме

рен i ем ъ времени. У Римляиовъ у 9 называлась унщею (ни

cia), т. е. отвлеченной дроби т;- придавалась назваше кон- 

кретной дроби—двенадцатой части монетной единицы — 

римскаго фунта (as), соответственно этому было sextula,
I  м

- г —-------------dimidia sextula.

*) За подробностями отсыдаемъ къ еочинеыш В. В. Бобынина: 
„Математика древнихъ Епштянъ‘\



Съ введетемъ дробныхъ чиселъ значете числа и 
у четя  о числе, какъ для практической жизни, такъ и для 
теоретическаго изучешя хпровыхъ явлений неизмеримо 
расширяется. Целыя числа нужны и достаточны для счета 
дискретныхъ предметовъ, но для измЬрешя величииъ непре- 
рывныхъ, каковы суть отрезки лиши, площади, объемы, 
времена, веса, массы, силы, скорости и т. и. целыя числа 
являются недостаточными и не доставляютъ той точности, 
которая требуется развшыемъ техники съ одной стороны, 
установлешемъ точныхъ закоиовъ природы—съ другой. 
Если мы возьмемъ единицу меры слишком ь мелкою, то мы 
можемъ съ достаточною точностью выразить величины 
целыми числами, но при этомъ, измеряя болышя величины, 
мы получимъ громадныя целыя числа, операцш иадъ 
которыми будутъ неудобны;' если-же мы возьмемъ крупный 
единицы меры, то, употребляя только целыя числа, мы въ 
болыпемъ числе случаевъ получимъ недостаточно точное 
зн ате  о измеряемой величине.

Введете дробей, знаменатель которыхъ можетъ быть 
произвольно увеличиваемъ, даетъ намъ средство выра
зить числомъ всякую величину 'при всякой избранной 
нами единице длины со сколь угодно большею сте
пенью точности. Возьмемъ для наглядности простейшШ 
видъ непрерывной величины, длину прямой лиги и, отсчи
тываемую отъ одного изъ ея концевъ. Разделяя принятую

ч

нами единицу длины на достаточно большее число Ь ча
стей, если мы найдемъ, что длина лиши А В содержнтъ а 
такихъ частей и не содержитъ а + 1 ихъ, то эта длина бу- 
детъ заключаться между двумя длинами, соответственно

выражающимися дробями и и ошибка, которая

будетъ сделана, разсматривая вместо длины АВ  ту или 

другую изъ этихъ длинъ или выражая АВ  числомъ ~  или 

1 , будетъ менее чемъ Ь-ая часть единицы т. е. можетъ 

быть сделана сколь угодно малою, если мы возьмемъ Ь 
достаточно болыпимъ. Две дроби могутъ быть

названы приближешями съ точностью до къ истин-
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ной величине длины А В. Можно-ли взять Ь настолько боль
шими. чтобы всякая длина А В выражалась точно дробью 
съ этими знаменателемъ при выбранномъ нами за единицу 
длины отрезке? Мы увидимъ далее (въ учеши онесоизм'Ь- 
римыхъ числахъ), что существуютъ длины АВ. для кото- 
рыхъ это невозможно (напр. д1агональ квадрата, если за 
единицу длины принята его сторона). Такими образомн и 
дробныхи чиселп недостаточно для точнаго измерешя 
вс'Ьхи длини или выражешя числоми отношешя между 
двумя длинами; другими словами на неопределенно про
должающейся прямой лиши О

разстояшя не вс'Ьхи точеки оти точки 0 могути быть изоб-I
ряжены дробными числоми (мы увидими, что число Т'ЬхИ 
точеки, для которыхи это возможно, неизмеримо мало но 
сравнеши си числоми техн, для которыхи это невозможно)..
Но ви то-же время кашя бы две близшя точки М  и М' мы%
ни взяли, между ними существуешь безконечное множество 
точеки, разстояшя которыхи выражаются дробными числами, 
и потому для практнческихи целей—ви приближенной 
тематика (* ,— дробныя числа отвечаюти си произвольно 
большею точностью на все вопр, которые могути встре
титься при измРренш длини или разстояшй.

Все сказанное о длинахи применимо кн всеми непре
рывными величинами, допускающихн применеше методы

*- .

измерешя или, каки мы будеми сокращенно выражаться, 
измеримыми величинами [линейными (П. Дюбуа-Реймони), 
допускающими аддитивное сочеташе (Гельмгольци) ]. Вели
чинами (* **) вообще мы называемы «обиекты или аттрибуты 
обиектови, которые по сравнение си ими подобными допу- 
скаютн разлшне большаго, равнаго или меньшаго (Гельм
гольци «Счети и измереше»). Ви этоми общеми смысле и

(*) См. Vorlesungen liber die Anwendung der Differential und Integral- 
rechnung auf die Geometric. Revision der Principien. Gotting 1903.—Феликса 
Клейна.

**) Коликими—Лобачовскаго, который различаетъ коликое и его ве
личину. .,Все то, что допускаете понято овеличинФ, называется коликое‘4 
Коликое—длина вообще, величина — определенная длина, значеше той или 
другой длины.
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наши чувства и наши ожндашя суть величины. Но для 
того, чтобы величина могла быть предметомъ математнче- 
скаго изследоватя, необходимо, чтобы для этой величины 
мы имели методъ сравнешя, который могъ-бы дать намъ 
точное заключеше о равенстве или различит двухъ велн- 
чинъ. Такого метода сравнешй мы не имйемъ для нашихъ 
огцущешй или желашй и напротивъ можемъ точно сравни
вать веса гЬлъ, помещая ихъ на две чашки вЪрныхъ ве- 
совъ. Коэффищенты прелом летя . длины волны полосъ 
спектра и друия физичестя постоянный могутъ быть 
также подвергнуты точному сравненпо.

ВсякШ разъ какъ мы можемъ применить къ величине 
методъ сравнешя. мы можемъ различный состояшя этой 
величины расположить въ возрастающей или убыв а ю иц й 
рядъ и отметить ихъ произвольными числами при един- 
ственномъ условш, чтобы большими значешямъ величины 
соответствовали болышя числа. Такъ торговецъ хлйбомъ 
или хлопкомъ располагаетъ въ рядъ и отмйчаетъ номерами 
товаръ изъ разныхъ местностей по его добротности, такъ 
минералоги составляетъ скалу твердости минераловъ. Въ 
большинстве изучаемыхъ естественною философ1ею вели- 
чинъ разлшпя настолько велики, что мьг можемъ употре
бить для нашей скалы различШ все целый и дробныя числа. 
Пока мы говоримъ только о техъ величннахъ, по отношенш 
къ которыми можно суДить точно о равенстве и неравенстве, 
но которыя не допускаютъ еложешя. Физика не разсма- 
триваетъ еложешя показателей преломлешя, коеффпщептовъ 
электропроводности тЬлъ и не разсматриваетъ еложешя 
температуръ. Понят1я о равенстве или неравенстве подчи
няются, однако, некоторыми услов1ямъ, которыя мы уже 
приводили, говоря о чнслахъ, но которыя не лишне опять 
напомнить.

Если А, В. С, . . .  . обозначаютъ катя-либо-определен
ный состояшя величины, то

10 А = А (рефлективность).
2° если А — В, то В — -А(симметричность).
3° если А — В, В С, то А — С (транзитивность). (Пер

вая изъ аксшмъ Евклида (см. ихъ перечислеше въ вып. 1 
стр. 19).
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Ус*аяозаадукацы
щтк\ тр'Щны ун!>

П.̂ Мзшзоа̂
6 | s п I я т 4 »v1

1 ^ А в Г Ш О > Ч 4 ^ о ^ ^ . Г ? %.  ** * * У  5 Т -Л./! 1 '<г*• ' — -> , * А* ' \
4. Если А ^  В. В>  С, то Л >  С.
Но существуютъ и друпя величины, допускающая 

сложеше (аддитивное сочетайie—Гельмгольцы) и изм^реше 
посредствомъ определенной величины того-же рода, прини
маемой" за единицу. Къ такпмъ величинамъ принадлежать «
отрезки, площади, объемы, времена, массы, веса и т. д. 
Вотъ те услов!я, который должны быть вг>тп6лыены величи
нами для того, чтобы къ нимъ могъ быть применены ме
тоды измерешя.

1. Сложеше ихъ должно обладать свойствомъ ассоща- 
тивности и коммутативности.

2. Величина можетъ иметь значеше 0, и тогда А-*-0=4.
3. Если С не есть 0, то А + С> А, такъ что 0 есть

у /

единственное значеше величины, которое, будучи прибав- 
леннымъ къ ДУще нзменяеты А. -у

4. Если А-> то существуетъ величина С. неравная 
< 0. такая что А =  в \  С.

5. Акс10ма Архимеда. Если А не есть 0, то какова-бы ни 
была величина 5 , . (шцествуеты целое число т такое, что
Л,'-повторенное m j тазы, будетъ больше В.

■ >6V Есдщ/ш^тсть целое число, то, каково-бы ни было В, 
существуетъ величина А такаяГ'счт^;:̂ ш 4 = р ^ | другдми сло
вами В  всегда можетъ б щ ^ ы х ъ  час
тей *).

евязгГТмй>
ДЛльда {СчетьДь#з511>рен1е--пере- 
w m е t i а и е “ — Жю л я

читатель можетъ найдти въ мемуары 
водъ А. В. Васильева. Казань 1893 г.)"Т 
Таннерн. Наиболее глубокое изследоваше аксшмъ количества принадлежишь 
Гбльдеру (О. Holder. Die Axiome der Quantitat und die Lelire vom Mass. 
Berich.te der Sachs. Ges. der Wiss. zu Leipzig, icjor). Аксюмы Гбльдера форму
лируются след. образомъ:

I. Если даны две величины а и Ь, то пли а тожественно съ Ь, иди-же 
а больше Ъ и Ъ меньше а, или-же а меньше Ъ и Ъ больше а. Эти три слу
чая взаимно исключаются.

JL Каждой величин']* соответствуетъ и меньшая.
III. Две величины а и Ь, который могутъ быть п тожественны, даютъ, 

будучи взяты въ определениомъ порядке, одну определенную сумму а-л-Ь
IV. а+Ъ больше а и больше Ъ.
V. Если а < £ , то существуетъ х такое, что a f  х~Ъ и у такое, что

у-\- а—Ь.

Наконецъ аксиомы 5 и 6 текста заменяются (VII) такъ называемою 
Дедекиидовскою аксюмою непрерывности (см. учете о несоизмеримыхъ 
числахъ); аксюма Архимеда является доказываемою теоремою.

Авторъ подробно показываетъ, что на этихъ 7 аксюмахъ можетъ быть 
построено все уч ете  о измеримыхъ велпчинахъ.
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Величины, который удовлетворяютъ этимъ услов!ямъ, 
и будутъ измЬримыя величины, ибо сл'Ьдстемъ этихъ уело- 
вШ является возможность, нринявъ произвольно одно изъ 
значений величины за единицу и изобразивъ его числомъ 
1, вей прения значетя величины съ произвольною точно
стью изобразить рацюнальиыми числами, т. ч. каждой 
величин^ будетъ соответствовать (иногда съ приближетемъ) 
определенная дробь и каждому ращональному числу бу
детъ соответствовать определенное зпачете величины *). 
Пропорщональность величинъ и свойства пропорщональ- 
ныхъ величинъ являются слгЬдств1емъ соответств1я меяеду 
величинами и числами.

Типомъ измеримыхъ величинъ является отрезокъ 
прямой л и Hiii **).. У чете объ измеримыхъ величинахъ 
было дано Евклидомъ въ книге пятой Начали и 
иллюстрировано имъ на прямолинейныхъ отр'Ьакахъ. 
Для Евклида число есть только целое число; катего- 
pin величины резко разделялась на дискретную и непре
рывную; идея чиселъ, соответствующихъ непрерывной ве
личине, была чужда греческими геометрами, и поэтому въ 
учен in Евклида въ основания: лежитъ знаменитое определе- 
nie пропорциональности между величинами (6 опред'Ьлеше 
5-ой книги): „величины о, Ь, с, d пропорщональны (a:b=c:d), 
если при какихъ угодно целыхъ числахъ Ж и N всятй  
рази

когда 1) Ма >  Nfr то и Me >  JScf, 
когда 2) Ма — Ш  то и Me =  Nd 

и когда 3) Ма <  Ш то и Же <  Nd

*) Изъ опред*лешя дроби, какъ системы двухъ ц*лыхъ чиселъ, съ 
помощью которой можно выразить отношеше одной величины къ другой, 
принятой за единицу длины, могуть быть выведены обратно вс* свойства 
дробей (рекомендуемъ читателямъ прекрасное изложенГе въ новой книг!; 
Ж. Таннери: Notions de mathematiques. Haris 1903, руководство для препо- 
давашя въ класс* философш французскихъ гимназш по новой программ*, 
серьезно продуманной и заслуживающей подражашя); но такая теория, 
можетъ быть, наибол*е удобная въ педагогическомъ отношеши, не можетъ 
быть допущена въ строгомъ учеши о числахъ, основною идеею котораго 
должно быть логическое, независимое отъ приложений, обосноваше свойствъ 
новыхъ посл*довательно вводимыхъ областей чиселъ.

**) Поэтому Поль Дюбуа-Реймонъ называетъ эти величины линейными 
(Allgemeine Functionenlehre. Tubingen 1882).
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и обратно если величины пропорщональны, то выполнены 
сказанпыя условия41 (■■)

Но если типомъ излтримыхъ величииъ и является 
отр'Ьзокъ прямой л и ш и , то разнообраз1е ихъ настолько ве
лико, что пзм'Ьрсше непрерывныхъ величииъ. подобно счету 
дискретныхъ предметовъ. лежитъ въ основаны важнййшихъ 
наукъ. Дробныя числа, безъ которыхъ не были-бы возможны 
ни опред’Ьлешя физическихъ коеффищентовъ, ни составле- 
т я  скалъ для другихъ пеизм'Ьряемыхъ матёматнческихъ ве- 
личинъ, ни измеренie величииъ изм'Ьримыхъ. им'Ьютъ 
поэтому громадное значете.

Но какъ-бы велики и важны ни были приложетя 
дробей, существуютъ вопросы, въ которыхъ появлете дро
бей, какъ отв’Ьтовъ, указываетъ на нелепость или непра
вильность задашя вопроса. Таковы всгЬ вопросы, которые 
относятся къ дискретными предметами. Появлете дроби 
въ Отв^ г Ь на вопроси—разставить 100 солдатъ въ ряды по 

•8 человеки въ каждомъ -указываетъ на невозможность 
реш етя этой задачи. Этими замЬчашемъ мы воспользуемся 
позже въ учеши объ отрицательныхъ и комплексных ъ
числахъ.✓ •

§ 6 . Перечислимость множества рацюнальныхъ чиселъ.

Разсмотримъ теперь всю совокупность введенныхъ на
ми чиселъ рацшпальныхъ (включая сюда и ц'Ьлыя). какъ 
множество т. е. какъ совокупность элементовъ, имйюгцихъ 
обнце признаки.

Въ § 15 вып. 1 (стр. 32) было дано опредКлеше эквива- 
лентпыхъ или нмЬющихъ одинаковую мощность множествъ, 
по которому въ эквивалентныхъ множествахъ должно быть 
возможно каждому элементу одного (того или другого) мно
жества поставить ВЪ COOTB^TCTBie одинъ—и только одинъ— 
элементъ другого множества.

Множествами перечислимыми (abzahlbare Menge, ensemble
denombrable) называются множества „эквивалентныя съ

\

(*) Такъ-какъ М и N могутъ быть сколь угодно болышя числа, то 
определен]© Евклида implicite включаетъ въ себе идею безконечнаго 
процесса, безъ которой невозможно введете въ уч ете о числахъ чиселъ 
несоизмйримыхъ. Поэтому то определение Евклида и вполне научно и при* 
манимо не только къ соизмеримыми», но и къ несопзмерпмымъ отрезкамъ.
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рядомъ ц'Ьлыхъ положительныхъ чиселъС;. Множество ц%- 
лыхъ положнтельныхъ чиселъ состоитъ изъ днскретныхъ 
(раздельныхъ) элементовъ. Множество, состоящее изъ 
всЪхъ дробныхъ чиселъ, имев та то свойство, ч т о  между 
каждыми двумя его элементами можно вставить прогги&ль- 
но большее (безконечпо большее) элементовъ того-же мно
жества (см. выше) (*) и т'Ьмъ—не менее множество дроб
ныхъ чиселъ есть множество перечислимое т. е. вей эле
менты его можно расположить въ рядъ т. ч. каждому ц е 
лому положительному числу будетъ соответствовать одниъ 
и только одинъ элементъ этого ряда. Этотъ замечательный 
результата найденъ Георгомъ Канторомъ и доказывается сле
дую щимъ образомъ. Назовемъ высотою дроби число а+Ь
т. е. сумму числителя и знаменателя. Число дробей, соответ- 
ствующихъ определенному значение высоты N, конечно;

такими дробями будутъ ^=--, —!-j-. После

довательно делая N равными 2, 3, 4, 5,... получаемъ груп
пы въ 1, 2, 3, 4,.. дроби; помещая эти группы одна за дру
гою, мы получаемъ рядъ дробей (равныя дроби могутъ быть 
выброшены):

1 2 1 3 1 4 3 2 1
1 ’ 1 ’ 2 1 1 ’ 3 ’ “Т" ’ ~jT1 —;Г ’ ; • • •

очевидно эквивалентный съ рядомъ целыхъ положитель- 
ныхъ чиселъ. Мы дадимъ въ учеши о несоизмеримыхъ 
числахъ обобтцете этого результата и выяснимъ ближе 
его значеше для учешя о числахъ.

Результата, полученный нами въ этомъ параграфе, по- 
лучаетъ особое освещение, если мы соиоставимъ его съ 
выводами следующихъ §; въ § 8 мы найдемъ, что всякая 
дробь выражается при всякомъ основанш системы счислешя 
или конечною или иерюдическою систематическою дробью. 
Но иершдичность есть одинъ изъ безчисленнаго множества 
способовъ правильнаго распределешя цифръ. Правильность 
же есть только ничтожный частный случай среди непра-

I*) Ташя миолссства носятъ название yantachisch или iiberallclicht. 
Пуанкаре иазываетъ это множество дробей математическимъ континуум 
мбмъ перваго порядка (Science et hypothese р, 38;.
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вильныхъ распределен!!!. Мы им'Ьемъ поэтому право пред
положить, что, если множество ращональныхъ чиселъ есть 
множество перечислимое. имЬетъ мощность, не превышаю
щую мощности ряда цълыхъ'чиселъ, то множество, составлен
ное изъ вс'Ьхъ напр. десятичныхъ дробей О, а1 а2 аг.... , где
или числа ау <х2.... распределены правильно, но правиль
ность эта не совпадаетъ съ правильностью перюдическою, 
или же ихъ распределение не представляетъ никакой пра
вильности, будетъ иметь мощность, превышающую мощ
ность ряда целыхъ чиселъ.

Къ тому же результату приведетъ насъ и § 9, въ ко- 
торомъ мы увидпмъ, что всякое ращональное число разла
гается въ конечндю непрерывную дробь. Мы им'Ьемъ снова 
право предполагать, что мощность множества, состоящаго 
изъ непрерывныхъ дробей, имеющихъ безконечное множе
ство звеньевъ, будетъ превышать мощность множества, со
стоящаго только изъ непрерывныхъ конечныхъ дробей. 
Эти предположения будутъ доказаны въ учеши о несо- 
измеримыхъ числахъ.

Мощность множества, состоящаго изъ вс%хъ безконечныхъ де

сятичныхъ дробей или изъ всЬхъ безконечныхъ непрерывныхъ дро

бей, выше мощности ряда дЬлыхъ положительныхъ чиселъ Она но
сить назваше мощности линейнаго (иногда ариеметическаго) 
континуума. Существование двухъ различныхъ мощностей 
(мощности ряда 1, 2. 3.....v и мощности континуума) дока
зано Г. Канторомъ въ 1873 г.

§ 7. Разложеше рацюнальнаго числа на частныя дроби. 

Въ учеши о ц’Ьлыхъ положительныхъ числахъ мы ви
дели, какое значение тгЬетъ для изучения свойствъ этихъ 
чиселъ и для облегчешя техники операщй надъ ними 
нредставлеше ц'Ьлыхъ чиселъ въ виде полинома, распо- 
ложеннаго по степенямъ основан!я счислен!я
(N=p0an+pla”- l+ . +рю причемъ рл. ph ... р„ суть числа пзъ 
ряда о, 1,2,  ... а—Л) и разложение числа на простые мпо-

з Xжители (N=a Ъ' с1 ... I ).Для дробныхъ чиселъ мы нм'Ьемъ 
аналогичныя формы.

Представлен!ю числа подъ видомъ полинома, располо-
женнаго по положительнымъ степенямъ основашя счислешя,
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соответствуете для правильной дроби разложете по степе- 
нямъ дроби причемъ коэффициентами разложения мо-Ct
гутъ быть только числа ряда 0, 1, .. а—1 т. е. разложете. 

—  =  —  +• + .....  (десятичныя дроби для а=10).п а а~ 1
Татяя дроби, по примеру нгЬмецкихъ ученыхъ, будемъ на
зывать систематическими.

Разложению цКлаго числа на простые множители соот
ветствуете разложете дроби на такъ называемый частный 

дроби, знаменателями которыхъ служатъ степени простыхъ 
множителей, входящихъ въ разложете знаменателя дроби.

Teopin и того и другого разложетя основывается на 
Teopin цгЬлыхъ чпселъ. Мы начнемъ со второго разложетя.

Теорема. Каждая правильная дробь т
Ж ’ знаменатель ко

торой разлагается на простые множители подъ видомъ 

N=aa Ъ̂ сг ... 1}\  можетъ быть представлена подъ видомъ

т
~N

х -ь
аа

у_
$

н- з
с'(

+ . .

t + Ti

где числители х. у. г. ... суть цКлыя положительный 
числа и сооотвКтственно меньше своихъ знаменателей

а̂ 3 )
(ж<« , y<Jj ,... Тс—о или Тс 1.
Доказательство основывается на следующей лемме.

Лемма. Дробь т 
"аЪ’

въ которой множители знаменателя

суть числа между собою взаимно-простыя, можетъ быть 
представлена подъ видомъ:

(О аЪ' ~  а' + zb гдг£> а>х>°? У Д'Ьлое положительное или
отрицательное по абсолютному значение меньшее Ъ.

Целыя числа х  и у, удовлетворяющая равенству (1), 
суть р еш етя  неопред'Ьленнаго уравнетя т—Ъх+ау; 
т. е. х  есть реш ете сравнетя Ъ ^хт  (мода) ко
торое всегда имеете реш ете, т. к. Ъ и а суть числа 
взаимно-простыя (см. вып. 1. § ДО); притомъ за х  можно взять 
одно изъ чиселъ 1, 2, ... а —1. Для у имКемъ формулу

т—Ъх ^у = —̂ —; если m<aft, то у можетъ получиться отрицателышмъ,
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■но всегда будетъ по абсолютной величине менее Ь. Въ этомъ 
посл'Ьднемъ случай, полагая у = —(Ь—у ' ) - у '—Ъ, имеемъ

т
ab

х
а

Примеры:

1 3 4 3 3 2 1 1 1 6

35  ~ 0 7 ~ 0 7 1 3 5  " 0 7
’ *■* 

0 1 7
•

84 2

+  7 •

33 4 1
+  735  “ 5 35  “ '  5

Итакъ вообще + -^- + Тс причемъ о,—1, если

т <  аЪ и произвольному целому числу, если т  >  аЪ. 
Переходимъ теперь къ доказательству теоремы. 

Прилагая последовательно несколько-разъ доказанную 
лемму, мы находимъ:

т
а 7 X yа Ь с . .

Сопоставляя все эти равенства, имеемъ доказательство 
нашей теоремы и въ общемъ случае, когда дробь правиль
ная или неправильная.

Заменимъ х  его разложешемъ по системе съ основа-
н1емъ а ( х = а 0 + а1 а + а2 а- +. .+ аа-1 яа_1\  у подоб-

*

нымъ-же разложешемъ по системе съ основашемъ Ь

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник



(У;, + Ь a,-f к  а2 + . . . . )  п т  д.; находимъ,что дробь

можетъ быть представлена подъ видомъ

Эти разложешя дроби на ея простые элементы темь  
более замечательны, что они суть Достаточно
доказать это для разложения (I); пр1емъ доказательства бу- 
детъ доказательство отъ нротивнаго. Еслн-бы для одной и

той-же дроби
т

оaа с . . 1
мы им'Ьли два разложения то

есть

j Y /то умножая обе части на Ь‘ имели бы
два сравнешя

■т 

т I

\r V'J с1... i' (мод а )  

г' 1/ с\. I1 (мод а"),изъ сопоставлен1я

очевидно

которыхъ

имеемъ сравнеше г =  г> (модаа) или, т. к. г и г' оба по

ложительным числа мепышя а , г —г'.
Иодобнымъ-же образомъ докажутся равенства .? =  s', 

t = V... w =  w\ сл едс'тем ъ  чего будетъ и равенство п = п'.



§ 8. Систематичесшя дроби. Доказанная въ предыдущемъ 
§ теорема даетъ возможность свести обхцш вопросъ о раз- 
ложенш дробей въ систематичесшя дроби къ вопросу о

разложенш дробей вида — , — , — , — , т. к. но получе-
р р'1

т и  соотв'Ьтствующихъ разложенШ для частныхъ дробей
V S W

— ■> у 1 —у сложетемъ ихъ получится разложеше дроби
а Ь[ V

VI

Начнемъ съ разложетя дроби въ систематическую
при основами 10 т. е. десятичную. Въ этомъ случай, если 
р есть 2 или 5, мы получаемъ конечную дробь. Если-же р 
есть абсолютно простое, отличное отъ 2 и 5, то обращеше

дроби —  въ десятичную заключается въ определены числа

заключающихся въ ней десятыхъ. сотыхъ, тысячныхъ 
и т. д. долей. Для опред'Ьлешя числа десятыхъ д'Ьлимъ 10 
на р и частное даетъ число десятыхъ долей; умноживъ по
лученный остатокъ на 10 и раздЪливъ произведете на р, 
получимъ въ частномъ число сотыхъ долей и т. д. Весь 
процессъ можегь быть представленъ такъ:

10 
г j  О

г , О 
г3 О

V_____________
О, qx q3 2, ...

Ч

По теорш степенныхъ вычетовъ (см. вып. I отд. IX) въ 
ряду остатковъ rv  г2, г3,... не можетъ встретиться ни од
ного равнаго 0; если 10 есть первообразный корень, то пер
вый остатокъ. равный единице, есть гр_г и затемъ все ос
татки. начиная съ i, будутъ повторяться першднчески; 
вместе съ остатками будутъ повторяться и частныя, т. ч. 
въ результате получится перюдическая безконечная дробь, при- 
чемъ перюдъ будетъ заключать въ себе р—1 цифръ. Если 
же 10 не есть первообразный корень, но принадлежитъ по 
модулю р къ числу s, то получится также церюдическая; 
дробь, но число цифръ въ першде будетъ $.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Прим. 1) Дробь —  разлагается въ иерюднческую 

дробь 0. (142857) т. к. 10 есть первообразный корень 7. 

2) Но дробь -Jr разлагается въ першдическую дробь о. (027),О /

заключающую только 3 цифры въ першдгЬ т. к. 103^ 1  
(мод. 37). Нижеследующая таблица, заимствованная изъ
„Encyclopedic methodique. Mathematiques“ (par Мм. d’ Alem

»

bert, I’Abbe Bossut etc.) T. 2 p. 110—i l l  даетъ для дробей

вида —  отъ р =  3 до р =  101 ихъ разложешя въ першди-
1?

честя десятичныя и число цифръ въ першдгЬ совпадающее 
съ числомъ s, къ которому принадлежите 10 по модулю

»

Т а б л и ц а

разложенш въ перюдичесюя десятичныя дробей съ простыми
знаменателями.

=0,(3) 5= 1

1 0,(142857) S—6

--=0,(09) 5 = 2

13 0,(076923) 5 = 6

— =0,(0588235294117647)

1
19 =0.(052631578947368421)

1
23

0,(0434782608695652173913)

5— 16

5 = 1 8

5 = 2 2

29 0,(0344827586206896551724137931) 5=28

31
1

37

0,(032258064516129)

0,(027)

5 = 1 5

S—3

41
=0,(02439) s —5
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1
43
1

47
1

53

=0.(023258813953488372093) s=21

=0,(0212765957446808510638297872340425531914893617)5—46 

=0.(0188679245283) 5=13

1
59

]_
61

1
67
1

71
1

73
1

79
1_

83
1

89
1

91
1

97

=0.(0169491525428728813559322033898305084745762711

864406770661) s=58

=0.(016393442922950819672131147540983606557377049 
180327868852459) 5=60

=0.(014925378134328358108955223880597) 5=33
9

=0,(0140845070422535352112676056338028169) 5 = 35

= 0,(01369863) 5 = 8

= 0.(0126582278471) 5=13

= 0,(01204819277108433734939759036144578313253) 5 = 41

= 0,(01123595505617973528089887640449438202247191) s = 44

= 0.(010989) 5 = 6
*

■ =  0.(01039927835051546391752577319587628865979381
4432989696721649484536082474226804123711340206
185567) 

=  0,(0099)

5 = 96

s = 4

Разсмотримъ теперь правильную дробь вида — , При

этомъ мы должны также различать два случая: 1) когда
10 есть первообразный корень числа р и 2) когда 10 не 
есть первообразный корень.

1 wtВъ первомъ случай между першдами дробей —  и —
V №

существуетъ весьма простая зависимость. Действительно
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если 10 есть первообразный корень числа р. то въ ряду 
остатковъ, происходящихъ отъ делешя 10. 102, ..10/’- 1 на р, 
встретится непременно и остатокъ т\ если при делеши 
т X 10 получается частное д,-, то д,- будетъ первая цифра

въ разложены въ систематическую дробь т

v
и за нею но-

следуютъ те*же цифры, которыя следуютъ за д,: въ разло- 
женит дробей ---. Другими словами, перюдъ дроби —  бу

детъ состоять изъ техъ-же цифръ, взятыхъвътомъже самомъ 

порядке, какъ и у дроби..... но будетъ начинаться съ другой
V
9 3

цифры. Перюды дробей — , ... и т. д. будутъ круговымир р
перем%щежями перюда дроби ••••--*)• Если напр.

I}
2 3то перюды дробей - у - ,  . . .  и т. д. будутъ

1 0.(142857)

2 = 0 ,  (285714), 4  = 0 ,  (428571), 4 = ° ;  (571428),/

5 = 0 , (714285), -у  =  °> (857142)7
2) Во второмъ случае т. е. если 10 не есть первооб

разный корень числа р, першды дробей будутъ состоять 

изъ разныхъ цпфръ. Возьмемъ напр. дроби кратныя —у- 

и напишемъ ихъ разложешя

1
. 11 =0, (09),

2
11 =0./ (18).

3
11 = 0,(27), 4

11 ==0, (36), 5
11 ■=0, (45)

10
11 0, (90);- 9

11 ‘=  (0, 81); -
8
11 -  0, (72), 7 1 

11 “
=0, (63), 6

11 0, (54).

Мы видимъ, что 10 дробей распределяются на пять парь 
дробей, перюдъ которыхъ состоитъ изъ однйхъ и техъ-жс 
цифръ.

Чтобы доказать соответствующей общШ результаты 
заметимъ, что если 10 не есть первообразный корень р, то 
10s= l  (мод. р) и 101, 102, ... Ю3 при делеши на р дадутъ 
остатки 1\  га ... 1, число которыхъ равно s. Тогда какъ и въ

*) См. вып. 1 стр. 50. На отомъ основанш у англичанъ иерюдичо- 
сшя систематичесюя дроби носятъ назваше круговыхъ (circulating fractions).
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i V Т ' 2 f s - \  у  т—  бу-лредыдущемъ случай, г? дробей - р . .

дутъ иметь перюдами круговыя перемещетя одного и
ктого-же перюда. Возьмемъ дробь — , при чемъ 7с естьv

число, не совпадающее пи съ однимъ изъ чиселъ 1, rv г2, 
... j's-P  перюдъ этой дроби будетъ отличаться но цифрамъ 
и порядку ихъ расиоложешя отъ перюда дробей первой

1ьгруппы; при процессе разложешя дроби — - въ першдиче-

скую десятичную будутъ получаться остатки и сообразно 
этому все дроби, числитель которыхъ совпадаетъ съ однимъ 
изъ этихъ остатковъ, будутъ иметь першдомъ то или другое

1ьизъ круговыхъ перемещешй перюда дроби — такимъ об- 

разомъ иолучаемъ снова 5- дробей второй группы. Пусть 

—— есть дробь не принадлежащая ни къ первой, ни ко вто

рой группе; круговыя перемещетя ея перюда даютъ
4

перюды новой группы, состоящей изъ $ дробей. Продол- 
жаемъ такимъ-же образомъ, пока не исчерпаемъ все р—1

дробей, которыя и распределятся такимъ образомъ на -^Г-

группъ изъ s дробей каждая; все дроби принадлежащая 
къ одной группе имеютъ nepioдани—круговыя перемеще
т я  перюда одной изъ нихъ *).

Переходимъ теперь къ. дробямъ —  и — . По теоремера ра

Эйлера 10  ̂ Ф-1) =  1 (мод. ра) т. ч. перюдъ дроби —
ра

не можетъ заключать более р а~г (р—1) цифръ, но онъ мо- 
жетъ заключать и меньше, т. к. можетъ иметь место срав-

neHie 10s = 1  (мод. ра), где s < p a ( р - 1 ). Число s въ
этомъ случай есть делитель (.р—1) (это доказывается
совершенно также, какъ аналогичная теорема въ случай мо

*) Въ этомъ элемеитарномъ вопросе ариеметики мы встречаемся съ 
соображешями, которыя имеютъ весьма важное значеше въ высшей мате
матике, а именно въ той плодотворной области ея, которая называется 
Teopiefl группъ перемещении (Наир, при доказательстве теоремы Лагранжа, 
но которой лорядокъ группы перемещешй элементовъ х1У х2У ... х есть
всегда делитель числа и =  (1.2 ... п )
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дуля р). Оба случая должны быть опять различаемы. Въ пер- 
вомъ случае всеj>a_1 (р—1) несократимыхъ дробей съ знаме-

нателемъ/>“ им'Кыотъ одни и тй-же цифры въ пертд'Ь; ]гер1оды

пхъ суть круговыя перемещешя перюда дроби — . Во второмъ
])а

случай несократимыя дроби съзнаменателемъ распределяются 
Р*~г ( V—Овъ ------ -------  группъ, каждая нзъ которыхъ заключаетъ s

О

дробей; все дроби. принадлежащая къ одной группе, име- 
ютъ першдами—круговыя перемещешя першда одной изъ 
нихъ. Такъ наир., все несократимыя дроби съ знаменате- 
лемъ 9 = 3 2 имеютъ перщды, состояние изъ различныхъ
цифръ Т. К. 5 =  1 (10 she 1 (мод. 9)).

Наконецъ, какъ было уя^е выше сказано, обнцй воп- 

росъ о разложенш дроби 4^ сводится. вследств1е теоремы

§ .7, на вопросъ о разложенш частныхъ дробей х
а

У
Ъ\V

Такъ напр. если мы ягелаемъ разложить въ перюди-
, - 61ческую десятичную дрооь дробь ^  , то представляемъ эту 

дробь подъ видомъ

61 . 3 , 2 8 3 2 3 .
^  =  -5- + — — =  — + т +  7 Г ~  1 11 определивъ перю-

3 9 3
дичесшя дроби для дробей —  путемъ слоясетя

, 61находимъ перюдическую дробь для

Т. к. О, (285714 )
Оо
и
3

О, (27)

0. 6 15

6.1_

385 1. 1584415584415 — 1 =  0, 1(1584415).

Ясно, что число цифръ въ перюдЪ дроби т
N будетт
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наименьшими кратными числа цифръ въ иершдахъ част-
ныхъ дробей *)•

Во всемъ предыдущими мы предполагали основатемъ 
системы счислен in число 10. Нетрудно видеть, что сущ
ность результатовъ останется безъ изменешя, если за осно- 
Banie принять какое-либо иное число т. е. прежде всего 
им'Ьемъ основной результата, по которому всякая дробь 
при всякомъ основан in системы счислетя выражается или 
конечною или периодического систематическою дробью, мож
но было бы сказать только першдическою, т. к. всякая конеч
ная дробь можетъ быть заменена першдическою: 0,837 =  
0,836(9)

Прннципъ, лежашдй въ основанш разсмотр'Ьтя систе- 
матическихъ дробей, применялся въ древнемъ Вавилоне
къ дробямъ съ основатемъ 60; эти дроби, вместе съ астроно
мическими знатями. перешли и къ греческими астрономами, 
которые считали также дробями съ основатемъ 60. Такъ 
наир, знаменитый Птоломей (2-ое стол1те по Р. X.) въ Аль

магесте нишетъ ~ =  з... 8... 30 — 3 + 8 30
I О/к60  1 3600 '

Одинъ изъ
комментаторовъ Альмагеста Теонъ АлександрШскШ, отецъ 
Гипатш (около 360 г. по Р. X.), дали методу для извлечешя 
квадратныхъ корней посредствомъ шестидесятеричныхъ 
дробей. Наше делете времени и градуса, также какъ на- 
зватя  минута (pars m inuta  prima) и секунда (pars minuta 
secunda) суть остатки старыхъ шестидесятеричныхъ дробей. 
Десятичныя дроби—повидимому арабекаго ироисхождетя; 
въ европейскихъ сочинетяхъ они встречаются въ 16 сто- 
лепи (у Кардана въ его Practica arithmeticae (1539 г), и у 
Стевина въ 1589). Введете запятой для отделетя целой 
части отъ десятичной есть заслуга знаменитаго астронома 
Кеплера (1572—1630) Въ конце XVI и начале XYII столеНй 
окончательно выработалась техника операщй надъ десятич
ными дробями; безъвведешя десятичныхъ дробей не возмож. 
пы были-бы те вычисдетя, которыя позволяюсь астрономамъ 
следить за движешемъ небесныхъ светили и инженерами

*) Вопросомъ о разложен1н въ перюднчесюя дроби занимались 
Валлисъ, Бернулли, Ламбертъ и Гауссъ (см. Disquis. arithm. {5 315 и 316).
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СЪ ТОЧНОСТЬЮ ВЫЧИСЛЯТЬ УСЛОВ1Я устойчивости свонхъ со
оружешй. Громадная экономия научнаго труда есть слГд- 
CTBie пзобрГтетя десятичныхъ дробей, составляющнхъ до- 
полнен1е изобрГтешя десятичной системы нумерации

§ 9. Разложение рацшнальныхъ чиселъ въ непрерывныя дроби.

Алгориемъ разложешя дроби въ непрерывную или 
цепную дробь совпадаетъ съ алгориемомъ нахождетя об- 
щаго паибольшаго дГлителя двухъ цГлыхъ чиселъ (см. 
вып. 1 стр. 65). Если даиы два цГлыя положительныя 
числа А и В,  изъ которыхъ А >  В, то процессъ послГдо- 
вательнаго дГлетя даетъ равенства

А  =  Aq + г 
В  = rq1 +  г'
г =  r'q'! +

г„-г = г„ q„ +i + %,+г

(I)

J
ПослГднШ остатокъ r„+i = l. если А и I? суть числа взаимно- 
простыя. Равенства (I) могутъ быть представлены подъ
видомъ

А . г = Я +В В

В
г а '+ 7

Г

Гп- 1
7

• ♦  • •

dn+1 Гп Гп вкоторыя и даютъ для несократимо!! дроби —  искомое раз-
ложеят ея въ непрерывную дробь

Б- = ̂ т - ' /А Я + Я1 +
Я4 + • • 4 -

Vп (I)

Напр. 355
и з 3 -f~ 1

7 +
16

Непрерывная дробь (1) 
тастный случай болГе общаго

(правильная) представляетъ 
выражешя п—членной не-



(2),

въ которой a-i и bv предполагаются произвольными числами; 
но, конечно, ни одно а» нс можетъ равняться 0, между т'Ьмъ 
какъ Ъ, за единствениымъ исключетемъ Ъ„ , могутъ и рав
няться 0; «v называются частными числителями, h  — част
ными знаменателями. Дробь вида (2), по предложение 
Прингсгейма, обозначается

или символомъ

Снещальпая дро бь

обозначается, по предложевш Дирихле, (д0, qv . . . £„).
Некоторый свойства спещальныхъ непрерывныхъ дро

бей (<?0. gv . . . qn ), при чемъ все q суть целыя положк- 
тельныя числа, известны изъ элементарной алгебры и мы 
ограничимся ихъ перечислешемъ.

1. Процессъ обратцен1я дробнаго числа въ непрерыв
ную дробь вида (1) показываетъ, что каждой дроби соот
ветствуете одна и только одна непрерывная дробь. . • Две

3 + —  1 17+ —— XI 3 т  -__1дроби 16 7+ —— о считаются тожествен-
14 +

1
ными).

2. Если въ (g0, qv . . .q„ ) мы останавливаемся, не до
ходя до конца, на некоторомъ частномъ знаменателе qm т 
е. разсматриваемъ непрерывную дробь (q0. qv . . . <?,„), то.

Чтвычисляя значеше этой дроби, найдемъ дробь , которая«щ
по отиошенно ко всей непрерывной дроби или равному ей 
рациональному числу называется m-ою подходящею или
да-ымъ приближетемъ. Для дроби -— 1 первою подите ■

Ч  2  * *  *

MitskevichOA
Прямоугольник



84

ходящею будетъ 1

вого порядка о 2, ; полезно ввести и подходящую нуле-

1 : ооозначая ее %
•>‘о

Между тремя последовательными числителями и тре
мя последовательными знаменателями существуютъ возврат
ный соотношеигя, легко доказываемый по методу математи
ческой индукцш

Чт — Чт—Л qm + 2 )<. I
Зщ 3,„—1 +  Зт—2 J ( а )

»

(Такъ Ч^ — Я? ~(/2 + 32 = зд §2 -!-1 — 3  ̂ij2 + 30).

3. Изъ соотношенш (о) легко выводится следующее
соотношете

Чт Чт—1 • Чт—1 Зт—2 ■ Чт—2 Зт — 1 ИЛИ
Зт Зт  -1 Зт Зт—1

Чт Зт—1 Чт—1 Зт  — --— {Чт 1 Зт — 2 —  Чт—2 Зт-- 0

Такъ-какъ Ч1 30 TJJo 5 — + 1, ТО 72 З г~ ч г 30 =  1 И ВО-
обще Чт, З т —1 - -  Ч т - 1 Зт  =- ( -  I)'"-1 (&)

Отсюда Чт Чт — 1 ( - (0Зт Зт  - 1 Зт Зт —1

Изъ соотношетя (Ъ) выводится важное следств1е: все 
подходя шдя дроби суть дроби несократимый. На этомъ-же 
соотношенш основывается приложете непрерывныхъ дро
бей къ решенпо неопределеннаго уравнен1я 1-ой степени 
въ целыхъ чпслахъ.

Пусть для р еш етя  дано уравнете:
Ах—Ву=  1, где А и В суть числа взаимно простыя.

Разлагая дробь въ непрерывную дробь, определяема^

Ч _1предпоследнюю подходящую дробь —-— , тогда въ силуОп—1
соотношея1я (Ъ).
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ЛЗп-v— ВЧп- \  = (—I)1', почему р-Ьшешя неопределенная 
уравпетя будутъ числа ±  3,,-ь ±  Ч„_г (смотря по тому 
будетъ-ли п четное или нечетное).

4. Зпачете дроби л
в лежитъ между знаменателями

двухъ смежныхъ подходящихъ дробей и притомъ ближе

къ Ч
3 гЬмъ къ

Чт—1

Зт—1
Для доказательства этого предложешя нужно будетъ

А Чтвычислить разность J3 3 разность эта будетъ по
т

абсолютному значенио меньше единицы деленной на квад- 
ратъ знаменателя.

5. Подходяшдя дроби составляюсь два ряда посл'Ьдо- 

вательныхъ приолиженш къ дроои — , причемъ приближе-

шя Ч-2Г-1
Зь-—1

составляюсь убывающей рядъ, прнблпжешя

ч.•2г
3-г,-

возростаюнцй.

6. Всякая подходящая отличается отъ всякой атЬдую-
Ащей подходящей (и въ частности отъ самой дроби
JLJ

менЪе, чгЬмъ всякая неприводимая дробь, члены которой 
имеюсь менышя величины. На этомъ свойстве основано 
громадное значегпе непрерывныхъ дробей въ приближен
ной математике для выражешя съ возможно большею сте
пенью точности дроби съ большимъ членомъ черезъ дробь, 
знаменатель и числитель которой не превышаюсь изв'Ьст- 
наго предела.

\

. Напр. дается десятичная дробь 3.141513; разлагая ее 
въ непрерывную дробь, найдемъ подходяшдя
„ „ 1 „ 1 6  „ 15729 тт „ 163, 3 3-щ-,  311108(.. Напр. 3^jg- можетъ оыть принята

за данную дробь съ точностью - 111086 <  0,00000008 (Ло- 

бачевстй Алгебра, стр. 135).
Л

1. Изъ формулы (с) находимъ, что дробь можетъ
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быть выражена въ виде суммы частныхъ дробей

Прим4ръ. Предлагаю проверить указанный свойства
иепрерывныхъ дробеП на простейшей дроби

* *

( 1 , 1 . ... 1 ).

Для этой дроби рядомъ числителей и знаменателей 
подходящихъ дробей будетъ рядъ щЬлыхъ положительныхъ 
чиселъ. известный подъ назватемъ ряда Fibonacci, который 
въ своей Liber Abaci вычислилъ первыя 12 изъ нихъ, какъ 
ответь на вопросъ: Quot paria coniculorum in uno anno ex 
uno pario germinentur.

Некоторый свойства ряда чиселъ Fibonacci даны въ нер- 
вомъ выпуске (§ 11). Разсматривате этого ряда чиселъ послу
жило Ламе къ решению вопроса объ определенш наивыс- 
шаго предела числа деленШ, которыя приходится совер
шать при нахожденш общаго наибольшаго делителя. Легко 
показать на основанш соотношения, связываюгцаго эти числа 
какъ числители подходящихъ дробей: un+2=u„+utt+i, что число 
чиселъ этого ряда, имеющихъ одно и то-же число цифръ. 
равно или 4 или 5, и доказать на основанш этого следую
щую теорему Ламе: „ число дзълен, которое необходимо про
извести при отыскант обгцаго наибольшаго двухъ

»
чиселъ, не мооюетъ превышать упятеренное число цифръ въ 
наименьшемъ изъ чиселъ» .

Важнейппй результаты настоящаго § есть, какъ было 
уже указано выше, указаше возмояшости разлояшть каждое 
ращональное число въ конечную непрерывную дробь. Но 
изъ того, что рацюнальныя числа разлагаются въ конечпыя 
непрерывныя дроби и всякая конечная непрерывная дробь 
есть ращональное число, не следуетъ, чтобы и безконечная 
непрерывная дробь не могла иметь ращональнаго зпачетя. 
Эйлеръ далъ несколько примеровъ такихъ дробей. Такъ
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t

безконечная дробь т 4.1
2 +  т -} - 2

3 _ |_  т 4- 3
4 +  ....

для т= 0 и т=1 значетя — к— 1 ие—2 е—2 ( е есть Неперово
число), и м е  е т ъ р а ц i о г i а л ь н о е значете, если целое число т> 2. 

Формулы (а), (Ь), (с) настоящаго § могутъ быть обобщены

и на общую дробь

теор1я дробей вида

Въ особенности изящна 

все числители суть —1.
/

Съ такими дробями мы встретимся въ учеши о функ- 
щяхъ (теорема Штурма) для нихъ имйетъ место наир. 
V,,, 31П—! — ГЛ.,_1 Зш— + 1, каково-бы ни было т. Точно также 
изящнее чемъ для правильныхъ дробей представляется въ 
этомъ случае формула (cl). Историческая замечав in о непре- 
рывныхъ дробяхъ будутъ сообщены въ учёши о несоизме- 
римыхъ числахъ.

р 10. Разложешя дробей, данныя Стефаносомъ, Люротомъ и

Канторомъ.

Въ последнее время даны некоторый интересныя новыя 
формы разложений ращональныхъ чиселъ, которыя могутъ 
получить (и отчасти уже получили) применете при реш ети 
теоретическихъ вопросовъ и выясненш ариеметпческихъ 
свойствъ ращональныхъ чиселъ. Поэтому мы считаемъ 
полезнымъ познакомить читателя съ этими разложешямн.

1. Всякое ращоналыюе число можетъ быть представлено, 
и притомъ только одпимъ способе мъ-, подъ видомъ

аг а2 а-i ««-i
Q t  — —  -  4 -   — —  - 4—  1 1 — •  •  «  *  ----------------------------------------------- * —  ' )

0 Г 1.2 1 2,3. 1.2.3.4 ■ 1 2.3 . . .  11

где a0 есть целое число, а числа <xv а2......... a„-i суть числа
целыя соответственно меньння чиселъ 2, 3,....*

СО

Безконечная строка St (где пи есть такое число

целое меньшее v) нредставляетъ, вообще говоря, число ирра- 
щональное; оно можетъ однако дать и рацюнальное число,
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но только тогда, если начиная съ некоторого v, ?nv будетъ
постоянно и ad infinitum равно v—l. х)

2. Если 'обозначить буквами av а2, , . а„ рядъ абсолютно- 
простыхъ чиселъ 2, 3 , 5 . 7 , ,  то всякое рацюнальное число 
можетъ быть представлено и притомъ только одиимъ спосо- 
бомъ подъ формою

ао "t"

гд'Ь а0 есть целое число, a cr.vа2, . .  . суть числа соот
ветственно менышя чиселъ av а2, а3. . . .

3. Теорема Г. Кантора 2).

Безконечное произведете

иредставляетъ рацюнальное' число, если начиная съ н е
которого значения v и загЬмъ ad infinitum ту т '>2.

4. Теорема Люрота s).

Все ращональння числа между 0 и 1 могутъ быть 
представлены першдичесною безконечною строкою вида

со
V 1

т ■)П') пгг (т. + 1) • «V (Шм + 1)1 1 1
где mv т2, . . Ш'/ суть целыя натуральныя числа.

§ И ,  Бернулл!евы числа.

Въ у чем in о целыхъ числахъ мы встречаемся съ осо
быми родами чиселъ или выражающимися простыми форму
лами въ зависимости отъ места ими занимаемого въ ряду, 
или связанными между собою простыми соотношешями, или 
обладающими простыми ар помет ическими свойствами. Таковы

г) Cyparissos Stephanos. Bull, de la Soc. math, dc France 1879 p. 81. 
Дарбу далъ приложеше этого разложенья къ теорш функщй. (Ann. de l’Ecole 
Norm. 1879).

См. также статью Г. Кантора въ Zeitschrift fur Mathem. 1869 р. 124. 
Ibid. р. 152.

3) Math. Ann. Bd. 21. (1883). Люротъ даетъ приложеше своей теоремы 
къ Teopiu функщй и учен1ю о множествахъ.

MitskevichOA
Прямоугольник



89

числа треугольный, квадратный, пятиугольный, и во
обще многоугольный, числа Фибоначчи, числа Эйлера, 
встречающаяся въ разложеши Secx, числа Бринклея
(Д,! О числа совершенный и др. Конечно, и въ области 
рацюнальныхъ чиселъ можно изучать дроби, обладающая 
спещальными свойствами. Мы познакомимся, въ заключеше 
учешя о дробяхъ, съ замечательнымъ безконечно-продолжа- 
тощимся рядомъ ращоиальныхъ чиселъ, извКстныхъ подъ 
назвашемъ чиселъ Берндлли (Яковъ Бернулли—Ars coniectandi

j

1713) имКющихъ важное значеше въ высшей математике и 
обладающихъ интересными ариеметическими свойствами.

Возьмемъ равенство (В + 1)ш— — т, где т есть
целое положительное число, разложима» первую часть по 
формуле бинома Ньютона и после этого показатели степе
ней у В  превратимъ въ значки. Мы получимъ соотношеше, 
связывающее числа Вь В -,, . . Б т_г:

iii JBт—х ”}“ —  2 ; • • ~r Til В ■̂  -г 1 = ? п. Полагая•I • md

въ этомъ соотносивши последовательно т=2, 3, 4,.. получимъ

1_
30 1

1 о  ___ 1 R 5 г  ___43867
42» до» -ою 6б • • • -̂ «8 7у8 ,

Форма соотяошешя, связывающаго числа Бернулли, такова, 
что все эти числа будутъ рациональный числа. Изучая 
внимательнее это соотношеше, можемъ видеть, что за 
исключешемъ В х все числа Бернулли съ нечетны мъ знач- 
комъ будутъ равны 0. Адамсъ вычислили 62 первыхъ 
Бернулл1евыхъ числа. (Crelle’s Journ. В. 85). Они начиная съ

неопределенно возрастаютъ, что имеетъ важное
значеше для теорш строки, въ который они входятъ коэф-

фиц1ентами, наир. B 3i 2.577.687.858.367
6 . Бернулл1евы числа

встречаются въ выражешн суммы степеней последо-
_т тчвательныхъ натуральныхъ чиселъ (1 + 2 + . . +п ), въ
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разложены въ безконечиую строку функцш

е
х е
х

11т—̂  X +
1

В 2 х 2 B i ж4
4! + • • , tan га, Cotra, Со-

seca?, при из следов атях ъ  относительно такъ называемой 
последней теоремы Фермата (невозможность решить въ 
ц-Ьлыхъ числахъ уравнен1е х т + ут — / \  если т > 2; въ этихъ 
нзследовашяхъ открывается замечательная связь чиселъ 
Бернулли и корней изъ 1). при вычислены суммъ без-

конечныхъ строкъ ~ ~  + • и т. и.

Бернулл1евы числа тгЬю гь следующее замечательное 
ариеметическое свойство, носящее назвате теоремы Клау
зена- Штаудта. Если а, р, у,... суть все те нечетныя про
стыл числа, которыя, будучи уменьшены на 1,даютъ дели
телей числа 2т, то имеемъ равенства В 2т =  целому

mi 1 1 1 1  I тт
числу + ( — 1) | т  + Т  + Т  + у  + * * • 1 • Наприм. пусть
2 т = 3 4 ;  единственное нечетное простое число, которое, 
будучи уменьшено на J, даетъ делитель 34-хъ, есть 3. Поэтому 
знаменатель В3\, какъ мы видели, и есть 6. Наир, для

Г

2т = 8, получимъ простыл числа а =  3, (3=5, и
т, 1 . 1 , 1 , 1  
^ 8 =  30' =  _  1 +  "2 "  1 ~ 3~  +  X -

Символическое соотношеше, которое послужило намъ 
для определешя чиселъ Бернулли, можетъ быть легко обоб
щено и тогда мы получаемъ друпе классы анадогичныхъ 
чиселъ. Для выше упомянутыхъ целыхъ чиселъ Эйлера 
существуеть символическое соотношеше

(Е + Г р+  (Е—1 )р =  О, Ё0— 1.
Между числами Эйлера и Бернулли существуетъ следую

щая связь, иредставляемая изящно въ символической форме
p[E + iy-'

р  2Р[2р-1 ]
Гурвицъ [Math. Ann. Bd. 51], изучая лемняскатичестая 

функцы, пришелъ къ новому безконечыому ряду ращональ- 
ныхъ чиселъ, обладающему свойствами, аналогичными со 
свойствами Бернулл1евыхъ.
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II. У чете объ отрицательных!» числахъ.

Es sind die negativen Grossen nicht 
Negationen von Grossen, wie die Aehn- 
lichkeit des Ausdrucks ihn hat verninthen 
lassen, sondern etwas an sich wahr- 
liaftig Positives, nur was dem andern

entgegengesetzt ist.
Kant [Versuch den Begriff der negativen 
Grossen in die Weltweisheit emzufuh-

ren 1763].
Arithmeticae et Geometriae scientiae 
sunt ' connexae et suffragatoriae sibi ad

invicem.
Leonardo Pisano. (Fibonacci).

Practica’ Geometriae ( 1220).

§ 12. Отрицательный числа, какъ пары цЪлыхъ чиселъ.

(Пары 1-й ступени).

Если целое положительное число Ъ не более другого 
целаго положительыаго числа я, то нельзя найдти въ ряду
ц'Ьлыхъ положительныхъ чиселъ 1, 2, 3 , .........числа удовле
творяющего равенству

а + х  = Ъ. ( 1 )

Въ томъ случае, если Ь равно а, этому равенству удо
влетворяешь символъ 0, который разсматривается какъ число; 
операщи, въ которыя входить 0. удовлетворяютъ т'Ьмъ же 
законамъ сложетя и умиожетя.

Разсмотримъ теперь такой случай, когда Ъ менее а и 
покажемъ, что въ этомъ случай равенству (1) можно удо
влетворить. какъ въ предыдугцемъ отделе равенству ах=Ь 
при Ъ не кратномъ а, новымъ математическимъ объектомъ 
—парою двухъ цйлыхъ чиселъ. взятыхъ въ опредйленномъ 
порядке. Эта пара можетъ быть предметомъ матёматическаго 
изеледоватя, если будутъ точно определены:



10 услов1я равенства и неравенства.
2° законы операцШ сложетя и умножения.
Равенство паръ. Пары (я, Ъ), н (а' Ъ') будути равны при 

условш а + Ъ'=а! + Ъи только при этомъ условии Такъ напр.
пары (7. 9) и (5. 7) равны между собою.

Изъ этого оиред'Ьлетя равенства вытекаютъ следую- 
пця следств1я.

1. Пары (а + п.Ь + п) и (а, Ь) равны между собою, 
т. е. въ паре мы можемъ безъ измЪнешя ея прибавить къ 
обоими членами или вычесть йзи обоихн членови пары 
одно и то-же целое число. Поэтому всякая пара (я, Ъ) мо- 
жети быть приведена ки виду, который можно назвать 
каноническимъ или приведенпымъ. Если я >  то канони
ческими видомн пары будети (я—Ъ, 0).

Эту пару условимся считать совпадающею си целыми 
положительными числоми а—Ь. Поэтому пары (12,3), (10,1), 
(9,0) предполагаются, равными целому положительному 
числу 9.

Если я==Ь, каноническШ види пары будети (0.0), кото
рую мы условимся считать совпадающею си 0.

Если а<Ь, то каноническШ види пары будети (О, Ъ—я). 
Таки пары (7, 9), (5. 7) равныя между собою, равны паре (0,2).

Данное нами опредЪлете равенства пари такими обра- 
зоми сводить вей пары или ки целыми положительными 
числами, или ки 0, или ки парами вида (0. т).

Неравенство паръ. Если ви двухн парахи Ь) и (с,
вторые члены равны, то та пара считается более, ви 
которой первый члени более.

Таки-каки на основанш услов1я равенства мы можеми 
всегда сделать вторые члены пари равными, то следова
тельно мы можеми всегда установить отношете величины 
между двумя парами, т. е. определить, которая изн нихи 
больше, которая меньше. Таки, напр. пара (5,9) более па
ры (7,12), ибо первая пара можетн быть заменена равною 
ей парою (8,12), которая, по данному определенно, будети 

. боле© пары (7,12). Таки, вообще, пара (0,&) будети больше 
пары (0,а), если Ь<я, п. ч. первая можетн быть заменена 
парою (а, а+Ъ), вторая парою ( , «+&).
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Изъ установлеиныхъ нами условий равенства и не
равенства паръ вытекаетъ, что къ нашимъ парамъ примени
мы, какъ основныя аксшмы учешя о равенстве (напр. если 
<х=(а, Ь), [3=(с. d), у =  (е, f ), то очевидно изъ данныхъ опре- 
делешй, что 1° если а= |3, то р=ос, 2°, если ос=|3, а =  у, то 
(3=у), такъ и ancioMH порядка (1° если <r>j3, р>у, то а — у. 
2° если а < р, (3 ^ у ,  то у).

ОперацЫ надъ парами. Сложеже паръ. РезулЬТатОМЪ СЛОЖвШЯ

или суммою двухъ паръ (а, Ь) и (с. d) называется пара 
(<ж Р с, Ь + d).

(а, Ь) + (с, d) =  (a -Ь<?). (1)

Определенная равенствомъ (1) операщя имеетъ все 
свойства операщи сложешя двухъ положительныхъ целыхъ 
чиселъ; поэтому мы имеемъ полное право назвать ее one- 
ращею сложешя.

1°. Она есть операщя ассощативная. Если «=(а, Ъ).
d), у=(е, f), то а+(р+у)=(ос+|3)+у.

Действительно

а+ф+у)—(а+ (с+е). Ъ-,

(а+р)+у =((а+с)+е, (b+dj+f^

Вследств1е закона ассощативности сложешя целыхъ 
чиселъ въ парахъ, стоящихъ во вторыхъ частяхъ, какъ 
первые, такъ и вторые члены тожественны, что и доказы • 
ваетъ равенство

а + ((3 + у) =  (а + [3) + у.

2°. Она есть операщя коммутативная

а + [3 =  (3 + а.

Въ самомъ деле,

ос + р ~ (а + с, Ъ + d)

|3 + а — (с + a, d + Ъ).



44

Въ силу закона коммутативности сложения целыхъ 
положительныхъ чиселъ, вторыя части равны, следователь
но и a+ p= p.fa .

3. Операщя им^етъ модулемъ пару (0, 0) или число 0. 
Действительно, по определенно сложетя.

О, Ь)+(0, 0)=(а, Ъ).

Умножеше паръ. Результатомъ умножетя или произве- 
детемъ двухъ паръ (а, Ь) и (с, d) называется пара (ае+М‘ 
Bc+aci). Изъ этого определетя умножетя следуетъ, что 
операщя умножетя паръ имеете все те свойства который 
имеетъ операщя умножетя целыхъ чиселъ.

1°. Она есть операщя ассощативная a(Py)=(ap)y.

Пусть « = («, Ъ), р = (с, d), у = (е, f). Тогда

а (ру) =  ( а, b) (се -1- df, cf-h ed) = (се т  df) -I- (Ъ (cf+ ed).)

(ap)y =  (ас + bd, ad + be) (e, = ((ac + c +

Ho a (ce + df) + b (cf-h ed) = (ac + bd) e + (ad + be) f.

что и доказываетъ тождество произведетя a(Py) и р)у.

2°. Она есть операщя коммутативная.

Действительно

ар == (а,Ь) (с, d) = (ас + bd, ad + bc)

Pa == (с, d) (a, b) = (ca + db. cb + da).

Но такъ какъ две пары, стояпця во вторыхъ частяхъ, 
вследств1е законовъ операцШ надъ целыми числами тоже
ственны, ТО И ар = р<х.

3°. Оба закона дистрибутивности имеютъ также место. 
Напримеръ, чтобы показать, что а(р + у) =Дар + ау) вычис- 
лимъ и ту и другую часть по даннымъ определешямъ опе
ращй надъ парами. Имеемъ

а (р+т) =  (а, Ъ) . (с-he, dhf)=(a(e+e)+b(d+f), a(d+f)+b(c+c)

«Р+ ay ==? (а Ъ) (с, d) + (a, b) (е, f )—(ac
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Такъ какъ пары, стояния во вторыхъ частяхъ, тоже
ственны. то и первыя части равны что и тр. д.

модуль умножешя. Модулемъ умножешя для отрицатель- 
ныхъ чиселъ является число (1,0). Этотъ модуль есть един
ственный. Модуль сложешя 0 есть;.единственное число, умно- 
жеше на которое даетъ въ произведены 0. каковъ бы ни 
бьглъ Другой множитель. Это свойство, на которомъ мы оста
новимся въ учеши о комплексныхъ числахъ, можетъ быть 
формулировано иначе:

если аЪ =  0. то или а — 0 или =  0./

Изъ определешя операцш умножешя вытекаетъ. сле
дующее важное следстае. Пара вида (0, т ), къ которой, 
какъ мы видели, приводится всякая пара, неравная целому 
положительному числу, можетъ быть разсматриваема какъ 
лроизведеше пары (0, 1) на число т. Действительно, по 
данному правилу умножешя паръ мы имеемъ (0, 1 ).т = 
т. (О, 1 ) = (т , 0) (0, 1) = (0, т).

Такимъ образомъ все новыя пары сводятся на одну 
основную новую пару (о, Г, которой и придается назваше 
отрицательной единицы и для которой употребляется обоз- 
начеше —1. Соответственно этому пары (0, т) могутъ быть 
обозначаемы для сокращешя знакомъ —т.

Изъ даннаго выше определешя сложешя двухъ паръ 
вытекаетъ, что въ этихъ парахъ мы имеемъ математическ1й 
объектъ, удовлетворяюшдй поставленной нами въ начале от
дела задаче: при всякихъ а и Ь решить уравнеше а+х=Ь. 
Действительно заменяя по. ycaoBiio стр. 42 целое число па
рою (а, 0), имеемъ ■

*

(а, 0) + (Ъ; а) =  (•/ + — ( ,0 )  =  Ъ.

Найдя въ нашихъ новыхъ парахъ чиселъ ответъ на 
поставленную задачу и видя, что операщи надъ парами 
тожественны по своимъ законамъ съ операщями надъ ц е
лыми положительными числами, мы называема, наши пары 
отрицательными числами въ случае, когда оне не приводятся 
къ целымъ положительнымъ числамъ.

Изъ условШ определяющнхъ термины больше или мень

ше следуетъ, что всякое положительное число а, также и 
число 0—больше всякагб отрицательнаго числа и что изъ
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двухъ отрицательиыхъ чпселъ— и — п, — т >  — п . е с л и  
т < п . Отсюда сл'Ьдуетъ. что все числа ц'Ьлыя, какъ поло- 
жительныя, такъ и отрицательный. располагаются въ рядъ

3. 9, 1. О. + 1,4-2, + 3 ,+  4
_ •

. Рядъ этотъ
можно называть для сокращетя рядомъ относительныхъ ц4- 

лыхъ чпселъ. Рядъ этотъ представляетъ такими» образомъ 
рядъ безконечиый въ двухъ направлешяхъ. Два числа 
этого ряда + т. п — т, симметрично расположенный отно
сительно О. можно называть симметричными (вместо обще- 
принятаго длиннаго термина: равные по величине, но 
обратные по знаку). Для обоихъ этихъ чпселъ положитель
ное число т  называется абсолютнымъ значешеяъ и будетъ
ооозначаться т

§ 12 Teopifl отрицательиыхъ чиселъ Вейерштрасса и др.

Соответственно изложеннымъ выше (въ § 2 и 3 учешя 
о дробпыхъ числахъ) двумъ теор1ямъ введешя дробпыхъ 
чиселъ. мы имеемъ и для отрицательиыхъ чиселъ прежде 
всего две теорш Пикока-Ганкеля и Вейерштрасса.

Принципъ постоянства и былъ выставленъ Пикокомъ 
для перехода отъ алгебры ариеметической, употребляющей 
буквы (обиде символы) для обозначешя чиселъ (числа для 
Пикока—только числа ращональныя положительный) и огра
ничивающейся операщямп надъ ними только въ случае 
ихъ выполнимости, къ алгебре символической, въ которой, 
какъ символы вполне общи и неопределенны по значенпо, 
такъ и операции всегда могутъ быть выполнимы. Важней
ший изъ такихъ символовъ и есть а — Ъ въ случае, когда 
а <  Ь. Применяя къ операщямъ надъ этими символами 
принцинъ постоянства, мы и получаемъ те правила дей- 
ствШ надъ отрицательными числами, которыя были выве
дены нами изъ разсматривашя паръ.

Въ теорш отрицательиыхъ чиселъ, данной Вейер- 
штрассомъ, вводятся кроме основного элемента е противопо
ложный элементъ е\ удовлетворявшей равенству а+е+е'=а, 
где а соетоитъ только изъ элементовъ е. Поэтому

е + е' — 0.
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Если основная единица е называется положительною, то 
единица е' называется отрицательною. Соответственно дроб- 
нымъ частямъ s„ (см. § 3) вводятся отрицательным дроб- 
ныя части г'п такъ что
а + гп + гп =  О или вп + г'п =  0. Д е й с т я  надъ новыми еди-
« *

ницами предполагаются подчиненными законамъ действШ 
рангЬе установленным!».

Такъ какъ а = а + (в4- в) +
V п n J  ^ п nJ  п пч

— а+е+п в . то имеемъ п г1 =  е'.п> п
Две численным величины новаго рода равны, когда 

оДгЬ могутъ быть преобразованы такъ, что будутъ содер
жать въ равномъ числе, какъ положительные и отрицатель
ные элементы е и  е', такъ и дробным части вп и в'„ .

Предположимъ, что величины представлены въ форме 
а — ах -f а2 е1 и Ъ =  Ъг + Ь2е', причемъ av а2, Ъ2 состав
лены только изъ е и г„. Равенство а =  Ъ имеетъ следств1емъ 
равенство а1 + а2 е' + а2 + Ъ2 — Ъг +  Ъ2 е' + а% + Ъ2 или 
&х -Ь Ь2 — Ьх +

Обратно изъ равенства ах + Ь2 = Ъх + а2 следуетъ 
равенство а = Ъ. Поэтому можно сказать: для того, чтобы 
а и Ъ были равны, сумма изъ положительныхъ элементовъ 
а и отрицательныхъ Ъ должна равняться сумме положитель- 
ныхъ элементовъ Ъ и отрицательныхъ элементовъ а. Въ 
отрицательныхъ элементах!) при этомъ е1 заменяется е.

Сложеше численныхъ величинъ совершается, порознь 
соединяя части, составленным изъ положительныхъ и отри
цательныхъ элементовъ, и соединяя затемъ вместе полу
ченным суммы.

Для умножешя должны быть даны законы умножешя 
единицъ т. е. произведешя ее, ее', е'е, е'е'. Какъ въ учеши 
о •положительныхъ числахъ ее=е. Общее положеше о по
стоянстве законовъ операщй заставляетъ принять

е’е =  ее'.

Изъ этого принятая выводятся какъ следстайя

и е'е'~е.) / /
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Чтобы доказать эти иоложетя, возьмемъ равенство 
а—а+е+с' и умножимъ обе части его на е; получаемъ

I

ае — ае + ее 4 е'е.

Съ другой стороны ае =  ае 4- е 4- е'. Сопоставляя вторы.я 
части и замечая, что ее = е, тгЬемъ е'е = е’.

Точпо ташке изъ равеиствъ

ае' = ае1 + е4  е

ае1— ае'-fee' + е'е'

выводимъ: е’е' =  е, такъ-какъ ее'=е'.
Подобнымъ-же образомъ выводятся законы умножешя

г / f^  ^  л '  I
О  о  с *  от «э «г п •

После этого приложеше формулы

даетъ возмояшость вывести общее правило умноягешя ра- 
щональныхъ чиселъ.

Изъ опред4детя действШ слоягешя и умножешя вы
водятся правила обратныхъ операцШ.

Литература по вопросу о логическомъ обосноваши тео 
pin отрицательныхъ чиселъ чрезвычайно обширна и обзоръ 
ея не 'можетъ входить въ рамки нашего курса. Упомянемъ 
только теорно Кронекера, по которой поняпе объ отрицатель
ныхъ числахъ можетъ быть исключено, заменяя въ форму- 
лахъ множитель—1 неопределенною х и  зиакъ равенства 
Гауссовскимъ знакомъ сравнешя mod (х+1), такъ что ра-
венство .

7—9=3—-5 напишется въ виде сравнешя
7 4 9се=34 Ьх (мод х+1), [7+9ж при делены на х-\-1

даетъ такой-же остатокъ какъ и 3+5аф
Грассманъ въ своей аривметике **) определяетъ рядъ

целыхъ относительныхъ чиселъ, вводя, на ряду съ попя-
Иемъ о числе следующемъ за другимъ, иопяые о числе
нредшествующемъ.

*) Понятие о 4iicjt£ (переводъ А. В.) Казань. 1893.
**) Arithmetik, 1861, Berlin, стр. 2.
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На международные конгрессахъ математики и фило 
соф т въ 1900 г. А. Падоа представилъ две работы, содер
жания алгебраическую Teopiio целыхъ чисели, соотвествую- 
щуго развивающей взгляды Грассмаиа теорш Пеапо для 
целыхъ положительныхъ чиселъ (см. вып. 1 стр. 29). Какъ 
для Пеано вся ариеметика целыхъ поло ж и т е л ь н ы х ъ чиселъ 
сводится къ тремъ первоначальными (не определимыми) 
символами или идеями: идея 0, идея щЬлаго числа и идея 
числа, следующаго за другими и пяти независимыми 
между собою предложешямъ (постулатами), таки, по Па
доа, алгебрическая теор1я целыхъ чиселъ (т. е. теор1я 
чиселъ целыхъ положительныхъ и отрицательныхъ) можетъ 
быть построена на следующихъ трехъ идеяхъ: идея целаго 
числа, идея числа, следующаго за другими (такое число, 
если оно следуетъ за а. обозначимъ '*) sec а) и идея числа 
симметричнаго числу а (Syma) и на семи основныхъ носту- 
латахъ. Вотъ эти и ост,у латы.

1°. See а есть ц1>лое.г
2°. Sym а есть целое.
3°. Sym {sym « ) = а .

5°. Есть целое х такое, что Sym - х = х .
6°. Нети двухъ целыхъ х ж у разлпчныхъ между собою 

такихъ, что Sym х = х  и Sym у —у.
7°. Если классъ и удовлетворяетъ услов!ямъ:
а) есть целое, принадлежащее къ классу и.
Р) веяюй рази, кегда х  прннадлежитъ къ классу и, 

sue х также прннадлежитъ къ классу и.
у) веякШ рази, когда х есть целое такое, что sue х 

прннадлежитъ къ классу и. х  иринадлежитъ также къ 
классу и,

*

то всякое целое прннадлежитъ и.
Совместимость этихъ ностулатовъ доказывается су- 

гцествоватемъ системы, удовлетворяющей всеми этими по
стулатами. Такова именно система вейхъ чиселъ целыхъ 
(включая и 0, и положительный, и отрицательныя).

*,) Sec -  сокращенное Successive (слЗздующШ).



Постулаты въ то-же время не приводимы къ мень- 
шему числу, т. е. ни одинъ изъ нихъ не можетъ быть вы- 
веденъ изъ другихъ *).

§ 14. Алгебра рацюнальныхъ чиселъ.

Мы можемъ повторить теперь почти слово въ слово 
сказанное нами въ § 4 учешя о дробныхъ числахъ.

Какимъ-бы путемъ мы ни вводили отрицательным (по
ка целым числа) и ни установляли для нихъ оеновныя 
аксшмы и законы прямыхъ операщй, разъ эти аксщмы и 
законы совпадаютъ съ аксюмами и законами для области 
п'Ьлыхъ положительныхъ чиселъ, то и законы обратныхъ 
операцШ, составляющее (см. вып. 1, § 18) логическое сл'Вд- 
ств1е определешя обратныхъ операщй, аксшмъ и законовъ 
прямыхъ операщй переносятся безъ изменешй и въ Teopiio 
отрицательныхъ чиселъ. Вместе съ этимъ и вся получаю
щаяся повторнымъ применешемъ и к о м б и н и р о в а н i е м ъ за
коновъ семи алгебраическкхъ операщй цепь формулъ явля
ется безъ изм’Ънешя приложимою и къ отрицательнымъ 
числамъ. Введенным въ предъидущихъ § отрицательным 
числа—пока только целым, но если мы комбинируемъ толь- 
ко-что сказанное съ результатами § 4, то мы можемъ утвер
ждать. что вся упомянутая цепь формулъ будетъ примени
ма также и къ более общимъ числамъ, который можно

*

разсматривать или какъ пары 1-й ступени (а, &),. въ кото- 
рыхъ числа а и Ъ будутъ не щЬлыя положительный, какъ 
мы до сихъ поръ предполагали, но общее, числа ращональ- 
пыя (положительный) или же, какъ пары [а, (2-й ступе-

«г

ни), въ которыхъ целый числа и могутъ быть не толь

ко положительным, но и отрицательным. ^Пары ,

[— 3, 4] представляютъ для насъ теперь одно и то-же чи. 
з \

ело——  ) Алгебра целыхъ положительныхъ чиселъ (вып.

и

*)"А. Padoa. Essai d’une theorie algebrique de norabres entiers, precedd 
d’une introduction logique a une theorie deductive quelconque (Bibl. du Con- 
grds international de philosophic vol. Ill) Paris 1903.

Его-же. Un nouveau systeme irreductible de postulats ponr TAlgebre* 
(Coir.pte rendu du congrts international mathtrcatique de Paris)* 1902,



1-й) и алгебра рацюнальныхъ положительныхъ чиселъ (отд. 
1 наст, вып.) превращаются такимъ образомъ въ алгебру 
общихъ ращональныхь (положительныхъ и отрицательныхъ) 
чиселъ, и изъ сказаниаго въ настоящемъ выпускй слйдуетъ, 
что эта область общихъ рацюнальныхъ чиселъ *) есть область 
замкнутая по OTHOHieniio къ операщямъ сложетя, вычмта- 
шя, умножешя, дйлевпя и возвышетя въ цйлуго положи
тельную степень т. е. если а и Ь суть два так!я обиця ра- 
щоналышя числа, то а+Ъ, а—Ь, а:Ъ, ат, если т есть 
цйлое положительное число **), суть также обшдя рацюналь- 
н ыя числа.

§ 15. Исторически очеркъ и конкретное значеше отрицательныхъ

чиселъ.

Дюфантъ, величайший ариеметикъ древности, можетъ»

быть признаиъ и отдомъ алгебры въ томъ в и дй, въ какомъ' 
мы ее ионимаемъ теперь. Онъ первый оперируетъ съ об
щими и сложными выражетями, составленными и зъ  чи
селъ ***) по опредйленнымъ законамъ операщй. не прибегая, 
какъ Евклидъ и друпе греческ1е геометры, къ геометри- 
ческимъ представлетямъ. Онъ первый, напр., подставляетъ
вмйсто произведешя (х + 1 ) (х + 2) многочленъ ж2 + Зж + 2,

„ ¥

но только выражаетъ это равенство' не буквами, какъ мы, 
но словами. При вычисленш произведенья (ж — 1) (х — 2) 
онъ даетъ правило знаковъ (минусъ на минусъ—плюсъ), 
но отрицательный числа, отдельно взятыя, для него не су- 
ществуютъ и если квадратное уравнеше имйетъ два рйше- 
шя, одно положительное, другое отрицательное, онъ не 
разсматриваетъ это последнее. Знаменитые индусск!е мате
матики Арьабхатта, Брамагупта и Бхаскара Anapia (12-й 
вйкъ) повидимому приближались къ современному понима
ние отрицательныхъ чиселъ. Въ ихъ алгебрй мы встрй- 
чаемъ отдельно столице отрицательные члены. Бхаскара

*) Въ посл'йдующемъ мы будемъ употреблять бол^е кратк1Г1 терминъ: 
область ращональныхъ чиселъ (область Р).

**; В ведете степеней съ отрнцательнымъ показателемъ (см. ниже 
§ 17) позволяетъ считать т и ц'Ьлымъ отрнцательнымъ числомъ.

***) рацюнальныхъ. Рйзшсшя неопред'Ьденныхъ уравнений, который 
онъ искалъ, суть рЬшешя въ рацюнальныхъ чнслахъ.

MitskevichOA
Прямоугольник



даетъ для уравнетя ж2 — 45ж — 250 два корпя ж =  5о и 
ж =  — 5, но прибавляешь, что второе значете не разсматри- 
вается и не допускается. Но комментаторъ къ его сочипе- 
тю  уже проводить аналогий между положительными п от
рицательными числами съ одной стороны и имуществомъ 
и долгами съ другой. Съ возрождешемъ алгебры въ Италш 
и друтихъ странахъ западной Европы медленно, но посте
пенно стала развиваться идея о самостоятельныхъ отрица 
тельныхъ числахъ; однако они были для математиковъ 
16-го стол"Ьт1я numeri absnrdi, ficti infra nihil (M. Stifel), 
aestimafiones falsae seu fictae (Карданъ). Но развиие тео- 
pin уравненШ показало, какъ разсматривате ихъ наравне 
съ положительными упрощаетъ теоремы (отношетя, найден* 
ныя Гаррттомъ между корнями и коеффищентами уравпешй) 
и наконецъ Декартъ показалъ ихъ геометрическую интер
претаций (его предшественникомъ въ этомъ отношенш 
былъ Альбертъ Жираръ).

Ваяшое значеше. прюбретенное ими въ геометрш, и 
па которомъ мы сейчасъ остановимся подробнее, способ
ствовало выясненш и ихъ общаго значетя.

У чете о цЬлыхъ положительныхъ числахъ имЬетъ 
конкретное прилоягете при изучети группъ изъ дискрет- 
ныхъ предметовъ и при изучены отношенШ порядка наир, 
при изучети  перемещ етй между элементами (Teopin 
группъ перемещетй находится въ самой тесной зависи
мости отъ теорш чиселъ; мы встречались напр. уже не 
разъ съ круговыми перемещ етями)/ Въ предыдущемъ от
деле  мы видели, что въ дробяхъ мы имеемъ могуществен-

•  "  9

пое opyflie для реш етя вопросовъ о непрерывныхъ изме- 
ряемыхъ величинахъ; системой дробныхъ чиселъ мы мо- 
жемъ съ сколь угодно большою степенью изобра
зить все состоянгя, принимаемыя такою измеряемою вели
чиною, и заменить операщи надъ величинами операциями 
надъ числами. Но нельзя не заметить существеннаго раз- 
nnniH между природою различныхъ непрерывныхъ вели- 
чинъ. Одпе (англичане называютъ ихъ скалярными) имеютъ 
абсолютный нуль. Таковы объемъ, плотность, масса, энер- 
п я , температура (абсолютная—не градусы термометра). 
Друпя величины, каковы напр. время, отрезки, отсчитывав-
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мые на одной и той же прямой лиши, и тЬ величины, кото- 
рыхъ измгЬнен1я изучаются нами на подобной линейной скале 
(гальванометра напр.), т. е. величины, положете нуля на ко - 
торыхъ произвольно и неопределенно, представляются намъ 
имеющими возможность неопределенно т. е. безконечно 
далеко изменяться въ двухъ противоположныхъ направле- 
шяхъ. [Наконецъ существуютъ и величины третьяго рода— 
вентор!альныя величины, значешя которыхъ изменяются не 
только съ положешемъ точки, но и съ изменешемъ направ- 
лешя въ пространстве. Таковы напр. въ Максвеллевской 
электромагнитной теорш электрическая и магнитная силы, 
д!электрнческое перемегцеше, магнитная индукщя. Таковъ. 
напр., въ твердомъ теле, температура котораго не пришла 
въ стащонарное состояше, тепловой токъ].

Отношетямъ, который существуютъ между величинами 
втораго рода, и соответствуют какъ разъ те отношешя, 
которыя представляютъ введенный нами числа относительный. 

Балансъ актива и пассива какого нибудь банка составляется 
по темъ же правиламъ, по какимъ слагаются положительный * 
и отрицательный числа. Сумма отрезковъ прямой лиши,

' отсчитываемыхъ въ определенномъ прямомъ и обратномъ 
ему направленш, будетъ отрезокъ, отсчитываемый въ иря- 
момъ или обратномъ направленш, смотря по тому, будетъ- 
ли сумма отпосительныхъ чиселъ, соответствующнхъ этимъ 
отрезками, положительна или отрицательна. Какъ между 
тремя разностями (а—Ъ). ф—с) и (с—а) мы имеемъ всегда 

отиошете (а—Ь) + Ф—с) + (с—а)—О, такъ и между тремя, отрез
ками АВ , ВС и С А (порядокъ буквъ определяетъ направ- 
леше отрезка) имеетъ соотношеше АВ + ВС+ СА — О (тео
рема Мёб1уса-Шаля). Мы имеемъ возможность интерпретиро
вать отрицательный числа съ помощью техъ или другихъ 
величинъ второго рода. Мы уже /поминали, что индуссше 
математики интерпретировали отрицательные корни урав- 
neHitt отношешемъ между имущесТвами и долгами. В. Р. 
Гамильтонъ, находясь подъ вл!яшемъ Критики Чистаго 
Разума" Канта, виделъ въ отрицательныхъ числахъ отобра- 
жегае одной изъ кантовскихъ- формъ чнстаго воззретя и, 
соответственно съ этимъ, разсматривалъ алгебру какъ
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науку «чпстаго времени», науку о соотношешяхъ эпохи ц 
промежутковъ времени. Съ педагогической точки зрйгпя 
особенно удобно по наглядности интерпретировать отрица
тельный числа па отрйзкахъ неопределенно продолженной

%

въ обе стороны прямой *). Примеръ: термометръ.
Многочпслениыя возможный интерпретацш отрицатель-

ныхъ чиселъ показываютъ, какъ важно ихъ з начете въ 
«мудрости вселенной», говоря словами Канта и какимъ 
важными шагомъ было введете ихъ въ математику. Но, 
какъ повторялось не разъ въ иcrop in математики, понятая 
вводятся, надъ ними оперируютъ, сь помощью пхъ дости- 
гаютъ весьма болынихъ успеховъ безъ точного выяснетя 
ихъ истиинаго значения, ихъ философ in, слишкомъ пола- 
гаясь на известныя слова д’Аламберта: «Allez en avant et
la foi vous viendra». Такъ было и съ философ1ею отрица- 
тельныхъ чиселъ. Ни взгляды Карно въ его болыиомъ со- 
ч и не iii и «Geometrie de position», посвящеиномъ приложение 
алгебры къ геометры, ни определешя Коши въ его знаме
нито мъ «Алгебраическомъ Анализе» не могутъ считаться 
достаточно ясными. Первый, кто представили весьма пра
вильно смысли отрицательныхъ величинъ и ихъ 3Ha4eHie,

%

были знаменитый Кантъ въ сочинены, спещально посвя- 
щенномъ этому вопросу. Кроме цитаты, приведенной въ 
эпиграфе къ настоящему отделу, приведемъ еще одно 
место изъ его ,,0пыта“ : ,,Собственно ни одну величину
нельзя назвать отрицательною, но нужно говорить, что изъ 
двухъ величинъ +  а и  —а одна величина есть отрицательная 
по отногиент къ другой'-''.

ТК-же самыя мысли высказали въ 1831 г. въ програм
ме ко второму мемуару о теорш биквадратичпыхъ выче- 
товъ Гауссъ и убедительностью своего математическаго 
авторитета много способствовали ихъ распространенно. При-
водимъ въ виду ихъ важности соответствукнщя места in

*

extenso:

*) Въ учебишсЬ алгебры Бурле, принадлежащем къ ряду учебни- 
ковъ, издаваомыхъ подъ руководством?* Дарбу, алгебр-Ь предпосылается 
Teopia отрйзковъ прямой лиши. См. также замечательное по ясности из- 
ложеше Клиффорда въ „Common sense of the exact sciences”.

MitskevichOA
Прямоугольник
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„Положительный и отрицательный числа могутъ нахо
дить ириложете только тамъ, где численно определяемое 
имеете противоположное, которое, мысленно соединяемое 
съ первымъ, даетъ уничтожете. Такое предположеше мо- 
жетъ имгЬть место только въ томъ случае, если мы будемъ 
разсматривать и численно определять не субстанцш (само
стоятельно мыслимые предметы), но отношетя между дву
мя предметами. При этомъ требуется, чтобы эти предметы 
были расположены определеннымъ образомъ въ рядъ напр. 
А, В , (7, D,.... и чтобы отношеше А къ В  могло быть раз- 
сматриваемо равнымъ отношение В къ С и т. д. ПоняНе 
нротивоположешя совпадаегь съ переменою отношетя, такъ- 
что, если OTHomenie (или переходъ) отъ А къ В  считается 
за+1, то отношеше В  къ А должно быть представлено 
черезъ-1. Предполагая, * что такой рядъ неограниченно 
продолжается въ обе стороны, найдемъ, что каждое целое 
число будетъ представляться какъ отношеше некотораго, про
извольно принятаго за начало, члена къ определенному 
члену ряда".

„Насколько не опасаются вводить въ общую ариеме- 
тнку дробпыя числа, хотя существуетъ такъ много пере- 
считываемыхъ вещей, въ применены къ которымъ дробь 
не имеетъ никакого смысла, настолько же не следуете 
отказывать отрицательнымъ числамъ въ правахъ, равныхъ 
съ положительными, потому только, что мноия вещи не 
допускаютъ противоположешя. Реальность отрицательныхъ 
чиселъ достаточно оправдывается темъ, что въ безчислен- 
ныхъ другихъ случаяхъ они находятъ подходящую основу 
(ein ada equates Substrat)“.

▼

ПоатЬ Гаусса философ1я отрицательныхъ чиселъ мо- 
жетъ считаться законченною и понимаше истиннаго смы
сла отрицательныхъ чиселъ привело и къ правильному 
взгляду на числа комплексный.

«г

§ 16. Отрицательный числа въ геометрш.

Особое значеше имело введете отиосительныхъ чи
селъ для геометрш; безъ него невозможно было-бы то изме- 
неше въ отношешяхъ между геометр1ей . и чистою матема-



тггкою т. е. учешемъ о чпслахъ, которое Опостъ Коитъ на 
зываетъ въ своей Положительной Философии „1а grande 
revolution scientifique“. Геометр1я—наука о иротяжешяхъ— 
преимущественно передъ всеми другими науками, зани
мающимися изучетемъ явлений окружающаго насъ внеш
ня го Mipa, къ которому относится и наше собственное тело, 
издавна находилась въ столь сильной связи съ чистою ма
тематикою, что и до сихъ иоръ считается ея составною 
частью. Конкретное представленie алгебрапческнхъ формулъ 
на геометрнческихъ фигурахъ предшествовало нахождение 
самнхъ формулъ. Наши теперенипя алгебраичесшя форму
лы и иреобразовашя заменялись у греческихъ геометровъ 
геометрическими преобразовашями. Книга вторая Началъ 
Евклида (между 306 и 283 г. до Р. X.) составляетъ имен
но алгебру древнихъ; въ ней формулы алгебры наприм. 
(« f Ь)-=а-+2аЪ-\-Ь2 доказываются геометрически еравнешемъ 
площадей. Первое предложете этой книги доказываете» за- 
конъ дистрибутивности сравнен!емъ площади прямоуголь
ника, ностроеннаго на осиовати а и тгЬющаго высоту Ь+с 
съ суммою площадей ирямоуголышковъ, имКющихъ то-же 
ociioBaiiie и высоты равный у одного &, у другого с. Подоб- 
нымъ-же образомъ ' теор1я иропорщй между какими-либо 
величинами въ кннгЬ У Началъ облечена въ геометриче
скую форму.

Но когда у индШскпхъ математнковъ (VI и смежныхъ 
стол'ЬПй), у арабскнхъ (IX и слКдующнхъ столетий) и у 
европейскихъ (съ конца 15. века) стала развиваться само
стоятельно алгебра, то параллельно съ ея развиНемъ шло 
и приложете ея къ решет'ю геометрнческихъ. воиросовъ и 
иаконецъ въ знаменитой 'Геометрш *) (1637 г.) Декарта

(1596--1650) мы паходимъ вполне развитою великую мысль 
приложетя алгебры къ геометрическимъ вопросамъ и иред- 
ставлен1я геометрнческихъ фигуръ аналитическими выра- 
жешями. Систематическая доктрина реш етя воиросовъ гео- 
метр]и съ помощью ученш о числахъ основывается на ме-

*) Эта небольшая книжка составляетъ при ложе и ie къ философскому 
труду Декарта: Discours sur Ja methede pour bien conduire sa raison ct cher- 
cher la verity dans les «sciences.
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тоде координатъ, состоящемъ въ томъ, что положение каждой 
точки М  на плоскости определяется системою двухъ чиселъ, 
которыя и называются координатами точки. Эта система 
двухъ чиселъ можетъ быть взята разнообразно; такъ поло
жен ie каждой точки можетъ быть определено, если извест
но ея разсгояше отъ некоторой точки 0 *) и уголъ. кото
рый лишя, на которой отложено это разстояше, составляетъ 
съ постоянною лигиею (осыо), проходящею черезъ точку 0; 

оно можетъ быть (почти) определено если даны разстояшя 
точки М  до двухъ неподвижныхъ точекъ Но наиболее 
простой и поэтому плодотворный методъ определешя поло
жения точки М есть методъ определешя ея двумя коорди
натами—разстоянЬями ея отъ двухъ взаимно перпендикуляр- 
ныхъ и пересекающихся въ определенной точке 0 (начале 
координатъ) определеипыхъ прямыхъ Ох иОу, осей абсциссъ 
и ординатъ.

При этомъ методе определешя точки декартовыми коор
динатами значеше отрицательныхъ чиселъ выступаетъ осо
бенно выпукло. Только введеше отрицательныхъ чиселъ 
позволяетъ намъ отметить различными парами чиселъ (.|.а,+^), 
{+а~Ъ), (—а,4-Ь), (—а —Ъ) четыре точки, симметрично распо
ложен пыя относительно осей Ох и 0у.

Благодаря введение отрицательныхъ чиселъ является 
возможнымъ установить приблизительное, но сколь угодно 
точное соответств1е между системою точекъ плоскости и 
системою ращональныхъ чиселъ. Измеряя съ помощью не

которой единицы длины разстояшя точки М  отъ осей Ох и 
О у, мы найде мъ два ращональныя числа, сколь угодно точ
но измеряюиця это разстояше, и, придавая имъ соответ- 
ствуюшдй знакъ, получаемъ две координаты точки М. Обрат
но, каждыя две координаты, взятыя изъ области общихъ 
ращональныхъ чиселъ г , определяютъ одну и только одну 
точку на плоскости, которая будетъ въ томъ или другомъ 
изъ четырехъ угловъ, образуемыхъ осями Ох и 0у, смотря 
по комбинации знаковъ (+) и (—) у координатъ. Эту точку съ 
обеими ращональиыми координатами будемъ для сокраще-

*) Начало этого метода можно найти еще до Декарта въ сочине- 
нш Николая Орезма. De latitudinibus formarum.



шя называть рациональною точкою. Соображешя. приведенный 
выше въ учеши о дробяхъ (§ ), позволяютъ опять сде
лать нредположеше, что плоскость, рассматриваемая какъ 
совокупность ращональныхъ точекъ, содержись въ себе 
безконечно меньше индивидуумовъ (т. е. точекъ). ч'Ьмъ 
плоскость, разсматриваемая какъ совокупность точекъ, ко
ординаты которыхъ определяются всЬми десятичными дро
бями или вс%ми и конечными и безконечыыми непрерывны
ми дробями. Действительно новейшая математически из еле 
довашя показали, что, мысленно удаливши изъ плоскости 
все ращональныя точки, мы, темъ не менее, не нарушаемъ 
сплошности плоскости, т. к. можемъ проводить по ней не
прерывный кривыя. *)

Подобно тому какъ положеше всякой точки на плоско
сти определяется двумя числами, мы можемъ и для всякой 
другой поверхности найти систему двухъ чиселъ области Р  
(криволинейныя координаты), определяющпхъ (иногда толь
ко приближенно) иоложете точки на поверхности. Таковы 
долгота и широта для шара и для земнаго глобуса: мы мо- 
гли-бы слова северная и южная, восточная и западная за
менить произвольною, но уже неизменною комбинащею

#

знаковъР и —. (Мечтается, что недалеко то время, когда и 
въ народной школе будутъ этимъ путемъ подготовлять 
даровитыхъ учениковъ къ серьезному математическому 
образованно).

Применение идеи координатъ (этой idee-mere, какъ 
выражается 0. Коитъ) не ограничивается одною геометр1ею. 
Такъ физика характеризируетъ, состоите совершеннаго 
газа нескодькимн числами; такъ въ физикТ-же каждое 
количество цветного света можетъ быть, по отношение къ 
чувствительному впечатление, представлено какъ соедине- 
uie трехъ световыхъ количествъ, известнымъ образомъ. 
выбранныхъ, основныхъ цветовъ. (На этомъ основано дан
ное Ньютономъ представлете закона смешен in цветовъ

х
*) Такова напр. кривая у=е~, на которой кромгЬ точки а = 0 , у—1 

нТ>тъ ни одной рациональной точки, (е обозначаешь такъ называемое Непе
рово число 2,718.....)



съ помощью построешя центра тяжести). (Гельмгольцъ —
1

Счетъ и изм'Ьреьпе).
Вообще, если мы им'Ьемъ систему элементовъ, въ ко

торой каждый элементъ можемъ определить п числами, то 
такая система элементовъ называется многообраз!емъ п из- 
м'Ьретнй (Mannigfaltigkeit—-Рпманъ). Система цв1ьтовъ есть, 
следовательно, многообраз1е трехъ измеретй. Пространство, 
разсматриваемое какъ совокупность точекъ, есть много- 
образ1е трехъ измеретй, но опо-же, разсматриваемое какъ 
совокупность прямыхъ, есть многообраз]е четырехъ измере
ний. Введете координатъ элементовъ многообразШ позво- 
ляетъ применить къ многообраз1ямъ учете о числахъ, и 
современная аналитическая геометргя есть именно учете 
о многообраз1яхъ (кривыхъ, поверхностяхъ). изследуемыхъ 
съ помошыо какъ алгебры, такъ и анализа безконечно ма- 
лнхъ. Въ каждомъ многообразш съ числомъ измерений > 2  
мы можемъ выделить элементы, составлявшее многообра- 
3ie менынаго числа измеретй; такъ на плоскости мы мо
жемъ выделить кривыя (многообраз!я одного измерешя). 
въ пространстве—поверхности, кривыя. Если мы выделили

t

на плоскости какую-нибудь кривую, то этимъ самымъ уста
новили некоторзчо функщональную зависимость между 
координатами точекъ этой кривой, ибо на кривой каждому 
определенному значешю одной координаты (наир, абсциссы ж) 
соответствуешь одно (или несколько, но вполне определен- 
пыхъ значений) другой (ординаты ): у становится фуннц!ею

отъ х, и если эта функщя можешь быть выражена съ по
мощью зиаковъ математическихъ операщй, то мы имеемъ 
уравнеже кривой. Приведемъ два'примера: 1) Прямая ли-
т я , проходящая черезъ начало координатъ и составляю
щая съ осью х  уголъ а, имеешь своимъ уравнешемъ (мы 
предполагаемъ все время оси взаимно перпендикулярными) 
y — t g a . x .  2) Кругъ рад1уса В,  центръ которого лежитъ въ 
начале координатъ, имеешь- уравнешемъ: х 2 + у 2 = 'В 2.

Обратно если мы зададимъ a priori некоторую зависи-
(30мость между у и х  (наир. у=ж, у=ж2, .. .у=хп,. .у=е°, у=ееъ 

y=logx, y=log logx), то эта зависимость можетъ быть выра
жена графически: для этого отлагаемь по оси х отъ на

—  59 -
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чала координатъ отрЪзкн соответствуюшде разлнчнымъ 
числамъ области Р, и на перпенднкулярахъ, возставлен- 
ныхъ въконцахъ этихъ отр1=>зковъ, отм'Ьтимъ соответствую
щая значешя у , вычнсленныя по данной зависимости 
между х  и у *)• Соответствзе. устанавливаемое такпмъ об- 
разомъ между у челне мъ о числахъ и ихъ функщяхъ и гео
метрией кривыхъ (или поверхностей) тгЬетъ громадное 
значете и для той и для другой математической доктрины. 
Если, какъ мы уже сказали, современная аналитическая 
геометрзя есть приложешс учегпя о числахъ къ геометрш 
и благодаря этому приложению наши геометричесшя знашя 
неизмеримо превышаютъ знашя великихъ геометровъ Гре- 
цнт, то и обратно въ учеши о функщяхъ геометрическая 
представлешя оказывали и оказываютъ до сихъ поръ гро
мадный услуги. Приведу въ примеръ теорно характери- 
стикъ кривыхъ и ея приложеше къ задаче высшей ал
гебры объ отделены! корней или связь между Teopieio пра- 
впльныхъ многогранниковь , и Teopieio некотораго класса 
дпфференщальныхъ линейныхъ уравяешй. Все успехи 
совремепной математики подтверждаюгь мысль высказанную 
гешалышмъ итальянскимъ ученымъ 13 века и поставлен
ную нами въ эпиграфе къ этому отделу.

§ 17. Степени съ обобщенным!. показателем!..

Обобщающее значеше последовательнаго введешя чн- 
селъ 0 (см. вып. 1, стр. 24 , чиселъ дробныхъ и наконецъ отри- 
цательныхъ имеетъ большое значете не только для матема-

*) Подобнымъ же образомъ получаются эмпиричестя кривыя, т. е. 
.графическая изображешя зависимостей, который, не будучи выражены ма
тематически, даются наблюдешемъ или опытомъ, какъ наир. кривыя хода 
температуры больного со временемъ (времена—абсциссы, температуры—ор
динаты) или кривыя. являющаяся результатомъ статистическихъ изслйздова- 
н!й. Подобный лее эмшгричесшя кривыя даются намъ регистрирующими 
аппаратами нашихъ метеорологическихъ инструмеитовъ На томъ лее 
принцип^ основывается поетроеше графикъ желгЬзподороленыхъ ио'Ьздовъ. 
Нельзя не полеелать въ виду громаднаго значешя метода координатъ и 
въ наук'Ь и въ леизни, чтобы основашя его возмолено скорее вошли въ 
обязательную программу нашихъ средне-учебныхъ заведенш—по примеру 
фраицузскихъ. Для первоначальнаго знакомства съ методомъ координатъ 
рекомендуемъ учебншеъ дифференщальнаго и интегральнаго исчислешя 
Нернста и Шенфлиса (харыеовскш или казанский нереводъ).



тики въ ея ириложегияхъ къ изучению конкретныхъ явлетй, 
но н для математики per se, какъ учен in объ оиеращяхъ. 
Такъ благодаря введенпо новыхъ областей чнселъ мы мо- 
жемъ одними символомъ выразить операщи по существу 
различным между собою и ихъ свойства представить одною 
и тою же общею формулой, что представляетъ снова громад-

, ную экономiio памяти и труда. Наиболее простой и важный
«

примерь есть введете степеней съ поиазателемъ 0, дробнымъ и 

отрицательнымъ. Если условимся положить а — 1. аГ$ ~ - у  и

то одними знакомь а а представляемъ и опе-

ращи возвышения ви целую степень, и операщи делешя, 
и операщи извлечения корня; но свойства всЬхи этихи 
операщй выражаются одними и тВ.ми-же основными фор
мулами

а а.а f'~a а+
( a  “V — а  а /  ‘

*  »

Поверку применимости этихи закопови къ показате
лями 0, дробнымъ и отрицательнымъ, а следовательно вооб
ще къ числами области Р читатель можетъ найдти въ эле- 
ментарныхъ алгебрахъ или произвести сами.

Тожество основпыхъ формулъ математики влечетъ за 
собою и тожество следствШ. Поэтому-то формула бинома 
Ньютона, доказываемая въ элементарной алгебре для цела- 
го положительнаго показателя, можетъ быть применима и 
для общихъ показателей, если только вторая часть имеетъ 
смысли, т. е, получающаяся въ этомъ случае безконечная 
строка есть строка сходящаяся.



III. У ч ет е  объ ирращональныхъ (несоизмери
мы хъ) числахъ,

Les nombres imitent respace qui sont
de nature si differs nts.

Pascal.

§  18. Н ео б хо д и м о сть  в в е д е н а  иррацю нал ьны хъ  чиселъ.

Область ращональныхъ чиселъ, введенная въ двухъ 
предъидущихъ отд'Ьлахъ. (для сокращешя будемъ иногда 
обозначать ее область Р) позволяетъ производить прямыя и 
обратный операцш первыхъ двухъ ступеней, каковы-бы ни 
были ращональныя числа, соедгшяемыя этими операндами. 
Мы можемъ формулировать это свойство ращональныхъ 
чиселъ сокращенно, сказавъ: область Р (ращональныхъ чиселъ)

есть область замкнутая по отношешю къ операщямъ первыхъ двухъ
%

ступеней. Переходя къ операцш возвышешя въ цфлую сте
пень. мы находимъ, что результата этой операций произ 
веденной надъ ращональнымъ числомъ, даетъ всегда также

ращональное число
%

области чиселъ,

Но об^ обратный операцш третьей ступени (извлечете 
корня и логариемироваше) снова требуюта расширешя

томъ случай, если д4йств1я 
производятся надъ целыми положительными числами. 
Въ § 17 вып. 1-го доказаны сл4дуюшдя дв4 теоремы. 1°Если
п_

т/л , гд4 D есть ц4лое щ сло, не можетъ быть выраженъ 
ц4лымъ числомъ, то онъ быть выраженъ и дробью.
2°. Если алгебрическое уравненie

x n+pxn~ l \  qxn~2+ ... +  tx+ u— O,
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въкоторомъ коеффищентъ при высшей степени есть 1. про- 
Ч1е-же коеффпщенты суть ц'Ьлыя числа (положительный 
или отрицательный), не удовлетворяется щЬлымъ числомъ 
(ноложительнымъ или отргщательиымъ), то оно не можетъ 
быть удовлетворено и полагая х  равными дробному числу.

Теорема 2-ая заключаете» въ се 61» теорему 1-ую какъ 
частный случай, т. к. извлечете корня n-ой степени изъ D 
и ргЬшеше уравнешя x v= B  суть задачи тожсственныя. Мы 
можемъ поэтому гонорею» вообще о задач'Ь рГш етя алгеб- 
рическаго уравнегпя п-ой степени съ целыми коеффищен- 
тами и съ коеффищентомъ при высшей степени равнымъ 
едпниц'Ь, тгЬмъ болгЬе. что легко показать, что ptuienie болЪе 
общаго уравнешя, коеффпщенты котораго суть какгя-либо 
числа ращоналы-шя, приводится къ рФппешю уравнешя типа 
x n+px*^}+qx*-%+.. + tx+u=0 (р, q, г .. и—суть Ц'Ьлыя числа)/)

*) Пусть дано уравнегпе
(1) ахп+Ъхп~1 схп— ‘2  ... -f 7сх-\-1~0, ; где а, Ь, с, ... 7с, I суть рацю- 
нальныя числа Найдемъ М- наименьшее кратное знаменателей чиселъ 
а, Ъ, .. I, й умножимъ обе части уравнегпя на М, отъ чего корень уравне
гпя не изменяется. Новое уравнегпе будетъ иметь все коэффициенты целые. 
Пусть оно есть

ах>'П Зхи — i т ух.}) — 2 Х# + Л=0
Составимъ ypaBHenie

а
11—2

которое, по умножение обеихъ частей на ап г, приметь видь
ПУ + У  1+ '{*У11—2

•  •  •  •  • У. ОСп —2у +  *•«11 —1 О
Нетрудно видеть, что между корнями уравненШ (2) и (3) существуешь 

следующее соотношеше. Если корни уравнешя {‘3) суть у1У у2У уп, то

корни уравнешя (2)j и следовательно (1) суть ху= — , х2=  . . х =  —
ОС ос о с

что и доказываешь возможность pemenie уравнеше съ рацюнальными 
коеффищентами свести на решенья уравнегпя типа
хп +  р хп~1 +  цхп~2 +  . .  +  tx +  и =  0 (где q, p , . .  t-> и суть целый числа).

Подобно тому какъ мы перешли отъ уравнегпя / ( а )  =  0, имеюгцаго 
корни хп х 2 . . х п къ уравнеино / \ у ) ~ 0, имеющему корни ахп ях2, . . яхпч

полагая ж =  можно отъ уравнегпя /  (х) =  0, преобразовашемъ

х =  z — а, переидти къ уравнений f{z) =  о, имеющему корни xi +  з, 
х 2 +  а, . . хп н- а. Т. к. а* есть произвольное число, то, полагая

а 1 Xi -{- х2 -(-••• * "Г
п + п я

получимъ уравнегпе, не имеющее [члена съ zn \  Обоими преобразова- 
шями уравнеше полное 3-й степени легко приводится къвлду x’s-\-yx-y 0#
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Вторая обратная операщя третьей ступени—логарие* 
MirpoBanie—только въ исключительныхъ случаяхъ даетъ въ 
результате целое или ращоналыюе число. Для того чтобы 
число N  имело при основагпи А логариемъ ращональный, 
необходимо выполнете условШ, которыя найдутся следую-т
щими соображен in ми. Пусть А=аа $  с< . . . если N=A'1,

Л Т п  m а 7 i n ?j i v y  7w X  гчто N  =  a Ь 1 c . . .  / . Это равенство показываетъ, 
что 1) въ составь разложетя числа N  на простые множи
тели входятъ простые множители а, Ь, с . . .  .1 и не могутъ

входить никате друпе множители, т. е. N  =
V п а '  7 w 8 / п ч г -jifiV  m o t  7 m ,3  7w X  * ■откуда имъемъ а о 1 с .Л  — а Ъ 1 . . .  I и2)всл*Ьд- 

CTBie единственности разложешй всякаго числа на простые 
множители-—имйемъ пропорцпо : [3' : у' : . . :

#

Только при соблюдении двухъ условШ 1) и 2) число N  
можетъ иметь ращональный логариемъ при основанш А, 
Такъ напр. если J.=3600=24. З2. 52 только числа, составлен
ный изъ простыхъ множителей 2, 3, 5, и показатели кото- 
рыхъ притомъ пропорцшнальны числамъ 4. 2, 2 (напр. 
2‘2 3. 5, 26. з3. 53, 2s З4. 54) . имйютъ логарнемы рациональ
ные. Итакъ разсмотр'Ьте обЪихъ обратныхъ операцШ третьей 
ступени ставить иередъ математикою снова альтернативу 
или признать только некоторый исключительный уравнетя 
разрешимыми и только некоторый целый числа имею
щими логариемы или новымъ расширетемъ понят in о

#  *

числе, ввеДетемъ области иррацшнальныхъ чиселъ, достиг
нуть р еш етя  поставленныхъ задачъ во всей ихъ общности 
Именно введете иррацшнальныхъ чиселъ и придало мате
матике ея идеальный характеръ, т. к. для ириближеннаго 
р еш етя  уравнетй или нахождетя логариемовъ мы могли 
бы удовольствоваться одними ращональиыми числами. 
ГлубокШ смыслъ таится поэтому въ томъ преданш, по ко
торому тайна существоватя иррацшнальныхъ чиселъ долго 
скрывалась въ тесномъ кружке учепиковъ Пиеагора, и 
первый изъ его учепиковъ, сделавший эту истину предме- 
томъ обучения въ более широкихъ кругахъ, погибъ какъ
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умилостивительная жертва, брошенная богамъ во время 
кораблей рушетя.

Къ истин! существовашя ирращональныхъ чиселъ 
гречесше геометры школы Пиеагора были приведены геомет
рическими нзсл'Ьдоватями. Въ геометрпг, какъ и въ учеши 
о математическихъ операщяхъ, область ращональныхъ чи. 
селъ (Р) совершенно достаточна для практическихъ ц'Ьлей.

Всякий отр!зокъ можетъ быть при всякой единиц! 
длины представленъ съ нанъ дгодно большою степенью точно

сти ращоналышмъ числомъ; положете всякой точки на 
плоскости можетъ быть сколь угодно точно опред!лено 
двумя числами, принадлежащими къ области Р. Но пиеа- 
горейс-кая школа доказала, что невозможно найти такую 
единицу длины, при которой и сторона квадрата и его 
д i а г о II а л ь в ы р ажа л и с ь - б ы целыми числами (*) т. е. доказала 
несоизмеримость д1агонали и стороны квадрата. Это открьте 
повлекло за собою рядъ глубочайшихъ изсл'ЬдованШ 
греческихъ геометровъ объ ирращональныхъ отр!зкахъ; 
в'Ьнцомъ ихъ является Х-ая книга «Началъ Евклида», 
посвященная ирращональностямъ, получающимся при пост- 
роешяхъ съ помощью циркуля и линейки или, говоря ал- 
гебрически, выражающимся исключительно черезъ ра
дикалы^ второй степени (таковы выражешя: V m i/n r
/ V  а ) / В  (медааны), ' л +у r> ? у а+\/Ь (б и ш ш а л ы ) , а—j / f i  ,
]/а— }/Ь~, -\/а—Ь(вычеты) и т. д. Изучение - построе- 
шй отихъ ирращональностей пресл!дуетъ ц!ль npicMa
геометрическаго р!шешя задачъ, сводящихся алгебрнчески

I  .

на р!шоше уравненШ высшпхъ степеней, приводящихся къ 
ц!пи квадратныхъ уравнетй. (Такъ, напр., предложешя 
33— 35 этой книги даютъ геометрическое р!шеше сов- 
М'Ьстныхъ уравнений х2+у-=А, которыя, по исклю
чен! н. даютъ уравнеше 4-ой степени). Книга X Началъ 
Евклида, наравя! съ „Псаммитомъ" г) Архимеда и Республи
кою Платона, останется навсегда безсмертнымъ доказа- 
тельствомъ глубины и мощности греческаго гешя.

(*) Геометр1я Давидова 1897 г. стр. 57. 
г) См. выи. 1 Введете въ Анализъ.

5.
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Гречесше геометры школы Платона при р-Ьшешн 
задачъ объ удвоенш куба и подобиыхъ увидали скоро, что 
иррациональностями, изученными въ книгЬ X, не исчерпы
ваются геометричестя иррациональности, что отгЬ суть 
только иросгМийя изъ пнхъ. Съ помощью циркуля и линей
ки не решаются многая проетыя задачи, для реш етя ко- 
торыхъ и были введены кони честя нЬчетя и друпя 
кривыя.

Геометр1я научила насъ такимъ оСразомъ, говоря сло
вами Дедькинда. что „прямая лишя безконечно богаче индивидд-

I

умами (точками. соответствующими отрезками, какъ выража
ющимся, такъ и невыражающимся чрезъ числа области Р) 
ч%мъ область Р  (числами целыми и дробными)“. Изсл'Ьдова- 
т я  Архимеда объ изм'Ьренш площадей привели его къ 
установленш одной изъ основныхъ акшомъ у четя  объ 
измеримыхъ величинахъ (см. § 5 ) и его-же открытая въ 
механике, сближавппя задачи геометрш съ задачами меха
ники (опред’Ьлеше квадратуры параболы съ помощью меха- 
ническихъ соображенШ), вели къ распространенно той-же 
идеи на величины, изучаемый механикою (силы, скорости, 
ускорешя, массы). Позже работы создателей новаго науч- 
наго механическаго миросозерцашя, сводившаго на задачи 
геометрш и механики учете  о всгЬхъ непрерывныхъ вели
чинахъ, привели естественно къ заключенно, что вообще 
все состояшя непрерывныхъ величинъ не могутъ . быть 
выражены числами области Р. Это несоответстане требовало 
изменешя опред'Ьлетя числа, принятаго геометрами Грещи, 
обобщешя понятая о числе и привело къ тому определенно 
числа, которое формулировано было Ныотономъ (см. 
вып. 1 , стр. 11) и по которому число есть отношеше одной 
величины-къ другой, шршшмаамой да единицу. Съ этими 
изм енетем ъ о пр еде л е т я  числа и открылся новый путь къ 
решенпо вопросовъ геометрш и вообще естественной фило
софии Непрерывное число стало въ полное cooTBlrrcTBie съ 
непрерывною величиною и позволило изучать ее методами 
сначала алгебры (Vieta, Декартъ) и затемъ—анализа без-
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конечно-малыхъ.въ основание котораго лежитъ идея непре
рывности *)•

Явилась возможность изучете явлешй въ ц%ломъ сводить 
па изучите явле.тй безконечно-малыхъ элементовъ, что даетъ 
тотчасъ-же упрощете и облегчете вычислений, составляю
щее основную цгЬль анализа. Открылся, но горделивымъ 
словами Лейбница, тотъ царстй путь, въ которомъ когда то 
смгЬло отказали греческШ мудрецъ тиранну. Во многихъ 
областяхъ естественной философы явилась возможность 
достигнуть цйли всякой точной науки, заключающейся въ 
томи, чтобы свести реш ете задачи природы на операщи 
иадъ числами т. е. заменить преобразоватемъ формулъ 
разыскате эмпирическихъ отношений между величинами и 
изучете законовъ природы---изучетемъ функщональныхъ 
зависимостей между числами. Громадное экономическое 
зпачеше этого сведетя очевидно: изучая одну и ту же мате-

Ф

матнческую функщю, мы изучаемъ въ ней законъ явлешй
разнаго типа (таки изучая, наир., функцш у —Тех2 изучаемъ

»

и зависимость площади круга отъ рад1уса, и законъ свобод- 
наго падения гЬлъ и многая друпя конкретныя зависимости 
механики и математической физики; изучете тригоно- 
метрическихъ функщй совнадаетъ съ изучетемъ всЬхъ 
явлешй волнообразнаго движетя, будетъ-ли это явлеше 
звука, или свгЬта, или электрическихъ волнъ).

§ 18. Ариеметическая Teopifl иррац!ональныхъ чиселъ.

Ирращональное число было внесено въ чистую мате
матику, какъ мы видели въ предыдущемъ §, соображешями, 
почерпнутыми изъ геометрш и вообще изъ учетя объ измВре- 
нiи непрерывныхъ величинъ. На этомъ-же ученш основы
вается и опредДлеше числа, формулированное Ньютономъ. 
На изображены ирращональиыхъ чиселъ посредствомъ

avons
*) C’est le monde exterieur qui nous a impose le continu, que nous 

> inventd sans doute, mais qu’il nous a forces X in venter. Sans lui il n’y
•m  ъ  m  J  B *  A  > •  ^  Ф  »  *  л  m  I  •  •  a  1aurait pas d’analyse infinitesimale; toute la science mathematique se reduirait X 

J’Arithmdtique on X la theorie du Substitutions (Poincare).
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непрерывньгхъ величинъ (всего чаще геометрическихъ) осно
вывалась II те о pin операцШ надъ несоизмеримыми числами, 
которая поэтому и не могла иметь достаточной строгости 
и определенности. Въ общую систему учешя о числе, кото
рая исходить нзъ понятая о целомъ числе, „этомъ единст- 
венномъ настоящемъ объекте математической мысли" (Пуан
каре), и въ которой последовательное paciunpenie понятая 
о числе является результатомъ изучешя операцШ надъ 
целыми числами, и ирращональныя числа должны быть 
введены строго логически: какъ определете ихъ, такъ
и установлеше условШ равенства и неравенства и законовъ 
действий надъ ними должны быть даны строго ариеме- 
тически, исходя исключительно изъ понятая о числахъ 
раньше введенныхъ т. е. о числахъ области Р  и не при
бегая ни въ какимъ посторон нимъ, чуждымъ ариометике, 
соображешямъ. Это является темъ более необходимымъ, 
что у ч ете  объ измеренш- величинъ далеко не такъ просто,
какъ это представляется съ перваго раза. Мы привели въ

♦  .

ученш о дробяхъ те услов!я, которымъ величины должны 
удовлетворять для того, чтобы оне были измеряемы.

Первый, кто обратилъ внимате на необходимость стро
го аривметической теорш ирращональныхъ чиселъ и арив- 
метическаго доказательства техъ теоремъ анализа, которыя 
доказывались до техъ иоръ исключительно геометрически,

А

интуитивно (т. е. обращешемъ къ наглядности), былъ праж- 
скШ математикъ и философъ Бернгардъ Больцано. Въ 
брошюре, изданной въ 1817 г., онъ далъ строго ариеметиче- 
ское доказательство теоремы, по которой если целый много- 
членъ / (х) получаетъ. полагая х — а и х =3, два числен
ный значешя, обратный но знаку, то онъ обращается въ 
нуль для некотораго значешя промежуточнаго между а 
и Ъ *). Ответомъ на выставленныя Больцано требоватя яви
лись опубликованныя въ семидесятыхъ годахъ XIX сто- 
летая три арйеметичесю'я теорш ирращональныхъ чиселъ:
1) теор!я Дедекйнда, 2) Teopin Георга Кантора и 8) теор1я
Вейерштрасса.

%

л

*) В. Bolzano. Rein analytiseher Beweis des Satzes* . . . 1817.
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Я избираю для подробнаго изложешя первую изъ 
этихъ Teopift, изложенную Дедекиндомъ въ мемуарам «Неп
рерывность и ирращональныя числа» '*) и основанную на по
нятие о разделегпи рацлональныхь чиселъ на классы . и на 
понятие о сгъченш.

Въ предыдущихъ отд-Ьлахъ даны услов1я. но которымъ 
можно расположить мысленно всгЬ числа области ращональ- 
ныхъ чиселъ въ порядокъ по ихъ величин^. Каждое ращо- 
нальное число а раздгЬляетъ въ такомъ случай вс!» 
прочёя рацёональныя числа на два класса А.г и А2. Для 
того, чтобы произвести это р а зд а е т е , отнесемъ къ классу 
А г вс'Ь числа рацюнальныя и менышя а и къ классу 
всЪ рацюнальныя числа болышя а. Что касается до самого 
ращональнаго числа а, то оно предполагается стоящимъ 
внй классовъ. оно есть только отчете (Schnitt) классовъ 
А г и А г  *). Каждому рацюнальному числу соотв’Ьтствуютъ 
два вполнгЬ оиредйленныхъ класса, и эти классы очевидно 
тгЬютъ сл’Ьдующёя свойства.

1°. Каждое Число перваго класса А г менйе каждаго 
числа второго класса А2.

2°. Если какое-нибудь число а отнесено къ классу Аг 
то всЬ числа меныпёя а принадлеягатъ къ тому-же классу 
и если какое-нибудь число Ь отнесено къ классу А2, то всЪ 
числа болынёя Ъ будутъ принадлежать къ тому-же классу 
~ 3. Въ первомъ класса А: нйтъ числа, которое было-бы
больше всйхъ чиселъ этого класса и во второмъ класеЬ А2
н’Ьтъ числа, которое было бы меньше всйхъ чиселъ этого

%

_едасса.
4. Всегда мояшо найдти въ класса J t число ах и въ 

классЬ А2 число а2 так in, что разность а2—аг будетъ 
меньше произвольнаго ращональнаго числа. * **)

Г

. )

Stetigkeit und irrationale Zahlen. Braunschweig. 1872.
**) Некоторые авторы и въ томъ числ'Ь самъ Дедекиндъ относятъ 

само ращональное число къ тому или другому изъ классовъ, считая его 
по произволу или наибольшимъ изъ чиселъ класса Ai пли наименьшимъ 
изъ числа класса Ач. Но намъ кажется, что анаяопя съ иррад(опальными 
числами будетъ полнее, если мы будемъ считать рацюнальыое число 
стоящимъ BH'fe классовъ.
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Свойства первое и второе очевидны; свойства третье 
и четвертое вытекаготъ пзъ того свойства, что область papio- 
нальныхъ чиселъ есть равпомщто—плотное (llberalldicht) 
множество. Г1о этому свойству между двумя рацюналь- 
ными числами можно вставитъ произвольно большее число 
рацюнальныхъ чиселъ болыиихъ чемъ одно и меиьшихъ 
чемъ другое. Действительно, если-бы въ классе Л х суще
ствовало последнее рацюнальное число (самое большее изъ 
чиселъ этого класса), то между нимъ и а не было-бы уже 
рацюнальныхъ чиселъ, что противоречить только что упо- 
мянотому свойству области рацюнальныхъ чиселъ. То-же 
самое относится и къ классу Л 2. Съ другой стороны, вслед- 
cTBie того-же самого свойства, какъ-бы мало ни было s , 

всегда можно найдти въ классе Ах рацюнальное число
ах= а — 0 и въ классе А2 рацюнальное число «2 =  а  +  И',

*

где 0 и 0 ' тогда разность а2 — очевидно, меньше е.

Указанный свойства рацюнальныхъ чиселъ напоми- 
наютъ взаимныя отношешя положешя между точками пря
мой лиши, если мы два иротивоположныя направлешя от- 
метимъ словами ..вправо11 и ,,влево“ . Тогда, если и q 
суть две различный точки прямой L . то или р лежитъ 
вправо отъ q и q влево отъ р или, обратно, q лежитъ влево 
отъ ри р—вправо отъ q.

Если р есть некоторая точка на прямой Р , то все 
точки этой прямой могутъ быть распределены въ два класса 
Р , и Р2, если мы отнесемъ къ классу Р, все гЬ точки р, 
который лежатъ влево отъ р и къ классу Р 2 все те точки 
рТ которыя лежатъ вправо отъ р. Не трудно видеть, 
что классы Р х и Р й обладаютъ свойствами аналогичными 
свойствамъ классовъ А х и А2: 1°. каждая точка класса Р г 
левее каждой точки класса Р2; 2°. если какая нибудь точка 
р г отнесена къ классу Pv то все точки, левее р х распо
ложенный, будутъ принадлежать къ тому-же классу и т. д.

3. Въ первомъ классе Р а нетъ точки, которая была бы 
правее всехъ прочихъ точекъ этого класса, и во второмъ
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классе Р 2 н'Ьть точки, которая была-бы левее всЬхъ то- 
чекъ этого класса.

4. Всегда можно найти въ класса A t точку pi и въ 
классЪ J 2 точку р3 татя, что разстояше между этими двумя 
точками будетъ менее сколь угодно малаго отрезка.

Каждое дзащональное число является с'Ьчетем ъ области
ращональныхъ чиселъ на два класса; но обратное заключе- 

гн1е не верно: мы можемъ разбить область ращональныхъ 
чиселъ на два класса, обладающее вышеуказанными свой
ствами, другимъ путемъ, исходя изъ реш етя тКхъ задачи, 
которыя не могутъ быть точно решены съ помощью ращо
нальныхъ чиселъ. Действительно, изучите всехъ такихъ 
задачи (будетъ-ли это извлечете корня изъ неполной степени 
реш ете алгебраическаго уравнетя, логариомироваше или 
какая-либо другая задача, являющаяся при дальнейшими 
развитии математическихъ изследованШ (*) ), приводя къ 
невозможности реш етя въ ращональныхъ числахъ, указы
ваете вместе Съ теми и способъ распределенгя втхъ ращо- 
нальныхъ чиселъ на два класса, обладают,!» всеми теми 
свойствами, которыя были указаны выше для классовъ 
А1 и А2.

Разъяснимъ это на иростомъ примере извлечешя 
квадратнаго корня изъ числа 3.

Какое ращональное число мы ни взяли-бы, его квад
рате будетъ или меньше или больше 3; соответственно съ 
этими относимъ его къ классу А2 или къ классу А . Такъ 
наир, числа 1,7; 1,72; 1,729... будутъ отнесены къ классу 
А 1; къ тому-же классу отнесутся и все числа, менышя 1, 7, 
числа, заключаюшдяся между 1,72 и 1,729 и т. д. Напро- 
тивъ, числа 1,8; 1,73.. будутъ отнесены къ классу А2 также 
какъ и все числа болышя 1,8, числа, заключающаяся 
меяеду 1,73 и 1,8 и т. д.

*) Напр. нахождение значешя тригонометрической функцш Sir.x, 
Cosx.... по данному значение угла х  или обратная задача нахождения угла 
по данному зиаченно тригонометрической функция Последняя задача прп- 
воднть къ такъ назыиаемымъ круговымъ функц1ямъ: arc cosx, arctang х.

MitskevichOA
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Для того, чтобы расиределеше ращональныхъ чиселъ 
па классы шло систематично, мы можемъ поступать следу
ющими образомъ. Возьмемъ два числа 1,7, и 1, 8, изъ ко- 
торыхъ одно отнесено къ классу Аг, а другое къ классу А2, и 
вставимъ между ними рядъ ращональныхъ чиселъ, отлича
ющихся одно отъ другого на 0,1; т. е. числа 1,71; 1,72;.... 
квадраты первыхъ чиселъ этого ряда будутъ мешЬе 3, 
квадраты последнихъ чиселъ будутъ более 3, и соответст
венно этому одни изъ вставленныхъ чиселъ отнесутся къ 
классу А1} друпя—къ классу А г  Взявши два соседнихъ
числа, изъ которыхъ одно отнесено къ классу A v  а другое

>

къ классу А, —въ данномъ случае числа 1,72 и 1,73— 
вставляемъ между ними новый рядъ чиселъ съ разностью 
0,01 и находимъ снова два соседтя числа, одно относимое 
къ классу A v  другое къ классу А2. Между этими числами 
вставляемъ новый рядъ чиселъ съ разностью 0,001 и т. д.

Ясно, что этимъ способомъ мы будемъ последователь
но приближаться къ распределение ваъхъ ращональныхъ 
чиселъ въ два класса, постояно уменьшая число чиселъ 
сомнительпыхъ (такими были сначала числа между 1,7 и 
1,8, потомъ между 1,72 и 1,73 и т, д.), но ясно вместе съ 
темъ, что этотъ npieM'b есть одинъ изъ техъ 
процесс совъ, которые никогда не могутъ закончиться. Д ей
ствительно, онъ закончился' бы^тблько тогда, когда привели-

\

бы къ ращональному числу, квадратъ котораго равенъ 3;
такого числа не :тъ. Но, не заканчиваясь никогда, 
указанный процессъ ведетъ къ распределение всехъ ращо- 
нальныхъ чиселъ па два класса. Классы эти очевидно

Свойстваобладаютъ всеми вышеуказанными свойствами.
I  j

первое и второе очевидны. Свойство третье есть следств!е 
безконечности процесса, который поэтому никогда не дастъ 
нами ни числа болыиаго всехъ чиселъ класса А,, ни числа_  ■ • ...... , - • • - * —      ' X ' • . - . . ,...

Наконецъ свойствоменьшаго всехъ чиселъ класса
четвертое вытекаетъ изъ того, что вышеуказанный пр1емъ 

даетъ намъ постоянно два числа, прииадлежанця къ двумъ 
(различными классами, разность между которыми прини-т—
!маетъ последовательно значетя 0,1; 0,01; 0,001 и т. д., и



можетъ поэтому быть сделана мен lie сколь угодно малаго 
рацюнальнаго числа.

Тотъ npieMn, который мы подробно объяснили на 
примЬрЬ извлечев1я квадратнаго корня, можетъ быть при- 
мЬнимъ п при рЬшеши другихъ задачъ. Пусть, напр., тре
буется решить уравнеше ж3 - З ж  — 7= 0 .- Многочленъ 
х 6 — ‘6 х — 7 принимаетъ положительное значеше при 
х =  3 и отрицательное при х =  2. Поэтому корень урав- 
нешя по своему численному значение болЬе 2 или менЬе 3. 
Подставляя между 2 и 3 рядъ промежуточныхъ чиселъ съ 
разностью въ 0, 1 т. е. 2, 1; 2. 2; , 2,9
найдемъ два сосЬднихъ числа 2, 3 и 2, 4, для одного
изъ которыхъ многочленъ будетъ имЬть положительное

»

значеше* между тЬмъ какъ для другого это значеше будетъ 
отрицательно. Между этими двумя числами вставляемъ 
снова рядъ промежуточныхъ значетй съ разностью 0,01 и 
т. д., определяя между ними два сос'Ьднихъ числа, даю- 
щихъ по подстановкЬ въ многочленъ ему разные знаки и 
т. д.

Если требуется найдти Log2 15, то замЬчая. что 
23 — 8, 24 =  1б, вычисляемъ 23-1; 23>J; . . . .  
и снова находимъ два сосЬдшя значешя показателя т2 и 
тг татя , что 2”ч < 15. 2'н* >  15. Между этими значешями 
вставляемъ рядъ промежуточныхъ значешй съ разностш 
0,01 и т. д.

Во всЬхъ подобныхъ случаяхъ можно найдти два ряда
рацгональныхъ приближешй

ct #2) аз ̂
1̂? 2̂’ ^8’ * * *

• •

находя которыя мы вмйсгЬ съ т£мъ оеуществляемъ и 
искомое распред'Ьлеше всйхъ ращональныхъ чиселъ на два 
класса"). Всякий разъ, когда мы им'Ьеиъ такое распред%-

*) Практическая ц:кш математики вполне удовлетворяются, если 
найдемъ таю я рацюнальныя приближения; такъ практическая часть вышек 
а л г е б р ы  состоять въ указании npieMOBb. которое позводили-бы в о зм о ж н о  
с к о р е е  найти во зм о ж н о  б л и з к о е  приближение къ корню алгебраического 
уравнения.
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л ете , мы говоргшъ, что оно производить некоторое сгьчеше 
(A.J, А2) въ области ращональныхъ чиселъ в ведетемъ нова- 
го щурсщ'юнальтго числа а , которое мы считаемъ вполне опре
деленными этимъ сечетемъ. Мы будсмъ говорить, что число 
а соответствуешь этому сЬченпо или что оно производить 
это сечете.

После введетя такихъ ирращональныхъ чиселъ каж
дому определенному сгЬчетю въ области ращональныхъ 
чиселъ соответствуешь одно и только одно определенное 
ращональное Иди ирращональное число.

Определивъ ирращональныя числа, какъ между
двумя классами чиселъ ращональныхъ, мы вводимъ эти 
ирращональныя числа въ уч ете  о числахъ и такимъ обра- 
зомъ получаемъ новую расширенную  область чиселъ, за: 
ключающую въ себе и все ращональныя числа и все ир
ращональныя числа. Это расширьте области чиселъ поз
воляешь считать разрешимыми задачи нахожденья корня 
изъ целаго (положительнаго) числа, р еш етя  многихъ алге- 
браическихъ ypaBneniii и т. п., представляя реш етя  этихъ 
задачъ числомъ. Такъ два класса, получаюшдеся при реш е
т и  задачъ нзвлечетя квадратнаго корня изъ числа 3, опре
д е л я ю т  ирращональное число, которое и обозначается 
знакомь | /1 д д в а  класса, получаюшдеся при практическомъ 
penieHin уравнетя х3 — 3 х  — 7 =  0 определяютъ ирращо
нальное алгебрическое число, корень этого уравнен1я.

Новая расширенная область чиселъ будешь называться
областью вещественньгхъ чиселъ и для сокращены мы 
будемъ иногда называть ее областью В.

Для того, чтобы она могла быть предмете мъ мате- 
матическаго изучешя, необходимо однако 1) определить 
услов1я равенства между числами области 2) привести 
йхъ въ известный определенный порядокъ, если это воз
можно и 3) определить операцш надъ ними.

I .  Услав1я равенства.

1. Два числа ращональныя или ирращональныя назы- 
ваются равными или неравными смотря по тому, соответ-
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ствуютъ ли они одному и тому-же или 'разнымъ сечетямъ 
т. е. два числа я и [3 равны, если числа ращональныя 
меньшая я совнадаютъ съ числами ращональными меньшими 
(3 и числа ращональныя болышя я совнадаютъ съ числами 
ращональными большими ,3. Не трудно видеть, что одно 
нзъ этихъ условш имеетъ своимъ слгЬдств1емъ другое такъ- 
что для того, чтобы показать равенство чиселъ я и |3 до
статочно, наир., показать, что всяьсое число ращональное 
меньшее я будетъ и меньше |3 и что всякое ращональное 
число меньшее ,3 будетъ и меньше я. Изъ даннаго опре- 
дЪлегпя равенства следуешь, что ]° я ~  я, 2° если я —,3.

Ф

то (3 =  я и 3° если я =  ,з, ,3 =  у, то я =  у (рефлективность, 
симметричность и транзитивность отношешя называемаго 
равенствомъ между двумя вещественными числами).

I I .  П р и в е д е т е  въ порядокъ чиселъ области В.

Пусть мы им'Ьемъ два разделетя ращональныхъ чи
селъ, происходящая или отъ разсматривашя некотораго 
ращональнаго числа или получающаяся при решенпг не
которой задачи, не решаемой съ помощью чиселъ ращональ
ныхъ. Пусть одно разделете есть разделете на классы А 1 и 
А3, другое—на классы B v В 2, пусть первое соответствуешь ве
щественному числу я, второе—вещественному числу ,3. Если 
классъ Ах содержитъ числа, которыя не содержатся въ 
классе В х и следовательно обратно классъ В 2. содержитъ 
'т а т я ' числа, которыя не содержатся въ классе А 2, то мы 
говоримъ, что я больше ,3 или [3 меньше я, (я >  J3 или [3 <  я,] 
(Наир, пусть первое разделете производится ирращональ-
нымъ числомъ ]/ 3, второе ращональнымъ числомъ 1, 5. 
Пиело 1, 6, содержащееся въ Ах, не содержится въ В х и
потому \ f  8 >  1,5).

Данное такимъ образомъ для вновь введенныхъ чиселъ 
определеше понятШ больше и меньше даетъ возможность 
расположить все числа области В  въ известный порядокъ, 
или, употребляя терминъ Кантора, разематрнвать область В
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какъ упорядоченное множество. Канторъ иазываетъ 
упорядоченным г, если между его элементами т существуетъ 
определенный ..порядокъ по рангу \  при которомъ изъ двухъ 
произвольныхъ элементовъ т 1 и т2 одинъ занимаетъ низипй, 
другой высийй рангъ и притомъ такъ что, если изъ трехъ 
элементовъ m v т2, т3, эл. т 1 ниже по рангу т2, т2 ниже 
т3, то и т х непременно ниже по рангу т 3. Данное нами 
опрделете понятШ больше и меньше таково, что если а. >  ,3. 
[3 >  у то и а > у ,  т. е. условившись расположить числа об
ласти В  въ порядке по рангу сообразно ихъ возрастающей 
или убывающей величине, мы сделали эту область упо-
рядоченнымъ мнооюествомъ.

Въ томъ случае, когда а >  ,3, |3 >  у мы будемъ для со- 
кращешя говорить, что число |3 лежитъ между числами а иу.

Если а и у суть два различныхъ числа, то существуетъ 
безконечное множество различныхъ чиселъ ,3, лежащихъ 
между а и у. Такимъ образомъ область В  подобно области 
Р  имеетъ то свойство множества, для котораго Поль Дюбуа 
Реймондъ предложилъ назваше „пантахш". *) Какъ бы ни 
были близки между собою элементы пантахическаго мно
жества, между ними можно вставить безконечное множество 
другихъ элементовъ того-же множества.

Идею распределетя рацюнальныхъ чиселъ въ два 
класса можно также распространить на числа области В. 
Всякое число этой области а очевидно разделяетъ все 
числа на два класса A v J 2, каждый изъ которыхъ содержитъ 
безконечное множество чиселъ; къ классу А х относимъ все 
те числа « !, которыя меньше а и къ классу А 2 все те 
числа о£2, которыя более а. Но область В имеетъ свойство

*) См. вып. 1. стр. 33, вып. 2. стр. 19. Множество можно определить, 
какъ совокупность элементовъ, им'Ьющихъ обсще признаки, но идею множе
ства можно разсматривать также и какъ одну изъ тЬхъ первоначальныхъ 
идей, которыя не нуждаются въ определение Считаемъ однако полезнымъ 
привести теперь и о п р ед ел и т  данное Канторомъ. „Подъ множествомъ" 
говоритъ онъ „подразумеваемъ каждое соединеше въ одное целое опре- 
д’Ьленныхъ, хорошо различаемыхъ предметовъ нашего Bocnpiara или нашей
мысли. Эти предметы называются элементами множества1'. Mathem Ann 
Bd 46.

**) Иначе, так1я множества называются „повсеместно плотными" 
(uberalldicht)

MitskevichOA
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котораго не имела область ращональныхъ чиселъ, свойство,
которое Д'Ьлаетъ изъ нея прконтинуума. *)
Свойство это можно формулировать сл'Ьдующимъ образомъ:

Какимъ бы путсмъ мы ни раздтли.т область чиселъ В  
на два класса и А, такъ, чтобы каждое число класса 
А.у было .меньше каждаго числа я2 класса А 2, существуетъ 
всегда число а области В составляющее екнете между этими 
двумя классами, такъ что всякое число меньшее а принадлежишь 
къ классу Ау и всякое число большее а.—къ классу А 2. 
Это число есть вмлъстт съ ттмъ единственное число, гитющее 
указанное свойство.

Доказательство. Какъ только дано раздйлеше чиселъ В 
на два класса А х и А2, мы можемъ тотчасъ-же составить и 
р а з д а е т е  чиселъ Р, распредйлеппыхъ также на два класса аг 
а2, относя къ первому все ращональныя числа класса А г, къ 
второму все ращональныя числа класса А г  Эти два класса 
ах и й2, по предыдущему, опред'Ьляютъ некоторое ращо- 
нальное или ирращональное число. Уто число и будетъ 
число а.

Если с есть число отличное отъ то существуетъ 
безконечное множество ращональныхъ чиселъ у, который 
лежатъ между ,3 и а. Если ,3 <  а, то и у <  а; следовательно 
у принадлежитъ къ классу av  а потому и къ классу А у, а 
такъ какъ и (3 <  у, то и (3 принадлежитъ къ тому-же классу 
А у-, къ классу А 2 оно принадлежать не можетъ, такъ какъ 
каждое число этого класса более чгЬмъ число у, принад
лежащее къ классу Av Точно также если р> а. то и у >  а; 
у принадлежитъ къ классу as и слгЬдователыю къ классу 
А2; такъ какъ |3>у. то следовательно и |3 принадлежитъ 
къ тому-же классу А.,. Если такимъ образомъ каждое число 
|3, отличное отъ числа а, принадлежитъ или классу Ах или 
классу А2, то я есть единственное число, не принадлежащее 
ни къ тому ни къ другому классу и составляющее сечете 
между классами Аг и А 2. и т. д.

*) Пуанкаре (Наука и Гипотеза) называешь область В континуумомъ 
втораго порядка.
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Доказанная теорема полагаетъ резкое раздшпе между 
областью В (ариометическимъ континуумомъ) и областью 
Р. Разд'Ьлеше чиселъ области Р  на два класса А х и А2, 
нмеюшде то свойство, что каждое число класса А х меньше 
каждаго числа класса А3, не даетъ всегда (точнее даетъ 
въ исключительнныхъ случаяхъ) числа той-же самой 
области Р. Напротивъ раз делете  чиселъ ариеметическаго 
континуума даетъ всегда число того-же самаго континуума. 
Мы познакомимся далее ближе съ другимъ характеристичес- 
кимъ свойствомъ континуума, его неперечислимостью, резко 
отличающимъ его отъ множества ращональныхъ чиселъ, 
отъ множества перечислимаго *). Въ множеств!» ращональныхъ 

чиселъ съ одной стороны и въ ариеметичесномъ (или линейномъ) 

континуум% съ другой стороны мы им%емъ примеры множествъ,

р%зко отличающихся по своему ,,порядковому типу“  (  Ordnungs  
Ту pus) и им^щихъ различныя мощности. (См. ниже)

111. 0перац1и  надъ числам и области В. Слоэюете. Чтобы
определить сумму двухъ вещественныхъ чиселъ а и [3, соответ- 
ствующихъ сгЬчен!ямъ области ращональныхъ чиселъ (А, А2) 
и (В х, Р 2), составимъ новое разделете той же области на
классы Сх и С2 по следующему правилу. Относимъ къ 
все ращояальныя числа, которыя менее или равны сумме 
двухъ ращональныхъ чиселъ ах + Ъх, изъ которыхъ одно ах 
принадлежитъ къ классу А х, другое Ьх къ классу В х.; на
противъ къ классу С2 относимъ все те ращональиыя числа 
а'х +  Ь'х,которыя больше или равны сумме двухъ ращо
нальныхъ чиселъ, изъ которыхъ одно а'х принадлежитъ къ 
классу М2, а другое Ь'х къ классу Х’2.

Не трудно показать, что классы Сх и Сг имеютъ все 
свойства, принадлежащая классами ращональныхъ чиселъ, 
определяющихъ сечете  и вместе съ темъ новое ирращо- 
нальное число.

1. Каждое изъ чиселъ класса Cv очевидно, меньше 
каждаго изъ чиселъ класса С2.

*) См. вып. 2 стр. 21.
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2. Если какое нибудь ращоиальное число а отнесено 
къ классу С\, то и все числа менышя а относятся къ тому- 
же классу и если какое-нибудь ращоиальное число Ъ от
несено къ классу С2, то и все числа большая Ъ отнесутся 
къ тому-же классу.

3. Въ классе С\ нгЬтъ числа, которое было-бы больше 
веЬхъ чиселъ этого класса, потому что пъ классахъ и В2
нЬтъ такихъ чиселъ, которыя были-бы больше вс'Ьхъ чиселъ 
соотв'Ьтствениаго класса; точно также въ классе С2 н'Ьтъ 
числа,' которое было-бы меньше вс'Ьхъ чиселъ этого класса.

4. Легко видеть, что разность двухъ чиселъ «р + Ъг> и 
а 4- Ъ, изъ которыхъ первое принадлежишь къ классу 02,

1 а второе къ классу Cv можешь быть сделана мен'Ье сколь 
угодно малаго числа; действительно

0̂ 1 +   ̂ х") Ох +  ^i) =  О х 7 ®х) -Ь Ox ®i)i

каждое-же изъ слагаемыхъ, стоящихъ во второй части, можетъ 
быть сделано менее сколь угодно малаго числа.

Эти свойства классовъ С\ и 62 показываютъ, что они 
определяютъ некоторое сечеше, которому и соответствуетъ 
ирращональное число, сумма чиселъ а и р. Нахождете 
этого числа есть операщя сложетя чиселъ области В и 
эта операщя очевидно обладаетъ всеми свойствами операщи 
сложетя чиселъ раньше разсмотренныхъ областей.

1. Она есть операщя коммутативная.

Доказательство. Чтобы доказать равенство

а +  р =  р +  о-.,

заметимъ, что первое число определяется классами Сг и С2, 
причемъ классъ Сх состоитъ изъ ращональныхъ чиселъ 
аг -р bv классъ С2—изъ ращональныхъ чиселъ а \ + Ъ\; второе

л

число определяется напротнвъ классами С/ и С2', причемъ 
классъ С / состоитъ изъ ращональныхъ чиселъ 61 + а 1,.а  
С2'—изъ ращональныхъ чиселъ + а/. Но изъ коммута
тивности сложетя ращональныхъ чиселъ вытекаетъ тоже
ственность классовъ Cj, С^— съ одной стороны, классовъ 
С2 и С2'— съ другой, а следовательно и равенство чиселъ 

а + Р и р -f а.
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2. Операщя сложешя есть операщя ассоциативная.

Для доказательства читатель долженъ составить классы
рацшнальныхъ чиселъ, определяющее число а ([5 _|_ Д н 
классы, определякнще число (а + ,3) f  у. Изъ ассощатнвности 
сложенья ращональиыхъ чиселъ вытекаетъ тожество классовъ, 
опред'Ьляющихъ эти два числа, и следовательно равенство

« + (? + “/)=  (« + I5) + Т-
3. Модуль операцш сложешя есть число О.
Умножете ирртпопальныхъ чиселъ. Чтобы определить

произведет'е двухъ вещественныхъ чиселъ а и ,3, соотвКт- 
ствующнхъ сечешямъ области рацшнальныхъ чиселъ 
(Ах II А2) и (Вх, В2,), составимъ новое разделеше той-же 
•области на классы Сх, и С2 по следующему правилу. От- 
носимъ къ Сг все рацшнальныя числа, которыя менее или 
равны произведенно двухъ ращональиыхъ чиселъ ах Ьх, изъ 
которыхъ одно а.хпрннадлежитъ къ классу А х, другое — 
къ классу Вх; напротивъ къ классу С2 относимъ все те 
рацшнальныя числа {а\. Ь'х\  которыя больше или равны 
произведетя двухъ ращональиыхъ. чиселъ, изъ которыхъ 
одно а'г прннадлежитъ къ классу А'2, адругое Ь'г — къ клас
су В2.

Не трудно показать, что классы Сх и С2 имеютъ все 
свойства (1—4), принадлежащая классами рацшнальныхъ 
чиселъ. определяющихъ сечете и вместе съ темъ новое 
иррациональное число. Такъ напр. (4) легко показать, что 
разность двухъ чиселъ ах Ъх и ах Ъх, изъ которыхъ первое 
прннадлежитъ къ классу С2, а второе къ классу Сх, можетъ 
быть сделана менее сколь угодно малаго числа. Дей
ствительно, полагая ах — аг =■ « и Ъх — Ъх =  ,3, имеемъ 
ахЪх’—ах Т>х =  аха -f Ьх ,3 + а ,3. Но разности а и [3 могутъ быть 
сделаны меньше сколь угодно малаго числа г [свойство 4 
для <Aj, А2) и (Вг В2,)], а потому и вторая часть можетъ 
быть также сделана меньше сколь угодно малаго числа.

Классы Сх и C.j определяютъ некоторое сечете, которому 
и соответствуетъ ирращональное число, произведете чиселъ 
а и |3. Нахождеше этого числа есть операщя умножешя

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник



чиселе области В и изъ правила, выше даннаго для нахож- 
д етя  этого числа, вытекаете, что умножеше чиселъ обла
сти В обладаетъ всеми свойствами операцш умножешя чи
селъ ранее разсмотр'Ьнныхъ областей, т. е. оно есть опера-- 
щя коммутативная и ассощативная; оба закона дистрибутивно
сти им’Ьтотъ также место и модуль операцш умножения есть 
число 1.

а

а(Рт)=(аР)т
а(р+'()=а.р+а'(

а. 1 = а .
Доказательство этихе свойствъ операцш умножешя, 

не представляющее никакихъ затруднений для читателя, 
вникнувшаго въ доказательство свойствъ операцш сложе- 
шя, мы и позволчемъ себе не приводить.

Б о звы ш ет е u pр  а ц г о н а л  ь нь i х ъ  чиселъ въ ц п л у ю  полож и

т ельную  ст епень. Чтобы определить целую положительную 
т -ую степень иррацюнальнаго числа а, определяемаго сече- 
шемъ (Ах. А2) области рацюнальныхъ чиселъ, составимъ новое 
сечете той-же области, относя къ классу Сх все рацюналь- 
ныя числа равныя или менышя т -ыхъ степеней рацюналь- 
ныхъ чиселъ, составляющихъ классъ Ах, и къ классу С2 все 
ращопальныя числа, равныя или большая m-ыхъ степеней 
рацюнальныхъ чиселъ, составляющихъ классъ А2. Легко 
видеть, что классы Сх и С2 имеютъ все свойства (1 — 4), 
принадлежащая классами рацюнальныхъ чиселъ, опреде-

г

ляющимъ сечеше и вместе съ теме новое иррацюнальное 
число. Такъ напр. свойство 4-е доказывается следующими 
образомъ. Пусть Ъ есть число, принадлежащее къ классу 
А2, а—число, принадлежащее къ классу Ах и соответствен-

т

но этому Ът принадлежите ке классу С2, а т —ке классу Сг 
По известному тожеству алгебры

Ът — ат = (Ь — а) (Ьт~ 1+Ът~  2а + Ът~ 3а2 Ъат- 2+ а'"- 1); 

Таке-каке разность Ъ—а—по определенш—можетъ быть сде
лана менее сколь угодно малаго числа, а полиноме сто
ящей ве скобкахе, очевидно, менее конечнаго числа 
то и разность Ът —ат можете быть сделана менее сколь 
угодно малаго числа. е
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Для вводимой такимъ образомъ операцш возвы тетя 
въ целую положительную степень будутъ иметь очевидно 
место следуюнце законы:

(ар)» = =<хп  ри

а т а п  ==а»»+«
(а  т )« _qfnt*

Переходимъ теперь къ обратнымъ операщямъ. Введе- 
Hie отрицательныхъ чиселъ позволяетъ свести вычитате 
на сложеше. Разность двухъ ирращональпыхъчиселъ аир,  
соответственно определяемыхъ сечешями (Ах, А2) и (Вг В2) 
можетъ быть определена следующимъ образомъ. Составимъ 
новое сечен1е области рацшнальныхъ чиселъ, относя къ
классу В, все числа симметричныя (см. выше стр. 46) съ
числами класса Bj и къ классу В2—числа симметричныя
съ числами класса В3. Эти два класса (В3, В2) определя-ч 
ютъ ирращональное число, симметричное съ числами р и 
которое будетъ обозначаться р. Составляя затемъ изъ
классовъ (А1( А2) и (В1} В2) новое сечете  областей ращо- 
нальныхъ чиселъ, по правилу выше данному для операцш 
сложетя. мы будемъ считать это ceneeie (С2, С21 опреде- 
ляющимъ ирращональное число а—р.

Изъ этого определешя разности вытекаетъ, что 
(а—р)+р=а т. е. что вычитате, определенное нами, есть 
операщя, обратная сложетю. Основываясь на этомъ .опре
делены!, можно вывести также те формулы, которыя свя- 
зываютъ две операцш первой ступени: прямую и обрат
ную, т. е. формулы (см. вып. I. стр. 27)

а+(Ъ— с)—(а+Ъ)— с 
а—( b + с) = {а—Ъ)—с
а—  (5— с)= (  — 1- с 
а— Ь=(а+п)—( ) 

а—Ъ={а—п)—(Ь—п).
Эти формулы вместе съ законами прямой операцш позво- 
ляютъ затемъ, применяя основныя атом ы , очевидно при
менимый-и къ новымъ числамъ, вывести всю цепь фор
му лъ алгебры, въ которыя входятъ только знаки сложешя 
и вычиташя.
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Подобно тому, какъ вычиташе было сведено на ело- 
жеше, дгълете сводится на умножеше, если мы предвари
тельно опред’Ьлимъ число — обратное числу <*. Для этого,
предполагая, что число а соответствуете» сеченш (А1} А2), 
отнесемъ къ классу Ct все числа обратный числамъ клас
са А2 и къ классу С 2 —числа обратным числамъ класса. А г

С ечете области ращональныхъ чиселъ, производимое
»

классами (Сг С2) определяетъ некоторое ирращона льнов 
число, которое называемъ обратными числу а и обознача' 
емъ знакомъ -i-.И зъ  его определетя вытекаетъ: =  1.

Частное двухъ ирращональныхъ чиселъ-^- можетъ быть

определено, какъ произведете чиселъ (5 и-=-, определяе-
мыхъ сечетями (В 1; В 2) и (С,, С8); определенное такими 
образомъ новое ирращональное число очевидно удовлетво-
ряетъ равенству а. ■• =- - .  а=|3 т. е. позволяетъ решить 
задачу обратную задаче умножешя и вводитъ новую опе- 
рацно—операцш делетя. Для определяемой такими обра 
зомъ операцш дтенгя ирращональныхъ чиселъ (3 и а име- 
ютъ место прежде всего все те формулы, которыя связы- 
ваютъ две операцш второй ступени: умножеше и делеше 
(см вып. I. стр. 27)

а .(Ъ :с)= (а .Ъ ):с

а:(Ъ .с)=(а:Ъ ):с
а:(Ъ :с)=(а:Ь ).с

a :b = (a .7 i) : (b .r i)
*

a :b = (a :n ):{b :r i)

йзъ определетя д елетя  могутъ быть выведены так
же и формулы, которыя могутъ быть названы законами 
дистрибутивности для делетя:

(a f  Ь):т=а:т+Ъ'.т
(  а— Ь)\т—аж— Ь:т

И звлечет е корн я  и зъ  и ррацгональнаго  числа. Чтобы
п

определить ] /  а  , если а  есть число иррацю наль
ное или рацш нальное, не равное точно и-ой степени
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другого рацтнальнаго числа, относимъ къ классу Сг все 
ращональныя числа, п —ыя степени которыхъ менее числа а, 
и къ классу Сi все тгЬ числа, которыхъ п  ыя степени бо
лее а. Эти классы (Д, С2 обладаютъ всеми свойствами 
классовъ опред'Ьляющихъ сеч ете  области ращональныхъ 
чиселъ. Действительно, всякое ращональное число будетъ 
принадлежать къ тому или другому изъ классовъ; числа 
перваго класса будутъ все менее чиселъ второго класса. Въ 
первомъ классе не можетъ быть числа которое было-бы более 
всехъ чиселъ этого класса: каково-бы ни было число Ъ пер
ваго класса Ci, всегда можно найти число bt котораго п-ая 
степень менее а, но притомъ такое, что си—Ьгп < а  —Ъи т. е 
Ьj" >  Ъп и потому Ъ^>Ъ.

%

Подобнымъ же образомъ доказывается, что и во вто- 
ромъ классе нетъ числа которое было бы менее всехъ чи 
селъ этого класса

Такимъ образомъ классы Cj и С2 определяютъ неко
торое ирращональное число, которое и будемъ называтьп
корнемъ п-ой степени изъ а и обозначать Действи-п
тельно, нетрудно видеть, что =  а такъ-какъ если
мы составимъ два новые класса ращональныхъ чиселъ D v  
Z>4, относя къ классу все п-ия. степени ращональпыхъ 
чиселъ класса СД и къ Т>2 все n-ыя степени ращональныхъ 
чиселъ класса С2. то эти классы определяютъ иррациональ
ное число а.

п
Изъ определешя |/оГ выводятся, пользуясь законами

V» .

возвышешя въ степень, данными выше для ирращональ- 
ныхъ чиселъ, следу нище законы извлечентя корня:

I.
п

V a .
п
V h

и
V  а . Ь

7t п п
II. V  а  \ V  ъ - = V а :  Ь

и п ч
III. V О q -  ( 1/ -

9 I I  * 4

а  )

IV.
р РЧ ч

V h
- = = V

и<

V.
»Р V
Va^O. —  V a ч ,
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Въ этихъ формулахъ п, обозначаютъ ц’Ьлыя по
ложительный числа.

19

Но опред'Ьлеше j/ 1T позволяетъ распространив на 
иррацшнальныя числа понятае о степени съ ращональнымъ 
показателемъ (§ 17) и распространить на эти степени сдЪ- 
дуюшдя семь формулъ возвышетя въ степень:

=  2. а—  =  пp~q если
а

V

8. а—  =  1, если р =■= q,
а

р 1а --- если P<q

Введен1е несоизм-Ьрныхъ чиселъ приводить къ новому 
обобщенно понятая о степени, къ введение степени съ не- 
соизм'Ьримымъ показателемъ. Но мы отлагаемъ этотъ воп- 
росъ равно какъ оставляемъ безъ разсмотрЪшя съ точки 
зр'Ьшя теорш Дедекинда вопросы о логариемированш и 
о р1ннети алгебрическихъ уравненШ; изъ предъидущаго 
достаточно выяснился для читателя тотъ путь, следуя 
которому мы можемъ при реш ети  каждаго изъ этихъ
вопросовъ получить ctneHie области Р  на классы, онре-

♦

д'Ьляющее новое ирращональное число—логариомъ числа 
или корень алгебрическаго уравнешя.

Такова теор1я Дедекинда, при изложенш которой мы 
старались возможно бол'Ье придерживаться автора теорш. 
Она излагается въ настоящее время во многихъ курсахъ 
съ большими или меньшими видоизм'Ьнетями. Изъ этихъ 
видоизм'Ьнешй мы упомянемъ теорш Паша 2) и Росселя 3)

а) Историческое примтанге. Степени съ дробнымъ показателемъ отры
вочно разсматривалиеь еще Ииколаемъ Орезмомъ (Nicole Oresme, Algorit- 
mus proportiormm около 1360 г.) и Жираромъ.

Систематическое употребление дробныхъ показателей принадлежитъ 
Н ы о т о и у .  Въ письма отъ13 поля 1676 г. онъ пишетъ: Nam sicut analys- 
tae pro a, aa, am, ... scribere solent a, ah, a3, sic ego pro j/1T, j/a"! i/lto* 
Scribo a 1/ a 3/2, а 5/з-

2) Pasch. Einleitung in die Differential und Integralrechnung. Leipz, 1883
3) Russel. Principles o f . mathematics. 1902,
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совпадающая въ томъ, что иррацюнальное число отожест
вляется съ одаимъ изъ двухъ классовъ, служащихъ къего 
определетю въ теорш Дедекинда и именно съ классомъ Ах 
(чиселъ ращональныхъ меньшихъ) и определяется такимъ 
образомъ какъ числовой отрезокъ (Zahlenstrecke или seg
ment).

20. Ариеметическш теорш Мере-Кантора, Вейерштрасса,

Кронекера и Гильберта.

1. Т еоргя  М ер е  К а н т о р а .

Teopin Дедекинда и еявидоизменетя, данныя Пашемъ 
и Рэсселемъ, определяете иррацюнальное число какъ сге- 
ченге  двухъ классовъ  ращональныхъ чиселъ т. е. двухъ мно
жеству заключающихъ въ себе всп> рацюнальныя числа 
безъ исключетя. Вторая ариеметическая теор1я, основныя 
черты которой почти одновременно были найдены и опуб
ликованы Мере (1869) *) и Георгомъ Канторомъ (1872)**), 
основывается на разсмотренш рядовъ, заключающихъ въ себе 
безконечное множество ращональныхъ чиселъ, но чиселъ 
следующихъ одно за другимъ по некоторому определен
ному закону. Для того чтобы такой безконечный рядъ ра
щональныхъ чиселъ

j • • «
*

(Мере называетъ этотъ рядъ вар1антою) могъ служить 
для логическаго определетя некотораго иррацюнальнаго 
числа, онъ долженъ удовлетворять следующему условно:

А . Р а зн о ст ь и п+т —  и п дгьла м а л о ю  п р и  

в о з р а с т а л и  п ,  или другими словами, разность и м+ т — и п мо - 
жетъ быть сделана при всякомъ т  менее сколь угодно

*) Подробнее Teopifl изложена въ его: Nouveau Precis d'Analyse infi- 
nitesim ale. Paris. 1872.

**) Teopifl изложена Г. К а н т о р о м ъ  въ томъ самомъ зам^чатель- 
номъ мемуары: „Ueber die Ausdehuung eines Satzes aus der Theorie der tri- 
gonometrischen Reiheii (Math. Annalen Band V.), ВЪ которомъ ВЪ первый
разъ были опубликованы имъ начала теорйд множествъ.

MitskevichOA
Прямоугольник



малаго положительнаго ращональнаго числа г, если мы 
возьмемъ п достаточно большимъ, и остается меньше е при 
возрастали п до безконечности *).

Услов1е А обще обоимъ изложешямъ Мере и Кантора 
и если далйе эти изложешя расходятся, то главнымъ об- 
разомъ въ терминологш.

Мере называетъ рядъ (1) удовлетворяющей услов1ю А 
сходящеюся варгантою и двй сходяшдяся вар1анты

/Ь0 2 ^  •  •  •  •  у » .  *  *

. г ,  Vm

эквивалентными, если разность ит —v п стремится къ нулю, 
когда указатели т и п неопределенно возрастаютъ. Ести 
существуютъ два ращональныя числа U. V  татя, что начи
ная съ подходящихъ значешй указателей т и п разно
сти U—к„,, У v,, остаются по абсолютной величине меньши
ми произвольнаго положительнаго числа $, то эти два чис
ла U и V равны или неравны смотря по тому эквивалентны 
или нЬтъ вар!анты и и v; во второмъ случай знакъ разно
сти U— V совпадаетъ съ тймъ знакомъ, который въ конце 
концевъ принимаетъ разность ит — vm . Въ томъ случай, 
когда не существуетъ ращональныхъ чиселъ, им'Ьющихъ 
указанное свойство, мы вводимъ особыя фиктивныя числа, 
которыя и обозначаемъ спещальными для каждой сходящей
ся Bapianra знаками U, V. Эти фиктивныя числа равны 
или неравны смотря по тому эквивалентны или нйтъ соот
ветствующая сходяшдяся вар!анты; въ последнемъ случай * i

*) Усдов1е это было введено въ теорпо сходимости строкъ Коши въ
i 821 г. (Адгебричесшй анализъ), но pan ie Коши было найдено Больцано 
и дано въ 1817 г. въ брошюр^ Rein analytischer Beweis... Последит 
формулируетъ это услов1е сл'Ьдующимъ образомъ: „если рядъ величинъ

F t(x), Fn(ж),... (ж)...
имТетъ то свойство, что разность мелсду и-ымъ членомъ ( и поздней
шимъ, какъ бы этотъ посл'Ьдшй ни отстоялъ далеко отъ w-аго, остается 
мен1зе всякой сколь угодно малой величины, если мы возьмемъ п доста
точно большимъ; то существуетъ всегда некоторая постоянная и нритомъ 
единственная величина, къ которой приближаются все болфе и бол$е 
члены ряда“ ,
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фиктивное число U выше (больше) или ниже (меньше), 
ч'Ьмъ фиктивное число У смотря по тому, какой знакъ 
(положительный или отрицательный) принимаетъ и удер- 
живаетъ разность и т — v„ .

Операцш надъ фиктивными числами определяются 
какъ операцш надъ рядами. Такъ наир, если даны два чи
сла U и V. определяемый сходящимися вар1антами

ит $• ♦ • о И v v  v • ft*

то сумма чиселъ и + vопределяется сходящеюся 
тою

U2+V^ Um + Vт ,Ф • t *

BapiaH
*

Изъ этого о предел ешя сложзшя фиктивныхъ ирращо 
н а л ь н ы х ъ  чиселъ вытекаютъ какъ следств1е законы ихъ 
сложешя. Подобнымъ-же образомъ определяются проч1я 
операцш надъ ирращональными числами и выводятся за
коны этихъ операщй.

Такова теор1я Мере.
Г. Канторъ называетъ ряды, удовлетворяющее условно 

А о с н о в н ы м и  р я д а м и  (Fundamentalreihen) и говоритъ про 
нихъ что они имеютъ определенный пределъ Ъ, приписы
вая такимъ образомъ каждому ряду свой особый знакъ Ъ.

Равенство Ъ=Ъ[ и неравенство Ъ>Ъ' или Ъ<Ь' шпреде- 
ляются следующимъ образомъ. Если даны два ряда, изъ нихъ

^2’
0 * 0

•  I  *

(первый имеетъ определенный пределъ Ь, а второй—Ь1) то 
между этими рядами могутъ существовать следующая три 
взаимно исключаю идя отношетя: 1) ап— а'п становится безко 
нечно мало, при увеличенш п; 2) ап —  а 'п начиная съ не 
котораго п  остается постоянно больше чемъ некоторая по
ложительная (ращональная) величина в или 3) ап— а, ' остает
ся, начиная съ некотораго п, постоянно меньше, чемъ отрица
тельная ращональная) величина—г Въ первомъ случае 
во второмъ Ъ>Ъ' и въ третьемъ Ь<Ъ\
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Подобнымъ-же образомъ определяются отношешя ряда 
(1), имгЬющаго пределы Ъ, къ рацшнальному числу а. Или
1. а,к—а становится безконечно — малымъ при возрастающемъ
п или 2) ап—а остается, начиная съ некотораго п постоянно 
больше, чемъ s или 3) а„~ а остается начиная съ некото- 
раго п постоянно меньше чемъ—г. Соответственно этимъ 
тремъ отношетямъ мы и полагаемъ

Ъ=а, Ьуа, Ъ<̂а.
Изъ этихъ определений следуетъ, что, если Ъ есть пре* 

делъ ряда (1), то разность Ът-ап становится безконечно 
—малою при возростанш п, чемъ между прочимъ оправды
вается обозначеше Ъ какъ предела ряда (1)

Обозначаемъ совокупность численныхъ величины Ь 
буквою В

Элементарныя операщи, производимый надъ рациональ
ными числами распространяются на новую область В  следу- 
ющимъ образомъ.

Есл Ъ, Ъ\ Ъ" суть три численныя величины, принад 
лежанця къ области В, то формулы

Ъ±Ь'=Ъ",ЪЬ'=Ъ". £-=5"’ Ъ
выражаютъ, что между рядами, соответствующими числамъ 
Ъ ЪЬ" существуютъ соотношешя

п р е д (ап±а' а"п) О  
пред(й„. ап’— О

пред —а"„ j  = 0

11одобныя-же определешя могутъ быть даны для техъ 
случаевъ, когда изъ трехъ чиселъ одно или два принадле
жать къ области ращональныхъ чиселъ А.

Вообще каждое уравнеше, образованное посредствомъ 
конечнаго числа элементарныхъ операщй

F(b, Ъ\... ЪЩ= 0
выражаетъ некоторое определенное отношете, существую
щее между теми рядами, которые определяютъ численныя 
величины 5, Ъ1.6(»),
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Подобно тому, какъ область В  получилась изъ области 
рацшнальныхъ чиселъ А, она въ совокупности съ областью 
А можетъ произвести новую область С. Если данъ безко- 
нечный рядъ Ъг, Ъ2, ... Ьп, численныхъ величинъ изъ об
ластей А и В, причемъ все онЪ не могутъ принадлежать 
къ области А, и если этотъ рядъ таковъ, что разность 
Ъ п+т— Ън становится безконечно — малою при возрастанш 
п, каково бы то ни было т, то про этотъ рядъ говорятъ, что 
онъ имеешь определенный пределъ с. Тогда численныя 
величины с составляюсь область С. Безъ труда переносят- 
ся на область С определетя равенства, большаго и мень- 
шаго и установляются определетя элементарныхъ опера
щй какъ надъ величинами с, такъ и надъ этими величи
нами совместно съ величинами изъ области В и А.

Однако между введетемъ областей В и С существу- 
етъ важное различ1е Между областями В и А существу- 
етъ то соотношете, что каждое а можетъ быть приравнено 
Ъ. но обратно не каждое Ъ равно некоторому а. ' Напротивъ 
также какъ каждое Ъ соответствуешь некоторому с, такъ и 
обратное каждое с равно некоторому Ъ. Другими словами 
области В и С взаимно покрываются, несмотря на логиче
ское различ1е этихъ двухъ областей. Канторъ считаетъ нуж
ными сохранить различение этихъ областей и, разсуждая 
далее аналогично предъидущему, получаетъ изъ области 
С и предшествующихъ область Д, и т. д. Черезъ X подоб- 
ныхъ переходовъ доходятъ до области L .  Вместе съ введе
тем ъ  этихъ областей устанавливается и цепь определешй 
для равенства и неравенства чиселъ этихъ областей и для 
элементарныхъ операщй надъ этими числами. Отношете 
области L  къ предшествующимъ, за исключетемъ области 
А, таково, что численная величина I всегда можетъ счи
таться равной каждой изъ численныхъ величинъ 7с,.... с, Ь 
и обратно. Уравнете F(V, V .. W))=0, составленное изъ чи
селъ V. V...l(>) съ помощью конечнаго числа элементарныхъ 
операщй, можетъ быть разсматриваемо, по теории Кантора.
9

какъ выражеше для известнаго отношешя между г+ l во
обще X — кратно безконечныхъ рядовъ рацшнальныхъ чи-
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селъ; эти многократные безконечные ряды получаются изъ 
бозконечныхъ рядовъ, опредЬляющпхъ I, I ',... £(*), если мы 
въ нихъ элементы заменимъ соответствующими имъ ряда
ми, подобнымъ-же образомъ поступаемъ съ получаемыми 
такимъ образомъ двойными рядами и продолжаемъ такимъ 
образомъ до т^хъ поръ, пока не доходимъ до ирращональ- 
ныхъ чиселъ.

II. Teopifl Вейерштрасса.

Въ третьей ариеметической теорш ирращональныхъ 
численныхъ величинъ, которую знаменитый берлинскШ ма- 
тематикъ Карлъ Вейерштрассъ (1815—1897) уже съ 1865 г. 
года излагалъ какъ введете въ свои лекцш по теорш 
функщй, ирращональныя числа определяются какъ и въ 
теорш Мере-Кантора съ помощью п ереч и сли м аго  ряда ращ- 
ональныхъ чиселъ. Въ этой теорш абсолютный (положи
тельная) рацгинальныя числа разсматриваются (см. выше
стр. 10) какъ аггрегаты, составленные изъ главной еди

н и ц ы , взят ой  конечное число'разъ изъ иконечнаго числа раз- 
личныхъ дробны хъ  частей единицы, также взятыхъ каждая 
конечное число разъ. Главная единица и дробныя ея части 
называются эл ем ен т а м и . Ращональное число дано, когда 
известны его элементы и известно, сколько разъ въ него 
входитъ каждый элементъ. Если мы предположимъ, что 
число элементовъ можетъ безпредельно увеличиваться, то 
по мере ихъ увеличешя получаемъ монотонный (постоянно 
возрастающей) рядъ ращональныхъ чиселъ. Примеромъ та
кого ряда можетъ служить рядъ последовательныхъ при- 
ближетй къ j /  2. въ которыхъ число десятичныхъ знаковъ
постоянно возрастаетъ. Если мы предположимъ, что число

*) Литература по теорш Кантора. КромГ вышеупомянутаго мемуара 
необходимо познакомиться съ § 9 мемуара Кантора: „Ueber unendliche, Iinc- 
are Punktmannigfaltiqkeiten. (Math Ann Bd. 21). Въ этсмъ мемуары Канторъ 
сравниваетъ свою теорно съ теор1ями Дедекинда и Вейерштрасса-

ВидоизмгГнеше теорш Мере—Кантора, предложено Гейне. (Die Е1е 
mente der Functionenlehre Crelle's J Bd. 74). Гейне предъ опред^лешемъ 
равенства двухъ числовыхъ рядовъ вводитъ опредгГлеше элементарного ря

д а . Рядъ «1, а2,.. ап называется элементариымъ, если число ап при воз
растали п делается мепГе сколько угодно малой величины.
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элемеятовъ бесконечно велико, то мы получаемъ численную 
величину, которая дана, когда известны ея элементы и из 
вестно, какое конечное число разъ каждый элемент ь вхо- 
дитъ въ численную величину.

Такимъ образомъ въ опред'Ъленш, данномъ Вейерштрас- 
сомъ для численной величины, нисколько не предполагается 
чтобы число элементовъ было конечно, но только требуется 
чтобы каждый элементъ входилъ въ численную величину 
конечное число разъ. Сравнете численныхъ величинъ ме
жду собою и съ ращональными числами основываютъ на 
на очевидной возможности выделять изъ численныхъ вели
чинъ частные аггрегаты, составленные изъ гЬхъ же элемен
товъ, входящихъ въ численную величину, но въ конеч- 
номъ числе и меньшемъ. Напр.:

Л ^пц  е^-Ьиц е2+....
Изъ А можно выделить аггрегатъ.
гц е ^ щ  е2+ .... (nj<m t, n 2<m 2...)
Ращональное число г заключается въ численной вели- 

чине а, если изъ последней можно извлечь частный аггре
гатъ. равный г. Численная величина равна ращональному 
числу г, если изъ численной величины можно выделить 
всятй  частный аггрегатъ. менышй чЪмъ R, но нельзя вы
делить ни одинъ, болышй ч*мъ R. Численная величина 
а называется конечною, если можно указать ращональное 
число R такое, что всякое ращональное число г, заключаю
щееся въ а, меньше чемъ R.

Две конечный численныя величины а . Ъ равны, когда 
каждое ращональное число, заключающееся въ а, заклю
чается въ Ь и обратно; всякое ращональное число, заклю
чающееся въ Ъ, заключается въ а.

Когда две численныя величины а Ъ не равны, то необхо 
димо существуетъ ращональное число, которое или содержится 
въ а, не содержась въ Ъ или содержится въ Ъ, не содержась 
въ а. Въ первомъ слунае говорятъ что а больше Ъ, во вто- 
ромъ — что а меньше Ь,



С ум м ою  двухъ численныхь величинъ а  и Ъ называется
■ф

численная величина с —аггрегатъ, состоящей изъ эхемен- 
товъ, входящихъ въ а  и въ Ь при чемъ каждый изъ этнхъ 
элементовъ входитъ въ с столько разъ, сколько онъ входитъ 
вместе и въ а и въ Ъ.

Л р о и звед ет ем ъ  двухъ численныхъ величинъ а  и Ъ назы
вается численная величина с, опредЪляемая какъ аггрегатъ, 
котораго элементы получаются, составляя всевозможными 
способами произведете каждаго элемента а на каждый 
злементъ Ъ.

Изъ этихъ опред'ЬленШ суммы и произведешя выте- 
каготъ законы сложешя и умноженГя, а зат'Ьмъ и законы 
обратныхъ операщй.

Ирращональное число для Вейерштрасса является опре
деленными съ помощью чиселъ ращональныхъ, ращональ- 
ное число сводится на целое число; вся математика исхо- 
дитъ изъ понятая о целомы положительномъ числе. Но 
прюбр'Ьтя понят1е о ирращональномъ числе мы можемъ 
пользоваться имъ, не прибегая всятй  разъ къ его опре
деленно съ помощью цЪлыхъ чиселъ. Какъ говоритъ Вейер- 
ттрасъ въ одномъ изъ своихъ писемъ къ его „theurste 
Sonja" В. Косалевской) „ирращональное число имъетъ 
столь-же реальное существовате, какъ что-либо другое въ 
мipis мыслей"-*)

Въ иномъ смысле представлялъ себе сведете ирращо 
нальныхъ чиселъ на целый другой знаменитый берлинский

•  . А

математики Леопольды Кронекеръ.
Не только помнить, что иррацюнальныя числа сводятся 

въ конце концевъ на цВлыя числа, но и въ действитель
ности заменять действ1я надъ ними действ 1ями надъ сис
темами целыхъ чиселъ такова была цель ариеметической 
теорш ирращональныхъ чиселъ Кронекера, къ изложение 
которой мы теперь и переходимы.

*— 93 —

*) До сихъ поръ не опубликовано точное изложенie лекцЫ Веиер- 
штрасса по учейiю о числахъ и съ ними можно познакомиться только по 
сл'Ьдующимъ источникам?».

Kossak. Die Eiemente der Arithmetik Berlin 1872. Pincherle. Saggio 
diuna introduzione alia tcoria delle funzioni analitiche (Gioinale Battaglini v.J>)
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III. Ариеметическая теор1я Кронекера.

Развивая мысль, выраженную въ словахъ Гаусса: „Ма
тематика есть царица наукъ, и ариеметика есть царица ма- 
тематики“, берлинскШ математикъ К'ронекеръ поставилъ
поставилъ себ’Ь цЪлыо аривметизировать математику т. е.

*

основать всю математику единственно и исключительно па 
понятш о числгЬ, взятомъ въ самомъ тЬсномъ смысл'Ь т. е. 
на понятш о ц’Ьломъ положительномъ числ'Ь. Для Кроне
кера вся математика должна быть сведена къ теорш нату- 
ральныхъ чиселъ и къ теорш цЬлыхъ цЬлочисленныхъ 
функцЩ отъ неопредЪленныхъ символовъ и, у, w... (въ ко- 
нечномъ числ'Ь), fl'bftcTBia надъ которыми подчиняются 
гЬмъ-же законамъ, какъ и дгЬйств!я надъ целыми числами. 
Съ помощью этой Teopin могутъ и должны быть исключены 
Bci т1ь изм'Ьнетя и распространетя поняыя о числЪ, кото
рый были введены ради ириложешя къ геометрш и механик^ 
и являются чуждыми ариеметик'Ь т. е. поняыя обь отри- 
цательныхъ, дробныхъ, несоизм'Ьримыхъ и комнлексныхъ 
числахъ.Это достигается разсматриватемъ такъ называемыхъ 
ф у н щ го н а л ь н ы х ъ  с р а в н е н ы , Если двгЬ функцш ср (ж) и /  (х ) 
таковы, что разность ихъ на ц'Ьло делится на цЬлую фун- 
кцпо F  (ж), то вместо равенства <р { x ) — f ( x ) + F { x ) ,  х  ( х) ,  

гд'Ь х ( х )  есть цйлая функщя, пишутъ ф у н щ ю н а л ь н о е  срав- 

н ен ге  о (х )  = f  (х )  (мод. F  (ж)).
Вообще ©Ы= f ( x )  (мод F (x ) ,

если разность ?(ж)—f { x )  можетъ быть представлена подъ 
видомъ
Х ( х )  F { x ) + X 1 ( х )  F 1 ( х ) + . . . .  гдГ> Х (х ) ,  Х г (х ) .. .  суть цйлыя 
функцш.

Нетрудно распространить это обозначеше на случай 
ц'Ьлой функцш отъ какого угодно количества неопред'Ьлен- 
ныхъ символовъ и, v, w....

Покажемъ, какъ исключаются отрицательныя и дроб- 
ныя числа при разсматриванш функщональныхъ сравнений.
Формула наир. 7 — 9 =  3 — 5 является результатемъ 
сл'Ьдующаго функцюнальваго сравнешя 7+9ж=3+5ж (мод. 
(х+1)). Сравнен1е (2) представляется бол'ЗЬе общимъ посодер- 
жашю, ч-Ьмъ формула (1), но также переходить въ эту фор-



мулу, если только х  будемъ считать не неопределенными, 
но «величиной», определенною уравнеш ем н ж + 1 = 0  и вво- 
димъ такими образомъ отрицательную  единицу.

Подобными же образоми понятае о дробныхн числахнмо- 
жети быть устранено, если наир, вместо дроби 3/4 мы будеми 
писать поди видоми целой функцш Зж и считать, что неопре
деленная величина х определяется уравнешемн 4ж — 1=0. 
Правила действШ нади дробями заменяются функщональ- 
ными сравнешями по системе модулей.

Таки правило сложешя — +  — -а”+.Ьп-1-  заменяется
А т  п  т п

9

вполне следующими сравнешеми:
ах +  &жи=(ап+ bm , хтп (мод. тхш—I, пхн —I, т п  хтп—I) *)

Ви ириведенныхи нами примерахп модули суть целыя 
функцш 1-ой степени: х + 1  или тх—I, пХ—I и т. д.

Ви томи случ ае , когда модуль есть ц е л а я  ф ункщ я 
F  (х) степени m  функциональное с р а в н е т е  по этому моду
лю определяетн  свойства ирращ ональны хн чисели, таки  
назы ваемы хп алгебрическихи иррациональностей, корней 
у р а в н е т я  F  (ж)=0.

Разиясними это на следующеми примере. Ви теор1яхи 
выше изложенныхи нами выводятся правила двйствШ нади 
фиктивными ирращональными числами; по этими прави
лами напр. (у~2 ) 2=2, (j/lT)3—2 ]/2", (} /Т )4= 22 и т. д.

Если поэтому дана для вычислешя целая ращональ- 
ная функщя оти 0 = | / Т =  напр. 7+5 0+6 0 -т  110s+404-t- 
0,6 то она по замене 0, 02 ,03, 04, 0 5 ихи вышеприведенными 
значешями обратится ви 35+31 ]/ХГ

По Teopin Кронекера путеми д е л е ш я  ц елой  ф ункцш  
7+5ж+бж2+11ж3+4ж*+ж5 на ф ункцш  ж2-2  выводится тож е
ственное равенство (ж5+4ж4Ы1ж3 + 6ж2-1-5ж1-7) =  (ж2—2) (ж3+ 
+ 4 ж2+13ж+ 14)+ 31 ж+35 и л и  иначе говоря функциональное 
с р а в н е те  ж5+4ж4+11ж3+бж2+5ж+7^31ж+35 (мод. ж2—2.) Это 
функцю нальное с р ав н ете  непосредственно показнваетн, что

*) Въ мемуар4 Кронекера: „ПоняНе о чисд*. (Основанin ариометики. 
Издайie Казанекаго математическаго студенческаго кружка. 1907) читатель 
иайдетъ друпе примеры: правило умножешя и правило д4лешя.
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данный многочленъ 5-й степени отъ корня уравнетя хй—2 
=0 сводится па функцно 1-ой степени 31ж+35 отъ того ж е 
корня.

П риведенны е прим еры  долж ны  были уяснить, каким ъ 
образом ъ К ронекеръ  счи талъ  возм ож ны м ъ, достигнуть поста - 
вленной им ъ цЬли: з а м е н и т ь  а л геб р у  ари вм ет и к ою  .
ц кьлочи слен п ы хъ  ф у н к щ и  н е о п р е д ш е н н ы х ъ  Т акъ
к ак ъ  съ другой  стороны в ъ  результатахъ  «аримометической 
теорш  ц Ь лы х ъ  цЬ лочисленны хъ неопредЬленны хъ» или 
«общей арием етики» можно видЬть совокупность всЬ хъ ре- 
зультатовъ , получаю щ ихся въ томъ случай , если неопре- 
дЬ ленны м ъ придаю тся цЬ лочисленны я з н а ч е т я , то «вей 
плоды  глубочай ш и хъ  м атем атическихъ и зс л Ь д о в а т й  могутъ 
быть в ъ  концЬ  концовъ  вы раж ены  в ъ  простыхъ свойствах!» 
ц й л ы х ъ  чиселъ» .
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К акъ долж ны  мы отнестись къ  смйлой попыткЬ Кро_ 
н екера  свести весь ан али зъ  к ъ  арием етикЬ, избЬ гая вве- 
д еш я  сим воловъ и ф иктивны хъ чиселъ?

Не трудно ви дй ть  слабую сторону этой теорш. И збЬг- 
н уть ф иктивны хъ  чиселъ , обойти ихъ  возможно только, 
какъ  видно и зъ  иреды дущ аго и злож еш я, посредствомъ гро- 
м оздкаго аппарата ф ункщ ональны хъ  сравнешй,- и поэтому- 
то в в е д е т е  этихъ  чи селъ , если  они и д Ь й е т я
н ад ъ  ними строго и точно опредЬлены, вполнЬ въ  
интересахъ  той экономм мысли, которая составляетъ цЬль 
всякой  н ауки  и в ъ  особенности математики. П оразительная 
эконом1я и  достигается в ъ  математикЬ посредствомъ введе- 
ш я  сим воловъ п посредствомъ обобщенШ, съ  помощью ко- 
торы хъ отдЬльны е частные случаи  соединяются въ  стройную 
систему. Но съ  другой стороны взгляды , положенные Кро- 
некером ъ въ  о с н о в а те  его теорш , имЬютъ то важное значе- 
n ie, что они заставляю тъ иасъ  требовать отъ операщ й и 
символовъ, вводимы хъ въ  анализъ , чтобы первы я могли 
быть дЬйствительно сведены въ  концЬ концовъ на кон еч
ное число дЬйствШ  надъ конечны мъ числомъ цЬлы хъ чи-
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селъ и чтобы вторые могли быть такж е вполне характер и- 
зированы конечнымъ т исломъ чиселъ. Все опред’Ь л е т я  
долж ны  быть не только логическими, но и ариометическими

IV. Аксшматичесмй методъ Гильберта.

При всемъ ихъ  разли чш  выш еизлож енные методы вве-
д е т я  въ  общее у ч е т е  о числахъ чи селъ  ирращ ональны хъ

/

им^ю тъ меж ду собою то общее, что ирращ ональны я числа 
вводятся для  р е ш е т я  задачъ, неразр'Ьш имыхъ съ помощью 
ращ ональны хъ чиселъ. Эти задачи  и ли  опред'Ьляютъ непо
средственно свойства ирращ ональны хъ чиселъ, какъ  въ  те- 
орш  Кронекера, или-ж е последовательное более и более 
приближенное р еш еш е зад ачъ  даетъ  множества ращ ональ
ныхъ чиселъ (классы или основные ряды), которыя опре
дели  ютъ собою ирращ ональны я числа. Но и въ  томъ и дру- 
гомъ сл у ч ае  понятае о вещ ественномъ ч и с л е  (т. е. общее 
п оняй е о ч и сл е  ращ ональном ъ и ирращ ональном ъ) произ
водится последовательны мъ расш иреш ем ъ простого п он яп я  
о нелом ъ положительномъ чи сле , оно рож дается и зъ  раз 
см отреш я зад ачъ  неразреш им ы хъ съ  помощью чи селъ  вве- 
денныхъ раньш е, и поэтому в сем ъ  этимъ методамъ можетъ 
быть въ одинаковой степени присвоено н а з в а т е  генетическихъ.

Этимъ генетическимъ методамъ Гильбертъ противопо
ставляетъ  методъ аксшматичесшй, подобный тому, который$
употребляется при построены геометрш . Въ геометрш  обы 
кновенно начияаю тъ съ д о п у ш е т я  су щ ес тв о в а тя  в с е х ъ  
изучаем ы хъ въ  геометрш  элементовъ, т. е. съ самого на
чала предполагают!» су щ ество вате  трехъ системъ вещ ей, 
именно точекъ, прямыхъ и лиш й и затем ъ  устанавливаю тъ 
соотнош ете между этими элементами— въ  сущ ественны хъ 
чертахъ сл ед у я  Эвклиду— съ помощью известны хъ  аксш мъ. 
а именно аксш мъ сочеташ я, порядка, конгруэнцш , аксюмы 
о параллельны хъ л и т я х ъ  и  аксш мъ непрерывности. Подоб
но этому вообще, когда д ело  идетъ объ установлен!и началъ  
какой-либо науки, требуется выставить систему аксш мъ, да



ющую полное и точное описате отношетй существующихъ 
между элементарными поняпями этой науки. Совокупность 
этихъ аксшмъ служитъ вместе съ тгЬмъ опред’Ьлетемъ 
этаиъ элементарныхъ лонятШ; никакое утверждеше, относя
щееся къ этой науке, не можетъ быть разсматриваемо какъ 
точное, если оно не можетъ быть выведено изъ аксшмъ съ 
помощью конечнаго числа дедукщй. Данная система аксшмъ 
должна отличаться следующими существенными свойства
ми: 1) отсутствшмъ противоречШ и 2) полнотою, т. е. дол
жно быть доказано, 1) что исходя изъ аксшмъ и применяя 
конечное число логическихъ дедукцШ, мы никогда не нри- 
демъ къ противоречивымъ результатамъ и 2), что система ак- 
сшмъ достаточна для доказательства веЬхъ предложетй 
нашей науки. Наконецъ аксшмы должны быть независимы 
одна отъ другой, т. е. ни одна аксшма не должна являться 
логическимъ следств1емъ другихъ аксшмъ. Для геометрш 
задача постановленная выше решена Гильбертомъ въ его 
„Grundlagen der Geometrie1, (второе издаше въ 1903 г.), 
причемъ вопросъ о непротиворечивости аксшмъ геометриче- 
скихъ былъ сведенъ на вопросъ о непротиворечивости ак
сшмъ ариеметики.

Въ Тсмъ же сочиненш Гильбертъ далъ въ первый разъ 
систему аксшмъ, определяющихъ вещественныя числа.

' Мы мыслимъ систему вещей; мы называемъ эти вещи 
числами и обозначаемъ ихъ а, Ъ, с,...„Мы мыслимъ эти вещи 
въ известныхъ взаимяыхъ отношешяхъ, которыхъ точное и 
полное описаше заключается въ следующихъ аксшмахъ:

I. Аксшмы сочеташя. (1— 6).

I. I , Изъ числа а и изъ числа Ь образуется посред- 
ствомъ „ Слооюетя“ определенное число с; это обозначается
символически такъ:

*

а + Ъ =  с или  с =  а + Ъ.

I. 2. Если а и Ъсуть данныя числа, то существуетъ 
всегда одно и только одно число х  и также одно—и только 
одно— число у, такъ—что:
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а  +  х  =  S и соответственно + а

1. 3. Существуетъ определенное число—оно обозначается 
О,—тагсъ что для каждаго а имеемъ одновременно:

а + О =  а и 0 + о =  а.

I. 4 Изъ числа а  и числа Ъ образуется также посред- 
ствомъ „ Умножетя“ определенное число с; употребляя обо-
зпачешя:

аЪ =  с или с =  аЪ\

I. 5. Если а та Ъ суть произвольный данныя числа и а 
не есть 0, то существуетъ всегда одно—и только одно—число 
х  и также одно (и только одно) у ,  такъ-что:

а х  =Ъи у а  — Ь.

I. 6. Существуетъ определенное число—обозначаемъ его
1.—такое что для каждаго а  одновременно:

«»

а .1  — а  и 1 =  а.

11. АкЫомы счета. (7—12).

Если а , Ъ, с суть произвольный числа, то всегда имеютъ 
место следую идя формулы:

II. 1. а  + (р + с) =  (а  + Ъ) + с II. 2. а  + Ъ — Ъ + а

II. 3. а\Ъс) =  {аЬ)е II. 4. + с) =  + ас
II. 5. ( а  + Ъ) с = ас+ЪсII. 6. аЪ=Ъа.

I l l  АкЫомы порядка. (13—16)

Ш. 1. Если а, Ъ суть кагая—нибудь два различный 
числа, то всегда одно определенное изъ нихъ, напр. а  боль
ше (>), чемъ другое; это последнее' называется тогда мепь 
шимъ; это обозначается:



а > Ъ и Ъ <  а

III. 2. Если ауЪ и £>с, то и 
III. 3. Если а у Ъ ,  то всегда и 

а-\-суЪ -\-е  и с + аус-\-Ъ .

III. 4. Если а у Ъ  и е>0, то всегда 
асуЪе и еаусЪ.

IV. АкЫомы непрерывности.

IV. 1. ( Архимедовааксюма). Если а>0 и b y 0  суть
два ироизвольныхъ числа, то всегда возможно сложить а  по 
следовательно столько разъ, что соответствующая сумма 
будетъ иметь свойство:

о> 4" ^ 4  ®4'."

IV. 2. (А к е го м а  п ол н от ы .) Невозможно присоедивить 
къ системе чиселъ другую систему вещей такъ, чтобы и въ 
новой систем'Ь, полученной отъ соединешя, имели место 
сполна все аксюмы: I, II, III, IV. 1; или короче говоря: 
числа составляютъ систему вещей, которая при условш 
удовлетворен in всЬхъ акс!омъ уже не можетъ быть болЬе 
расширена.

Система вещей, имЬющихъ перечисленныя свойства 
и есть система вещественныхъ чиселъ, определяемая ак- 
с!оматическимъ методомъ; другими словами по аксюматиче- 
скому методу мы должны мыслить подъ множественностью 
вещественныхъ чиселъ не совокупность веЬхъ возможныхъ 
разложенШ въ десятичныя дроби или совокупность веЬхъ 
возможныхъ законовъ, по которымъ могутъ идти элементы 
основного ряда, но систему вещей, которыхъ взаимныя от- 
ношешя даны вышеприведенною конечною и замкнутою сис
темою аксюмъ I —IV; для этой системы новыя утверждешя 
только тогда имЬютъ значеше, если они могутъ быть вы
ведены изъ аксюмъ посредствомъ конечнаго числа логиче- 
скихъ заключенШ.
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Какъ относительно всякой системы акешмъ, такъ и 
относительно вышеприведенной тотчасъ возникаютъ вопросы 
о непротиворечивости, о полноте и о независимости.

Особенно важное значете конечно им'Ьетъ вопросъ о 
непротиворечивости акешмъ.

В ъ  математики»существовать значи т ъ быт ь оп редел ен

ны м ъ непрот иворт ьчащ ими взаи м н о  свой ст вам и . Если мы да- 
димъ, говорить Гильбертъ, какому-нибудь понятно взаимно- 
противор'Ьчандя свойства, то съ математической точки зре
нья , это поняпе не существуетъ. Такъ въ математике не 
существуетъ вещественнаго числа, котораго корень квад
ратный равенъ—1. Если напротивъ можно доказать, что

ч

аттрибуты, приписываемые известному понятго, не могутъ 
никогда—при приложении конечнаго числа логическихъ 
выводовъ—привести къ противоречие, то этимъ самымъ до
казывается математическое существовате разематриваемаго 
поняття. Такъ и въ вопросе насъ занимающемъ, когда дело 
идетъ объ акешмахъ, относящихся къ вещественнымъ чис- 
ламъ, доказательство непротиворечивости ариеметическихъ 
акешмъ есть въ то-же время и доказательство математиче- 
скаго существоватя множественности вещественныхъ чиселъ 
(математическаго континуума).

Задача о доказательстве непротиворечивости ариеме- 
тическихъ акешмъ есть одна изъ зацачъ поставленныхъ 
Гильбертомъ на международномъ Парижскомъ конгрессе 
1900 г. (См. также H u n t i n g t o n .  A complete set of postulates 
*or the theory of absolute continuous magnitude. American 
Prausact. 1902 p. 264).

Полнота, системы акешмъ Гильберта явствуетъ изъ 
того, что вся алгебра вещественным чиселъ можетъ быть 
выведена путемъ логическихъ разсужденШ изъ этой сис
темы акешмъ.

Что касается до вопроса о независимости акешмъ 
между собою, то Гильбертъ привелъ въ своемъ мемуаре: 
„Понят1е о числе" (Казанский студ. сборникъ стр. 96) не
сколько примеровъ, указывающихъ на взаимную зависимость 
акешмъ. Я возьму для примера следующей важный резуль
тата доказанный имъ въ основашяхъ геометрш:



1 0 2  -

Коммутативный законъ умножнеш есть необходимое 

слЪдств1е аксш мъ I, II. I— 5, и IV. I

Доказат. Прежде всего задгЬтимъ, что если а есть произ
вольное число нашей системы, ?г=1 -(-14-1 + 1...+1 есть целое 
ращональное число, то коммутативный законъ им'Ьетъ место 
при умноженш а на п, т. е.

а. п —па. (1)

Действительно, (на основаиш законовъ распределитель
ности и I. 6)

а.п=а (1+1-f.. -t-l)=a+a+a-t- 
п. ( l 4-l+ ..+ l)a= a+ a+ a+ ..+ a .

Употребимъ теперь для доказательства методъ доказа
тельства отъ противнаго: предположимъ, что существуютъ 
два числа нашей системы а, для которыхъ не имеетъ 
место коммутативный законъ умножетя.

Мы можемъ предположить, что
«>0, 5> 0, — 0 (2)

На основанш I 5 существуетъ число с (>0), такое что
(a-t-iB+l) е=ад—да. (3)

Выбираемъ съ другой стороны число d которое заразъ 
удовлетворяетъ неравенствомъ d>0. б?<1 и ^<с., и обозначимь 
буквами т и п  два целыхъ положительныхъ числа для 
которыхъ

m <2<a<(m +l) d\ , .
n d < b < ( n + l ) d l  { )

Существоваше такихъ чиселъ т, п есть непосредственное 
следств1е акс!омы Архимеда. Пользуясь замечашемъ. сдЪ- 
ланнымъ въ начале доказательства, т. е. (1) формулою, мы 
получимъ изъ неравенствъ (4) перемножетемъ

а Ъ <тп (т+ f 1) s
да >  mnds,' 1
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или вычитая

ад— да <  (иг+ n + l )  d3 (5)

Но nd<h, 1 и потому
(m+n-i-11 <2<a+b-f 1

и потому неравенство (5) даетъ
ад —  да< ( a + 5-j_i) d

или, такъ-какъ <2 < с,

ah— да <  (а+д-г 1) с.

Но это окончательное неравенство противоречить сде
ланному нами положенш. Такимъ образомъ,—теорема до
казана.

Комплексный системы. При генетическомъ методе вве- 
дешя новыхъ чиселъ акшомы, определяющая ихъ свойства 
неразрывно связаны съ ихъ происхождетемъ и являются 
поэтому какъ-бы имеющими за себя абсолютную достовер
ность. Напротивъ, если мы определяемъ систему вещей со
вершенно условно системою аксюмъ, то мы естественно 
вправе отбросить ту или другую аксшму или заменить ее 
противоположною. Гетальная идея Лобачевскаго была пер- 
вымъ примеромъ такихъ научныхъ переворотовъ.

АксюматическШ методъ определетя системы вещест-
* •  *

венныхъ чиселъ съ помощью выше данныхъ 18 акЛомъ 
приводить ео ipso къ изученш системъ вещей (мы перено- 
симъ на нихъ назвате чиселъ), который имеютъ только 
часть указанныхъ свойствъ. Всякую такую систему, къ ко 
торой приложима только часть аксшмъ, Гильбертъ назы- 
ваетъ комплексною или системою комплексныхъ чиселъ. Изъ 
его изследовашй вытекаетъ следующая классификация ак- 
с1омъ на четыре группы, принадлежащая Пуанкаре *).

1. Законы ассощативности и коммутативности сложе- 
т я , (II. 1. 2), законъ ассощативности умножетя (II. 3), оба 
закона распределительности умножетя (II. 4. 5) или короче

*) Отчетъ о работахъ Гильберта представленный Казанскому* физи
ко-математическому обществу къ присуждении третьей нремщ имени Ло
бачевскаго,
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все правила сложетя и умножетя за исключешемъ закона 
коммутативности.

2. Акешмы порядка т. е. правила исчислешя нера- 
венствъ.

3. Законъ коммутативности умножешя, по которому 
можно переставлять множители, не изменяя произведешь

4. Аксшма Архимеда.
Допуская aKcioMbi 1-ой и 2-ой группы, мы можемъ 

оставить себе полную свободу по отношенш къ аксюмамъ 
двухъ посл'Ьднихъ группъ, и соответственно этому изъ 
классификации акеюмъ вывести следующую классификацш 
комплексныхъ системъ.

Числа допускаюнця акешмы двухъ первыхъ группъ 
будутъ называться аргез!анскими (по имени французскаго 
геометра Дезарга давшаго одну изъ самыхъ важныхъ те- 
оремъ проэктивной геометрш); они могутъ быть паскалевы- 

ми или не паскалевыми, смотря по тому, удовлетворяютъ-ли 
они аксюмамъ третьей группы или нетъ,— архимедовыми или 
не архимедовыми, смотря по тому, удовлетворяютъ-ли они 
или нетъ аксюме четвертой группы.

Наши вещественныя числа суть въ одно и то-же вре
мя числа аргез1анстя, паскалевы и архимедовы.

Мы далее возвратимся къ комплекснымъ числамъ
(въ особенности къ не архимедовымъ) Ограничимся

%

теперь только указашемъ на то, что изъ доказанной нами 
теоремы о логической связи закона коммутативности съ 
другими аксюмами следуетъ, что не можетъ существовать 
чиселъ, которыя были бы въ одно и то-же время аргез1ан- 
скими, архимедовыми и не паскалевыми.

§ 21. Алгебра иррац1ональныхъ (вещественныхъ) чиселъ.

Въ предъидущихъ двухъ параграфахъ мы изложили 
ариеметичесшя теорш ирращональныхъ чиселъ. Teopin эти 
одинаково относятся какъ къ числамъ ирращональнымъ 
положительнымъ, такъ и къ числамъ отрицательнымъ.

Мы ви д ел и , что, к ак ая  бы и зъ  нихъ ни была принята 
за  осцоващ е, основны я аксю мы и  законы операцЩ  (какъ
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прямыхъ, такъ и обратныхъ) совпадаютъ для внов ь введен • 
ныхъ чиселъ съ аксюмами и законами операщй для обла
сти ц'Ьлыхъ положительныхъ чиселъ; мы им'Ьемъ право 
повторить сказанное въ двухъ предъидущихъ отд'Ьлахъ 
(§ 4 и §) и утверждать, что вся. получающаяся повторнымъ 
прим'Ьнешемъ и комбинирован1емъ законовъ семи алгебраи- 
ческихъ операщй, цепь формулъ алгебры является безъ 
изм’Ьнетя приложимою и къ области чисзлъ, включающей 
въ себе и числа ращоиальныя и вновь введенныя ирращо- 
нальныя, т. е. въ области чиселъ, которую мы условимся 
называть областью чиселъ вещественныхъ. Алгебры чиселъ 
ц'Ьлыхъ и ращональныхъ заменяются алгеброю чиселъ ве

щее твенныхъ.

Изъ данной выше теорш ирращональныхъ чиселъ сле
ду етъ также, что область чиселъ вещественныхъ есть об
ласть замкнутая по отношенш къ операщямъ сложешя. вы- 
чйташя, умножетя, д елетя  и возвышетя въ целую поло
жительную или отрицательную степень т. е. если а  и Ъ суть 
два вещественный числа, то а+Ь, а—Ъ, а. Ъ, а: Ъ и а т, где 
т есть число целое, суть также числа вещественныя.

Но операция извлечетя корня четной степени изъ от
рицательна™ ирращональнаго числа, операщя реш етя ал- 
гебраическаго уравнетя и друпя операщй, о которыхъ мы 
б.удемъ говорить въ следующемъ отделе, требуютъ даль- 
нейшаго обобщетя понятая о числе—введетя чиселъ ком- 

плексныхъ.

§ 22. Алгебраически числа.

Необходимость разсматриван1я безконечныхъ множествъ 
или рядовъ ращональныхъ чиселъ, определяющихъ затемъ 
числа ирращональныя являются при решенш техъ задачъ 
анализа, которыя точно не могутъ быть решены съ помощью 
ращональныхъ чиселъ.

Примеромъ такихъ задачъ слуягатъ задачи извлечешя
I

корня или более общая задача рещешя алгебраическаго 
уравнения;



1) a x n-\-bxn~ 1Jr — f  /с.с-f-l=o, гд'Ь коеффищенты а, Ь, с. 
суть ращональныя числа, или же уравнешя.

2) х п-\-р, %n~1-\- ... .+ tx + u = 0, гд^ коеффищенты р, q , . . . t  
и суть ггЬлыя числа *),

Техника р еш етя  этихъ задачи и состоитъ въ указа- 
ши способовъ получешй съ наивозмояшо большею эконо- 
апею рядовъ ращональныхъ чиселъ, служащихъ приближе- 
шями ирращональныхъ чиселъ и опред'Ьляющихъ эти ирра 
щональныя числа.

Свойства иррациональностей определяются теми зада
чами, при р'Ьшенш которыхъ он'Ь вводятся, и классифика- 
щя ирращональностей должна основываться на классифн 
кацш задачъ.

Иррациональности (он'Ь могутъ быть вещественныя иди 
комплексныя; въ настоящемъ отделе мы разсматриваемъ 
преимущественно вещественныя), вводимыя при решении 
уравнешй (1) и (2) или, говоря иначе, определяемый, какъ 
корни этихъ уравнешй, составляютъ простейший классъ 
ирращональностей, алгебраическихъ ирращональностей или 
алгебраическихъ чиселъ. Все проч1я иррациональности но- 
сятъ назваше трансцедентныхъ ирращональностей или чи

селъ.

Классификащя алгебраическихъ ирращональностей тре- 
буетъ прежде всего введешя п о н я т  о неприводимости 

имеющаго весьма важное значеше въ теорш целыхъ функ- 
щй или алгебраическихъ уравнешй.

П о н я т  о неприводимости есть п о н я т  относительное, 
при введенш котораго должна быть строго указана та об-

V

ласть чиселъ (область рациональности), къ которой принад
лежать коеффищенты.

Если область коеффищентовъ /(ж) есть область целыхъ 
чиселъ, то приводимость и неприводимость формулируется 
следующимъ образомъ.

—  106  -

*)■ Въ подстрочномъ прим'йчаши къ стр. 63 показано какъ уравне- 
Hie 1) всегда можетъ быть приведено къ уравнение 2).
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Если многочленъ f{%)=<р ж).^(ж), гдгь м 6(ж) суть у п 
лыв многочлены съ цгьлыми коеффищентами то многочленъ 

' f{x) будетъ приводимым!»: если-же нельзя найти 
многочленовъ съ цгьлыми коеффищентами, которыхъ произве
дете равнялось бы функцги f(x), то многочленъ будетъ непри- 
водимымъ, Въ такомъ случай и уравнете Дж)=0 называется
непршодимымъ.

При изучеши алгебраическихъ ирращональностей, оп- 
ред'Ьляемыхъ уравнетемъ, основнымъ вопросомъ является 
вопросъ, есть-ли данное уравнете неприводимое или нЬтъ 
Если оно есть неприводимое уравнете n-ой степени, то 
корень его есть алгебраическая иррацюнальность аго по

рядка.

Если же данное уравнете есть приводимое, то мы 
должны разложить первую часть уравнетя на неприводи
мые множители, которые въ теорш цЬлыхъ многочленовъ 
играютъ роль абсолютно-простыхъ въ теорш чиселъ
цЬлыхъ. Пусть

f ( x ) = F 1(x )F 21х ) . . . .F n{ x ) , гдЬ F x(x ) , F 2(x ) ...

суть неприводимые многочлены.
Тогда реш ете уравнетя Дж)=0 сводится на pbuieeie 

уравнетй
F ^ x ) —  0 .  F 2( x ) = 0   0.

Сравнител1 но просто решается вопросъ о выдЬленш 
неприводимыхъ множителей 1-ой степени; задача эта въ 
случай, если f(x) есть уравнете типа (2), совпадаетъ съ на- 
хождетемъ ц'Ьлыхъ корней уравнетя. Нетрудно показать, 
что для того, чтобы цйлое число а было корнемъ уравне
т я  (2), необходимо: 1) чтобы а было однимъ изъ дЬлителей 
и, 2) чтобы оно удовлетворяло кромй того ряду элементар- 
ныхъ критер1евъ.

Гораздо сложнЬе задача о выдЬленш неприводимыхъ 
множителей высшихъ степеней*).

*) Н а этомъ вопрос]; мы остановимся подробнее въ вып. 3 (учеше 
о ц’Ьлыхъ многочленахъ). Ограничимся теперь ссылкою на сочинешя Кро- 
некера: Grundzuge eines arithmetischen Theorie algebraischen Grossen. Ber
lin. 1885.

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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Уравнежя решаемый въ радикалахъ.

Свойства алгебраическихъ ирращональностей опредЪ- 
ляютъ прежде всего ихъ порядкомъ. Алгебраичесгая ирра- 
щональности порядковъ 2, 3, 4 представляютъ собою про* 
сгМипй классъ ирращональностей, выражающихся въ функ- 
цш отъ коеффищентовъ съ помощью алгебраическихъ опе
раций: сложешя, вычиташя, умножешя, д’Ьлешя, возывтенш 
въ степень ц’Ьлую и положительную и извлечешя корней. 
Иначе говоря, уравнешя степеней 2, 3. 4 рушимы алгебра

ически въ радикалахъ или короче рушимы алгебраически.

Изъ элементарной алгебры известна формула для pfe- 

шежя уравнежя а-ой степени. Для уравнешя 
къ которому приводится всякое уравнеше 2-ой степени 
им'Ьемъ:

Pfeuieme уравнежя 3-ей степени. Уравнеше 3 ей степенш 
ах3- ( - 2+ сх+ можетъ быть приведено (преобразованиями
х=Л и у=е+Х, гд’Ь X произвольное число см. выше сноску
на стр. 00) къ виду Для р еш етя  этого послАдня
го уравнешя полагаемъ a= u+ v  что даетъ

и3 -\-3u?v -\-3ui’2 +р(и-\-х)+С[—и ъ +v3 +р)(иf  г;)+д'=0.
Такъ какъ и и vсовершенно произвольны, то полага

емъ 3uv.+ p = о, откуда v= Р_
Зи  ’ что даетъ для опредЪлешя и

*) Р ^ ш еш е ур ав н еш я  2-ой  степ ен и  н ай ден о древним и грекам и  
въ геом етрической  форм* и и зл ож ен о въ началахъ  Евклида. Т акъ  
наир . 11-ое п р едл ож ен !е  2-ой книги д а ет ъ  р е ш е т е  задачи о золотом ъ  
с-йченш т е . р-Ьшеше ур ав н еш я  «(«—,«)— я;2. Въ п р ед л о ж еш я х ъ  28 и 
29-омъ б-ой книги даны  геом етри чесш я рЬш еш я ур ав н еш й  х ~ = а х -]-Ь2 
и ж24-аа;=Ь2 н ак он едъ  в ь  „Д ан н ы хъ “ Евклид * разсм атривается случай  
®2+ Ь ‘= а х .  А л гебр аи ч еск ое рТ>шеяiе  находим ъ у  Г ер он а  А лександрш - 
ск аго и у  Д ю ф ан та, но и они разем атриваю тъ три различный формы  
квадратнаго уравн еш я. В ведеш е отри ц ательн ы хъ  чиселъ  позволило  
знам енитом у индш екому математику Брамагупт"Ь (род. Ь60) р азем атр д-  
рать уже только о д н у  форму к вадратн аго уравн еш я,
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уравнеше 6 ой степени, но приводящееся, полагая u*=t. къ 
уравнент 2-ой степени:

t'+qt-
р “
27 О.

Отсюда и я_
2 V 4 ' 27

Изъ соотношешя 3uv+p=0 выводимъ

V У - к
а
2 2£  + Р_

4 27
такъ что

(формула Кардана) *),

РЬшеше уравнешя 4-ой степени. Представимъ уравнеше 
4 ой степени подъ видомъ

X i --- Р гХ 3 + Р %  Ж2---Р з Х + Р 4 = ® \

пусть корни этого уравнешя будутъ xvxvx3 х 4.
По формуламъ Ньютона, дающимъ выражеше суммъ 

степеней x v x 2,x3>x 4 посредством p vp 2,ps,... (см. Введ.. въ Ан.,
вып. 1 стр. 49) и по соотношешямъ существующимъ 
между корнями уравнешя и его коеффищентами мы можемъ 
составить уравнеше 3-ей степени.

*) С очинеш е Л уки Пачюли ,,Summa“ появивш ееся въ 1494 и за- 
клю чавш ее въ себ'Ь сводъ  вс'Ьхъ математичесьихъ знанш  того врем е
ни, закончивалось утверж ден1ем ъ, что р'Ьшеше уравненш  х3+7пх=п, 
х^^гп^тх  так ж е невозм ож но, какъ и квадратура круга. Но у ж е  вско
р е  посл1з того р^ ш еш е перваго изъ эти хъ  уравненш  было найдено  
С циш ономъ Ф ерро, проподававш имъ математику между 1496 и 1525 
г. въ Б ол он ь е. Но до  насъ  не дош елъ его м етодъ. Данный въ тек ста  
м етодъ р ^ ш еш я  и самая формула принадлеж итъ Николо Т арталш  и 
найденъ  имъ въ 1535 г. Тартал1а сообщ илъ въ сти хахъ  свой м етодъ  
р'Ьшешя К ардану, который и опубликовалъ его къ великому н еу д о 
вольствие и зо б р ет а т ел я  въ своемъ сочинеш и De Arte magna въ  
1645 n

Т ак ь  назы ваем ое тригоном етрическое р'Ьшеше уравнеш я 3-ей  
степ ен и , осн ован н ое на толщ ествЪ

(з Gos ') 3 -3  (а сов = 2 Cosb  
найдено Biemora (154(W1 603).

Совокупность су бейту цШ назшваетсь группою , если произведете 
каждыхъ двухъ субситуцш совокупности есть субситуфя, принадлежащая 
къ той же совокупности*



по
£3—«£1+/>Е—с=0, корни котораго будутъ

* i~ ( x i ~ x i + x 3—x' i)2> ' i= Х1~Х3^'Х2~Х4У’ 5а=(я?1- х 4-гх3 X,)2;
а, Ъ, с выразятся ращональными целыми функциями отъ 
коэффищентовъ pvр2, ря, рА. Найдя по формул!'» Кардана 
выр»жешя корней ?1( 64, $ , имеемъ

% l ~ Xi +  X3— x 4 ~ V h

я —х3 +х2 -ж4= |/за
и сверхъ того х 2—х4+х2 —х2 =]/^2

+£С3 +
Эти четыре уравнетя даютъ искомыя радикальныя фор 

мулы для реш етя  уравненШ 4-ой степени

Напримеръ, хг =  —1--—-1— — ~4

„ Pi - ] /?i "* **)■ ~
5 = 4

и подобный же выражетя для хъ и х4.*~)
Формулы алгебраичеекаго реш етя уравненШ 5-й и 4 й 

степени были найдены итальянскими учеными 16-го стол'Ь- 
йя, и после этого усил1я математиковъ въ течете долгаго 
времени были направлены на разъискате подобныхъ-же 
]адитльныхь рКшетй для уравненШ высшихъ степеней. 
Безуспешность усилШ заставила глубоко проникнуть въ 
природу уравненШ, допускающихъ алгебраическое реш ете. 
Въ этомъ отяошенш классическимъ мемуаромъ, проложив- 
шимъ новые пути въ теорШ алгебраичеекаго реш етя, 
является мемуаръ Лагранжа:

Reflexions sur la resolution algebrique des equations *). 
и мы рекомендуемъ всякому желающему ближе познако
миться съ Teopiero алгебраичеекаго реш етя уравненШ изу
чить этотъ, замечательный поясности и глубине изложешя. 
мемуаръ.

*) Р'Ьшеше уравнешя 4-й степени было найдено ученикомъ Кардана 
Людовикомъ Феррари въ 1540 г. и опубликовано также Кардоиомъ въ его 
,,De arte magna‘\

**) Oeuvres completes. Ptaris 1869. vol. 3 p. 205.

MitskevichOA
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Благодаря этому мемуару начала выясняться связь 
между задачею реш етя алгебраическихъ уратшетй и такъ 
называемою Teopiero группъ субституций, окончательно уста
новленной другимъ гетальнымъ французскимъ математи- 
комъ Эваристомъ Галуа (*).

Такъ приведенная нами выше метода реш етя урав- 
неш'я 4-й степени основана на употреблети функщи 
( х — х 3+хй—xty . Особенность этой функщи заключается въ 
томъ, что она при всЪхъ 24 перем1ицешяхъ четырехъ буквъ 
x v ж2, х3, ж» принимаетъ только три значешя и остается 
неизменною при 8 субститущяхъ, составляющихъ группу.

После мемуара Лангранжа начала выясняться также 
и невозможность алгебраическаго реш етя общихъ уравне- 
т й  5 й и высшихъ степеней. Руффини первый близко по- 
дошелъ къ доказательству этой невозможности, но первое 
полное доказательство невозможности реш етя уравнешя 
выше 4-й степени въ радикалахъ было дано знаменитымъ 
норвежскимъ математикомъ Шэльсомъ Генрихомъ Абелеме

После изс.гЬдоватя Абеля стало ясно, что ирращо- 
нальности 5-го и высшихъ порядковъ составляютъ классы 
иррациональностей, по своимъ свойствами более общихъ и 
трудныхъ чемъ ирращональности низшихъ порядковъ. вы
ражаю пцяся посредствомъ радикаловъ. Ихъ классификащя

*; Если даны п буквъ
X  ..... И X  Хг, X  . . . . .  Y î i I ’

х  1, о*-,,... х „  и два перемещения этихъ буквъ 
то переходъ отъ одного перемещен in къ

другому называется субституцию и обозначается Въ каж

дой субституцш буквы первой строки могутъ быть размещены въ ихъ на- 
туральномъ порядке, такъ что каждая субститущя можетъ быть представ.

лена подъ видомъ
( ху  х г . . .

V®1 X х е j  •

Если мы произведемъ надъ буквами х {, ац,....жп последовательный 
субституции S , Т , U,.. то получимъ въ конечномъ результате некоторую 
новую суботитуцпо, которая называется щ ю изведенгем г субституцш S , Т, U.. 
или степенью субституцш S, если S, Т, U.... тожественны.

Такъ напр.
Хл Х« Хг, Хл\  ... 1х, Хп  х.. х . ,

если 5 =  1 1 3 4  Т I 1 2 3 4 тоX, X i  X .J  , \ х , Х ,  ж, ж, /,

S Т
х2 Хь 

Xq Х%] у
TS [х\ #2 ХЛ

'X<i J . Вообще TS не равно ST.



приведете къ простейшему виду составляютъ задачи, ко
торый разрешены только въ неболыпомъ числе простей-

#

шихъ случаевъ. Такъ намъ известны теперь некоторый 
свойства иррациональности 5-го порядка. Мы знаемъ, наир., 
что она сводится на иррацюнальность. встречающуюся въ 
теорш преобразоватя эллиптическихъ функщй. Не менее 
интересна также установленная Клейномъ и Гордономъ 
связь ирращональности 5 го порядка съ и косаэдричеекою  

иррациональност ью , —корнемъ пекотораго спещальнаго урав- 
нешя во-й степени.

Н ЧгЛ
( А )  1728 f i ( z )  = 2, ГДГ& Н  ( ^ ) = — ( ^ 30+ 1)+228 (я16—г 5) — 494^10.

/  (л10+11г5—1) *).

Невозможность реш етя  въ радикалахъ доказана для 
общихъ уравнетй 5 й и высшихъ степеней. Что касается 
до спещальныхъ уравнешй высшихъ степеней, т. е. уравне
ний, которыхъ коеффищенты не обозначаются нео пределен, 
ными буквами, но имеютъ особыя частныя значешя, то они 
могутъ быть решены въ радикалахъ. Въ исторш матема
тики известно уравнеше 45-й степени.

45у'—З795г/3+95634|/5—.... +945у41—45г/43+г/46=С ,

которое было предложено для реш етя какъ, вызовъ 
«всЪмъ математикамъ земного шара» въ 1593 г. голланд 
окимъ математикомъ Адр1аномъ Романусомъ. Уравнеше это 
вместе съ другими уравнешями, встречающимися въ те
орш угловыхъ сечетй, можетъ быть решено въ радика
лахъ.

*) Геометрическое значение Мйогочленовъ Н (я), (fz) и многочлена 
Т (*), связаннагосъ ними уравнешемъ:

Т 2+ЪГа— n ^ S f b~ 0 ,  изучение группы движенШ не измг1няющихъ и 
икосаэдра сведете уравнешя 5-й степени на уравнеше (А) читатель 
можетъ пойти въ сочинеше Клейна. Vorlesnugen uber das Ikosaeder.

См. также А. В. Васильева О функц1яхъ рацюиалъныхъ, аналогич- 
ныхъ съ функциями двоякоперюдическими. Казань 1880.
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ПосдЪ доказательства теоремы Абеля-Руффини вопросъ 
объ особенностяхъ уравнешй, разр1нпаемыхъ въ радика- 
лахъ, полумиль особенное значеше, и заслуга выяснетя 
этого вопроса принадлежитъ Галуа.

Э. Валуа выяснилъ отлич1е уравнешй общихъ отъ 
т'Ьхъ спещальныхъ уравнешй, которыя допускаютъ р!ниеше 
въ радикалахъ. Вообще для каждаго уравнешя симметри
ческая функщи корней суть единственвыя ращональныя 
функщи отъ корней, которыя могутъ быть выражены ра- 
щональными функщями отъ коеффищентовъ. Но если урав- 
neHie таково, что существуготъ сверхъ того друпя ращо- 
нальныя функщи отъ корней (коеффишеиты этихъ функцШ 
должны быть ращонально составлены изъ коеффищентовъ 
уравнешя), которыя выражаются ращонально посредствомъ 
коеффищентовъ уравневШ. то уравнеше будетъ епецгальнымъ; 
Кронекеръ употреблялъ выражеше, что оно им"Ьетъ аффектъ.

Если, наприм-Ьръ, между корнями уравнешя, котораго 
степень есть абсолютно простое число, существуютъ соот
носивши

ж-а==6*(а?1), x3—0(x.t)r .. хн=6(х„ х1= 6 (х п). (1\

гдЬ 6(ж) есть ращональная функщя, то можно составить 
функщю отъ crv х2,... хп (циклическую функщю Лагранжа), 
которая не будучи симметрическою, однако можетъ быть 
выражена ращональною функщею коеффищентовъ.

Аффект* им'Ьютъ также b c 1j тЬ неприводимыя урав 
neniH, для которыхъ им^ють м^сто сл'Ьдующгя услов1я: 
I е вс'Ь корни выражаются ращонально посредствомъ одного 
изъ нихъ:

х(- Е ^ х г). X)—(2)

и 2° ращональныя функщи В  удовлетворяютъ соотношевпо

Д  (Д  (.т,) )=Rj  (Ri [хг) ). (3).

Эти уравнешя носятъ вазвав1е Абелевыхъ. Уравнен in 
между корнями которыхъ существуютъ соотношешя (1) 
представляютъ, очевидно, частный случай Абелевыхъ.



114

Дйлето окружности на равныя части можетъ быть
хю—1

сведено на решеше уравнешя - ~ ,— = 0, *) где m есть
абсолютно простое число р или степень его р*.

Гауссъ показалъ, что въ случай, если степень есть 
абсолютно простое число, вей корни этого уравнения могутъ 
быть представлены посредствомъ одного изъ нихъ V еле 
дующимъ образомъ:

V- 2
К  Vя, Vя, ,.... (4),

где д есть первообразный корень числа р. Такъ, напримйръ, 
вей 16 корней уравнешя 
хг1— 1

~г~ =0 можно расположить въ циклъX-
з

V  V 3 V  V 3
1 5  1C

у 3 у 3= У

Очевидно, что въ этомъ случай удовлетворяются уело- 
в1я (1):—каждый корень представляетъ собою З ю степень 
предшествующаго. Уравнен1е дйлешя круга принадлежитъ 
поэтому, къ абелевымъ уравнешямъ. Расположен1е корней въ 
рядъ позволяетъ загЬмъ Гауссу разбить циклъ изъ 16 корней на 
восьмичленные, 4-члелпые, 2-членные и одночленные циклы, 
соответственно тймъ множителями, на которые распадается 
число 16,и определить «першды», т. е. суммы корней, при- 
надлежащихъ къ одному и тому же циклу, последовательно 
посредствомъ вспомогательиыхъ уравнешй, которыя въ дан- 
номъ случай будутъ все квадратный. Въ общемъ случай, 
когда р—1=а''Ы. с?...1<, вспомогательпыя уравнешя будутъ 
степеней а , Ъ, с , .. I, но решаются также съ помощью ради
кал овъ.

Къ абелевымъ уравнетямъ приводить также теор!я 
дйлешя тригономегрнческихъ функщй **) (въ исторш мате

*) Связь этого уравнегпя съ Teopieio дТлен 1Я круга на равныя части 
указана въ отдТлТ IV: Учеше о комплексных!) числахъ. Уравненie носитъ 
назваше уравнешя дйлегпя круга. Подробное р'Ьшеше его можно найти 
въ Disquisitiones arithmeticae laycca . Также CM. Bachmann. Die Lehre von 
der Kreistheilung. Leips. 1872.

**)См. также отд$лъ IV.
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матики, эта теорёя известна подъ назватемъ задачи угло- 
выхъ сЬчешй—sectiones angulares); уравиеше Адр1ана Ро- 
мануса, приведенное нами выше, и есть уравнеше, черезъ

которое C—2siny выражается черезъ у= 2sin уравнеше

сводится на д1злеше угла на пять частей и на д'Ьлеше угла 
на три части. То и другое вшгЬдсте спещальныхъ свойствъ 
задачи можетъ быть выполнено съ помощью радикаловъ.

Наконецъ и бол'Ье общая теор1я дгЬлешя эллиптическихъ 
функцёй (въ частности задача о д'Ьленш на п равныхъ ча
стей дуги лемнискаты) приводить также къ абелевымъ урав. 
нешямъ.

Изъ уравнешй, которыя решаются въ радикалахъ, 
выделяются по своему геометрическому интересу уравнешя, 
решаемый только съ помощью радикаловъ второй степени, 
ибо корни такихъ уравненШ могутъ быть построены сд> по
мощью прямой лиши и круга, т. е. съ помощью циркуля и 
линейки. Уже Декартъ заметилъ, что вопросъ—можетъ-ли ге
ометрическая величина быть построена съ помощью цир
куля и линейки, сводится на вопросъ о томъ, можетъ-ли 
эта величина алгебраически быть выражена только черезъ 
радикалы второй степени.

Всякая задача, которая приводится къ неприводимому 
уравнегшо, порядокъ котораго не есть степень 2, не можетъ 
быть разрешена съ помощью круга и прямой. Такъ, задачу 
объ удвоешн куба, которая приводится къ разр'Ьшенпо не- 
приводпмаго уравнешя х3 - 2а --=0, нельзя разрешить съ 
помощью элементарной геометрш; то-же справедливо и 
относительно задачъ о нахождение двухъ среднепропорщо- 
нальныхъ (приводится къ р'Кшенйо уравнешя х 3—ог/>—0) и 
о трисекцш угла (приводится къ рЪшешю уравнешя

Когда т—простое число, то уравнеше

х '“—1
х — X О степени т— 1 й

MitskevichOA
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будетъ, какъ это показалъ Гауссъ въ своихъ «Disquisitiones 
arithmeticae» (sect. VII) неприводимо. Метода Гаусса сводить 
реш ете уравнен1я На квадратныя уравнешя, если т —1=2" 
и, такими образомъ, д елете  можеаъ быть произведено въ 
этомъ случай—и только въ этомъ случай —иостроен!емъ эле
ментарной геометрии Когда т есть число а*, то можно по
казать, видоизменяя доказательство Гаусса, что уравнеше 
степени аа~г (а—1)=<? (а"), (знаки ? есть знаки числовой 
функцш Эйлера, см. Введете въ Анализъ, вып. 1), которое по

лучается, уравнивая нулю частное отъ дйлетя  па хп— 1, 
также неприводимо; поэтому (а -  1) аа~г должно быть вида 
2", а это возможно только при а— 2. Такими образомъ, ди- 
ленге окружности на N  равныхъ частей можно произвести съ 
помощью циркуля и  линейки только въ томъ , когда перво
начальные мнооюители числа N, отличные отъ имгъютъ 
видъ 2 п+1 и  входятъ въ N  лишь въ первой степени.

Въ теоршчиселъ доказывается, что число вида 2я+ 1 
можетъ быть абсолютно простыми только, если п = 2’"; по
этому, первоначальные множители чиселъ N  должны иметь
форму 22,'*+1.

Если положпмъ т — 0 и т —  1, то получаемъ случаи 
извйстные еще древними геометрами—построеше правиль 
наго треугольника и правильная 5 —угольника (или де
сятиугольника).

Полагая т=2, 3, 4 получаемъ новые случаи дйлешя кру
га съ помощью циркуля и линейки на 17, 257 и 65537 частей*) _

Задача угловыхъ сйчешй даетъ также примеры урав 
нешй, рйшимыхъ съ помощью циркуля и линейки. Таки 
Адр1анъ Романусъ, предлагая для рйшешя свое уравнеше 
45-ой степени, указали, что при

*) П о ст р о еш е  правильнаго 17 угольника вы полнено Г ауссом ъ. 
С м . К л ей н ъ . Лекцш  по избранны мъ вопросам ъ эл ем ен тарн ой  геом етрш . 
К азань, 1898. О тн оси тел ьн о 257 угольника Richelot н ап ечаталъ  о б 
ш ирную  р а б о т у  въ  ж ур н ал ^  К р ел л е (9-й томъ); на 65537 угольникъ  
п о тр а ти л ъ  деся ть  .тЬтъ своей  ж и звн  проф . Герм есъ.

ОС
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получается

—выражеще, которое можетъ быть построено съ помощью 
циркуля п линейки.

§ 23. Аривметическая teopifl алгебраическихъ чиселъ.

ТгЪ алгебраичесшя числа, которыя являются корнями 
уравнетя

(1) а;и+ р 1ж”-1+ р2жн-2-ь.....+рн=0,

у котораго коеффищентъ при высшей степени есть единица, а
есть прочге коеффищенты суть цЬлыя числа, им^ тотъ свойства 
аналогичныя со свойствами щЬлыхъ чиселъ и носятъ, по
этому, назваше цЪлыхъ алгебраическихъ чиселъ. Что касается 
до общихъ алгебраическихъ чиселъ т. е. корней уравпен1я

(2) ажп+5ж”'_1+...?—о,

где а, В, с ,...Л суть рацюнальыыя числа, то простое преоб- 
рааоваше *) уравнеп1я (2) показываетъ, что они могутъ быть

юпредставлены въ форме где w есть целое алгебраиче

ское число, а А  есть целое положительное ращональное 
число.

Свойства общихъ алгебраическихъ чиселъ апалогичны
«

со свойствами чиселъ рацюнальныхъ.
Мы обратили въ вып. 1-мъ внимате па то свойство 

цЬлыхъ чиселъ, которое можно назвать „замкнутостью обла. 
сти ц'Ьлыхъ чиселъ “ по отношетю къ операщямъ сложетя, 
вычитан1я и умножен1я (следовательно и возвышешя въ 
целую положительную степень) и которое состоитъ въ томъ, 
что если числа А и В  суть целыя числа, то и числа А±В, 
АВ  суть числа целыя.

*1 См. подстрочное прюгЬчаше стр. 63

MitskevichOA
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Отсюда выводится какъ слЪ дсте, что если

F(x), F{x,y,s,..)

суть ц'Ьлыя целочисленныя функцш отъ. одной или нЪ 
сколькихъ перем-Ьнныхъ и А, Б  С... суть целыя числа, то 
F(A), F(A В,С,..) суть также целыя числа.

Этимъ свойствамъ цЪлыхъ чиселъ соответствуют 
аналогичныя свойства цЪлыхъ алгебрапческихъ чиселъ, какъ 
видно изъ сл'Ьдующихъ теоремъ.

Теорема I. Если чист  я иj3 суть цгълыя 
числа, то я—р есть также цгьлое алгебраическое число.

Доказ. Пусть те два уравнешя которымъ удовлетво- 
ряютъ а и р ,  будутъ

ат+а1<хт~1+ ......fa m= 0 l
ри+г»1рп- 1+ .....+5„=0j  ̂ ’

коеффшценты обоихъ уравнешй суть целыя ращональныя 
числа. Полагая mn=s, составляемъ произведете

(1+а+а3-Ь  +ят~1)(1+р+р2-г...+рм~1)

и после того, какъ оно будетъ раскрыто, обозначимъ все от
дельные члены произведешя буквами wv tv2,....w3. Наир.,
tvt— 1 , го=я,  «;3= 3 ,  го4= я2, . . . гг7= а3р2, . д cs—'а"‘~ гяп_1.

Если обозначимъ буквою w сумму a fp  (или разность 
а—р), то легко найдемъ, что каждое изъ чиселъ

гегг^а+р, гтгс2=(а+р)а ,....wws=[a+ р)а"1~1 рп~г

можетъ быть представлено подъ формою

J c 1 z o 1 A ] c i w 2 ~ \ - . . . . - i - 7 c 3 w

или непосредственно или при посредстве уравнешй (1): 
числа Ъг  /с2, ..hi суть целыя, включая и нуль. Такъ напр.

wir1=(a+p):=:0.w;1+ l.tra+l.ty3+0.w1+..-b0. w,
ww = {я+ р)я= 0 .w| + 0  .w 2+ 0 . Ы  ,wj+ 1 .  +  0 . + .  +  0?os .
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Йтакъ. будемъ иметь s сл'Ьдующихъ уравненШ

w kw  —-hk,1 w l + h knw 2 Ar .. . . \ -  hk,sivs,

где к последовательно принимаетъ зпачетя 1.2,...,5, и ко
еффищенты /о.-,, (число ихъ=«2) суть ц'Ьлыя числа. Этимъ s

однородными уравнетямъ съ s неизвестными можно удов
летворить или полагая все ws равными 0. или приравнивая 
нулю определитель уравнешй (2). Такъ какъ между w 
находится и произведете 1.1, то

hrx
р

-w  hr r
Ъ -  

•  •  »

Ъ

- w . . .
т  •  •  •

К г 8̂) 2

о
?«

ч

Раскрывая этотъ определитель, умноясая результатъ 
на (—1)® и располагая по степенями го. мы найдеми, что 
число го удовлетворяетп уравненш:

tos-\-Aws~М"_+ —О,

где все коеффищенты суть числа целыя.
Теорема 2. Если  а и р  суть чис

ла. то и произведете а р есть цгьлое алгебраическое
число.

Доказательство совершенно подобно предъидущему; 
необходимо лишь обозначить буквою w  произведете а р. 

Изи этихи двухъ теоремъ вытекаети каки следств!е. 
Теорема 3. Если Е(х, у, г . . . )  есть

фунщгя отъ перемгьнныхъ х, уе, а а, р, .. суть цш ы я
\ ,

алгебраичестп числа, то F  (а, р, у...) есть также цгьлое ал
гебраическое число.

Но къ теоремами 1—3, аналогичными съ соответствую
щими теоремами теорш целыхъ (положительныхъ или отри- 
цательныхи) чиселъ присоединяется въ теорш целыхъ ал- 
гебраическихъ чиселъ, следующая важная теорема:

Теорема 4. Если число to удовлетворяетъ уравненш

%о 4- aw + 1 р го ’ + 2 .................. + л = 0 , въ которомъ коеффищенты
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суть цп,лык алгебраически числа, то и число w есть цгьлое
алгебраическое число.

Доказ. По предположение а, р, у... суть целыя алгебра- 
ичесшя числа, т. е. удовлетворяютъ соответственно урав- 
нетямъ:

а” +  а2 а"- 1  +- а2 а"—24- . . . О
р* +  Ьг ps~ x 4- Ь2 ps_2+  . . . +& ,,= о 
у* +  ct у‘~ х 4- с2 y‘ - 8+  . . . 4-с< = 0

въ которыхъ числа а15 r i , . , . fbv  b2,...cv  с3... суть числа целыя 
рацюнальныя. Полагая prst....~ m , обозначили черезъ гог, 
wr ...w m все отдельные члены гхроизведешя
( i 4 t e f ..... ( l+ a + a !'+...-f а’'-1). .(14-<р4.. ер*-1) .. послетого
какъ оно будетъ раскрыто.

Не трудно убедиться, что каждое изъ т чиселъ гою, 
w2 го,.... wm го будетъ или непосредственно иметь форму 
h, wt+ h 2 w2+ .,..h mwm, где все h суть числа целыя рацю- 
нальныя, или можетъ быть представлено въ этой форме при 
посредстве уравнешй.

Итакъ, будемъ иметь т следующихъ уравнешй:

tVjc Ur Jbfc. ̂  3 W2~\~ го my

где h последовательно принимаетъ значен1я 1, 2,.. т, а т 2 
коеффищентовъ hk,r суть целыя числа Исключая изъ этихъ 
т уравнений т чиселъ wv wSy.. гот, получаемъ следующее 
уравнете для определетя го

К т h• » '"pw

^2’1 hr i — w. . » Jl 2 m

hm- 2 • fommi W

Не трудно видеть, что коеффищенты этого уравнешя 
суть целыя рацюнальныя числа, а коеффищентъ при выс
шей степени го есть 1, т. е. го есть целое алгебраическое 

'число и т. д.
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Теоремы, нами данпыя. могутъ быть безъ труда обоб
щены на алгебраичесшя дробныячисла и мы нолучаемъ со
ответственно:

г

Теоремы I1 и З1.— Если <х 3 суть дроб
ныя числа, то a+j3 и ot,3 суть также дробныя
числа.

Къ этимъ теоремамъ въ учеши объ алгебраическихъ 
общихъ числахъ присоединяется теорема, аналогичной ко
торой мы не имели раньше:

Теорема ( D). Если р есть алгебраическое дробное число^

то и есть такоюе алгебраическое число.V
Доказательство теоремы вытекаетъ изъ того, что если 

р удовлетворяетъ уравнению
а0$п + а ^ п~1+ . . . (З+^п^О,

Iто —  удовлетворяетъ уравнеппо,

#,,|3n+ # n_.:1/3w~1 +■ , . . Jra1

Какъ следств1'е теоремъ 21 и Т) имеемъ, что -т- есть
Г

алгебраическое число, если а и р  числа алгебраичесшя це- 
лыя или дробныя.

Отсюда легко получить теорему -А1. Если Е(х, у, г , . . ) 
есть рацгональная функщясъ цгьлыми коеффищентами, ос, у... 

суть алгебраичесшя числа, то F y . . t)  есть также алге
браическое число.

Совокупность всехъ алгебраическихъ чиселъ, выража
ющихся ращопальными функшями отъ песколькихъ алгеб 
раическихъ чиселъ ос. р,у . . . , называется числовымъ тгь- 
ломъ (Дедекиндъ) или областью (Кропекеръ)

Одною изъ основныхъ теоремъ теорш числовыхъ телъ 
я*вляется теорема о существоваши въ каждомъ теле числа 
d, имеющаго то свойство, что все друпя числа этого тела 
могутъ быть представлены какъ целыя ращональныя фупк- 
цщ отъ d съ ращональными коеффищентами. Это число d 
называется числомъ опредгьляющимъ тело. Какъ алгебраиче
ское число, оно удовлетворяетъ алгебраическимъ уравне- 
шямъ съ ращональными коеффищентами, изъ которыхъ 
можно выделить одно наименьшей степени.
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Если эта наименьшая степень есть т, то т называется 
степенью тела. Уравнеше m-ой степени для d есть уравне- 
Hie неприводимое въ области ращональныхъ чиселъ.

Обратно, каждый корень такого неприводимаго уравяе- 
шя онредЪляетъ числовое тЬло т ой степени. Если 
d \  d" . . . .  d m~ l> суть т — 1 другихъ корней уравиешя, то 
тЬла к'. к" . . . определяемый числами У, cf . . d^m ^ \
называются сопряженными съ к телами.

Если а=с1+с2 (1+ . . . +стс(т~1, где сг  с2.. ст суть рацю 
нальпыя числа, есть произвольное число тела к, то числа

с1+с2с? '+ ..................... +c„t d4n~1
. . ■ . ~Вст d"m~l

а
сг~гс2 с1'+ .

называются сопряженными съ а числами.
Произведете N  (а )= а а '................а( ”*-1) называется

мою числа а.
Норма числа а есть всегда ращоналыюе число; если-же

число а есть целое алгебраическое число, то норма есть
целое число. Не трудно видеть, что !).

Второю основною теоремою въ теорш числовыхъ тЬлъ
можно считать теорему, по которой въ каждомъ
тгьлуь т-ой степени всегда сугце т чиселъ

*

гса, w 2, . . . Ют, имгьющихъ то свойство, что всякое другое 
цтлое число го тгъламожетъ быть всегда представлено подъ 
видомъ аг гог+а2 w2+ . . +ат wm ,

где av  а2, . . . ам суть целыя рацюнальныя числа.
Эти числа tvv wv ...wH называются основангемъ тела. 
Применимы эти обшдя положешя къ такъ называемому 

вещественному квадратному телу, определяемому числомъ 
I/ U ,  корнемъ неприводимаго въ области ращональныхъ 
чиселъ уравнетя ж2— D — о, где есть целое положительное 
число, не имеющее делителемъ полнаго квадрата Все 
числа этого тела, будучи рацюнальными функщями отъ 
л/~в,_ съ целыми коеффищентами, могутъ быть съ помощью 
весьма легкихъ преобразоватй приведены къ виду 
а+д WW, где а и Ъ суть числа рацюнальныя. Если число 
я^а+Ът/ТТ, то сопряженное съ нимъ число а'=а— Ъ j
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Нормою числа а будетъ произведете яа'— —PD.  
Теорема Лг(ар)=ЛТ(а). j\r((3) даетъ замечательное алгеб

раическое тожество (обобщете тожества Лагранжа-Эйлера 
для двухъ квадратовъ)
(L ) ( a2— WD) (ul2—fr2D )= (a a '± T )b b y ~ D (a b '+ a b y .

Что касается до основами квадратяаго тела, то въ этомъ 
отношенш нужно различать два случая: 1) D =  1 (мод. 4) и
2) D  не= 1 (мод. 4) Въ первомъ случае основав1емъ служатъ

числа 1. w— 11 V 'D ... и целыя числа имеютъ
2

jA. Вформу —9-  + -g- V Во второмъ случае основатемъ слу-

жатъ числа 1. целыя числа имеютъ форму
А+В V ~Ь.

>

Теоргя дгьлимости ц г ь л ы х ъ а л г е б р а  Единицы
Разложенге чиселъ на неприводимые множители.

Аналопя между целыми ращопальпыми и целыми 
алгебраическими числами можетъ быть проведена и значи
тельно далее; такъ мы можемъ распространить на теорпо 
целыхъ алгебраическихъ чиселъ понятае о делимости и 
учете о сравнетяхъ.

Целое число я называется делящимся на р, если мож
но найдти целое число у такое, что я=ру. Аналогично съ 
соответствующими теоремами теорш целыхъ чиселъ имеемъ:

f

1. Если а и р  делятся на у, то я+р делится на у.
2 Если я делится на р и р делится на у, то а делится 

на ру.
Всяшй разъ когда разность а—[3 делится на у, гово- 

рятъ, что а сравнимо съ ,3 по модулю у пишутъ

а=р (МОД. у).

Основныя свойства сравнен1й остаются безъ изменешя; 
такъ наир, два числа, сравнимый съ третьимъ по модулю 
у, очевидно сравнимы между собой по тому-же модулю; эго 
свойство позволяетъ распределить все целыя алгебраическая 
числа даннаго тела на классы, причемъ каждый классъ



124

будетъ состоять пзъ чнселъ, сравшшыхъ между собою по 
модулю у. Доказывается что число различныхъ классовъ 
есть всегда число конечное. B et результаты, которые въ 
теор]'и обыкновенныхъ чиселъ являются результатомъ 
конечности числа классовъ, переносятся и въ теорш 
цйлыхъ алгебраическихъ чиселъ. Но, вместе съ ана- 
лопею, теория ц’Ълыхъ алгебраическихъ чиселъ отли
чается и особенностями отъ теорш целыхъ чиселъ. Одною 
изъ такнхъ особенностей является важность и трудность 
теорш едингщъ. Въ теорпг целыхъ рацшнальныхъ чиселъ 
(положительныхъ и отрицательныхъ) мы имйемъ две еди
ницы +1 и—1 и мы знаемъ, что если число а делится на 
% то вообще число —а делится на — ,3. Два числа а и - а. 
отличающихся отъ другого множителемъ единицею, назовемъ 
союзными.

Въ теорш целыхъ алгебраическихъ чиселъ единицею 
называется всякое число, норма котораго есть ±  1, или

иначе всякое число г, котораго обратная в е л и ч и н а е с т ь

также цгЬлое число. Оба опредйлешя совпадаютъ. Такъ 
наир, въ квадратномъ теле, опредйляемомъ т/!Г, число

есть единица, т. к.

Два числа ф и <р. изъ которыхъ одно получается изъ 
другого путемъ умножетя на одну изъ единицъ, назы
ваются союзными; отсюда, если целое число ср делится на
<о и обратно число m делится на то числа ф и <*> будутъ 
союзными.

Въ теорш целыхъ алгебраическихъ чиселъ разыскаше 
единицъ составляетъ одну изъ важнМшихъ задачъ.

Для квадратичнаго веществепнаго тЬла единицы опре
деляются следующими образомъ. Если определяющее тело 
число есть 2)=1(мод. 4), то целыя алгебраичесшя

л вчисла имеютъ форму— 4—2~ |/Т> и поэтому единицами бу

дутъ те числа этой формы, для которыхъ
А 2—J)B2 =  ±  4
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Е сли-ж е В  не = 1 (мод. 4), товс'Ьц'Ьлыя числа квад- 
ратичнаго тела имеютъ форму А + В у~ в  и единицами 
будутъ т'Ь числа, для которыхъ А 2—В В 2= — 1.

Такимъ образомъ, вопросъ объ определены едипицъ 
квадратичнаго тела приводится къ решенно неопредален- 
иаго уравнетя

Т 2—Х)?7г= ±  1 или — 4. (*)
Остановимся па решены уравнетя Т2—BU2 =  — 1, что

бы указать замечательное свойство решенШ этого уравне- 
шя, основанное на тожестве (£ ) стр. 123. Изъ этого тожества 
вытекаетъ, что если (tv и^) и ( ts. utl) суть два реш етя 
уравнетя Т2—BU2= +1, то мы можемъ получить третье 
(t3 и3) по формуле (1) ( ^ + м , |/1 ) ) = ^  + м3у 'Ж
Действительно изъ этого равенства следуетъ (2 )(^ —ил

( t2— гг2 |/Д г'=  ts—ий у~г>; перемножая равенства (1) и (2) 
получаемъ I2,—и.,2 В — +■1. Отсюда если tv и х есть peineBie 
уравнетя Т 2—B U 2=  + 1, то формула

( t1+u1y  в у п= т + и у  d

даетъ полагая последовательно m—1, 2, 3,... безконечное 
множество решенШ. Въ теоры чиселъ доказывается суще- 
ствоваше такъ называемаго основного реш етя t, и посред- 
ствомъ котораго все проч1я «положительпыя» реш етя 
(Т>0, и>0) получаются по формуле

Т+ Uy~L=(t+u y~D)m.
Если, напротивъ, t1 и их суть реш етя уравнетя 

— BU2= — 1, то формула (t+uy~z))m^ Т+СГу~Ъ~ даетъ 
реш етя уравнетя Т2—ВТ32 = -\-1 при т  четномъ и уравнетя

Г£Ъ

1 при ш нечетпомъ.
1Разыскаше основпыхъ рЗинешй уравнен! й T 2-D U 2—- 

сводится къ разложетю | /  D въ непрерывную дробь (см. §27)#

*) Въ такъ называемой теорш приведешя квадратичныхъ бинарыыхъ 
формъ (см. вып. 1 .) разсматривается уравнеше болйе общаго вида •

T2-I)U*=.b\
Уравнеше Т2— нос шъ назЕаше уравнетя Пелля. Смотри § 27.
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Изъ опред'клешя единицы и союзныхъ чиселъ вы- 
текаетъ, что каждое число делится на единицы и на союз
ный съ нимъ числа. Но далее относительно jx можно сде
лать два предположешя: или jx не делится пн на какое дру
гое число кроме единицы и союзныхъ съ нимъ чиселъ 
(въ зтомъ случай оно называется нсразлоэ/симымъ) или 
[х делится на в'Ькоторое число а, которое не равно ни еди
нице и ни какому союзному съ ;х числу; въ этомъ случай 
<х—а (3, где ,3 также не равняется ни единице, ни союзному съ 
[х числу. Изъ уравнения р=а р следуете что Лг([х)=Лг(а). N (р), 
а следовательно нормы А(а) и Лг(р) по абсолютному зна- 

ченш менее х\т(р). Относительно чиселъ а и р  возможны сно. 
ва т'Ь-же предположешя, которыя мы делали относительно 
jx. Если оба числа будутъ числами неразложимыми, 
то разложеше (а) чНСЛа jx есть окончательное. Если-же 
относительно одного или обоихъ чиселъ а и р  имеете место 
второе предположеше. то приэтомъ нормы чиселъ, на которыя 
разложатся числа а и р,будутъ по абсолютному значенш менее 
соответственно нормъ а и р. Но число различныхъ целыхъ 
чиселъ, которыя по абсолютному значение меньше А(р), ко
нечно и слгЬдовательпо после конечнаго числа оиеращй 
разложения мы прШдемъ къ разложешю числа р на мно
жители далее не разложимые; число такихъ множителей 
будетъ число конечное.

Въ теорш целыхъ ращональныхъ чиселъ полученное 
аналогичпымъ путемъ разложеше представляется, какъ 
известно, вместе съ темъ и едппственнымъ, Единственность 
разложешя сложнаго числа на простые множители со
ставляете ocHOBanie теорш чиселъ. Въ теорш целыхъ алге- 
браическихъ чиселъ мы можемъ, напротнвъ, дать примеры 
песколькпхъ разложеыШ одного числа на неразложимые 
множители. Такъ напр. въ квадратичномъ (мнимомъ) теле 
определяемомъ У—5, мы имеемъ:

6—2. 3 --(1 + у -Ъ )  (1— —5)

9—32= (2 + у —o') (-2 -J /-5 )
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Припомнимъ, что въ основате изучетя свойствъ 
цЬлыхъ положительныхъ чиселъ мы положили .следующая 
акстомы и свойства цЪлыхъ чиселъ:

1) Аксшмы учешя о величипахъ, которыя применимы 
и кь ц'йлымъ числамъ.

2) свойство области цЪлыхъ чиселъ, которое можно 
назвать замкнутостью по отношение къ операщямъ сложешя. 
вычитав.1я и умножешя (т. е. А + В  и А В  суть числа ц'Ьлыя 
положительный, если А ж В  суть таковыя; А — В  также если 
А > В ).

3) если мы вм'Ьемъ два цЬлыхъ положительныхъ 
числа А  и Б, при чемъ А > В , то всегда можно, составляя 
рядъ посл'Ьдовательныхъ кратннхъотъ 1.Б, В , 2. Б , 3 Б  ...тВ, 
найти такое кратное Б, которое будетъ превышать А (*). 
Пусть т В У А ,(т —1)Б<Б; тогда, полагая т—1 =q, очевидно 
им'Ьемъ A —Bq+r где г есть число въ ряду 0, 1, 2,... В —1 
т. е. некоторое число положительное, меньшее Б.

Единственность разложешя сложпаго числа на простые 
множители есть слгЬдств1е этихъ аксюмъ и свойствъ. Такъ- 
какъ аксшмы О) и свойство (2) имЬтотъ м'Ьсто и для 
Ц'Ьлыхъ алгебраическихъ чиселъ, то поэтому отсутс.тв1е 
единственности разложешя на множители должно зависать 
отъ того, что область ц'Ьлыхъ алгебраическихъ чиселъ 
в .обще (въ частности иапр. квадратичное тело, определяемое 
т/ —5) не имЬетъ свойства (3). И действительно для тйхъ 

гЬлъ, для которыхъ им'Ьетъ место свойство, аналогичное 
свойству (3) имеетъ место и единственность разложешя 
сложнаго числа на простые множители. Таково папр. тело 
определяемое л/~=А- Для ц'Ьлыхъ комплексныхъ чиселъ 
вида а-ьр W—i можно показать, что если А и Б  суть два 
таюя числа и N(]$<.N(A\ то можно найти два новыя 
целыя комплексныя числа q и г такъ что

A—Bq+r причемъ N(r)< А(Б)

*) Свойство (3) есть аксюма Архимеда, примененная къ целымъ 
числамъ.
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Применяя последовательно это свойство и замечая, 
что убывающей рядъ целыхъ положительныхъ чиселъ

N(J),N (B),N(r), N(A),...

должепъ быть ковечнымъ, получаемъ для целыхъ комплекс- 
пыхъ чиселъ алгориемъ, аналогичный алгориому Евклида, 
и рядъ теоремъ вполне аналогичныхъ съ теоремами до
казанными нами (см. вып. 1) для целыхъ чисель и въ. 
томъ числе теорему, что всякое комплексное число вида
А -^ В л /^ л  можетъ быть только единственнымъ образомъ раз- 
лооюено на неразлоо/симые множител, которые и являются

абсолютно простыми числами этого тела.
Что касается до другихъ телъ, въ которыхъ отсут- 

ствуетъ свойство аналогичное со свойствомъ (3), то TeopiH 
ихъ представляетъ новыя трудности. Чтобы преодолить 
ихъ и создать для нихъ теорпо делимости, снова пред
ставляющую полную аналогш съ Teopiero делимости целыхъ 
чиселъ, Куммеръ для чиселъ такъ называемаго кругового 
тела, определяемаго корнемъ уравнев1я -х?— 1=0 ввелъ 
новое поняые—поняые объ идеальныхъ числахъ.

Общая теор1я для целыхъ алгебраическихъ чиселъ 
основанная па введепш поняыя объ идеальныхъ системахъ 
(идеальные модули или идеалы) была впервые создана 
Дедекпндомъ. Золотаревъ и Кронекеръ дали свои теорш 
целыхъ алгебраическихъ чиселъ. Мы отсылаемъ для. зна
комства съ Teopieio целыхъ алгебраическихъ чиселъ къ 
следующимъ сочииен1ямъ па русскомъ языке:

И. Йваповъ. Целыя комплексныя числа. Опб. 1891 г. 
Ю. СохоцкШ. Начало общаго наибольшаго делителя

въ примененш къ теорш делимости алгебраическихъ
»

чиселъ, Спб. 1893. Замечательный рефератъ по теории алге
браическихъ числовыхъ телъ составленъ Гильбертомъ и 
иомещенъ въ Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- 
Yereinigung. Томъ 4-й (1894—1895).

MitskevichOA
Прямоугольник
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§ 24. Перечислимость алгебраическихъ чиселъ. Доказательства

существовала трансцедентныхъ чиселъ.

Теорема. А лгебраи чеекгя  вещ ест венны я числа подобно рацго- 

нальны м ъ (с ч  § 6 ) сост авляю т ъ п ереч и сли м ое множ ест во  

(аЪгаМЪаге Мепде) т . е. совокупност ь вещ ест венны хъ алгебраи че
скихъ ч и сегъ  имгъет ъ ту-оюе м ощ ност ь, и совокупност ь

цгьлы хъ полож ит ельны хъ чиселъ.

Доказ. Чтобы доказать эту теорему, нужно показать 
возможность расположить въ опредйленномъ порядкй вей 
ветцественныя алгебраичесгая числа т. е. вещественные 
корни всйхъ алгебраическихъ уравненШ вида

а0 w H +  w n~ l +  . . . .  + a „ _ i О,

причемъ мы имйемъ полное право сделать предположете, 
что вей числа а  суть взаимно-простыл между собою (т. е ■ 
не существуетъ число d. на которое вей они дйлятся 
на цйло), а0 положительно и уравнете неприводимо. Для

ч

того, чтобы осуществить желательное располоя-.eme 1) рас- 
предйляемъ уравнешя по величинй такъ называемой, 
высоты N, опредйляемой по формулй:

Ат=  п—1 + | а 0| + | | + | 1 . . . + | а п |,

2) распредйляемъ числа, соотвйтствуюшдя одной и той же 
высотй N. по ихъ величинй. Нетрудно видйть, что опре- 
дйленной высотй N  отвйчаетъ только конечное число алге- 
брапческихъ уравненгй и слйдовательно конечное чи.ло 
алгебраическихъ чиселъ.

Такъ для N=1  можно взять только , |я0|=1,
I » j ! — I а2 1= • • • =0> ЧТ0 Даетъ уравнеше а?=0.

При N = 2  имйемъ и ли ,и = 1 , | | =  [ |= ! а21=. ,=о, что
даетъ уже полученное число а?=0 или | «0 (=1, | 1=1

1 . = 0 т. е. x ^ l - =0 ИЛИ п = 2, «о 1=1. «1 ! =  • • =0
т. е х 2=0. >

При N= 3 имйемъ и л и п 1ао И 3>.К  1 = . . =  0 Т. е.

•ОIIсо

ил и л=1. 1 ао 1=~2, 1 «1 i:= 1 т. е =0
или п=1, 1 а0 |==1, 1 «11= 2 т. е х±2==0
или п-2 , \а0 \==2, К 1==0 т. е 2а?2 =:0.
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Какъ последнее предположете. такъ и пробил предпо- 
ложев!я, который можно сделать при N—3, не дають новыхъ 
не встретившихся еще уравненШ и чиселъ.

При N —4 мы получаемъ только следующая новыя 
уравнешя:

3#±1==0
=0

2х'1—1==0
#2+ж-г1 =-0
х 2 ~х+1 ==0

х2—2:=0

Располагая корни всехъ этихъ уравненШ въ рядъ по 
величине N  и при равной величине N  по величине ко
рня получаемъ следующую таблицу:

N 1 1 1 а 1 3 4

0 — 1 + 1 1 1—2 -------— 2
2 ’ 2 ’

— 3 ,-1 ,6 1 8 0 3 ,-1 ,4 1 2 4 1 .

1 1 |

Такъ—какъ применете указаннаго npieMa можетъ 
можетъ быть продолжено и далее на все целыя 
значешя N, какъ-бы велико N  ни было, то ясно, что все 
алгебраическая числа (вещественныя) могутъ быть располо
жены въ рядъ, очевидно эквивалентный съ рядомъ це- 
лыхъ положительныхъ чиселъ. Итакъ совокупность алгебра- 

ическихъ чиселъ есть перечислимое множество. Другими сло
вами мощность множества, состоящего изъ всЬхъ алгебра- 

ическихъ вещественныхъ чиселъ, равна мощности ряда цЪ- 

лыхъ положительныхъ чиселъ или мощности множества ращо- 

нальныхъ чиселъ.

Только - что доказанная нами теорема составляетъ 
одинъ изъ замечательнейшихъ результатовъ теорж  

множествъ, созданной Георгомъ Канторомъ, и снова 
приводитъ насъ къ вопросу, поставленному нами на стр. 20,
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о множеств^, составленпомъ изъ всгьхъ безконечныхъ деся- 
тичныя дробей О, аг а2 а3 . . . . Теор1я Дедекинда позволя- 
етъ обобщить этотъ вопросъ и говорить о множеств^ всЪхъ 
сЬчешй, которыя можно всйми возможными способами про
извести въ области ращональныхъ чиселъ Исчерпываются 
ли всЬ эти еЬчешя гЬми сЬчетями, которыя получаются 
при р'бшенш всЬхъ алгебраическихъ уравнетй т е. исчер
пывается ли алгебраическими числами область ирращональ- 
ныхъ чиселъ вообще? Другими словами, есть ли всякая про
извольно составленная безконечная десятичная дробь (или 
всякая безконечная непрерывная дробь) корень какого-либо 
алгебраическаго уравнетя съ целыми коеффищентами или 
же ариеметичестя выражетя (подъ этимъ общимъ терми- 
номъ мы понимаемъ десятичныя или вообще систематиче- 
сгая дроби, непрерывный дроби, безконечныя числовыя 
строки и т. гг ), удовлетворяющая алгебраическимъ уравне- 
н1ямъ. должны им'Ьть особый специфичесгай. имъ только 
присущ!й, характеръ, и составляя ариеметичестя выражен1я, 
этого характера не им,Ьющ1я, мы получаемъ трансцедент- 
ныя числа и такимъ образомъ вооч1ю доказываемъ ихъ су- 
ществоваше. Реш ете поставленныхъ нами вопросовъ мо- 
жетъ быть получено нисколькими путями.

Можно ставить себЪ ифлыо выяснить именно 
специфическ1й характеръ ариеметическихъ выражешй, 
удовлетворяющихъ алгебраическимъ уравнетямъ. Починъ 
въ этомъ отношенш принадлеяштъ Jliyбиллю , которымъ и 
дано первое доказательство существовашя трансцедентныхъ 
чиселъ.

ИзслЪдовашя Л1увилля (*) основаны на изученш ха
рактера приближен1я ращональныхъ чиселъ къ корню ал
гебраическаго уравнетя. Л1увилль доказываетъ, что если 
$ есть корень алгебраическаго уравнетя v—ой степени,

*) Изсл^довашя эти были опубликованы въ 1844 и снова въ 1851 въ 
ого журнал!;.



— -  ращональное приближете къ этому корню, то всег-

да можно найдти достаточно большее значеше Q такъ что 
для всякаго q > Q

Р
<г

1
v - j - 1Я

Изъ этой теоремы вытекаетъ, что если мы составимъ 
такое ариеметическое выражеше ?, для котораго абсолютное

V  Vзначенёе разности между % где ~ есть приближен

пая дробь, остается при неопределе номъ возрастанш зна

менателя q однако всегда меньше какъ бы велико v

ни было, то % не можетъ быть корнемъ алгебраическаго 
уравнешя сколь угодно высокой степени и есть число тра- 
нсцедентное. Числа удовлетворяющая этимъ услов1ямъ Малье 
предложилъ называть трансцедентными числами Лдувилля. 
Этимъ услов1ями удовлетворяетъ и является трансцедент- 
нымъ числомъ Лгувилля напримгЬръ ариеметическое 
выражеше

осг ос2 а3 a
2 q  J о 1 - ^ 2 Qb2*3***t *

т. е. десятичная дробь, въ которой число нулей между 
значущими цифрами все более и более увеличивается по 
мере того, какъ мы отходимъ вправо, или общее следующее 
выражеше (систематическая дробь при основанш Ъ, имею
щая то же свойство):

У {mi=l,2,..b—1)

где числа ш2. ш3. . . составляютъ неопределенно 
возрастающие рядъ чиселъ.

Другой путь для доказательства существо в am я трапс- 
цедентныхъ чиселъ есть путь, при которомъ изъ изучешя 
свойствъ спещальпыхъ чиселъ, аналитически опредгЬлен- 
ныхъ, выводится, что эти числа не могутъ удовлетворять
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никакому алгебраическому уровненпо. Этимъ путемъ Эр- 
митъ и Лиидеманъ доказали трансцедентность чиселъ е и 
it. Объ изсл'Ьдоватяхъ. относящихся къ этимт. чпсламъ, мы 
будемъ подробнее говорить въ параграфахъ, имъ посвя
щен ныхъ.

Но оба указанные ripieMa доказательства существова
шя трансцедентныхъ чиселъ далеко уступаютъ какъ по об 
щности, такъ и по теоретической важности пути, основан
ному на изсл'Ьдоватяхъ Г, Кантора по meopiu множеетвъ 
Въ этихъ изследовашяхъ Канторъ имКлъ только одного 
предшественника Бернгарда Больцано. На 67-мъ году своей 
жизни Больцано написалъ глубокомысленную книжку- 
Paradoxien des Unendlicheu (первое из дате  въ 1850 г. после 
смерти автора, второе въ 1889 г.), въ которой поставлены были 
въпервый разъ некоторые основные вопросы теорш множеетвъ 
(о безконечныхъ эквивалентныхъ множествахъ, составляю- 
щихъ одно часть другого, объ строгомъ опред’Ьленш непрерыв- 
наго протяжешя или континуума). Но только въ см'Ьломъ 
изложенш, на первый взгляды полномъ парадоксальныхъ 
положенШ, данномъ Канторомъ, введены въ математику те 
поняпя теорш множеетвъ, безь которыхъ, какъ теперь все 
более и более выясняется, невозможно ея дальнейшее раз- 
виНе. Въ 1873 г. Канторомъ найдешь результаты особенной 
важности,найдено строгое доказательство существовашя кроме 
множеетвъ перечислимыхъ множеетвъ большей мощ
ности. Такими множествами являются множество всехъ 
вешественныхъ чиселъ, множество всехъ вещественны хъ 
чиселъ между 0 и 1, множество всехъ точекъ какого-либо 
квадрата или куба. Все эти множества между собою экви
валентны т. е. имеютъ одну и ту-же мощность, которая на- " ‘ \ /
зывается мощностью линейного континуума. Исходнымъ пун. 
ктомъ для доказательства существовашя такихъ множеетвъ 
можетъ послужить данное нами доказательство перечис
лимости алгебраическихъ чиселъ. Разсмотреше этого пе- 
речислимаго множества ведетъ тотчасъ-же къ доказатель. 
ству существовашя чиселъ, не принадлежащихъ къ этому 
множеству. Для этого представимы себе все алгебраическая



числа десятичными дробями (*) и загЬмъ составимъ десятич 
ную дробь, въ которой первый знакъ есть однаизъ 9 цифръ, 
отличныхъ отъ перваго знака перваго алгебраическаго числа.
второй знакъ есть одна изъ 9 цифръ, отличная отъ второго

«

знака второго алгебраическаго числа...............семидесятый
/

знакъ есть одна изъ 9 цифръ. отличная отъ цифры, сто
ящей на семидесятомъ м'Ьст'Ь въ семидесятомъ алгебра- 
ическомъ числ'Ь и т. п. Ясно, что составленная такимъ об- 
разомъ десятичная дробь будетъ отсутствовать въ нашей 
таблиц^ алгебраическихъ чиселъ. Мы им’Ьемъ такимъ об- 
разомъ новое доказательство существоватя трансцедепт- 
ныхъ чиселъ. Но доказательство это им'Ьетъ и еще болгЬе 
важное значете. Такъ-какъ оно применимо ко вс'Ьмъ пе 
речислимымъ множествамъ и всегда даетъ возможность 
указать числа, не принадлежашдя къ этому перечислимому 
множеству, то оно показываетъ, что совокупность всгьхъ ве- 
щественныхъ чиселъ есть множество неперечислимое.

Можно и иначе, исходя изъ той-же общей идеи, пока 
зать неперечислимость множества, состоящаго изъ всЪхъ 
вещественныхъ чиселъ или изъ вещественныхъ чиселъ, 
заключающихся между двумя пределами.

Разсматривая наир. всЬ числа между О и 1, мы мо 
жемъ сказать, что если бы они были перечислимы, то bmIj - 
ст'Ь съ гЬмъ могли-бы и быть расположены въ изв'Ьстномъ 
порядк'Ь:

'2^ • • • tty • • §

Мы можемъ кромФ» того предположить, что всгЬ онгЬ 
представлены десятичными дробями. Пусть равложешя въ

чиселъ а,, av . . .  . будутъ

пГ-1 =0, ап 1̂2 * * *
а2==0, ®21 2̂2 2̂ 3 * * *

Civ— О,  Civ 1 Civ2 OLv з

(*) К аждое число можетъ быть двоякимъ образомъ представлено де
сятичною дробью, такъ-какъ конечную дробь можно написать подъ видомъ 
бесконечной, уменьшая последнюю цифру и добавляя бесконечный рядъ 9; 
такъ напр. О, 3 = 0 , 2999. . .  . Для устранения этой неопределенности уело- 
вимея разъ навсегда избегать безконечнаго ряда девятокъ.



Составимъ тогда число О, Ьг Ь2 Ъя . . . . въ которомъ 
Ь) не равно aw. Число это очевидно не находится въ множе- 
ствЬ. что противоречии» сделанному предположение о томъ, 
что множество заключаетъ въ себе все числа. Этимъ за- 
ключешемъ отъ противнаго доказывается такимъ образомъ 
неперечислимость всехъ чисёлъ, выраженныхъ десятичными 
дробями.

Такимъ образомъ совокупность всехъ вещественныхъ 
чиселъ {область чиселъ В) представляетъ собою непере- 
числнмое множество множество мощности, превышающей 
мощность рядъ целыхъ чиселъ. *)

Въ § 18 мы говорили б томъ, что теор1я изм^рвши 
непрерывныхъ величинъ не можетъ ограничиться разсмо- 
трешемъ только области чиселъ В. Переходимъ теперь къ 
вопросу о соответствш между числами новой области В  
и состоящими непрерывныхъ величинъ.

§ 25. СоотвЬтств1е между числами области В (ариеметическа-

го континуума) и точками прямой лиши.
/

Опытъ не даетъ намъ непосредственно точнаго поняыя 
о непрерывности подобно тому какъ онъ не даетъ намъ 
непосредственно поняпя о геометрическомъ безконечномъ 
однородномъ пространств^. Непрерывность является, какъ 
видно изъ слЬдующихъ примЪровъ, результатомъ несо
вершенства нашихъ чувствъ. Такъ л^съ, состояпцй изъ
раздельно стоящихъ, иногда на далекомъ разстоянш одно

*

отъ другаго, деревьевъ представляется намъ издали сплош
ною зеленою массою. Непрерывная прямая, проведенная 
перомъ, окажется, если мы разсмотримъ ее подъ микро-

*) Существоваше множествъ двухъ различныхъ мощностей ставить 
теорш множествъ следую нре два вопроса: I) существуютъ лн множества 
мощности промежуточной между этими двумя множествами. Воиросъ этотъ 
принадлежишь въ настоящее время къ числу важн'Мщихъ вопросовъ теорш 
множествъ.

:>) Существуютъ-ли множества, мощность которыхъ превышаетъ и 
мощность континуума? На этотъ вопросъ учете о множествахъ отвгЬчаетъ 
утвердительно, но planemo выходить уже изъ дредЪловъ учешя о числахъ 
и будешь изложено въ четвертомъ выпуск!;.
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скопомъ, состоящею изъ отдЪленныхъ одно отъ другого 
пустыми промежутками дернильныхъ пятнышекъ. Кинемато- 
граф'ь или стробоскопъ доставляютъ иамъ впечатлите непре. 
рывпыхъ картинъ, хотя впечатлите это на д'Ьл'Ь слагается 
изъ ряда слгЬдующихъ другъ за другомъ разд'Ьльныхъ 
впечатлЪшй. „Для чувственнаго ощугцетя, говорить Э Махъ. 
не существуетъ ни пространственныхъ точркъ, ни мгноветй 
времени, но существуютъ только пространства и времена 
настолько малыя, что ихъ дальнсЬйнпя сосгавныя части 
или не могутъ быть различаемы или-же на разлгте ихъ 
мы не обращаемъ внимате“.

Объяснить какимъ образомъ изъ разд'Ьльныхъ чув- 
ственныхъ ощущений слагается наше идеальное представле- 
nie о непрерывныхъ величинахъ и въ частности о непрерыв
ной лиши есть д’Ьло физшлога и психолога подобно тому 
какъ они же должны объяснить происхождете понятая о 
геометрическомъ пространств^

Но каково-бы ни было объяснете идеи непрерывности 
съ психофизической точки зрЪнгя, мы разсматриваемъ въ 
философы природы пространство, время, массы, pica, 
эиергш, какъ непрерывный величины и для аналитическаго 
изучешя отношенШ между этими непрерывными величинами 
чистая математика должна доставить намъ область чиселъ, 
находящуюся^ въ полномъ соотв'Ьтств!и съ континуумами, 
изучаемыми въ геометрш и другихъ экспериментальныхъ 
наукахъ Такую область чиселъ мы можемъ назвать мате- 
матическимъ континуумомъ. Мы говори мъ, что такимъмате 
матическимъ континуумомъ и является область В  вс'Ьхъ 
вещественныхъ чиселъ, введенная въ предыдущихъ параг- 
рафахъ т. е. утверждаемъ, что сущесгвуетъ полное сотв^т 
cTBie между непрерывными величинами и этою областью 
чиселъ. Иначе говоря каждому числу этой области соответст
вуете известное состояп1е непрерывной величины (или упо- >
требляя выражен1е Лобачевскаго „величина н'йкото- 
раго коликаго") и обратно каждому значение непрерыв
ной величины соответствуете число. Чтобы выяснить это 
соптв1угств1е и те освовашя, на которыхъ оно установли
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вается, возьмемъ за типъ непрерывной величины прямую 
липко. Сказанное относительно ея будетъ иметь место 
относительно всгЬхъ континуумовъ (силы, скорости и т. п.), ко. 
торые могутъ быть, графически изобраяедемы прямыми. Мате 
матики выяснили въ последнее время, что это соотв,Ьтств1е ос
новывается на векоторомъ постулатумК. Постулатумъ состо- 
итъ изъ трехъ отдели ныхъ требованШ:

1) Каждому ращональному числу должна соответство
вать точка прямой линии.

Уже и это требовагпе вполне аксюматично, ибо ращо- 
нальныя числа съ весьма большими знаменателемъ не мо
гутъ быть эмпирически отлоясены на прямой линии.

2) Каждому иррацюнальпому числу должна соответ
ствовать точка прямой

Это требоваше было почти одновременно выставлено 
Г. Канторомъ и Дедекиндомъ. Каяторъ определенно указы- 
ваетъ, что предположете, по которому каждому арифметиче 
скому выраженйо (образу—Gebilde) долженъ соответствовать 
определенный отрезокъ, ни подразумевается само собою, 
ни подлежитъ доказательству и составляетъ существенную 
чисто геометрическую аксчому—аксшму о непрерывности 

прямой лиши. Эта аксюма выражена Дедекиндомъ въ сл е
дующей форме: Если есть течки прямой распадаются
на два класса такъ— что каждая точка первого класса лежитъ 
влгьво отъ каждой точки второго класса, то 
одна и только одна точка, которая производить это раздгьлс 
те вспхъ точекъ на два класса, это разстьченгепрямой на два 
ьуска.

Таннери въ своей Ариеметпке следующими нагляд
ными образомъ объясняетъ аксюму Дедекинда: пусть ир- 
ращональное число а заключается между [3’ и ,з". Пусть Ъ' 
и Ь" будутъ точки, соответствующая ,9" и р". Отметимъ все 
точки Ъ'красными карандашемъ, а все точки V  синими; 
все красныя точки будутъ влево отъ синить; между крас
ными и синими точками не можетъ быть пустаго места 
потому что можно найдти всегда два ращональиыя числа 
сколь угодно близгая. Аксюма Дедекинда состоитъ въ допу-

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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гценш, что две части линш, одна съ красными, другая съ 
синими точками, отделяются некоторою точкою а, которая 
и соответствуешь числу а.

3) Каждой точке прямой соответствуешь некоторое 
число.

Этотъ результатъ составляетъ следств1е применимости 
къ отрезкамъ прямыхъ л и тй  аксюмы Архимеда. Если дань

I

__ L ос отрезокъ ОL  и принять за единицу

длины отрезокъ I, то, на основанш аксюмы Архимеда, мы 
можемъ всегда найдти целое число п такъ, что откладывая 
отрезки nl и (n-H) I по линш, начиная отъ точки о, мы 
иолучимъ две точки I и V, между которыми лежитъ точка

L. Взявъ какую нибудь долю единицы — мы можемъ найд-т
ти, отлагая ея кратныя отъ точки , снова точки и 
между которыми ляжетъ точка L  и, поступая такимъ обра- 
зомъ далее, выразить L  въ виде

г  , п .  ,  п ч , ,L  — nl-f - -  I ■+■--13г. . . .тг mt пц

Въ частиомъ случае, когда т^—т^=тй...—Ю, мы имеемъ 
десятичную дробь. Нетрудно также получить для отношешя

—г и непрерывную дробь.

тем ъ или другимъ путемъ, имея единицу длины, 
мы можемъ на прямой Ох получить скалу ращональныхъ 
чиселъ. Точка L  будетъ или соответствовать некоторому 
ращональному числу или нетъ. Въ носледнемъ случае все 
ращональныя числа, какъ мы знаемъ, могутъ быть разде-

ч

лены на два класса смотря потому, левее или правее соот
ветствующая имъ точка, чемъ точка L. Эти два класса 
определи ютъ сечете и это число мы и приписываемъ 
точке L.

Таковы основашя того постулатума, который лежишь 
въ основанш учен in объ измерения непрерывныхъ вели- 
чинъ вообще.



§ 26. Графическое изображеше функцт отъ вещественной

переменной. Показательная функщя.

Въ § 16 мы говорили о томъ приблизительномъ соот
ветствии которое можно установить между системою точекъ 
плоскости и системою паръ рацюнальныхъ чиселъ (коор- 
динатъ). Соображетя цредыдущаго параграфа показываютъ, 
что после введшая чиселъ области является возможность
установить полное соотв'Ьтств1е между точками плоскости 
и парами чиселъ области В . Каждой точке соответствуете 
пара чиселъ (ж, у) и каждой такой паре соответствуете 
определенная точка.

Если мы установимъ между числами х, у неко
торую зависимость напр. х —у 3 или y=>Sinx, то выделимъ 
изъ точекъ плоскости безконечный рядъ точекъ—кривую и 
обратно каждая кривая, определяемая какими либо геоме- 
трическимъ свойствомъ, имеете свое уравнете.

Такимъ образомъ только после установлен1я соот- 
ветств1я между числами области В  и точками лиши 
является возможность вполне строго обосновать реш ете 
двухъ основныхъ задачъ аналитической геометрш: 1) гра
фическая изображетя функцШ и 2) представлен in кри- 
выхъ (поверхностей) уравнешями между двумя (тремя) 
переменными.

Опредньлеше. Если мы имеемъ два числа у и х .  изме- 
няюхщяся совместно, и притомъ х принимаете все значешя 
области В , то х называется вещественною переменною, 
у функщею отъ вещественной переменной.

V

Одно изъ важнейшихъ различШ, которыя можно 
установить между функциями,есть разлшйе между фупкщямн 
непрерывными и прерывными

Функщя / ’ \х) называется непрерывною для значегпя 
ж—а. если можно всегда найдти столь малое значеше h, что, 
какъ бы ни было мало г.

I / (*+А)—/‘ Н  1< *•
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Функц1я f  (х) называется, непрерывною въ интервалле 
между х—А и х~В , если функщя непрерывна для кажда- 
го значен1я а заключающегося въ этомъ итервале.

Непрерывная въ какомъ либо интервалле функц1я 
изображается для соответствующихъ значенШ абсциссъ 
сплошною кривою.

Какъ примерь графическаго изображетя функцШ мы 
возьмемъ показательную функщю

Для того, чтобы функщя имела определенное значен1е 
при всякомъ значенш х  какъ ращоаальномъ, такъ 
ирраи1ональномъ необходимо определить степень для 
ращональнаго и иррадшнальнаго -показателя. Въ § 17 дано 
опредгЬлев1е степени съ рацюнальнымъ показателемъ при 
рацюнальномъ основанш; въ § 19 (ст. 83) мы дали опредЪ-

п
л ете  у  а если а есть число иррацюнальное или рацшналь- 
ное, и это опредДлеше позволяетъ распространить и на ир- 
рац1ональныя основан1я поняНе о степени съ рацюналь 
иымъ показателемъ. Намъ остается теперь определить сте
пень съ несоизмеримымъ показателемъ г.е. значете символа

*

а*, въ томъ случае когда числа а и а суть два к атя  либо 
числа, принадлежащ1я къ области В .

Мы можемъ во всемъ последующемъ считать, а> 1 т к.
1

въ случае, если а'<  1 , можно, полагая а — , где а> 1 . опре-сс/
делить символъ ах равенствомъ .

г

Что касается до определения Значения символа а®, то 
докажемъ прежде всего следующую лемму.

Лемма. Если а~>1, то, какъ бы мало ни было наперед ь 
заданное число rt, можно всегда найдти столь малое рацгопаль- 
ное число £, при которомъ удовлетворяется неравенство.

С,

а—1<тг).

Доказ. Изъ формулы бинома Ньютона (при т  ц1\ломъ 
положительному вытекаетъ если р>о неравенство.

(1 ) (1 + р )  ”‘> l+ m p .
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Переписавъ это неравенство подъ видомъ

т
(1 +тр)—1 <р

и опред'Ьливъ р такъ-что 1+тр=а, имЪемъ

г_
т а — 1

(2) « - ! < - = -

Неравенство (2) и доказываетъ нашу лемму такъ-какъ 
а всегда можно выбрать настолько большимъ, что

а—1
ж < •*)•

Доказавъ эту лемму мы можемъ перейти къ опред'Ьле- 
Hiio значетя символа аа при а несоизм'Ьримымъ.

Пусть иррацюнальное число а определяется двумя 
классами ращональныхъ чиселъ Сг и С2.

Составимъ новое сечете области ращональныхъ чи
селъ на два класса В 1 и В 2 на следующихъ основатяхъ: 
относимъ къ В j все числа ращональныя менышя чемъ 
а а\  если a-i есть какое-либо число йласса С\ и къ В г  все 
болышя ah, если h  есть какое либо число класса Сг

Два новые классы Х>3 и D<z будутъ иметь все свойства 
классовъ, определяющихъ иррацгональныя числа 1. Каждое 
число, принадлежащее къ классу В г будетъ менее каждаго 
числа, принадлежащего къ классу В г  (т к. а,- <6, и следо
вательно (при «> 1) a«i <abi).

2. Если какое-нибудь число отнесено къ классу B t то 
очевидно всЬ числа менышя будутъ отнеселы къ тому-же. 
классу. Точно также, если какое-нибудь число будетъ отне. 
сено къ классу В 2, то очевидно, что все числа больния его 
будутъ отнесены къ тому-же классу.

3. Такъ-какъ въ классе Сг нетъ числа, которое было- 
бы больше всехъ чиселъ этого класса, то очевидно, что и 
въ классе В г не можетъ быть числа, которое было-бы боль
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ше всЪхъ чиселъ этого класса. To-же самое относится и къ 
классамъ С2 и 1 ) г .

4- Въ виду того что, по только-что доказанной лемме 
разность

можетъ быть сделана менее сколь угодно малаго числа

(а есть величина конечная), то разность между двумя 
числами классовъ Di и Вг можетъ быть сделана менее 
сколь угодно малаго числа.

Указанныя нами свойства классовъ В г и D2 показыва- 
ютъ, что они опредЪляютъ въ области ращональныхъ чи
селъ некоторое сечете, которому и соответствуете ирра
циональное число а".

На введенныя такимъ образомъ степени съ несоизме
римыми показателями распространяются все данныя въ 
§ 1 9  (см. стр. 85) формулы возвышетя въ степень.

Лемма стр. 140 можетъ быть также распространена 
на степень съ несоизмеримымъ показателемъ, и эта 
обобщенная лемма позволяетъ доказать непрерывность 
функщи ах для всякаго значетя х принадлежащаго къ

Г*

области В.
Разность а х л , 1 — а х — а л  ( а п —1)  менее, если а * < М ,  [а это 

всегда имеетъ место] чемъ M ( a h — 1); съ другой стороны, 
на основанш леммы только-что упомянутой, всегда можно 
взять h настолько малымъ, что М { а н — 1)<г.

Такимъ образомъ показательная функщя есть функ- 
Ц1я непрерывная во всей области В  и изображается поэтому 
графически непрерывною кривою.

При изученш функщй какъ съ теоретической, такъ и 
съ практической стороны особенно важное значен1е имеютъ 
вопросы о росте функщй т. е. вопросы о томъ ростетъ или 
убываетъ функщя при возрасташи независимой переменной, 
о наиболыпихъ и наименьшихъ значешяхъ функщй, о бы
строте роста функщи, когда переменная х делается более 
всякой данной величины нли, Какъ говорятъ, стремится къ 
безконечности.

а  г
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Первый и второй вопросы суть вопросы реш аемы е въ 
диф ф еренщ альном ъ исчислены , и они то послуж или по- 
водомъ къ  его изобретены). Что касается до вопроса о 
росте ф ункщ й д л я  безконечно больш ихъ значений то онъ 
обратилъ на себя особенное внимаш е въ  последнее время.

Д л я  показательной функцш  а* первый и второй воп- 
росъ реш аю тся весьма просто. Предположимъ напр. по п реж 
нему а> 1  .Такъ-какъа*+г'=а*в*' и при у положит. а 0 1 ,т о  ф ун к
щ я  t f  есть ф ункщ я всегда возрастаю щ ая съ увеличеш ем ъ х  
и не мож етъ и м еть  поэтому ни наибольш ей, ни наибольш ей 
величины . Н апротивъ если а< 1, то ф ункщ я будетъ всегда 
функщ ею  убывающею. Следующая д в е  кривы я представятъ 
граф ическое изображеш е разсматриваемой ф ункщ й.

а> 1 у=(Хх а < 1

И зъ  чертеж ей этихъ видно съ одной стороны, что 
если а и Ъ суть два положительный числа, то сущ ествуетъ 
всегда одно и только одно число принадлеж ащ ее къ области 
В ,  которое удовлетворяетъ равенству

ах=ъ.

и съ другой стороны что не сущ ествуетъ вещ ественнаго 
числа, при которомъ удовлетворяется равенство

<f——Ь.

Что касается до вопроса о росте ф ункщ й для без п ре
дельно  возрастающ ихъ значенхй х, то онъ представляетъ
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именно въ случай функцш а* вы даю mi Лея интересы Срав 
ни вал функцш ах и ж’" при весьма большомъ числй ш. 
мы легко увидимъ, что a v< xm при значешяхъ х  ие пре 
вышающихъ извйстнаго предала

(т. напр. 2х< х3 для ж<9, 2х< х4 для ж<16), 
но какъ бы велико ни было т можно найдти. всегда столь 
большее число М, что для х>М  а*>х'" и затймъ ах возрас
таешь безпредйльно быстро въ сравневш съ х т (симво- » •
лически это выражается: п р е д . о о ). Какъ слйдствте

X = со
X П

вытекаетъ. что функщя аа возрастаетъ быстрое ч*Ьмъ ах какъ 
бы велико ни было п.
И далЪе функцш х

а

х
х  а

х а а а
G/ ̂ ^  ^  ^  *  *  V V

представляютъ рядъ фупкцШ, быстрота возрастания ко
то рыхъ безпредйльно увеличивается.

Въ сравнеши быстроты возрасташя функц1й и въ вве- 
дзши особыхъ символовъ для ея выражения лтежитъ новый 
путь къ обобщенно понятая о числй, къ введению повыхъ 
системъ чиселъ, къ которымъ не применима ни акешма 
Архимеда, ни некоторые изъ законовъ операщй.

§ 27. Систем атичесшя дроби.

Предыдущее параграфы были посвящены общимъ воп- 
росамъ, относящимся къ алгебраическими и трансцедент- 
нымъ ирращональностямъ. Конкретные вопросы философ!и 
природы приводить къ определенными алгебраическими 
(или траясцедентнымъ) уравнетямъ (какъ напр. уравпете 
2У-—\х ,  уравнете Кеплера) съ численными коеффищептами 
и тогда задача состоитъ въ определены численнаго зыаче-
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шя ирращональныхъ корней этого уравнешя; она считается 
решенною, если найдены две рагцональныя дроби доста
точно близкая между собою (разность между ними есть 
степень точности приближешя), между которыми заключается 
величина даннаго корня. Графическое изображеше функщй, 
объясненное въ § 26, является однимъ изъ способовъ къ р^ше- 
Hiio этой задачи. Наир, если дано уравнеше х г— х —2=0, ко
торое можно написать подъ видомъ х 3= х -} -2  то вычерчивая 
две кривыя у = х 3 и у = х + 2 мы можемъ графически оире- 
д4.лить приближенную величину абсциссы точки пересЬче- 
шя кривыхъ т. е. корня даннаго уравнешя.

Различные наиболее практичные или экономичные 
(т. е. ведуице къ наивозможно большей точности прибли- 
жешя при наивозможно меньшей затрате времени) мето
ды вычислешя корней алгебрическихъ уравнешй излагаются 
въ учебникахъ высшей алгебры.

Большинство изъ этихъ методовъ (напр. практически 
очень важный методъ Горнера) даютъ при этомъ прибли- 
женныя значешя корней въ виде десятичныхъ дробей; на- 
противъ методъ Лагранжа даетъ приближешя въ виде 
подходящихъ непрерывныхъ дробей.

Точно также и при вычислевш трансцедентныхъ чи- 
селъ наиболее важное значеше им4.етъ разложеше ихъ въ 
систематичесия или непрерывння дроби.

Остановимся по отношенио къ систематическимъ дро- 
бямъ только на н’Ьсколькихъ историческихъ зам'Ьчашяхъ 
такъ-какъ техника дЪйствШ надъ ними не представляетъ 
затруднений.

Приложеше систематическихъ дробей къ приближенно
му вычисленш ирращонатьностей встречается уже въ со- 
чинешяхъ греческихъ геометровъ при чемъ за основаше 
систематическихъ дробей бралось то число 60, которое по
лучило значете еще въ культуре древнихъ сумеровъ. 
Такъ Птоломей представляетъ въ своемъ Алмагесте число -

8 30подъ видомъ 3+— + — -—=3,14166; те же систематичесшя дро

би употребляются и Теономъ АлександрШскимъ для при-
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ближеннаго вычислешя квадратныхъ корней. Въ тененie 
вс'Ьхъ среднихъ вгЬковъ они употреблялись индусами, ара
бами и христианами. Знаменатели 60, 60X60, 60X60X60 от
брасывались и вместо этого къ числителямъ приставлялись 
знаки ", (знаки минуты, секунды, тертци). Но въ 12 
веке у первыхъ западныхъ алгебристовъ (1оаннч> СевильскШ) 
начинаютъ вместе съ шестидесятеричными дробями 
появляться десятичныя дроби. Первый нрим'Ьръ исключи 
тельнаго употреблешя десятичныхъ дробей встречается въ 
тригонометрическихъ таблицахъ Регюмонтануса; но настоя- 
щимъ изобрРтателемъ систематическаго употреблешя деся
тичныхъ дробей нужно считать Симона Стевина. Но его 
обозначеше десятичныхъ дробей было еще крайне неудоб
но; онъ иисалъ 94(0) 3 (1) 0 (2) 4 (3) вместо 94. 304. Бюрги, 
В1эта и др. усовершенствовали способы изображешя десятич- 
иыхъ дробей и наконецъ Неперъ ввелъ употреблеше за
пятой.

§ 28. Непрерывный дроби.

Въ 7-й книге Началъ Евклидъ даетъ алгориомъ для 
нахождешя общаго наибольшаго делителя, совпадающей съ 
алгориемомъ обрагцешя дроби въ непрерывную (см. выше 
стр. 32). Некоторыя приближешя, найденныя греческими 
геометрами для ирращональныхъ чиселъ, указываютъ пови- 
димому также на ихъ знакомство съ непрерывными дробя-

22ми. Таково приближете -  найденное Архимедомъ для чис

ла -к, и приближете, найденное Теономъ Смирнскимъ (од 
нимъ изъ неопиоагорейскихъ арифметиковъ 2 го века после 
Р. X.) для т/И  Но въ то-же время друпя приближенный 
значешя, находящгяся у Архимеда и другихъ греческихъ 
геометровъ и не находящаяся ни въ какой связи съ непре
рывными дробями, указываютъ на то, что значеше непре- 
рывныхъ дробей для приближеннаго вычислешя иесоизме- 
римыхъ чиселъ не было достаточно выяснено греческими



геометрами.
Систематическое прпменеше иепрерывныхъ дробей къ 

вычисление квадратныхъ корней мы находимъ' толь ко въ 
17 мъ веке у Петра Катальди *). Первый прим'Ьръ выраже- 
шя посредствомъ непрерывной дроби пррацюнальнаго чис
ла, отличнаго отъ квадратнаго корня, былъ дань Лордомъ

Брункеромъ для числа - :

Это разложеш'е Брункера, данное имъ безъ доказа
тельства, послужило Валлису поводомъ къ изучение свойствъ 
иепрерывныхъ дробей и ихъ подходящихъ (Arithmetica in- 
finitorum 1656). Нисколько позже желате изобразить съ 
помощью механизма съ зубчатыми колесами движете сол
нечной системы привело Гюйгенса также къ вопросу о вы- 
раженш отношетй съ весьма большими членами посред
ствомъ приближенныхъ дробей **)•

Такимъ образомъ Валлисъ и Гюйгенсъ были первыми 
учеными, понявшими все значете иепрерывныхъ дробей 
въ вопросе о приближенш къ соизмеримому или не соизме
римому числу, ними была поставлена задача необыкновен-

«

ной важйости, которая можетъ быть точно формулирована 
следующимъ образомъ.

Найдти изъ вегъхъ дробей, знаменатель поторыхъ не пре
вышаешь даннаго цгьлаго числа D , такую дробь, которая воз
можно ближе (съ избыткомъ или недостаткомъ) подходила-бы

‘\

къ данному соизмеримому или несоизмеримому числу.
Реш ете этой задачи, получаемое съ помощью непре- 

рьгвныхъ дробей, показываетъ всю ихъ важность въ той
области математики, которую Клейнъ называетъ

\

ною математикою или математикою точности.

п.
*) Trattato del modo brevissimo di trovare la radi-ce quadra delli num$ 

Bologna. 1613.
**) Descriptio automati planetarii 1682.

MitskevichOA
Прямоугольник



148 -

Въ § 9 перечислены важн'Ьйппя свойства подходящихъ 
къ спещальной непрерывной дроби (q0, qv ), въ ко
торую разлагается некоторое ращональное число. Свойства 
эти остаются безъ изм^нетя и въ томъ случай, если мы 
будемъ им^ть разложете въ непрерывную д|,обь какого- 
либо ирращональнаго числа По свойству (5) подходя идя

I

дроби составляютъ два ряда посл'Ьдовательныхъ при б л иже ■ 
яШ пъ ирращональному числу ] при чемъ приближешя

J2'r l  составляютъ рядъ убывающШ, приближешя J2; рядъ
'* $r— 1 J2r
возростаюшдй. По свойству (4) Значение |  лежитъ между 

з ^ - 1- и и при томъ такъ. что J
•С.—! 32,- г ' 32.-1  32>-

Наконецъ по свойству (6) ближе къ 3, чгЬмъ всякая

неприводимая дробь съ знаменателемъ меньшимъ .
Поэтому, если въ общей задача предъидущей страницы 

произвольное число D совпадаетъ съ Зп, 10 отвЪтъ на зада-
17

чу даетъ подходящая дробь —on
I

’ Въ противномъ случай р-Ьшеше задачи требуеть, какъ 
показалъ Лаграшкъ, разсмотр’Ьшя такъ называемыхъ 
меэ/суточныхъ дробей.

Пусть Чп\ и % + 1 ь дВа посл'Ьдовательныхъ члена
3»—i 3«-+1

одного изъ двухь рядовъ подходящихъ; об'Ь дроби могутъ
. Jcyr +  TJn - L

быть представлены выражешемъ =■ — • такъ какъ при
№  п j~  ~  1

Тс=о получается первая дробь, h=qn+—вторая. Если непол
ное частное qn+i> l, то мы можемъ придать неопред'Ьлен-

*) Борель въ своихъ lemons sur la thcorie dcs fonctions далъ еще бол4е 
т1;сные пределы для этой разности.
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ному целому числу 7с и промежуточная между О и 
значешя: 1, 2, 3, . , qn+1—1- Соответствующая дроби и бу- 
дутъ промеокуточныя дроби.

Такъ, напр., для дроби 86400
20929 .мы им'Ьемъ подходяиця

убывающаго ряда

представлены въ видЬ

128, котораяо1
3 33429 
1Г8+7

обе могутъ быть

Промежуточная дроби будутъ
33+29 62 95 2.334 29
8+7 =  15* 23’ =  ' 2.8+7

Взявъ две подходящая возрастающаго ряда 33 161
Т  11 8 9 ’

промежуточныхъ дробей не получимъ т. к. - -(51
161 1.128 + 33

1.31 + 8

Если мы пополнимъ оба ряда подходящихъ дробей.
% ■V,

З г ' 3 » у З ь

Ъ . % %

З г ' з г З о '

вс+мп соответствующими промежуточными дробями, то 
получимъ два новыхъ ряда дробей, которыхъ свойства лег
ко доказываются. Важн+йипя изъ этихъ' свойствъ еле- 
дуюцця:

1) разность двухъ посл+довательныхъ членовъ одного 
и того же ряда по абсолютному значение равна единице 
разделенной на произведете знаменателей. 2

2) Одинъ изъ рядовъ представляетъ рядъ дробей, по
стоянно возрастающихъ, другой—постоянно убывающихъ и 
оба стремятся къ пределу L

3) Если какая-нибудь дробь величине нахо

дится между двумя последовательными дробями, то зна
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менатель В непременно больше знаменателя каждой изъ 
дробей.

И нэконецъ 4) каждая изъ дробей ближе съ в (съ 
избыткомъ или недостаткомъ) чгЬмъ всякая другая дробь съ 
знаменателемъ, не превышающимъ знаменателя этой дроби.

Такъ, напр , ближе къ дроби 86400
20929 всякой

другой дроби съ знаменателемъ не болынимъ 39, будучи 
несколько меньше этой дроби.

тт , 86400 г „Дробь . которую мы взяли для примера, фигу-u\Jo u\j
рируетъ въ задаче о календаре, которую Дагранжъ форму- 
лировалъ следующимъ образомъ въ своихъ приложешяхъ 
къ алгебре Эйлера.

„Принимая по Лакалю длину тропическаго года въ 
365 дней 5 ч. 48'49", найти различные способы исправить 
календарь, прибавляя черезъ известное целое число летъ 
къ году целое число дней“.

Приближенныя дроби 161— —, полученныя нами да-оУ
ютъ реш етя  этой задачи, гораздо более точныя, чемъ
принятия въ Юлганскомъ и Грегор1анскомъ летоисчисленш.

/

33Дробь == соответствуешь найденному Омаромъ Альхаями8
(1079 по Р. X ) такъ наз. персидскому летоисчисление, по 
которому черезъ каждые тридцать три года должно при
бавляться восемь дней.

Лрилож енге непрерывной дроби къ аривметической meopiu
ирращональноетей.

Значете непрерывныхъ дробей не исчерпывается толь
ко вопросами приближ енной математики. Въ наиболее аб- 
страктныхъ областяхъ математики —въ у чей in о целыхъ
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числахъ и въ учеши объ ирращональностяхъ онтЬ им^готъ 
весьма важное значев!е. Въ учеши объ ирращональностяхъ 
оиЪ дозволяютъ выделить квадратичесшя иррацюнальности 
и охарактеризовать ихъ вполн’Ь следующими двумя теоре
мами.

Теор. 1. Всякая перюдическая непрерывная дробь ( 
или смешанная) есть корень 2 ой степени.

Безконечная перюдическая дробь называется nepiodu- 
ческою, если ея неполныя частныя. начиная съ н^котораго. 
постоянно повторяются въ одномъ и томъ же порядке. 
Повторяющаяся частныя составляютъ непрерывной
дроби. Дробь будетъ простою периодическою, если перюдъ 
начинается съ перваго частнаго. и если перюду
предшествуютъ одинъ или несколько членовъ.

Доказательство этой теоремы можетъ быть найдено 
самимъ читателемъ.

Теорема 2. Ирращональные корни 2-й степени 
разлагаются въ пермдическую дродь.

Особепнаго внимашя заслуживаетъ конечно разложе- 
nie т/ЗГ въ непрерывную дробь.

Относительно этого разложешя мы ограничимся также 
неречислешемъ его важнейшихъ свойствъ.

1. Перюдическая дробь, получаемая при разложенш 
т/ЗГ въ непрерывную дробь, ерть смтианная перюдическая.

2. Перюду всегда предшествуетъ только одинъ членъ.
3. Если этотъ членъ есть q0, то последнШ членъ не- 

рюда <7* =2 q0и nponie члены перюда
симметрично т. е. qk-i=qvqi:- 2=q2  *

При этомъ необходимо различать два случая: 1) или
число членовъ въ перюдЬ нечетное; тогда разложеше им’Ьетъ

/

форму
_  ____ __  _ _  _________________ v

С?0) ffl* ffl' ? 1 ’ *0

2) или число членовъ въ перюдЬ есть четное и тогда
разложеше им^етъ форму

(<70; Qv qi„ т,q,,.... q2> 2
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число и

4. Если jj. есть произвольное целое положительное

есть подходящая дробь, соответствующая по

следнему неполному частному 2q0 р—таго лертда то

D 3 V = (— 1)и.*.

Если к т. е. число членовъ перюда есть четное число, 
то во второй части при всякомъ р имеемъ + 1; если к 
есть число нечетное, то вторая часть равна + 1, смотря 
по тому, будетъ ли р четпое или нечетное.

Мы нллюстрируемъ эти свойства следующими двумя 
примерами:

у  13 =  (3. 1, 1, 1, 1, 6; 1, 1, ...) (1-й случай).

1/19 =  (4, 2, 1, 3, 1, 2. 8; 2, ...) (2-Й случай).

Въ тесной связи съ раздожешемъ т/17въ непрерыв
ную дробь находится приложеше непрерывныхъ дробей
къ решению одного изъ интереснейшихъ неопределенныхъ
уравнетй.

Въ § 9 было указано, что реш ете неопределеннаго 
уравнешя Ах—Ъу=\ основывается на разложеши въ не

прерывную дробь дроби -g1.

Подобнымъ же образомъ реш ете неопределеннаго 
уравнешя

х 2 — Dy2 =  1 (1)
которое было встречено нами въ Teopin единицъ квадра- 
тичнаго тела, определяемаго у ТГ, основывается па разло- 
жевш въ непрерывную дробь радикала т/ТЗ".

Уравнешя типа х2—ay'-Ws, частный случай которыхъ 
представляетъ уравнеше (1), разсматривались еще иыдШски- 
мн геометрами, которые и изобрели для ихъ реш етя осо
бую круговую методу, которую Ганкель, предлагавший на
звать уравнен1е (1) индШскимъ, считалъ прекраснейшимъ
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изъ всЬхъ результатовъ. добытыхъ въ теорш чиселъ до 
Лагранжа. Въ 1657 г. Ферматъ иредложилъ Френиклу, а 
потомъ и всъмъ современнымъ математикамъ, въ вид!, вы
зова решить уравнеше х2— Dy2—1 въ ифлыхъ числахъ * *)• 
Точное реш ете этого уравнешя, основанное на свойствахъ 
пепрерывныхъ дробей, дано Лаграижемъ.

На основанш свойства (4) мы видимъ, что, какое- 
бы число перщцовъ мы ни брали, числитель и знаменатель

Ча7гподходящей дроби -0—- даютъ намъ реш етя уравнешя
О [А/£

* ‘- D y -  л- 1, вътомъ случае, если число членовъ перюда не- 
полныхъ частныхъ въ разложеши y U  въ непрерывную дробь 
есть число четное. Напротивъ. если оно есть число четное, 
то смотря по тому, будетъ-ли у число нечетное или четное 
мы получаемъ реш етя

уравнешя х2—Dy 2=  — 1 или 
уравнешя х2—Dy 2̂ ; + 1.

Лагранжъ доказываетъ также, что реш ете въ нап- 
меньшихъ ц'Ьлыхъ положительныхъ числахъ уравнешя Нел
ля (основное) получается въ первомъ случай, взявъ одинъ 
пертдъ, во второмъ случай взявъ два.

Мы предполагаемъ проверить эти утвержден in на урав' 
нешяхь

1) ж2— 19у 2=1 2) х2—13у 2=1.
(Разложешя ^Лз и уТэ даны на предъид. стр.). Такъ какъ 

разложеше для уШ заключаетъ нечетное число неполныхъ 
частныхъ, то взявъ подходящую дробь соответствующую 
одному перюду получимъ для уравнешя х2—13у 2= —I ре. 
шеше въ наименынихъ целыхъ положительныхъ числахъ: 
х~  18.у=5 Изъ этого решешя получаются по формуле 
T+U y i T — (18+5j/T 3)m решешя уравненШ х2—13у2=±1.

Полагая напр. т  =  2, находимъ р е т е т е  уравнешя 
Пелля х 2—I3y2=-f-l: х=б49,у=180.

;

*) Уравнеше ото ноеитъ обыкновенно назвате Пелля хотя безъ 
особаго основашя.
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Это есть для даннаго уравнетя Пелля р^шеше въ 
наименыпихъ цйлыхъ положительныхъ числахъ.

§ 29. Разложен1я Кантора и Стефаноса.

Обобщетемъ систематическихъ дробей является разло- 
жеше ирращовальвыхъ чиселъ въ безконечные ряды, со
став пенные изъ дробей съ перем!ннымъ основатемъ. По
добные ряды разсматривали еще Ламбертъ и Лагранжъ; 
посл'ЬднШ приложилъ ихъ къ рф-шенио задачи: представить 
данную дробь съ возможно большимъ приближешемъ че- 
резъ дробь съ даннымъ числителемъ или зпаменателемъ. 
(Oeuvres, vol. 7 р. 291). Въ последнее время подобный раз- 
ложешя разсматривались Г. Канторомъ *).

Теорема.. Всякое число можетъ быть представлено подъ 
видомъ

X ~ < 2L1 I
0 +

+ Э 2̂ ^ + •••

гдй
0 < Ч.

суть цтЬлыя числа, 
С Ь; числа L. 1$,

удовлетворяющая неравенствами 
... произвольныя ц'Ьлыя поло

жительный числа. Разложенiro этому можно придать так
же форму восходящей непрерывной дроби

Доказат. Выдйлимъ сначала изъ числа х наибольшее 
нфлое число г0; определили, какое кратное отъ дроби

*) Zeit. f. Math. 14 (1869'. Смотри статьи Страусса ( A c t a  Math. 
Bd.- 11 и Фабера (Math, A n n  Bd. 60); послТ-диш прилагастъ эти разложешя 
къ перечислешю рацюнальныхъ чиселъ.
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™ заключается въ остатка г. и пусть 
h
г2 очевидно <1.

Далйе определимъ, какое кратное отъ - заключается

въ остатка г г и пусть
г,

r i  = ~ Т  +  тт-» ГД'Ь г Ь2 2
< 1*

Продолжая эту операцио получимъ

X о JX ^  с2 
2 1̂ 2̂+ «>

2̂
4- •  » » ( 1 ) .

Въ случай иррацюнальнаго числа ж получимъ очевид
но бесконечную строку; въ случай рацюнальнаго числа 
можемъ получить конечное выражеше, но оно можетъ быть 
замйнено и другими безконечно большими въ силу ра
венства

1
 ̂ ^

+ 1 In
Л -  — -

+2
п

1'п
1̂ ^2** 2̂ *** ^ г4~2

+ •  •  #

Такимъ о^разомъ и безконечныя разложетя разсмат- 
риваемой формы могутъ имйть рацшнальное значете.

Если не обращать внпмаше на возможность, восполь
зовавшись равенствомъ (2), замйннть послйднюю дробь без-
конечнымъ рядомъ, то всякое число можетъ быть только 
единственнымъ образомъ представлено подъ формою ( 1 ).

Доказательство этой теоремы не представляетъ затруд- 
нешя.

Наиболытй интересъ представляетъ частный случай, 
разсмотрйнный Стефаносомъ, когда 1, 12= 2, ... h=i ...

Въ этомъ же параграфй умйстно употребить о разло
жение Люрота*), который доказалъ, что вей числа лежашдя 
между 0 .и 1 могутъ быть представлены рядами формы.

ОО

mt+ 1
+  у  \Шч

т тг(тг f l ) .  . , m v ( w v - f - l ) ‘

*). Math. Ann. Bd. 21 p. 411,
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§ 30 Трансцедентное число е.

НасгоящШ параграфъ мы посвящаемъ одному за
мечательному числу, е>=2,71828... имеющему громадное 
значеше въ математическомъ Анализе. Значете его обу
славливается тЬмъ, что показательная фупкщя ах обладаетъ 
особенно простыми свойствами въ томъ случае, если за 
основав1е а будетъ взято число с. Соответственно этому 
и логариемы, вычисляемые при основанш й,чгмеютъ также гро
мадное теоретическое преимущество по сравнение съ другими 
системами логариемовъ и носятъ поэтому назвате осте- 
ет век и ы х ъ ,  почему и число е называется основашемъ есте- 
ственныхъ логориемовъ. Для того, чтобы объяснить это 
назваше и значете числа е необходимо исходить изъ ино
го определения логариема, отличнаго отъ того, которое 
было дано въ l -мъ выпуске (см. также § 26). Это новое 
определете логариемовъ, основанное на совместномъ раз- 
сматриван{н двухъ прогрессШ геометрической и ариеметиче
ской, интересно и въ историческомъ отношети такъ-какъ 
логариемы введены были въ науку именно, какъ члены арие- 
метической nporpeccin, соответствующей членамъ геометриче
ской. Зародышъ этой плодотворной идеи можно видеть 
въ одномъ замечанш Архимеда въ его Псаммите; ноокон- 
чательнаго развитая она достигла у алгебраистовъ 15—17 
столетай: Шюке, Стифеля и въ  особенности барона Непера*). 
N. Chuquet въ своей Triparty (1484) разсматриваетъ совме
стно ариемети ческу ю прогресспо 1. 2,... п и геометрическую: 
я, а2,... а'\ где а обозначаетъ данное натуральное число, 
и онъ замечаетъ, что, устаиовляя соответстае между 
двумя членами, занимающими одинаковое место въ двухъ 
прогресс1яхъ, мы найдемъ, что сумме двухъ чиселъ арие- 
метической nporpeccin соответствуете произведете двухъ 
соответствующихъ членовъ геометрической. М. Стифель 
(Arithmetica integra. 1544)распространяетъ это соответств1е,раз- 
сматривая арифметическую прогресспо —3 ,- 2 ,—1, о, 1, 2 и

*') Н ек отор ы е авторы  (см. статью  Aubry въ Enseignement mathe- 
niatique за  1906 г .) ви дятъ  так ж е зароды ш ъ и деи  логарием овъ въ  
и зу ч ев ш  греческим и математиками тЬ хъ  отнош енШ , которы й играю тъ  
роль въ  м узы к а и которы мъ св и  придавали м исти ческ ое значев1е 
(Тимей— П латона).



1 1 1и соответствующую геометрическую нрогрессйо

1, 2, 4,... Стифель видимо понимаетъ всю ваяшость новаго 
поняНя, ио это поняпе окончательно развивается только 
у барона 1оганна Непера въ его Mirifici logarithmorum cano 
nis descriptio (Эдиибургъ 1614) и у Бгорги (Iobst Byrgs 
arith. und geom. progresstabuln. Прага 1620)

Имъ пришла мысль составить таблицы, которыя поз
воляли бы непосредственно переходить съ достаточнымъ ири- 
ближетемъ отъ какого-либо числа ариеметической nporpeccin 
къ соответствующему числу геометрической. Неперу при- 
надлежитъ назваше логаривм овъ  для чиселъ ариеметической 
nporpeccin. Оно есть сокращете вьцшкетя Хоуоо apdlao; 
(число отношетя) и объясняется разсмотрешемъ двухъ
отношешй, изъ которыхъ одно есть степень другого.

*

После этихъ историческихъ замечанШ перейдемъ къ 
изложенно того определетя логариемовъ, о которомъ идетъ
речь.

Пусть мы имеемъ две nporpeccin:

1, (1 + гс).. . (1-1-м;)"', . . . .  (1+к;)", . . .  (1)

О, |3. . . . . т р ,  , . . . . п  (3, , . . . (2)

Произведетю двухъ членовъ геометрической nporpeccin 
(1 + гс)т  и (1+го)п, которымъ въ арифметической nporpeccin 
соответствуютъ члены щ  и пр, очевидно соответствуетъ 
въ ариеметической nporpeccin членъ (m-f п)(3. Поэтому умноя^е- 
nie (1 + w ) m и (1-Н<0“ можетъ быть заменено сложетемъ 
соответствующихъ этихъ числамъ членовъ ариеметической 
nporpeccin т.. е логаривм овъ  и нахождешемъ въ геометриче
ской nporpeccin числа соответствуютаго л о га р и вм у  {т+п)w. 
Но только те числа имеютъ логариемы, которыя стоятъ въ 
геометрической nporpeccin. Чемъ меньше число w  темъ 
меньше разность между двумя соседними числами 
геометрической nporpeccin; действительно эта раз 
ность равна гу(1+и>),п. Въ случае если даны для перемноже- 
т я  два числа А и В, паходяшдяся въ геометрической про 
rpeccin, то они должны быть заменены приближенными 
числами А ' и В', заключающимися въ этой nporpeccin. Чемъ
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менее число w,гЬмъ менее разности А—А' и В—Б 1, и 
тЬмъ ближе поэтому получаемое черезъ логариьмы число 
А' В ’ къ величине произведенья А В. Довольно простой 
счетъ показываетъ, что при w достаточно маломъ ошибка, 
которую мы Д'Ьлаемъ, заменяя А В  черезъ А'В' меггЬе и(А+В) 
т. е. неопределенно умевыиая го, мы можемъ сделать эту 
ошибку сколь угодно малою.

Но нужно помнить, что какъ бы мала ни была величина 
и\ числа геометрической прогрессш идутъ скачками. Непре
рывный рядъ чиселъ получается только въ полагая
го=0. Только при этомъ предположенш каждое число 
имеетъ свой логариомъ.

Съ другой стороны въ прогресшяхъ (1) и (2) кроме 
неотределеинаго числа го у насъ входитъ другое неопре
деленное число р. Въ зависимости отъ выбора неопре-

деленнаго числа s или. полагая —— =  М, въ зависимостиw
отъ Ж мы получаемъ при одной и той же геометрической 
прогрессш безконечное множество ариометическихъ про- 
грессШ т. е безконечное множество системъ логариемовъ. 
Число М  называется модулем*» соответствующей системы 
логариемовъ.

Наиболее естественная система логариемовъ получается, 
очевидно, полагая М - 1 ,  Въ этой системе логариему 1 соот-

ветствуетъ число1l + to jir  т. к. полагая mw=l. получаемъ

соответствующей членъ геометрической прогрессш равнымъ

(1 Aw J » •
Сопоставляя найденные нами результаты, мы нахо- 

димъ, что основатемъ естественной системы логариемовъ,
при которой всякое число имеетъ логариемъ, должно быть 
число равное

1 дч
пред ( j +w \1Г ”)

______w—Q\_____
*) Логариемы при отомъ основан in носятъ часто названie иепе-ротхъ;

но это назван ie не точно. Логариемамъ, которые разом атривалъ Неперъ,
соотв'Ьтствуетъ ocuoBanie « находящееся въ слТздующемъ отношешй къ е

п = 1 0 7.« -  o,ooopooi
Модуль десятичной системы логариемовъ т. е десятичный логариемъ

числа е равняется
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Эго число и обозначается буквою е. Обозначете 
это находимъ у Эйлера съ 1735 г. и затЬмъ это обозпачеше 
употреблялось постоянно и другими математиками.

1
Полагая го = -— и замечая, что, когда стремится къ

0„ т неопределенно возрастаетъ находимъ, что в можетъ 
быть определено какъ

»

пред U+
т = с о

Отсюда гд=пред.
*

Изъ этого опредйленгя выводится разложеше числа е 
въ б°зконечную строку и разложенге функцш ех въ безко- 
нечную степенную строку:

1
в— 1 +  у

X
С»=1+ -г 1.2. .т * ■

Безконечная строка для с позволяетъ указать пределы 
между которыми заключается число . Очевидно что

е>1+ Т  + 02 + 1Жз > 2 “Г  =  2>66 • * •

съ другой стороны

1 . 1 1 1 i
(' < 1 +  1 +  1.2 +  2.2.2 4 2Й2.2 +  2 2.2.2 +  ‘ *

т. е е<3.

Более точяыя вычисленья даютъ для е численное 
значеше е= 2 .718281828459045...

Безконечная строка выражаюшая число е, позволяетъ 
познакомиться съ природою этого числа, а именно показать 
что е не можетъ быть числомъ радгональиымъ. Действи
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тельно, если бы е— -**-, где а и Ъ суть числа целыя, ко

торыя притомъ можно считать и взаимно-простыми, то мы 
им'Ьли-бы равенство

1 1
+ Г71.2. ..У  1.2...6(6 + 1) Т*

Умножая обе части этого равенства па произведете 
1.2 . . . D, получаемъ, что целое число

«.12...(6—1) равпо целому числу
1

L +  +  , „ +  . . - г ’1.2 1 2 Ь 1.2.. Ь

1 1
+ сумма безконечпой строки (/JTly + Jfi+Y) (6 + 2) •  •  ♦  •

Но сумма этой безконечпой строки очевидно менее 
суммы безконечной строки

1
+

1
2 + 1

( 6 + 1 )  ' ( b + t y т ( Ь + 1 )
+ . , которая, какъ известно изъ

элементарной алгебры, равняется дроби -т -  .

Такъ какъ разность двухъ ц+лыхъ чиселъ не можетъ
1равняться числу не равному нулю, но меньшему—т- , то

число ч не можетъ быть ращональнымъ.
Доказательство это принадлежитъ Фурье Видоизме

няя его и применяя къ строке

х п
-Ь •...п •  • мы легко покажемъ*

что ех есть число иррациональное, если х  есть число рацю- 
нальное. *)

*) Идея этого доказательства позволяешь составлять безконечныя 
строки, сумма которыхъ есть иррацюнальное число. Таковы напр все

строки вида / а± — — — , гд!> Pi,2v-1>* суть неопределенно возрастаю-LA )ц.р*..рх
иця целыя числа (Штсрнъ).
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T t -же два результатата могутъ быть найдены и раз- 
сматривая разложешя е и ех въ непрерывную дробь.

Первыя разложешя въ непрерывную дробь числа е, а

также чиселъ V е И
1 были даны Эйлеромъ въ его дис-

сертащи: ,,De fractionibus continuis" въ 1737 г.
Къ этимъ разложешямъ, найденнымъ Эйлеромъ. Лам-

бертъ (1728—1777) нрисоединилъ разложешя для
е—1 е2—] . ех—1

и в0°бще для ё?+1 и изъ вида этихъ разложе-

шй заключилъ, что при х  ращональномъ ех ращональнымъ 
быть не можетъ. Строгое доказательство этого результата 
основывается на следующей теоремй, данной Лежандромъ.

Если въ безконечной непрерывной дроби

числа т, п, т, п', т!',... суть числа цгьлыя, ап,п' ,п. . .  сверхъ 
того и положительный и если сверхъ того дроби
т т
— , всп менгье 1, то значенге дроби есть несоизмеримое 

число.
Эта теорема остается справедливою и въ томъ случай,

W7 * '
если дроби— становятся менЪе 1 не съ самаго начала.щ

Такъ кэкъ напр. для дроби

е—1 _  1
с+т 2~+ 4 - ,е + 10 + 14+ . . .

услов1е теоремы Лежандра очевидно выполнено, то е— 1
е+1

слйдовательно и е, есть число ирращональное.
Характеръ разложешй для е и  е3 въ непрерывную

дробь легко показываетъ, что они не могутъ быть и кор-, » * ......................

нямп квадратнаго уравнешя съ рацюнальнымк коеффищеп-

MitskevichOA
Прямоугольник
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там и. Тоты-же самый результаты былъ найдены Л1увиллемы 
сы помощью безконечной строки. Наконецы общ ая теорема, 
по которой с не есть корень какого-либо у р а в и е т я

V О, гд ^  С0. С' ...

суть ц'Ьлыя числа, доказана Эрмитомы вы его онаменитомы 
м ем уар^: „Sur la  fonction exponentielle" вы 1873 г. Первона
чальное доказательство Эрмита основывалось на теоремахы 
интегральн аго  исчислеш я, но вы настоящ ее время, благо
д ар я  у п р о щ етям ы . введеннымы многими математиками, мо- 
жеты быть излож ено вполне элементарно. Первое упрощ е- 
Hie было сд'Ьлано Вейерштрассомы (*). Вы 1893 г. Гильберты, 
Гурвицы  и Горданы дали настолько простыя доказатель
ства, что они могуты быть усвоены и  лицам и незнаю щ ими 
ан али за  безконечно—мадыхы (**).

И зу ч а я  доказательства Эрмита, Линдеманны вм ^сгЬ  
сы доказательствомы трансцедентности чи сла  к далы и до
казательство двухы слФ-дующихы замгЬчательныхы теоремы: 
П оказательная ф у н к щ я  ех есть трансцедентное число, если х 
представляеты  отличное отъ н уля алгебраическое число.

Н атуральны й логариемы алгебраическаго чи сла х  есть 
всегд а  трансцедентное число, если х  не есть 1.

Теоремы эти выражаюты интересное свойство кривой 
у = е х. У словим ся назы вать рацю нальны ми  точками плоско

сти тЬ , обгь координаты которыхы суть числа ращ ональны я 
и алгебраическими  тй, обп координаты суть числа
алгебраическая. Теоремы Л индем анна говоряты, что кри
вая  у = е х обходиты всгЬ не только ращ ональны я, но и  алге- 
браичесщ я точки.

I*) Переводъ мемуара Вейерштрасса: „къ мемуару Линдеманна: „о 
Лудольфовомъ числТ" (доказательство невозможности квадратуры круга), 
сделанный подъ редакцией пр. Васильева г. Скалозубовымъ, изданъ въ 
1894 г. Казанскимъ физико-математическимъ обществомъ.

(**) Доказательства Гильберта, Гурвица и Гордана помещены въ 
43-мъ TOM'! Mathem. Annalen (1893 r .l На русскомъ языкф мы им'Ьемъ 
прекрасное из л олсен ie доказательствъ Гурвица и Гордана въ стать* проф. 
К. А. Поссе: „о трансцедентности чиселъ е и я“ (ИзвФсия Технологиче- 
скаго Института 1894 г.). Мы и отсылаемъ къ ней читателя, зпакомагосъ 
основашями высшей математики. См. также Ф. Клейнъ. Лекцш по избран- 
нымъ вопросамъ (элементарной геометрш. Казань. 1898.
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Теоремы Линдеманна .выясняютъ вполн’Ь связь, суще
ствующую между операщею логариемировашя и учетемъ 
о трансцедентныхъ числахъ. Съ ними находятся очевидно 
въ тЬсной связи слЪдуюшДя дв^ теоремы, данныя Гильбер- 
томъ въ его „Математическихъ задачахъ“.

1° Вели въ равностороннемъ треугольник^ отношеше 
между угломъ при основанш и угломъ при вершин'Ь есть 
число алгебраическое, но не рагцональное, то отношен1е 
между основашемъ и стороною будетъ всегда трансцедентно.

2° Степень а? для алгебраическаго основашя а и алге- 
браическаго неращональнаго показателя р всегда представ- 
ляетъ число трансцедентное или покрайней м'Ьр’Ь иррацю- 
нальное. Таково напр. число 2/*" или е~=1~п (см. дал^е 
учеше о комплексныхъ числахъ).

И'риложетс. Выводъ разлоо!сенгя въ дробь
gX_X

ф у н к т  —— — — ta n g h y p x ,  данный Лежандромъ.6 Г б
Если мы обозначимъ безконечную строку

1
з(з +1)

У4+ 1_______
1.2 я \ е + 1 ) ( в + 2 )  1.2.3

знакомъ ®(з), то безъ труда найдемъ соотношете

(1) ф ) —ф + 1) ~  - У
z ( z + l )

q(z+2)

и полагая въ соотношенш (1)

Ш
у* 9(^+1)
» ?0)

соотношеше (2) 9(я) У
2+6(0-М) ’

дающее для б(г) непосредственно раз ложенie въ непрерыв
ную дробь

VW Г
2 + У

0+1 + гг
0+2 + ♦  •  Р- 9
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Съ другой стороны полагая г=  , ?/= f .  тгЬемъ

ф ) 1  4 -  21 +  —  + ж 4
1.2 ' 1.2.3.4 •  •  •

еж+ е-ж

У2

? 0 + 1 )
гг / .г’
2

+ А' + Ж
1.2.3 1.2.3.4.5

ж е
• "J <Т

ж е— X
2 9

а потому ех -  е~х 
е*+ е- * ‘

Разложев1е (3) даетъ поэтому

ж

§ 31. Число к и его трансцедентность.

Къ трансцедентнымъ числамъ относится также и зна
менитое Архимедово число отношете окружности къ 
д1аметру.

Знаменитая задача о построены! квадрата равновели- 
каго кругу (квадратура круга) сводится на ностроете числа 
-  съ помощью циркуля и линейки и исто pin числа -  сов- 
падаетъ поэтому съ истор1ею квадратуры круга. Въ древ- 
н'Ьйшемъ дошедшемъ до насъ математическомъ сочинены! 
древнихъ Египтянъ, такъ называемомъ папирус^ Ринда, 
составлеппомъ между 2000 и 1700 г. до Р: X. писцемъ 
Амесомъ (Ahmes) на основаны! еще бол^е древнихъ руко
писей, площадь круга приравнивается площади квадрата, 
сторона котораго равна д1аметру, уменьшенному на одну 
девятую; легко вид'Ьть, что такое приравнеше равносильно 
положенно тг=з, 1604. Далеко менЬе точно принятое астро
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номами древня го Вавилона и перешедшее потомъ въ Биб
лио (книга Царей) положете тг=з.

На греческой почве первые следы задачи о квадрату
ра круга встречаются въ пятомъ веке до Р. X. Анакса- 
горъ Клазоменсипй, посаженный по обвиненйо въ атеизме 
въ аеинскую тюрьму, занимался въ ней, по словамъ Плу
тарха, задачею о квадратуре круга. Къ тому-же пятому веку 
относится изобретете трансцедентной кривой квадратриксы, 
съ помощью которой греческие геометры (Гипшасъ изъ Элиды, 
Диностратъ) решали задачу квадратуры круга. О пределе- 
Hie площади круга было тою задачею, которая привела къ 
созданпо метода исчерпатя. Софисты Антифонъ и  Бризонъ 
указали на то, что площади правильныхъ многоугольни- 
ковъ, какъ вписанныхъ, такъ и описанныхъ, съ увеличе- 
тем ъ числа сторонъ приближаются къ площади круга или 
«исчерпываютъ» ее. Изобретатель метода исчерпатя въего 
окончательномъ виде Евдоксъ КнидскШ прилагалъ его и 
къ определенно площади круга и вероятно ему принадле
жишь доказательство второго предложетя 12-ой книги на- 
чалъ Евклида: «площади круговъ относятся между собою 
какъ квадраты рад1усовъ».*) Реш ете задачи найдти установ- 
ляемое этимъ предложетемъ постоянное отношете между 
площадью круга я квадратомъ рад1уса составляетъ пред
мета сочинешя Архимеда: „объ измерены! круга“. Здесь 
мы находимъ две приближенныя величины для -к:

22 „ 10 „ „ , лл,— = 3 ,1428о и 3 —=3,14084.7 71
Эти приближенныя величины получаются разсмотре- 

шемъ вписанныхъ и описанныхъ многоугольниковъ о 96 
сторонахъ. Более точное выражете дано Птоломеемъ:

8 3 0 .
60 + 3600

17
120

=3,14166.

ИндШсте математики употребляли для -  интересное
приближенное выражен1е j/io , которое объясняется темъ, 
что при д1аметре 10 периметры 12, 24, 48, 96—угольниковъ

*) Подробите о метод!) исчерпашя см. проф. А. Васильевъ. Исто- 
рическШ очеркъ анализа безкоиечно-малыхъ. Казань. 1905 г. (въ при- 
ложенш къ переводу книги Папелье. Начала анализа).



166

выражаются ]/965, j/981, j/986, j/987 т. е. какъ будто-бы 
приближаются къ j/l000.

Въ эпоху возрождетя найдены были Лукою Пачшли 
и др. бол'Ье точныя величины. Такъ въ половишЬ XVI сто- 
Л'Ьтая Адр1анъ отецъ вычислилъ -  съ точностью до 7 де- 
сятичныхъ знаковъ, BieTa съ точностью до 9 знаковъ, Ад- 
piaira РоманскШ до 15 и наконоцъ Лудольфъ ванъ-Цейленъ 
(1539—1510) вычислилъ сначала съ точностью до 20, а по- 
томъ и до 35 знаковъ. (Число -  называется поэтому иногда 
Лудольфовымъ).

Bob эти математики въ своихъ вычисленгяхъ шли по 
пути, указанному Архимедомъ, разсматривая многоуголь
ники съ увеличивающимся числомъ сторонъ. Зам’Ьчатель- 
ныя усовершенствовашя внесены въ методу Архимеда 
Гюйгевсомъ (1629—1695) въ его рабогЬ: ;,De circuit magni- 
tudine inventa“ (1654); теоремы, въ ней заключающаяся, да- 
ютъ возможность изъ разсматриватя многоугольниковъ 
съ небольшимъ числомъ сторонъ находить приближенный 
значее1я числа тг съ весьма большимъ числомъ знаковъ; 
такъ по методЪ Гюйгенса разсматриваше шестидесятиче- 
тыреугольника даетъ пределы для к: 3,1415926433 и
3,1415926538, между тймъ какъ Архимедъ нашелъ только 
дв'Ь первыя десятичныя цифры (*).

Созданный въ конщЬ XVII вЪка методъ безконечно 
малыхъ открылъ новые пути къ вынислешю числа я; для 
числа -  были получены аналитичесшя выражешя, состав- 
ленныя съ помощью безконечнаго числа операцШ. Такъ 
BieTa далъ формулу.

(*) Переводъ сочинен !я Гюйгенса находится въ интересной киижк'Ь 
проф. Рудю: Архимедъ, Гюйгенсъ, Ламбертъ, Лежандръ -  переводъ четы- 
рахъ работъ объ гом'Ьренш круга. Въ книжк'Ь Руд!о находится обзоръ ис- 
торш вопроса о квадратур! круга, которымъ мы и пользовались при со
ставлена! этого параграфа.
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Валлисъ (1616—1705) далъ выражеше для -  съ по
мощью безконечнаго произведешя

тг __ 2 2 4 4
2 Г ' 8 * 3 * 5 " ...................

Найденная Лордомъ Брункеромъ непрерывная дробь 
была уже приведена нами въ § 27.

Она уже значительно облегчала вычислеше и и къ 
той же ц'Ьли вели разложешя въ безконечныя строки, най- 
денвыя около того-ясе времени.

Грегори и независимо отъ него Лейбницъ (1646—1716) 
нашли строку для разложенia arctgx:

, х х г , ж5 arctgx = --  — —  +  — . . .
1  о о

Эта строка и ея простыл преобразовашя даютъ множе
ство весьма удобныхъ формулъ для вычислешя -  съ ка- 
кимъ угодно числомъ десятичныхъ знаковъ.

Такъ замечая, что --4 4 arc 5 arctg 1
239 англШ-

скШ математикъ МасЫп нашелъ въ 1706 г. 100 десятичныхъ 
знаковъ для тс. Известный счетчикъ Дазе вычислилъ по 
формул'Ь проф. Шульца:

у  =  arctg -  +  arctg -  + artcg -± Ci О о
\

въ течете двухъ мгЬсяцевъ 200 десятичныхъ знаковъ для тг. 
ЗатЬмъ въ последнее время Рихтеръ и Шанксъ вычислили 
к съ точностно до 500 и 700 десятичныхъ знаковъ. ВсЪ эти 
вычислешя представляются совершенно излишнею роскошью 
для практическихъ цгЬлей, для которыхъ совершенно доста
точно иеболынаго числа десятичныхъ знаковъ (*).

(*) Для запоминания первыхъ десятичныхъ знаковъ числа -  суще- 
ствуетъ французское стихотвореше.

Que j’aime й faire apprentice 
Un nombre utile arix sages!
11 lustre Archimede, artiste ingdnieur,
Qui de ton jugement pent priser la valeutv 

Выписывая число буквъ въ каждомъ слов$ получаемъ —= 3 , 14159, 
26-35.89793. 23846. 26.
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Большое количество строкъ, произведешь п пепрерыв- 
ныхъ дробей, дающихъ число даны великимъ Эйлеромъ. 
Ему-же принадлежитъ открытие связи между показатель
ными и тригонометрическими функщями. Вытекающая изъ 
этой сеязи формула 1+е~г= о им'Ьетъ весьма большое зна- 
чеше при доказательстве трансцедентности числа ~.

На ряду съ нахождешемъ этихъ новыхъ и важныхъ 
результатовъ продолжались и попытки найдти точное pis • 
шеше задачи о квадратуре круга. Ошибочному увлеченно 
найдти такое р^шеше предавались иногда и Muorie серьез 
ные ученые, упомянемъ изъ нихъ Кардинала Николая Ку- 
занскаго (1401—1464) и Орония Финеуса (1494—1555). Ошиб
ка перваго была указана знаменитымъ астрономомъ Perio- 
монтаномъ, ошибка втораго—изобр'Ьтателемъ нотуса, пор 
тугальскимъ математикомъ Pedro Nunez.

Подробная истор1я многочисленныхъ попытокъ дать 
точное реш ете задачи квадратуры круга составляетъ пред- 
метъ особаго сочинения Монтюкла: „Histoire des recherches 
sur la quadrature du cercle“. Безуспешность всЬхъ этихъ 
попытокъ была причиною того, что въ 1775 г. Парижская 
Академ1я объявила, что „она приняла реш ете не разсмат- 
ривать более р-ЬшенШ задачъ удвоешя куба, трисекщи уг
ла, квадратуры круга, а также и машинъ, которкя считают-; 
ся ихъ изобретателями доставляющими постоянное движе- 
Hie (perpetuum mobile)'. Мотивы къ этому решенно были 
написаны знаменитымъ математикомъ и сощологомъ Кон- 
дорсе (умер. 1794 г.).

Примеру Парижской Академш скоро последовали и 
друпя Академш и ученыя общества. Но точеаго доказа
тельства невозможности реш етя  квадратуры круга однако 
тогда еще не было дано - и мотивы Кондорсе но отношенно 
къ квадратуре круга были скорее метафизическаго, чемъ 
математическаго характера.

Какъ было сказано выше, задача квадратуры круга 
сводится на построеше числа л съ помощью круговъ и пря- 
мыхъ лишй (циркуля и линейки). Но мы видели въ § 21, 
что для того, чтобы такое построете было возможно—к
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должно быть корнемъ нЪкотораго уравнешя степени 2й 
эквивалептнаго цЪпи квадратныхъ уравненШ. Доказатель
ство невозможности квадратуры круга сводится поэтому къ 
доказательству того, что -  не можетъ быть корнемъ такого 
уравнешя.

За нисколько лЪгъ до объявлетя Парижской Акаде- 
мш въ 1766 г. Ламбертъ сдЪлалъ первый шагъ къ изуче- 
oiro природы числа показавши его иррациональность 
Доказательство иррацюнальпости числа тс основывается на 
найденномъ Ламбертомъ разложенш tangx въ непрерывную 
дробь:

РПолагая х — ^ , мы находимъ, что дроби

3q2 ’ 5д2 ’ 7 д 2 ’ '

будутъ песомпЪнно, начинаясь нЪкотораго члена, менЪе 1. 
На ocHOBaHin теоремы Лежандра, приведенной въ предъиду- 
тцеыъ параграфЪ, значеше непрерывной дроби будетъ слЪдо- 
вательео число несоизмеримое. Итакъ tang х число
ирращональное для х  рацюнальнаго.Но такъ какъ для

х  = ~  ta n g ——1, то ^ , а следовательно также и тс, не мо-

гутъ быть рациональными числами.
Полагая въ томъ-же разложенш для tangx х=~, мы 

имЪемъ

(*) Разложение это получается изъ разложения для tanghypx =(X--р - X __
■ ■ даннаго на стр. 164 заменяя х на х i/ —1 . Въ отд. 4 мы пока-
о I * у г

1 еМ—е—*<
жемъ, что tangx =  у  , гд* * = | / -  1.
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Это равенство влечетъ за собою следующее

Если-бы к2 равнялось ращонадьному числу -  , то мы¥1
ии’Ьлп-бы следовательно:

т3 = ----- т
5 п---—т

7 п ----------
9 п —  . . . .

Но непрерывная дробь, стоящая въ левой части, оче
видно удовлетворяетъ условно теоремы Лежандра и следо
вательно не можетъ быть равна целому числу 3, Итакъ т,2 
не можетъ быть числомъ ращональнымъ. Это доказательство 
ирращональности числа -к2 дано Лежандромъ въ 1794  г. и 
давая его Лежандръ выражаетъ вместе съ темъ предполо
ж ите (il est probable), что число -  не есть алгебраическая 
ирращональность (*)

После изследованШ Ламберта и Лежандра только Эр- 
митъ вернулся къ вопросу объ ирращональности числа тг 
и доказалъ сначала ирращональность числа ж2. Наконецъ 
изобретенный имъ для доказательства трансцедентности 
числа е методъ обобщенный Линдеманомъ, привели по- 
следняго къ точному и строгому доказательству теоремы(

(*) Ран4е Лежандра то-же уб'Ьждеше высказывалъ и Эйлеръ въ ме- 
муар4: De relatione inter ternaspluresve quantitates instituenda (Opus, analv- 
tica 1ТЛ
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что к не можетъ быть корнемъ алгебраическаго уравнешя 
съ ращональными коеффищентами. *)

Числами е и тг не ограничиваются конечно трансце- 
деитныя вещественныя числа, имйюнця большое значеше 
въ анализЪ. Упомянемъ напр. такъ называемое число 
Маскерони или Эйлера

ОО

1
имеющее важное значеше въ теоршЭйлеровыхъ интеграловъ.

Очень важный рядътрансцедентныхъ чиселъ,им'Ьющихъ 
въ теорш эллиптическихъ функщй значеше аналогичное 
съ значешемъ -  въ теорш круговыхъ функщй, получается, 
если мы будемъ решать следующую по видимому элемен
тарную задачу. Пусть даны два числа а и 5; составимъ изъ 
гшхъ среднее ариеметическое и среднее геометрическое: 

(1-гЬа — i  =л/аЪ. Изъ чиселъ аг и \  точно также соста-2 1 1 г
вимъ

а2 = , Ьг — \/а гЬг . . . и т. д

Оба ряда чиселъ

2̂ J  ♦ • « (aj£
* • Ь-i

стремятся къ одному итому-же трансцедентпому числу, ко
торое называется среднимъ ариометико-геожтрическимъ чис- 
ломъ а и Ъ.

Вообще теор1я трансцеденгяыхъ функщй является 
непсчерпаемымъ источникомъ введешя въ анализъ трансце- 
дентныхъ чиселъ.

■Ч

*) Литература вопроса указана выше въ сиоскахъ на етр. 162



IV. Учете о комплексныхъ чисЛахъ
__ II е мисти ческом у употр соло iiiio

у —I обязаиъ анализъ своими дей
ствительными важными успехами то- 
кущаго столг1тя , но совершенно есте
ственному обстоятельству, что матема
тическое движ ете безконечно свобод
нее, когда величины могут ь изменять
ся въ плоскости, а не только въ ли
тии. Функцш одной переменной яв
ляются предельными случаемъ функ
ций отъ двухъ перемеииыхъ и именно 
на этомъ пределе, на этихъ берегахъ, 
находятся те подводиыя мели, отъко- 
торыхъ свободенъ широкий просторъ 
моря.

А. Кронекеръ.

Область всЪхъ вещественныхъ чпселъ, включающая и 
числа ращопальныя и числа иррацюиальиыя, не даетъ еще 
возможности неограниченно производить обратныя операцш 
третьей ступени, если объектами операщй будутъ не только 
положительный, но и отрицательный числа.

м _
Если ]/А  и Loga А  могутъ быть представлены несоиз- 

мйрнмымъ числомъ при ц-Ьломъ положительномъ А (и а), 
то задачи извлечетя корня четной степени изъ отрицатель- 
наго числа и нахождешя логариема отрицательнаго числа 
при положительномъ основаши суть задачи неразрйпшмыя 
и требуютъ дальнййшаго обобщетя поняНя о числй. Вось
мая алгебраическая операщя—рйшеше алгебраическаго 
уравнешя п— ой степени—также ведетъ къ этому обобщешю. 
Изъ элементарной алгебры известно, что уравнете 2-й 
степени ах^+Ъх+е—о имйетъ вещественные корни только 
въ томъ случай, если функщя коеффищентовъ &2-4«е, назы- 
ваемыя дискриминантомъ, положительна или равна 0. Урав- 
пете 3 ей степени, приведенное къ виду х 3 -\-px+q=o, имйетъ
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3 вещественные корни только въ томъ случай, если дискри-

минантъ этого уравненш Я2 Vз
+ Гп < О. т  27 —

Подобныя-же услов1я вещественности корней выводятся 
въ высшей алгебр)} (изъ такъ называемой теоремы Штурма) 
для уравнений n-ой степени. Щ>ль настоящаго отдела за
ключается въ томъ, чтобы показать, что указапныя задачи,
неразрешимый съ помощью области вещественныхъ чиселъ,

*

могутъ быть разрешены съ помощью введешя новаго мате- 
матическаго объекта—пары двухъ вещественныхъ чиселъ, 
взятыхъ въ опред'Ьленномъ порядке, которую мы и приви- 
маемъ за новое комплексное число (пары третьей ступени). 
Это обобщеше понят1я о числе—введеше комплексныхъ чи
селъ—является посл'Ьдпимъ, пока законы операщй, суще- 
ствуюнще для ц’Ьлыхъ положительныхъ чиселъ и сохра
ненные нами при всЬхъ до сихъ поръ бывшихъ обобще- 
тя х ъ  числа, остаются безъ измЪнешя. Область комплекс
ныхъ чиселъ является замкнутою областью и всЬ операцш 
алгебры (анализа конечныхъ) и анализа безконечно-малыхъ, 
производимыя надъ комплексными числами, выполняются 
съ помощью тЬхъ-же комплексныхъ чиселъ, не требуя ни
какого новаго обобщешя. Этотъ результатъ, выяснение ко- 
тораго будетъ. посвященъ пастоящШ отд'Ьлъ. показываешь 
значеше комплексныхъ чиселъ и объясняетъ ихъ выдаю
щуюся роль въ современной математике. Важн'Ьйипя теорш 
чистой математики (наир, высшая алгебра и въ частности 
Teopia делешя круга, теория Абелевыхъ и въ частности 
эллиптическихъ функщй, Teopin ивтегрировашя дифферен- 
щальныхъ линейныхъ уравнетй (въ частности теор1я ауто- 
морфныхъ функщй) созданы съ помощью комплексныхъ 
чиселъ. Такой, стояний какъ бы на порога математики, 
вопросъ, какъ вопросъ о распределен^ простыхъ чиселъ, 
начинаетъ выясняться лишь благодаря изученш Риманно- 
вой функщй C(s) (см. вып. 1 стр. 55) не только длявещест- 
вепныхъ, но и для комплексныхъ значений аргумента s. 
Teopin математической физики—этотъ венецъ нашего ма- 
тематическаго з и ап in (т eopin потепщала, гидродинамика,
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Teopia теплопроводности, электростатика, Teopia упругости, 
электромагнитнаа Teopia света) черпаютъ свои методы изъ 
Teopin функцШ отъ комилекснаго иеремЪннаго.

§ 32. ДЪ йствт надъ комплексными числами (парами третьей
ступени).

Равенство. Две пары {я, 6} и {с, , элементы которыхъ,
взатые въ опредгЬленномъ порядке, суть произвольныа ве- 

щественныя числа, равны тогда и только тогда, когда ихъ 
первые и ихъ вторые члены порознь равны между собою т. е.

если я=с, Ъ=с1.

Изъ этого опред'Ьлеша равенства паръ вытекаетъ при
менимость къ нимъ аксюмъ у ч етя  о равенстве величинъ 
(т. е. 1. я=я (рефлективность), 2. если я=6, то и Ъ=а (сим
метричность) иЗ. если а=Ъ, а,—с, то и (транзитивность).

Услов1е. Пара, второй элементъ которой есть число О, 
считаетса совпадающею съ своимъ первымъ членомъ т. е. 
)а , о \= а . Пара { О, О J.=0; и поэтому, если пара
{я, 6} равна О, то а=  0, 6=0.

Сложеше паръ. Результатомъ сложетя или суммою 
двухъ паръ {я, 6J. и -{с, d}  называетса новаа пара

^я+с, b-\-d^

Изъ этого определетя сложенia вытекаетъ, что опера- 
щя сложетя паръ есть операщя ассощативная и коммута
тивная. Мы опускаемъ доказательство по его простоте и 
предполагая, что читатель достаточно освоился съ подоб
ными доказательствами въ предыдущихъ отделахъ. Изъ 
того-же определетя сложетя вытекаетъ, что разность двухъ 
паръ {я, Ъ\ и {с, d )  есть пара {а -  с, 6— d }■. Дествительно

 ̂я—с 6—dS+ ^c, d \= ^ c , d J. -f {я— с, 6— d }= ^ a , 6}

Наконецъ изъ этого определетя сложетя паръ выте-
s '

каетъ. что всякая пара { я, Ъ J. можетъ быть разсматриваема
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какъ сумма двухъ паръ { а,0} и -{0. J. т. е. какъ сумма
вещественнаго числа и специальной пары, первый элементъ 
которой есть 0.

Умножеше паръ. Результатомъ умножешя или произве 

дежемъ паръ {а, й} и <[с, d \ называется пара

| ас—del,ай+Ъс\ .

Операщя умпожешя паръ есть операщя ассоциативная, 

коммутативная и дистрибутивная по отнощешю къ сложению.
Ассощативность. Вычислимъ по данному правилу умно- 

jKeBia и (ар)у полагая
с—{а, 5}, (3=1 с d). 7={е, /1. Имеемъ

а(рТ)= 1 а(се—df)—b(ef-{cd). a{cf-\-cd)+J>(ce—df) [

(а(3)7= J (ас—M)е—(ad+bc)f, (ас— Txl)f+(ad+Bc)e J

Пары, стояшдя во вторыхъ частяхъ равенства, очевид
но, равны между собою по законамъ операцШ, выведеннымъ 
въ предыдущемъ отделе для вещественныхъ чиселъ, что 
и доказываетъ ассощативность умножешя комплексныхъ 
чиселъ.

Подобнымъ же образомъ проверяется и коммутативность 

и дистрибутивность операцш умножен1я.
Изъ даннаго нами опредЬлетя операцш умножешя 

вытекаютъ следующая частныя слгЬдств1я.
По правилу умножешя, находимъ:

{а. ъ у =  |а 2—&2, 2а®} откуда
{0. 1}2— {—1, о] т. е. существуетъ пара, квадратъ

которой равняется, по условш, вещественному числу—1.
Мы увидимъ сейчасъ ваяшое значеше этой спещаль-

%

ной пары.
Действительно спещальная пара 10, 5 V можетъ быть

%

разематриваема какъ произведете вещественнаго числа на 
пару {о, 1}.

Действительно Ъ. {о, !}=<{&, oj^o, й}.

MitskevichOA
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На основанш этого всякая пара J. можетъ быть
представлена подъ видомъа+5{0, 1} т. е. TeopiH паръ при-
водитъ къ введение новой спещальной пары, которая назы
вается мнимою единицею и для обозяачешя которой со 
времени Эйлера употребляется буква г.

Съ введешемъ этого обозначетя мы можемъ оставить 
обозначеше паръ {а, 5} и ввести новое более удобное:
Мы видели, что квадратъ пары {0, 1] есть—1; — 1.

Легко выводятся также равенства:
г3=—г, г4=+1. i/’—i, ..... т. ч. значетя степеней г першди-
чески повторяются. Вообще in—i,—1,-г,+1, смотря по тому 
будетъ-ли п= 1, 2, 3, О (мод. 4). Наконецъ изъ того-же
опредЪлешя видно, что пары |0, 1 ргЬшаютъ одну изъ за-
дачъ, неразр'Ьшимыхъ при помощи области вещественныхъ 
чиселъ—задачу извлечешя корня квадратнаго изъ отрица- 
тельнаго числа. Действительно

|о,± 5)2= ( — Ъ \  О\ = — Ь \

Поэтому и реш ете квадратнаго уравнетя х 2 \-px+q= О 
въ томъ случае, если дискриминанта отрицательна достав
ляется формулою = !  —«т/д, где д , есть абсолютная величи
на дискриминанта | р2—4д|=А.

Найдя въ нашихъ парахъ ответь на одну изъ постав- 
ленныхъ нами задачъ и видя, что операцш надъ парами 
тожественны по своимъ свойствамъ съ операщями надъ 
числами раньше введенныхъ областей, мы получаемъ пол
ное право ввести въ общую ариеметику эти пары, какъ но
вую область чиселъ, заключающую въ себе числа вещест

венный, какъ частный случай. Этимъ числамъ, которыя 
прежде назывались мнимыми или воображаемыми, придает
ся теперь назваше комилексныхъ (составныхъ), указывающее 
па ихъ составъ изъ двухъ членовъ: вещественной а и чисто

мнимой Ы.
Применимость къ новымъ числамъ законовъ операщй 

сложешя и умножешя и аксшмъ учешя о равенстве ведетъ 
къ следствие, что всЬ формулы алгебры, заключающая въ
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себ'Ь комбинации знаковъ сложешя и умножетя, будутъ 
сприм^нимы къ комплекснымъ числамъ; такова напр. фор
мула бинома Ньютона. Переходя къ операцш вычиташя, 
мы находимъ изъ определетя вычиташя, какъ операцш 
обратной сложение, что всегда существуетъ одно и только 
одно комплексное число, удовлетворяющее равенству

\ х ,у \+ \с ,  d}={a, &J.

Это чисто есть очевидно —с, Ъ—й\ или при пычита-
ши комплексныхъ чиселъ вычитаются порознь веществен
ный и мнимыя части. Оъ помощью новаго обознанешя 
нм'Ьемъ:

(а+ТЯ)—(с f cli)—(a—с)+ (д—d)i.

Прежде чемъ перейти къ д-Ьленйо, введемъ новый тер- 
минъ, назвавъ ,,сопряженными комплексными числами1* 
числа п+Ы  и а—Тп.

По правиламъ операцш сложешя и умножения сумма 
и произведете сопряженныхъ комплексныхъ чиселъ суть 
величины веществениыя. Действительно.

(«+&«)-г (а—Ы)=2а 
(еН Ы)Х(а—Ы)— аг+Ъ2

Выражеи1е а2+Ъ2 носитъ назваше нормы комплекснаго 
числа Положительное значеше корня квадратнаго изъ нор
мы называется модулемъ или абсолютнымъ значешемъ (Вей-
ерштрассъ) комплекснаго числа. Мы будемъ обозначать его 
знакомь, введеннымъ выше для абсолютныхъ значешй ве- 
щественныхъ величинъ: \а + д г \ .

Если требуется вычислить а + Ы  ,., то умножая оба чле- а -г о ь '
па на сопряженное съ знаменателемъ число, имйемъ

а\-Ы  _(а+5г) (a1 V i)_
а'+Ъ’г а ' 2+ д * 9 а,'3+ д

—  - 4-  — -I о * Iа
а д ' . 
д'*г'

РазсмотргЬше операщй воз вы men in въ степень, язвле- 
чешя корня и л о гар нем и р о в а шя мы отлагаем ъ до введен]я



тригонометрической формы комплексного числа, которую 
лучше всего объяснить вместе съ геометрическимъ пред- 
ставлешемъ комплексвыхъ чиселъ.

§ 33. Исторически очеркъ теорш комплексныхъ чиселъ.

Подобно отрицательнымъ числами. и комплексныя 
числа встретились математиками при решенш уравнешй 
второй и высншхъ степеней. Одю изъ первыхъ упоминашй 
о нихъ мы находимъ въ сочиненш ,,Ars magna ‘ (1545) 
одного изъ оригинальнейший умовъ эпохи возрождетя 
Кардана. Какъ для Кардана, такъ и для другихъ нтальян- 
скихъ алгебриковъ 16 го века мнимые корни суть radices 
impossihiles и указатели невозможности рКшешя задачи. Но 
уже въ начале XYII столетия Альбертъ Жнраръ высказы- 
ваетъ довольно правильный взглядъ па мнимыя реш етя. 
Декартъ применяетъ къ нимъ въ первый разъ термивъ 
воображаемыхъ или мнимыхъ корней.

Въ XVIII столетш Эйлеръ въ ряде многочисленныхъ 
мемуаровъ показали всю пользу мнимыхъ чиселъ при мате 
матическихъ преобразоватяхъ и своими открьтемъ связи 
между показательною функщею ех и тригонометрическими 
Sin х.Cos х  разрешили спорный вопросъ о логариемахъ
отрицательныхъ чиселъ. Но несмотря на то, что въ этихъ 
работахъ Эйлера и позже въ классическихъ работахъ Абеля 
и Якоби по теорш эллиптическихъ и Абелевыхъ функщй 
употреблете мнимыхъ чиселъ оказалось могущественными 
оруд1емъ для нахождетя соотношеый между Числами ве
щественными, мнимыя числа, какъ писали Гауссъ въ 1831 г .,
были въ ней только терпимы, „не получивъ полнаго права

«*

гражданства въ математике и действ!я надъ ними раз- 
сматривались, какъ безсодержательная игра символами14

Но однако мало но малу стала выясняться и истинная 
природа комплексныхъ чиселъ и возмояшость найдти тамя 
конкретныя отношен1я, которыя точно воспроизводятся въ 
Teopin комплексныхъ чиселъ, подобно тому какъ въ теорш 
чиселъ отноеительныхъ воспроизводятся отношешя между

—  178 —
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отрезками безпред’Ьльно въ o6fe стороны продолжающейся 
прямой линш или. общ'Ье говоря, t1s отношешя между эле
ментами ряда (многообраз1я одного измЪрешя), которыя 
допускаютъ изм^решл въ обратномъ смысла (больше и 
меньше, послгЬ и прежде). Уже Валлисъ (Algebra, Opera 
math т. II. 1693. Cap. 66—69) заметить при алгебраическомъ 
реш ети геометрическихъ задачъ то замечательное обстоя
тельство, что если вещественные корни уравнетя ведутъ

V

къ вещественнымъ точкамъ некоторой прямой, то въ слу
чае изменешя условШ, ведущаго къ уравпешямъ, imhio- 
щимъ „невозможные" корни, получаются, какъ ответъ на 
вопросъ, вместо точекъ прямой, точки другой прямой къ 
ней перпендикулярной. Поэтому мнимая величина является 
для него „среднею пропорцюнальною между положительною 
и отрицательною величиною*1. Подобныя-же заийчатя на- 
ходимъ у многихъ другихъ авторовъ, связывавшихъ мни
мые корни уравнетй съ лин1ями, перпендикулярными къ 
литямъ, на которыхъ откладываются вещественные корни *).

Но все эти попытки уступаютъ въ ясности и опреде
ленности теорш геометрпческаго предсгавлетя комплекс- 
ныхъ чиселъ, данной Каспаромъ Весселемъ (Wessel) въ 
1797 г. и Аргандомъ въ 1806 г. Мемуаръ Весселя былъ на- 
печатапъ на датскомъ языке подъ заглав1емъ: „О т directio- 
nens analytiske Betegning** и оставался незамеченнымъ до 
последняго времени. Въ 1897 г. онъ переведенъ на фран- 
цузскШ яз. и изданъ подъ заглав1емъ: „Essai snr la represen
tation de la direction** Copenhague. 1897 г. Мемуаръ Арганда: 
,,Essai sur une maniere de representer les quantites imaginai- 
res dans les constructions geometriques1* (Paris 1806), пере
изданный Гуэлемъ въ 1874. также долго не обращалъ на 
себя даннаго внимашя. Идея геометрпческаго представле-

(*; Kuhn. Meditationes de quantitatibus imaginariis construendis et radi— 
cibus imaginariis exhibendis (Novi Comm. Acad. Petrop. III. 1750—1751). 4

Buee. Memo ire sur lesquantites imaginaires Philosoph. Transactions 1806).
Moure у. La vraie theorie des quantites negatives et des quantites preten- 

dues imaginaires. Paris. 1828. 2-ое изд. 1861.
Warren. Treatise on the Geometrical Representation of the Square 

Roots of Negative Quantities. Cambridge 1828 (также Philos, Trans, за 1829 iy.
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шя комплексныхъ чиселъ стала обхцимъ достояшемъ мате- 
матиковъ только посл-Ь появлешя знаменитаго мемуара Га
усса: „Tlieoria resicluorum biqiiadraticoriim“ (*) (1831) и са- 
мимъ Гауссомъ написаниаго реферата объ этомъ мемуаргЬ. 
Необходимо отметить также, что уже рапыне въ основу 
доказательства, дапнаго Гауссомъ для основной теоремы вы с 
шей алгебры (см. дальше § 37 ) въ 1799 г. положено, хотя 
и не явно, геометрическое представлеше комплексныхъ чи
селъ.

Въ виду важности взглядовъ Гаусса для „метафизики" 
комплексныхъ чиселъ считаемъ полезнымъ привести до 
словно относящееся къ геометрическому представлет-iiio комп
лексныхъ чиселъ м'Ьсто реферата.

0

„Пусть намъ даны предметы, которые не могутъ быть 
расположены въ одивъ хотя-бы и беспредельный рядъ, но 
зато могутъ быть расположены въ ряды рядовъ т. е. состав
ляюсь многообраз1е двухъ измгЬреяШ; если, подобно тому 
какъ раньше (*) разсматривались переходы отъ одного члена 
одного ряда къ другому члену того-же ряда, теперь будемъ 
разсматривать переходы отъ одного ряда къ другому или 
отношешя одного ряда съ другимъ, то для измГрешя пе
рехода отъ одного члена системы къ другому необходимы 
кромГ прежнихъ единицъ+1 и—Г  ввести еще двГ друпя, 
взаимно противоположныя + г и — г.

При этомъ конечно должно быть выставлено требова- 
Hie, чтобы единица i всяшй разъ обозначала переходъ отъ 
даннаго члена ряда къ определенному члену непосредствен
но примыкающаго ряда. Такимъ образомъ система можетъ 
быть двоякимъ образомъ расположена въ ряды рядовъ.

(*) Въ теорш биквадратныхъ вычетовъ, которой Посвящспъ этотъ ме- 
муаръ, изучается теор1я сравнетя z'*=q (модр.). 1’ауссъ показываетъ, что 
теор1я биквадратичныхъ вычетовъ получаетъ особенную простоту и изяще
ство, если понят]*е о ряде цГлыхъ положительныхъ и отрицательныхъ рас- 
ширяется и в • Teopiio чиселъ вводятся цгълыя комплексным числа т. е. числа 
вида А + В  j / ~  1, гд^ А  и В  суть 1гЬлыя числа. Тогда 2 не есть уже абг. 
простое число т. к. 2 = ( l - f j / —1)(1— — 1); все числа вида4п+Т также 
являются сложными (См. выше § 23).

(*) въ Teopin отиосительиыхъ чиселъ. Соответствующее дгЬСто рефе- 
рата Гаусса читатель найдетъ на стр. 55.
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Математикъ всегда мыслитъ отвлечешемъ отъ свойствъ 
предметовъ и отъ содержашя ихъ отношешй; его дело толь
ко перечислеше предметовъ и сравнеше ихъ отношешй; 
поэтому подобно тому, какъ онъ придаетъ однородность ог- 
пошешямъ, обозначаемымъ + 1 и—1, онъ имеешь право 
распространять ее и на четыре элемента.

Наглядно эти отношешя могутъ быть представлены 
только въ пространстве и простейнпй способъ представле- 
т я  получается, если мы безпред'Ьльную плоскость разд'Ь- 
лимъ па квадраты двумя системами прямыхъ линий, вза
имно пересекающихся подъ прямымъ угломъ и точки пе- 
ресечешя будемъ считать символами предметовъ. Каждая 
такая точка А имеешь четыре сосЬднихъ и если отношеше 
А къ одной соседней точке обозначишь + 1, то этимъ опре
деляется отношен1е, обозначаемое—1; но за + i мы можемъ 
взять какое-либо изъ двухъ другихъ; другими словами, мы 
можемъ по произволу взять вправо или влево точку, отно-. 
сящуюся къ + г. Эго отношеше между право и лЬво есть 
отношеше вполне въ себп определенное, какъ только мы 
(произвольно) установимъ направлешя впередъ и назадъ въ 
плоскости или верхъ и низъ но обеимъ сторонамъ плоскости; 
но мы можемъ наше воззреше этого различ1я передать дру- 
гимъ только указашемъ на действительно существующая 
матер1альныя вещи. (Оба эти замечатя сделалъ уже Кантъ, 
по непонятно, какъ могъ этотъ остроумный философъ ви
деть въ первомъ доказательство своего мнешя, что про
странство есть только форма нашего воззрешя, между тЪмъ 
какъ второе показываешь прямо противоположное и дока
зываешь, что пространство должно иметь реальное значеше 
независимо отъ способа нашего воззретя-. Согласившись 
съ сказаннымъ, мы видимъ однако, что вполне отъ нашего 
произвола зависитъ. который изъ двухъ взаимно перекре
щивающихся въ одной точке рядовъ принять за главный 
рядъ, и какое направлеше разсматривать въ немъ, какъ 
относящееся къ положительнымъ числамъ; мы видимъ да
лее, что если отношеше, раньше принимаемое за-Н, принять 
за + 1 , то мы необходимо должны принять отношеше ранее
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обозначенное—1 за + I. Говоря языкомъ математиковъ, это 
обозначаете что + «есть одна изъ среднихъ пропорщональ- 
пыхъ между + 1 и —1 или соответствует!» символу т/-Г; мы 
говоримъ намеренно—одна изъ среднихъ пропорцшнальныхъ, 
такъ—какъ и —i имеетъ то-же право на это пазваше. Та- 
кимъ образомъ вполне оправдывается возможность нагляд- 
наго представлетя для W -i  и эта величина этимъ самымъ 
вводится въ кругъ предметовъ ариометики.

Мы считаемъ, что это краткое изложеше основныхъ 
моментовъ новой теорш окажетъ услугу друзьямъ матема
тики. Если этотъ предметъ разсматривался до сихъ поръ 
съ ложной точки зр е т я  и въ немъ находили таинственную 
темноту, то это необходимо приписать главнымъ образомъ 
мало подходящимъ обозначешемъ. Если бы + 1, —1, т/—[ 
назывались не положительная, отрицательная, мнимая (или 
даже невозможная) единица, но напримерь прямая, обрат
ная. боковая, то едва-ли могла бы быть речь о неясности1'*.

Теор1я Гаусса связываетъ такимъ образомъ различ1е 
величинъ вещественныхъ и мнимыхъ съ различ1емъ на- 
правлетй на плоскости, и его „метафизика комплексныхъ 
чиселъ" состоитъ въ объяснепш ихъ, какъ „направленныхъ 
величинъ" на плоскости.

Разсматриваемыя съ этой точки зр е т я  ариометичесйя 
операщи иадъ комплексными числами являются вполне 
соответствующими известнымъ геометрическимъ операщямъ 
надъ векторами на плоскости, какъ это будетъ подробно 
изъяснено въ следующихъ параграфахъ. Изучеше этихъ 
операщй, проведенное чисто геометрически, составляетъ ге
ометрическую теорно векторовъ или теорно ж виполленщй. 
(Беллявитисъ—1853 г.) (*).

Чисто ариометическая теор1я комплексныхъ чиселъ, 
основанная на понятш о паре, въ первый разъ была изло 
жена знаменитымъ ирландскимъ математикомъ В. Р. Га- 
мильтономъ. Въ 1835 г. имъ представленъ Ирландской

(*) На русскомъ яеыкЕ существует!» подробное изложеше теорш век- 
торовь на плоскости въ сочипенш проф. В. Г1. Ермакова. Теор1я векто
ровъ. Юевъ
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Академии Наукъ и въ 1837 г. опубликованъ мемуаръ (*), 
въ которомъ онъ впервые разсматриваетъ рядъ величинъ 
(av «2. . . «„), взятыхъ въ опред'Ьлеивомъ порядке, какъ 
одинъ нераздельный предметъ для алгебраическпхъ надъ 
нимъ операщй. Эти совокупности величинъ (sets) Гамиль- 
тонъ различаетъ но числу элементовъ на пары, тройки, 
четверки. Въ мемуаргЬ 1835 г. онъ особенно подробно оста
навливается на теорш паръ. Правила операций надъ парами, 
которыя онъ усгановляетъ и который совершенно тожест
венны съ установленными нами въ § 31, Гамильтопъ пы
тается оправдать на основати особаго рода соображение 
Съ этою целью онъ въ обшириомъ вступлеши предвари
тельно изъясняегь основы алгебры какъ наук t о времени: 
алгебра, говорить онъ, есть наука о соотношешяхъ эпохъ 
и промежутковъ времени. Такъ—какъ число, измеряющее 
нромежутокъ времени, истекшаго между двумя эпохами, 
есть разность чиселъ означающихъ эти эпохи, то для Га
мильтона первичное соотпошете въ алгебре дается вычи- 
татемъ.

Другая вполне точная и строго ариеметическая теор1я 
комплексныхъ чиселъ можетъ быть построена на разсмот- 
peiiin функщональныхъ сравнемй. Еще раньше чемъ Кроне- 
керъ (см. § 20 стр. 24) нрименилъ эту общую идею късве- 
денно всей математики исключительно къ теорш целыхъ 
чиселъ, для комплексныхъ чиселъ аналогичная теор1я была 
развита Коши (*) Коши разсматриваетъ только вещественный 
числа, г есть также вообще вещественная переменная, но 
две целыя функцш отъ г называются алгебраически экви 
валентными, если оне, будучи разделены на г2+1, даютъ- 
одинъ и тоть-же остатокъ. Другими словами, алгебраиче 
ски эквивалентны две функцпг, которыя сравнимы по мо
дулю г2 Д-1.

(*) Theory of conjugate functions or algebraic couples (Trans, of the R. 
Jrish Akademy vol. XVII). Г1о русски см. В. П. Максимовича Новая Teopia 
гамильтояовыхъ паръ и соответственное обобщеше теор:н функцш мнимаго 
перемЬннаго. Казань 1884.

(*) Mcmoire sur la theorie des equivalences algebriques, substituee a a 
theorie des imaginaires (Exercices d’analyse et de phys. math. V. 4. 1897).
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Нетрудно проверить сущесгвовае1е слЪдующнхъ функ 
цюнальныхъ сравнетй

iAm= 1 , г", г+"'+2 =  — 1, г+ш+ :!= — I (мод Р + 1)

въ частномъ случай г3=  —1, г3= —г (мод. Р + 1)
Поэтому

(a+j°Л) (уЧ-ог)= осу—-рь-Ь(ао (МОД. Р+1).

Подобяымъ-же образомъ выводятся и другля правила 
операщй надъ комплексными числами.

Геометрическая теор!я комплексныхъ чиселъ им'Ьетъ 
передъ ариометическою преимущество въ томъ, что она 
наглядно представляетъ операцш надъ комплексными чис
лами и приводить къ весьма важному представленпо комп- 
лекснаго числа подъ такъ называемой тригонометрическою 
формою.

§ 34. Геометрическая теорЕя комплексныхъ чиселъ.

По геометрической 
теорш комплексныхъ 
чиселъ, данной Вессе- 
лемъ, Аргандомъ и 
Гауссомъ комплексное 
число изобра
жается точкою, коор
динаты которой суть 
х и у. На основами

I

установленнаго нами 
(см. § 16 и 25) соотвйт- 
ств1я между веще

ственными числами и точками прямой лиши вытекаетъ, что 
всякому комплексному числу соответствуете одна и только 
одна определенная точка плоскости; обратно каждой точке 
плоскости соответствуетъ определенное комплексное число. 
Въ частности точкамъ оси х соответствуют^ вещественный 
числа, точкамъ оси у чисто мнимыя числа.

Тригонометрическая (или ) форма комплекс
ного числа получается непосредственно, если мы вместо

I
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декартовыхъ координатъ употребимъ для изображешя точки 
парою чиселъ такъ—называемый полярных координаты т. е. 
г—длину рад1уса вектора, соединяющаго точку съначаломъ 
координатъ, и уголъ ©, который рад1усъ векторъ образуетъ 
съ полояштельнымъ направлешемъ оси х. Для того, чтобы 
получить все точки плоскости г должно принимать все ве- 
щественныя положительных значен1я, уголъ ®—изменяться 
отъ 0 до 2тг.

Между декартовыми (прямоугольными) и полярными 
координатами сущее 1вуютъ соотношетя 
1) х—г Cosy, у = r  Sin®, откуда получимъ въ свою очередь

______ qj
(2) r = + ] / x 2+ y * , o—arctg й- .

Подставляя въ выражете комплекснаго чиста s = x + iy  
вместо хт,\ у  ихъ выраженгя по формуламъ (1) мы полу, 
чаемъ тригонометрическую форму комплекснаго числа

в = г  [Cos'.pH iS in 's). (3 )
t называется модулемъ или абсолютною величиною (Вейер - 
гатрассъ) комплекснаго числа е и обозначается или mod s 
или г\ф—носить назваше , амплитуды или ар

куса комплекснаго числа г и обозначается соответственно 
подъ видомъ arg 0, ampl 0 или arc 0 .

Для каждаго комплекснаго числа модуль есть вполне 
определенное положительное число; напротивъ формулы 
(1) показываютъ, что къ ср мояшо придать или вычесть безъ 
изменетя комплекснаго числа какое угодно кратное отъ 2~- 
Другими словами, если

г [Cos Sni о) — r' {Coso'+i Sms') 
то r = r \  ф=фЧ-2Ьг; где h есть произвольное цгьлое положи
тельное или отрицательное число.

Для сокрагцетя иногда употребляютъ вместо выраже- 
шя Cost? +  iSino сокращенное обозначение. C isy .

Тригонометрическая форма комплекснаго числа осо
бенно ясно показываетъ то однозначное соответете, кото
рое существуеть между комплексными числами и вектора
ми различи ыхъ длинъ и направлений, юходящихъ изъ на* 
чала координатъ 0. Каждому такому вектору, если его дли-
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на г и если онъ составляетъ съ положительною осью х 
уголъ о, отсчитываемый въ иаправлеши обратномъ ходу ча
совой стрелки, соотвътствуетъ определенное комплексное 
число г (Cosy+iSinv)и обратно этому числу соответствует'!)
только одинъ определенный векторъ. Мы покажемъ теперь, 
что арнометнческимъ операидямъ надъ комплексными чис
лами соответствуют гео метр пчеслая операцш надъ век
торами.

Сложенге го вычитате комплексныхъ ч/лселъ (слооюеме го 
вычитанге векторпвъ).

Для определстя точки, соответствующей сумме двухъ 
комплексныхъ чиселъ

z~x+iyи
соответствую- 

щихъ точкамъ 
М  и , ностро- 
имъ на векто- 
рахъ О М  и ОМ' 
п а р а л л е л ог- 
раммъ
вершина этого 
п а р а л л е л о г -  
рамма N  про
тивоположная 

w точке 0 и бу- 
S И d 2 детъ соответ

ствовать сумме г + г ' = ( х + х '  1 Л-г ( у + у ) .  Действительно* 
определяя координаты точки N ,  найдемъ 
N Q = N P + P Q — M S + M ' R  (вследств1е равенства треугольни 
ковъ 0 М 8  и N M P ) = y + y ' ;  O Q = O R - \ - R Q = O R + O S  (по той-же 
причине)=а?+ж'.

Если вместо точекъ будемъ разсматривать векторы, 
то найденный результатъ формулируется следующимъ об- 
разомъ: ес л и  комплекснымъчисламъ г и г 1

вект оры  О М  и  О М ', т о с у м м п  и х ъ  г-\-г соот вгът ст вует ъ век 

т оръ  O h  (  дгагональпараллелограмма, пост роенного, н а  вект о-

р а х ъ  О М  и  О М ' } .  Нахождение этого вектора по даннымъ
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векторамъ ОМ  и ОМ'поситъ назван ie сло-
жечгя векторовъ; векторъ O N  есть геометрическая сумма 
векторовъ О )1 и ОМ' или векторовъ ОМ  и M N  т. к. въ 
теорш векторы, равные по дли n’t  и одинаковые по направ
ленно, считаются равными. Геометрическое сложете век
торовъ имеете весьма важное зпачеше какъ въ геомет- 
рш, такъ п въ механике (нахождете равнодействующей 
двухъ силъ, прилоясенныхъ къ одной точке).

Отъ сложетя двухъ комплексныхъ чиселъ не трудно 
перейдти къ сложенио нЬсколышхъ комплексныхъ чиселъ 
п отъ геометрическаго сложещя двухъ векторовъ къ гео
метрическому сюженно пГ>сколькихъ векторовъ.

Вычитате двухъ комплексныхъ чиселъ, соотв'Ьтствую- 
щихъ точкамъ М  и Ж1, приводится къ построенпо паралле
лограмма по данной дгагонали его ОМ  и одной изъ сторонъ. 
Соответственно этому определяется и операщя 
чсскаго вычитлтя векторовъ (нахождение силы по данной 
равнодействующей и другой силе сводится къ этой геомет
рической операцш).

Умноженге комплексныхъ чиселъ ( -
vie). Умножение комплексныхъ чиселъ принимаете особенно 
изящный видъ въ случае, если комплексный числа пред
ставлены подъ тригонометрическою формою.

Пусть г — г( C o s - o p - , -iSino)
%

z = r '  (Cos'N-HSwop1)
Применяя правило данное въ § 32 мы найдемъ

0z ’=rr’ [Cos (<D+<p')+iSin (ф+ ф')].

Модуль произведет я двухъ комплексныхъ чиселъ равенъ 
произведетю модулей множителей; аргументъ произведет я 

равенъ сумигъ аргум нтовъ множителей.
Теорема эта безъ всякаго труда обобщается на случай про 
изведешя какого-либо числа множителей.

ZZ . . .  z b ' - V — y y  y rJ>—l )[(JoS  (о р а -ф ' +  . . .  +

-H?"i$,iw>(cp+,.p' + ... +фС”—й).
♦

*
\

Геометрически формула умножетя изображается 
дующимъ образомъ:
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Пусть ОМ и ON 
суть векторы соот- 
в-Ьтствуюшде комп, 
лекснымъ числамъ
3 I I  З'.

Отложимъ па оси 
х векторъравнын 1 
и построймъ затгЬмъ 
треугольникъ подоб
ный треугольнику 
О ML взявъ за сто
рону его соответст
вующую сторонгЬ 01 
векторъ ON. Тогда 
сторона этого тре
угольника ОР, соот
ветствующая векто
ру ОМ въ треуголь
никъ МО 1, бу- 

деть векторъ, соответствуюццй произведений комплексныхъ 
чиселъ з и з . Действительно при подобш треугольниковъ 
0М \ и ONP имеемъ:

OP: ON— ОМ: 1 т. е. ОР~гг'
<POl=<PON+<N  Ol=9=<p'.

Можно вкратце формулировать данное геометрическое 
построен1е следующ. образомъ: векторъ ОР. соотвтпствующгй 
произведвнт комплексныхъ чиселъз и з получается изъ век
тора ON, со твгьтствующаго множителю такъ какъ век
торъ еоотвгътствующ1й множителю г  получается изъ вектора 
01 (т. е умножая длину вектора въ отношенш 1 : г и вра
щая его въ положительномъ направлеши на уголъ <р).

Переходимъ теперь къ дгъленгю. Предполагая, что част
ное отъ д е л е т я  двухъ комплексныхъ чиселъ z= (Cosy+iSina) 
и Ъ'=г' (Cosi^'+iSincp1) можетъ быть представлено въ триго
нометрической форме

г (Cosy+i
r\ (Cosy'+i

имеемъ для определешя част наго равенства.
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Откуда

(Gosy+iSin0?). г' (Cosv’+ i  Sinq ') 
(“+о')+г Sin(“+o),

rr

o—lM o '+ 2 7c~ t. 0=0 I I
f

(слагаемое 27,— можетъ быть отброшено безъ изменетя 
частнаго) Такимъ образомъ существуешь всегда одно и толь
ко одно вполне определенное комплексное число, решающее 
задачу делешя и паходимое въ тригонометрической форме, 
на основанш следующей теоремы: частное отъдгьлетя двухъ 
комплексныхъ чиселъ есть комплексное , модуль котораго
есть частное Модулей дголимаго дплителя, а аргументъ— 
разность ихъ аргументовъ.

§ 35. Возвышеше въ степень и извлечете корня. PtuieHie

уравнешя

Полагая въ обобщенной формуле умножешя, данной 
въ предъидущемъ параграфе,

_____  f ______ 11Г=Г —г =  . . . .
<р=®'=о'= . . . .г * i

мы получаемъ для возвышетя въ степепь комплекснаго 
числа знаменитую формулу Муавра

п
[г (Cosq+i Sinq)]=rn (Cos wq-\-i Sin wo).

Изъ мпогихъ важныхъ приложешй этой изящной 
формулы отметимъ приложенie ея къ выводу формулъ 
дающихъ выражения Cos по и Sin н? въ виде полиномовъ 
расноложенпыхъ по степенямъ и Sim . Для получешя 
этихъ формулъ положимъ въ общей формуле г— 1 и при- 
мепимъ формулу бинома Ньютона. На основанш вышепри- 
веденныхъ соображенШ (см. стр. 177) применете этой 
формулы, какъ и всякой формулы алгебры, къ комплекснымъ 
числами вполне законно. Приравнивая затемъ порознь ве
щественный части и коффищенты при ] /2TJ получаемъ.



Sin <2<i 4 . . . .Cosn'-f— Qos («— 1 )
1.2

«— 2
CD

S'/» b~ — C o ŝ  •

n (n—1) (n— 2) 
1 .2 .3

Cos
n

CDI •
Am »• + -

Переходимъ къ операцш иввлечешя корня. Предпола
гая, что корень т—ой степени изъ комплексного числа 
г ( Cos -iSim) выражается въ тригонометрической фор Mi и
полагая его равннмъ о (Cos 0i i  S i n b )  мы будеыъ пхгЬть 
для опредгЬлео}я о и 0 равенство

т
У  г ( Los » r i Sin г) =0  (Cos 0-H

т. e. r (Cos.»+Sm?)=om (Cos mb + iS in  )

Откуда

г — о1" ,  я?.6 = < ? - f2 7г~.

Такъ какъ г есть величина положительная, то изъ 
у ч е тя  о несоизмгЬримыхъ чиселъ известно, что можно 
всегда найдти c in eH ie  области рацюнальныхъ чиселъ, опре
деляющее ариеметическую величину корня m-ой степени 
изъ г; можно выразить эту ариеметическую величину корпя 
посредствомъ ращональнаго числа со сколь угодно боль
шей степенью ириближетя. Мы будемъ, слгЬдуя Коши, 
обозначать ариеметическую величину корня знакомь

(1т
У 7if*

Что касается 0.то оно выражается формулою

Поэтому

Ь=
ГЛ -1—Z/l кY~ r

т

т
| /  г  (Cos'-? + г  Sin?)

т
1/г

? +■ 2 к  и 9 + 2  Jctz
Cos — +iSinт т
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П ридавая к.  какъ  мы это имгЬеыъ право, все  значеш я 
принадлежашдя къ  ряду ц елы хъ  чиселъ, какъ  полож итель
ны хъ такъ и отрицательны хъ, получаем ъ новидимому во 
второй части формулы безкопечное множество различны хъ 
комплексиыхъ чиселъ. Припоминая однако, что Cos » и Sm ? 
имЪютъ перш дъ равны й 2тс, легко усматриваемъ, что два 
значеш я h : ■/. и если они сравним ы  меж ду собою по 
по модулю т, дадутъ одно и тож е комплексное число. 
Число различны хъ зпаченШ , принимаемыхъ второю 
частью, равно поэтому числу  классовъ, на который распре
деляю тся все  ц елы я числа по модулю т т. е. равпо числу 
т. Ч тобьф ю лучить в с е  эти различным значеш я нужно вместо 
к поставить представителей этихъ классовъ напр. О, 1,
2 , . . т—1 .

И такъ формула (А ) вы раж аетъ собою следую щ ую  
теорему.

Каоюдое комплексное число имгьетъ т корней т—ой erne- 
пени и каэюдый изъ этихъ корней есть комплексное чиело. 
И наче уравнете хт— А = 0  имгьетъ при всякомъ комплексномъ
корню А  т корней.

Остановимся подробнее на тех ъ  частны хъ случаяхъ, 
когда комплексное число г ( Cos ? + г Sm  <р) обращ ается въ 
вещ ественное число, положительное или отрицательное.

Если г (Cosri + i  S im ) равно положительному числу Н-Л, 
то г~А , ч—о, и общая формула и звлечеш я корня (Л) 
даетъ

Cj!\
+  г S in

Вторая часть, какъ  п въ  общемъ случае, им еетъ  т 
различны хъ значение Одпо изъ  яи хъ , получающееся, пола
гая  Ь=о, совпадаетъ съ ариеметической величиною корня

• П ридавая д ал ее  к значеш я к1 и получа-

емъ два комплексиыя сопряженныя числа:

„ 2 к'кC o s -------+  г Вт
т
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Если тесть число четное, то значен1я к' и п— сов-
71Ъпадаютъ при к —— •

Въ этомъ случай комплексное число обращается въ 

вещественное— (д j /  )

Найденные результаты могутъ быть формулированы въ 
следующей теореме:

Корень т — о А с т е п е н и  изъ положител числа имгьетъ
едно вещественное (положительное) значете, если т есть не
четное ч и с л о ,и два равныхъ по численной но
тивоположны хъ по знаку, если т есть число четное. Лроч1е 
комплексные корни распределяются въ , состоящая изъ 
сопряженныхъ комплексныхъ значетй.

Въ томъ случай, когда комплексное число
г (Cos®+ iSiw'f)  равняется отрицательному числу—А ,
модуль г=А, аргумента ?=•<:. Общая формула извлечен in 
корня (А) даетъ тогда

т
>

Г к=0 . 1, 2

Если т есть число нечетное, 7 т—1то 1с—------есть число
9

целое и, придавая это значен1е числу 

второй части вещественное число —

1с, мы получасмъ во

' nponie

комплексные корни распределяются въ пары, состояния
изъ сопряжеипыхъ комплексныхъ чиселъ. Въ томъ случае,

} ,

когда т ость число чётное, веществеинаго зпачешя корня 
получиться не можетъ и все комплексные корни распреде-
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ляются въ пары. состоящая изъ сопряженныхъ комплек- 
сыыхъ чиселъ. Итакъ, корень т-ой степени изъ отрицатель* 
наго числа имштъ только въ томъ случать вещественное 
(’отрицательное) значенге когда т есть число нечетное. При 
всякомъ т комплексные корни распределяются въ пары , состо • 
ящ1я изъ сопряоюенныхъ комплексныхъ чиселъ.

Возвращаясь къ формул^ (Аг), положимъ въ в е й ^ = 1 . 
Имйемъ

п
-Н  Sin У

—общее выражеще для т корней m-ой степени изъ 1 . 
Сопоставляя эту формулу съ формулою (А х) видимъ, что 
все корни изъ вещественнаго положительнаго числа А 
получаются, умножая ариометическую величину этого корня 
на корни изъ единицы. Этотъ результата придаетъ осо
бенное значете корнямъ изъ единицы или иначе корнямъ

уравнетя х— 1 = 0, и какъ это обстоятельство, такъ и за

мечательная аиалопя этого вопроса съ вопросомъ о срав
нении вида х"=1 (Модр.), разсмотреиномъ нами въ 1 -мъ 
выпуске заставляетъ насъ несколько остановиться па 
вопросе о решевш уравнетя х11—1= 0.

Основною теоремою въ этой теорш можно считать 
следующую теорему (аналогичная теорема для сравненШ 
находится въ 1 -мъ, вып. 3-е издание, стр. 102): Если  ию*о-

I
которое комплексное число удовлетворяете одновременно - 

ненгямъ
(1) х т— \  и жи= 1 , то оно .удов и уравненгю 

х<>—1, гдгъ о есть общгй надтлитель чиселъ т
и п.

Доказ. Найдемъ два щЬлыхъ положительпыхъ, числа 
t и и, удовлетворяющая равенству mt—пи—5 (тамъ-же стр. 
102 доказывается возможность найти татя  два числа). Если 
а удовлетворяетъ уравнетямъ (1 ), то

а”и=1; отсюда
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a >m(ao—1 )= 0. Такъ какъ a не равно О,

то а5= 1 . ч. и т. д.

Какъ cH'feflCTBie этой теоремы вытекаетъ, что всткШ 
корень уравнешя хп—1= 0  есть корень одного изъ уравнешй 
х'1 —1= 0, где d есть одинъ изъ делителей числа п (включая 
конечно и 1 и от). Действительно, всякШ корень уравнен1я 
х п—1= 0  или не удовлетворяем ни одному двучленному 
уравпепно низшей степепп или удовлетворяем уравнение 
х ш—1 = 0, где от < п. Но въ такомъ случае опъ будем удов
летворять и уравнению х;>—1= 0, где 5 есть общШ наиболь- 
шШ делитель чиселъ от и от и следовательно непременно 
делитель от.

Такъ-какъ абсолютно—простое число р им еем  дели
телями только р и 1 , то всяк1й корень уравнешя х р—1= 0, 
отличный отъ 1 , не удовлетворяем ни одному двучленно
му уравненш низшей степени.

Въ случае-же п сложпаго корни уравнен1я ж"—1= 0  
распадаются на группы смотря по тому, какому изъ урав
нешй x d—1= 0  они удовлетворяютъ. Корень, удовлетворяющШ 
уравненш х а—1= 0  и не удовлетворяющШ ни одному дву
членному уравненш низшей степени, называется принад- 
лео/сащимъ къ числу cl. Корни, принадлежащее къ числу п, 
от?. е. удовлетворявшее уравнен1ю хп—1= 0  и не удовлетво
ряющее ни одному уравнен1ю низшей степени, называются 
первообразными корнями уравнешя хп—1= 0  или первооб
разными корнями от-ой степени изъ единицы. Такъ, напри 
меръ, для уравнешя х ь—1= 0  первообразными корнями бу- 
дутъ те корни этого уравнен1я, которые не удовлетво
ряютъ въ то-же самое время ни одному изъ уравнешй: 
х4—1= 0, х2—1 = 0, х—1 = 0. Въ случай абсолютно простого 
показателя р все корни уравнешя хр—1= 0, за исключе- 
п1емъ единицы, суть первообразные корни.

А

Изъ определешя первообразнаго корня уравнешя 
х т—I- р  следуем , что, возвышая его последовательно въ 

степени 1 , 2, 3, . . . от, мы получаемъ все различные
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корни этого уравнешя. Действительно если-бы ак—а1, (к, К п  
то а*-г= 1 ,что невозможно въ томъ случае, если а есть пер
вообразный корень. Изъ этого-же определешя следуетъ, что 
если а!с~  а1 (при Тс и I произвольно большихъ), то непре
менно 1с=1 (мод. п). Для корней, принадлежащихъ къ по
казателю я имеемъ k= I (мод. s) и въ частномъ случае, если 
г—ая степень такого корня равна 1 , то г целикомъ д е 
лится на s.

Въ частномъ случае р абсолютно—простого все кор
ни уравнешя ж"—1= 0  могутъ быть расположены въ рядъ 
ж, ж2, . . х'я-1, %?. Замечая, что всякому г изъ ряда 1 , 2, 3, . . 
р—1 можно подъискать к, при которомъ удовлетворяется 
cpaBHeHie i=gk (модр) (см. вып. 1 стр. 106) мы находимъ, что 
все корни уравнешя, за исключешемъ 1 могутъ быть пред
ставлены подъ видомъ ж, х«, ж»2, . . ж»”-2. Это свойство 
корней изъ единицы въ высшей степени важно и на немъ 
Гауссъ основалъ свои изследоватя о реш ети двучлен- 
иаго уравнешя. Въ этомъ частномъ случае если а1—а*, то 
1=1 (мод р).

Остановимся въ заключеше на вопросахъ о числе 
первообразныхъ корней и способахъ ихъ определешя.

Теорема. Если а принадлежишь къ показателю s и к 
ешь число взаимно-простое съ s, то также принадлежать 
къ показателю s.

Что (а,г)9= 1  очевидно, т. к. (ж1')*~(ж*)4—1 ; но ж*не 
можетъ принадлежать къ показателю s', где s’<  1 , такъ 
какъ въ этомъ случае хь’= 1 , Jcs' должно делиться цели
комъ на s, чего быть не можетъ (7с есть число взаимно про
стое, s'<s).

Изъ этой теоремы вытекаетъ, что къ всякому показа
телю s или не-, принадлежите ни одного корня, или при-

4 ’ *

и ад л ежите 9 (г?) корней [здйсь 9 (s)—числовая функщ'я 
Эйлера.] Обозначимъ число корней, принадл ежащихъ къ 
показателю я, знакомъ ф (я) ; тогда ф (s)—О или 9 (s).

Такъ-какъ все п корней уравнешя —1= 0  принад

лежатъ къ одному изъ делителей числа п, то
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( 1). Съ другой стороны въ вып. 1 ,стр. 79 было доказано за
мечательное cBoliCTBO числовой функцш Эйлера, по которому

/ ]  'f (d)=n (2); сопоставляя равенства (1) и (2 ) прихо-

димъ легко къ заключен!го что о (сТ) видъ ровно <р (г?) <р (Ь).
Что касается до разъискашя первообразныхъ корней,

то вопросъ этотъ суицествуетъ только для m сложнаго
такъ какъ въ случае абсолютно простого числа все корни,
за исключетемъ единицы, суть корни первообразные. Для
разъискашя-же первообразныхъ корней уравнетя хт—1= 0
служитъ следующая лемма-. Если р и q суть числа взаим-
но-простыя, а и ,3 суть первообразные корни ж?’—1= 0. ж"—
1= 0, то а ,з есть первообразный корепь уравпетя хм - 1= 0. 
На основапш этой леммы, доказетельство которой не пред-
ставляетъ затруднешй, разъискате первообразныхъ корней
уравнетя ж’" —1= 0  приводится въ случае, если пг—р" ср г' .. .
къ отъискатю одного иервообразнаго корня уравнетя

О

ж"5— 1= 0, одного—уравнетя ж«е—1= 0  и т. д.

§ 30. Логариемы комплексныхъ чиселъ.

Въ предыдущихъ параграфахъ мы последовательно 
разсмотрели операция сложешя, умножешя и возвышешя 
въ степень съ одной стороны, д ел етя  и извлечее1я корня 
—съ другой стороны и убедились въ томъ, что при дан-
помъ определения комплекснаго числа, какъ пары, и уста-/
повлепныхъ нами правилахъ сложетя и умножешя—при- 
м епете всехъ этихъ операщй къ комплекспымъ числамъ 
даетъ всегда комплексное число, т. е. область К  (комплексныхъ 
чиселъ) является замкнутою по отношение къ вышеперечи. 
сленнымъ операщямъ.

Намъ остается еще разсмотреть операцш логариоми- 
роватя и реш ете алгебраическаго уравнетя п—ой сте
пени (последняя операщя иногда носитъ назвате восьмой 
алгебраической операцш).

Графическое изображете функцш а х, данное пами
въ § 27, показываетъ, что при а положительномъ (безраз-

%

лично будетъ-ли опо больше или меньше 1 ) въ ряду ве-
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ществеииыхъ чисслъ я'Ьтъ чиселъ, которыя моглп-бы быть 
приняты за логариемы отрицательныхъ чиселъ.

Вопросъ объ логариемахъ отрицательныхъ чиселъ 
былъ предметомъ оживленныхъ споровъ между геометрами 
XYIII столета я и окончательно решенъ только Эйлеромъ. 
Реш ете это основано на данномъ Эйлеромъ определены*
показательнаго выражетя а3 при комплексномъ показа-

#

теле г.
Мы видели (см. § 17 и 26 ), какъ вместе съ обоб- 

щешемъ понятая о числе обобщалось и понятие о степени 
и последовательно вводились степени съ показателемъ 
пуль, отрицательнымъ, дробными, несоизмеримыми. Съ 
введешемъ въ анализъ области комплексныхъ чиселъ яв
ляется необходимость определить значете символа а3 при 
ауо  для я комплекснаго и общее символа я3, причемъ и я и 
яг суть комплекспыя числа вида a+ib.

Вопросъ объ определены* символа аг при а>о сводится 
на вопросъ объ определены* символа е3 т. к. а3—с3 ,0»a,(log‘« 
обозначаетъ естественный логариоомъ числа а). Для опреде- 
лешя-же значетя символа с3 Эйлеръ беретъ за исходный 
пунктъ безгсонечную строку, въ которую разлагается ехдля 
х  рещественнаго:

Д  I я комплекснаго показателя з=х+гу е3=е>;+'!1 определяется
какъ сумма оезконечной строки.

1 + я
' Т 1.2 + +

£ш

1.2 . .пг +

1 + { х + г у ) 
1 . ”

д_ (x+iyX*
1. 2 .

m

%
fx+ iy\

1.2 . , m + • » *

*) Строка эта можегъ быть выведена изъ опредйлешя е* какъ пре

дала выражения + •х \т 
т (длят—оо (см. стр. 159),
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При этомъ определена! сохраняются основныя свой 
ства показательной функцш

е\ сг\~е~+аI (теорема сложешя)
(A)\= c:sK

Въ частномъ случае для s+iy нм+.емъ

е’« 1

+ 1

У2 , У4 н- у 2'"
1.2 + 1.2.3.4 1.2 . 2 т

У Уъ , Уъ
1 1.2.3 + 1.2 .3.4.5

Въ теорш тригонометрическихъ функщй у и Sin у 
показывается, что функцш, определяемый строками

У_
1.2 + г

1 .2 .3.4 * • • t

у__ _  у3 уь_______ _
1 1.2.3 + 1.2.3.4.5

и суть тритоном етрическ1я функцш и S Мы
получаемъ такимъ образомъ знаменитое соотношете между 
показательною и тригонометрическими функц1ями, най
денное Эйлеромъ

с‘}»—Gosy\i Sin у. *) {А).
Въ силу соотиошешя s 1 имеемъ и более об

щую формулу
cxYiu— ех(Cosy+i (Б)

*) Заменяя у на—у им'Ьемъ е -  *.'/ =Gosy—i Siny.
_ п e hJ  f  е— '.'/
Поэтому им'Ьемъ равенства s “

eiy—e'u
~ 2  i~

Отсюда tangx
1
г

gx i ____q _ _  x i

Выражения

ех1Л-е— m 

ex— e—x eTj— e—x
5

им'Ьютъ свойства аналогичиыя со2 , 2
свойствами тригометрическихъ функций и носятъ название птерболическихъ

ех — е — *

функций: первое обзначается Coshyp х, второе Sin-hyp х. Частное ~х~̂Ге- X
обозначается tanghyp х.
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CooTuoineoie ( В)даетъ возможность решить не только 
частный вопросъ о логариемахъ (естественныхъ) отрица- 
тельныхъ чиселъ, но и обицй вопросъ ологариомахъ комп- 
лексныхъ чиселъ.

Пусть дано комплексное число П+Бг, которое, какъ 
мы знаемъ, можно всегда представить подъ видомъ 
В  (Cosy + i Sin©) и требуется, есл возможно, найдти комплек
сное число x+ iy  удовлетворяющее уравнение

<f+il B  CCoscp+i SiiKp)
Заменяя eXJruJ второю частью соотношетя (В) имйемъ 

равенство
ех (Cosy+Siny)=E (Coscp+i Sin?)

Отсюда 1 ) ex~ R ,  2) у=ч t 2Jc~ (7c=0 ± 1 , ^ 2, . . ) урав-
neuie (1) всегда имйетъ вещественное рйш ете—такъ назы
ваемую ариометическую величину- естественнаго логариема 
положительнаго числа В  (см. § 27). Обозначимъ его зна
комь ((log R)). Тогда имйемъ logR (Coscp+i Siu©)=
((loq B))+i'<j^2hTu (3).

*

Естественный логариомъ комп лекснаг илтетъ
конечное мноэюество комплекеныхъ значетй.

Въ частномъ случай если мы имйемъ положительное 
число В, формула (3) принимаешь видъ (т. к. q—О)

log R=((log R))=27c-i (7г=0,±1,±2, . . )
При 7с=0 имйемъ ариометическую величину логариема 

Б; для другихъ значетй h получаемъ безконечное множе
ство комплекеныхъ значетй логариема положительнаго 
числа.

Въ другомъ частномъ случай—отрицательнаго числа— 
R, формула (3) принимаетъ видъ (т. к. ©=-):

log (—R)=((log R))+(2£-H>i (*=0,±1, . . )
Вей значегпя логариема отрицательнаго числа суть 

комплексный числа и число этихъ значетй безконечво велико
Перейдемъ теперь къ болйе общему вопросу о логй- 

риемахъ при какомъ-.бы то-ни было комплексномъ основанш 
агЫ  (отличномъ отъ 1). На основанш только-что раземот- 
рйннаго частнаго случая естественныхъ логариемовъ мо-
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жно всегда найдтн комплексное число I - удовлетвори  
ющее равенству

a+i Ь.

Поэтому, уравнеше
(a-j-г by~viy—A+iВ —И  (Cos?+i Sin©)

сводится къ уравнение

g  (a-f-г.З ( xyly) л ® —j3 у + i (px+ay)— A+i B= B  (Coso+i Sin©)

Отсюда
a x  -  p y = l i  

f i x - l  a y = ® + 2 /,‘k

Решая эти уравнешя относительно ж- и у, найдемъ 
всегда определенный вещественныя значен1я для х  и у

т. к. определитель уравнении I + а 2+|32

отличенъ отъ 0, если только комплексное число a+i р 
не равно нулю, т. е‘ аАг Ъ не есть 1 . Конечно и въ этомъ 
случае логариомъ комплекснаго числа имеетъ безконечиое 
множество комплексныхъ значенШ.

Найденные результаты могутъ . быть формулированы 
въ следующей теореме:

Теорема. Логариомъ комплекснаго числа при всякомъ 
основании (какъ вещественномъ, такъ и комплексномъ) есть 
число комплексное. Основываясь на томъ, что всякое комп
лексное число имеетъ естественный логариомъ, легко до
казать и следующую теорему.

Каковы бы ни были Ъомплексныя числа з и гл есть 
всегда комплексное число.

Доказательство. Пусть x+iy есть одно изъ значенщ 
естественнаго логариема числа з. Тогда определяемъ А1 
какъ {exJrUj)zi.На основании общаго свойства показательной
функщи (егу i = з имеемъ (полагая з = а +г |3)

/

(xAiy)s1 (xi-iy) (a+i р) ax—pyAi (рхЛа.у')
з3'—е — е = е  —

ах—ру ^ Cog (pa5+ ay)+j Sill (рх+ссу))
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Такъ-какъ число значенШ естественного логариомае 
безкопечмо велико, то и число значений выражешя ,r-i такж, 
безконечно велико.

Какъ сл"Ьдств1е только-что доказанной теоремы видимъ 
что вообще выражете

*2

2 5вСЛИ 2 ^  ^2^ # *
суть комплексный числа, есть комплексное число. Отсюда 
какъ частный случай имгЬемъ, что и результата оиерацш 
четвертой ступени а(т) при цЬломъ положителыюмъ 
выражается комплексными числомъ, если а есть комплек
сное число.

§ 37. Основная теорема высшей алгебры.

Переходимъ къ вопросу о рЪшенш алгебрическихъ 
уравненШ съ комплексными коеффищентами. Мы вид'Ьли 

* въ § 35, что уравнете хи—А = 0 решается съ помощью 
комплексныхъ чиселъ. каковы бы ни были цЪлое положи
тельное число п и комплексное число А ; при этомъ число 
корней равно п—степени уравнетя.

Обобщетемъ этого результата является следующая 
теорема—основная теорема высшей алгебры.

Каково бы ни было цплое число п и комплексный числа 
А 0, А г, . . А п уравнете

F  ( /) = А 0 0п+ А 1 0п~1А А 2 гн~ 2+  . . .  -\-Ап—О
имгъетъ п комплексныхъ к рней вида а+Ы.
Теорема носить пазвате теоремы 2)’Аламберта по име

ни знаменнтаго энциклопедиста, который въ 1746 г. далъ 
первую попытку ея доказательства. ПосдЪ 1746 г. и до 
настОящаго времени теорема получила весьма большое 
число доказательству основанныхъ на разнообразныхъ 
принципахъ.

ВажнМндя изъ этихъ разнообразныхъ доказательствъ 
могутъ быть классифицированы въ сл'Ьдуюшдя группы:
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а) доказательства, основанный на непрерывности,
б) доказательства, основанныя на применены способа 

посл'Ьдовательнаго приближенья, и
в) доказательства чисто алгебраически (основанныя 

на тождествахъ алгебры). (*)
Оставляя более подробный разборъ доказатетьствъ 

теоремы сГАламберта до третьяго выпуска, мы отм'Ьтимъ 
въ настоящее время только наиболее замечательное и пер
вое точное доказательство, данное Гауссомъ въ 1799 г. въ 
его знаменитой докторской диссертацьи и дополненное 
нмъ пятьдесятъ лйтъ спустя (**).

Бъ предыдуьцихъ параграфахъ было показано, что 
применяя къ комплексному числу x + iy  операцЙ1 сложетя, 
умножетя возвышетя въ целую положительную степень, 
мы получаемъ въ результате всегда комплексное число. 
Поэтому если въ многочлене /  z) положимъ z = x + iy ,  то

/  ( х + .у ) = Т  { x y j) + i U  {хлр.
Доказать существованье комплекснаго корня уравпешя 

/  (z)=o  равносильно доказательству существованья пары 
веьцественныхъ чнееть х,у, удовлетворяьогцихъ совместыымъ > 
уравнеа1ямъ Т  {х,у =Э, U  (ж,у,= 0  или, иначе говоря, су- 
ьцествовашя точекъ пересечетя кривыхъ. изображаемыхъ 
этими уравнегпямн. Гауссъ доказываешь, что всегда мо
жно провести кругъ настолько болььного pafliyca, что на
немъ будутъ последовательно перемежаться точки Пересе-

)

чев1я круга съ кривою Т =  о и точки пересечетя его съ 
кривою (J— о и изъ взаимеаго раслоложетя на круге точекъ 
принадлежаьцихъ кривыми Т = 0 и £7=0 и изъ алгебраиче- 
скаго характера этихъ кривыхъ на основаны геометрыче- 
скихъ наглядныхъ соображепй! оаъ выводитъ, что одна изъ 
ветвей кривой Т= 0 должна пересечь одну изъ ветвей

(*) Подробный исторически! обзоръ доказательствъ далъ проф. Loria 
въ статье К. Teorema fondamentale della tcoria dalle equazioni algebriche 
(Rivista di matematica (Peano) 1891).

(**) 06T работы помещены въ третьемъ тои'Ь полнаго собрашя со
чинений Гаусса.
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кривой /7=0. Вопросъ. какъ говоритъ Гауссъ, относится къ 
той части общаго абстрактнаго ученья о величинахъ, нред- 
метъ которой составляютъ континуумы т. е. комбинащи ве- 
личинъ, связавныхъ услов1емъ непрерывности; онъ есть 
вмЪст'Ь съ тймъ только частный случай общей теорш ха- 
рактеристикъ системъ функщй. развитой Кронекеромъ (*).

Теорема Д ’Аламберта можетъ быть формулирована 
также въ слйдующемъ видй:

Полиномъ f  (я) можетъ быть представленъ подъ видомъ 
произведенгя и линейныхъ множителей г а-,.

Въ частномъ случай, когда коеффищенты полинома 
суть числа вещественвыя, полиыомъ'разлагается на множи
тели вида z—а и z2+p0 +q(a, -p,q,—суть числа вещественный) 

Тожество /  (z)=(z—аг) (г—а2) . . . (я—а„) показываете, 
что z=aiобращаете вторую, а следовательно и первую
часть въ нуль т. е. что at есть корень уравнешя /  (.г)= о. 
Итакъ Oj, а2, . . аи суть корни уравнешя /  (г)=0. Эти
числа суть вмйстй и единственные корни (вещественные 
или комплексные) уравнешя, т. к., пока мы разсматриваечъ 
числа вещественныя или комплексный, произведете обра
щается въ нуль только въ томъ случат если одинъ изъ его

\

множителей равенъ нулю. (**).

(*) Teopin характеристик цйлыхъ многочленовъ f  (ж) и g (х) бу- 
детъ подробно изложена въ третьемъ выпуск^.

См. проф. А.. Васильевъ. Teopia отдйлешя корней системъ алгебраи 
ческихъ уравненш. Казань. 1884.

(**) Нетрудно проверить справедливость этого положетя послйдова- 
тельно для паръ Кой, 2-ой и 3-ей степени т. е чиселъ отрицатедьныхъ, дроб- 
ныхъ и комплекеныхъ. Ограничимся для простоты двумя множителями.

Въ случай паръ 1-ой степени произведете паръ (а,Ъ) (cd) равно- 
парй ( a e + b d ,  аЪ+Ъс), Если пара 1-ой степени равна нулю, то первый, 
второй члены ея равны. Поэтому если произведете равно нулю, то 
a c + d b — a d j - b c  или a ( c - d ) — b {c—d).  Отсюда или d  отлично отъ нуля 
и тогда а = Ь  или-же с— cl равно нулю, т. е. c— d.  Тотъ или другой изъ мно
жителей равенъ нулю.

Въ случай пары 2-ой степени \ а ,Ц  [e9d \ = [ a c tb d \ \  [ a c yb d \ —  0 если 
а с = 0, т. е. или а — 0  или с=0 (а  и с суть числа цфлыя, а тогда положеше
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Теерема D- Аламберта даетъ прим’Ьръ того обобщающего 
значетя, которое им'Ьетъ введеше комплексныхъ чиселъвъ 
Teopiro функщй. Уравнеще седьмой степени съ веществен
ными коеффищентами можетъ и у гЬ т ь  1 , 3, 5, 7. веществен- 
ныхъ корней. Разсматривая и комплексные корни, мы имКемъ 
теорему, по которой число корней всегда совпадаетъ съ 
степенью уравиешя, и только разсматривая эти корпи мы 
можемъ установить rfe важныя соотношешя между коеф
фищентами и корнями уравнешя, который носятъ имя Жи- 
рара.„Наука“,говорить Гауссъ въ своемъ знаменитомъписьм'Ь 
къ Бесселю отъ 18 дек. 1811, въ которомъ онъ задолго до Коши 
далъ основашя новейшей Teopin функщй отъ комплексныхъ 
чиселъ, „можетъ только потерять въ порядкК и закруглен
ности отъ оттЬснетя на задшй планъ фиктивныхъ (fmgirte) 
чиселъ и принуяедена будетъ въ такомъ случай на каягдомъ 
шагу придавать общимъ истинамъ не нуяшыя ограничешя“.

Въ § 36 мы вид'Ьли примКръ, указываюппй на иное 
важное значеше комплексныхъ чиселъ—сближеше, к /торос 
опнустанавливаютъ между разнородными, повиднмому, функ- 
щямн. Связь между тригонометрическими и показательными 
функщями, установлеипая Эйлеромъ, ведетъ къ открыто 
новыхъ свойствъ и тЬхъ и другихъ (першдичность показа-

несомн'Ьнно) и следовательно но свойствамъ паръ 2 ой степени или [«,&]—О 
или fc,<7|—0.

Ыаконецъ въ случай пары 3-й степени { }  { }  <  -J ас—М, }

Пара равна нулю, если оба члена равны нулю. Поэтому если произведете 

иаръ { а,Ъ} и [c,d\ равно нулю, то ас 0, ай+Ьс=о. Разсматриваемъ 

эти уравнешя, какъ служащая къ определенно c a d ;  если с и d не равны

нулю, то определитель a. ~ Ь
b, — а а2-)-6'-=0, т е. и а и Ь равны 0. Об.

ратно если а и Ь ие равны нулю, то с и d равны нулю, т. е. положеше и
въ это.чъ случае доказано. Мы увидимъ далее (см. приложеше § 3), что
могутъ существовать иныя области чиселъ, къ которымъ это положеше не «
применимо. Поэтому алгебраическое уравпете w-ой степени, им'1зя только п 
корней въ области К , можетъ им’йть еще п* корней принадлежащихъ къ 
области кватершоновъ.



тельной функщй). Поэтому, введете комплексныхъ чиселъ 
въ Teopiro функщй явилось для последней исходпымъ пуп- 
ктомъ плодотворнаго развиия. Гауссъ, Абель и Якоби, 
вводя комплексныя числа въ теорпо эллиитическихъ фуп- 
кщй, раскрыраютъ замечательное свойство двоякой nepio- 
дичности и, пользуясь имь, даютъ аналитичесшя вираже 
1пя эллиитическихъ функщй. Благодаря введеыпо т;Ьхъ-же 
комплексныхъ чиселъ, Коши вноситъ необычайную простоту 

и стройность въ теорпо рядовъ, даегъ массу новыхъ опре
деленны хъ иптеграповъ и выводить почти вей старые, по- 
лагаетъ осповате точной Teopin цитегрировашя дифферен- 
щальпыхъ уравнешй помощью рядовъ, даетъ теоремы, 
служагщя для вычислешя мпимыхъ корней уравпешя и 
веществеппыхъ корней двухъ совокупныхъ уравпепШ. Съ 
той-же точки зр^шя Пюизе изучаете алгебричесгая фупкцш, 
Римапнъ и Вейерштрассъ систематизируютъ Teopin Абеле
вых ъ функщй, Фуксъ и Пуанкаре съ необычайнымъ успЬ- 
хомъ двигаютъ впередъ теорпо интегрирования линейныхъ 
дифференщалышхъ уравнешй и дарятъ Анализу обшир
ную область новыхъ (аутоморфныхъ) функщй. Наконецъ, 
Вейерштрассъ кладетъ въ ocnoBaeie Teopin функщй сте
пенную строку и создаетъ теорпо, точно обоснованную и 
стройно проникнутую одною идеей отъ осповашя до в1н ца— 
Teopiio Абелевыхъ функщй. (*)

— 205 —

S

(*) О роли проф. Ройорштрасса въ совроменномъ равви Tin математики

смотри подробнее статью проф. Васильева въ собрав in протоколовъ зао']>-
«

дайiи казанской физико-математической секции Томъ 4-й 1885.
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П Р И Л О Ж Е Н 1Е
Н о в Ь й и ш  о б о б щ е н ^  поняп'я о числЪ.

vera umbrae umbra 
Gauss {1799).

C'etaifc la en Arithmetique unc 
revolution toutvpareille a cette qu’avait 
faite Lobatcliewski en 6reOmetrie.

R. Poincare.

Г ъ возможнаго безбрежиомъ Океанй 
Для волиъ его причудливой игры 
Въ непознаваемомъ тумалгЬ 
Возможны странные аиры.

н. в.

Т\, Гиперкомплексныя числа.
§ 1. Исторически очеркъ теорЫ гиперкомплексныхъ чиселъ.

Завершается-ли комплексными числами вида а+Ь\ / — 1 
обобщев1е поняия о числе или является необходимыми и 
введете повыхъ областей чиселъ—таковъ вопросъ, кото
рый несомненно представляется теперь уму читателя, вни
мательно следившему за ходомъ последовательнаго обоб- 
щ етя  понят1я о числе. Ответь на него вытекаетъ изъ
цели, которая преследовалась этимъ последователышмъ

%

обощешемъ—достигнуть возможности производить обратныя 
операцш надъ числами такъ же неограниченно, какъ и пря 
мыя. Цель эта съ введешемъ комплексныхъ чиселъ является 
достигнутою.

Въ области комптексныхъ чиселъ мы имеемъ область, 
не выходя изъ которой мы можемъ производить все мате 
матичесшя операции Такимъ образомъ съ этой точки зре- 
nik дальнейшее расширение попяыя о числе не является 
иеобходимымъ.

Къ пему однако привели цели и потребности геометрии
• ____

Изображен1е съ помощью комилекслыхъ чиселъ а+Ъ у —1 , 
чиселъ съ двумя единицами 1 и построешй надъ
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векторами въ плоскости естественно вело къ постановка и 
ретпенио подобной лее проблемы относительно пространства 
трехъ измЪретй. Введете иовыхъ обобщенныхъ чиселъ и 
употреблете ихъ для гублей геометрнг пространства свя
зано съ именами Гамильтона и Грассмана. *) но еще за 
долго до 1844  г . въ которомъ появились вь Philosophical 
Magazine первые мемуары Гамильтона, посвященные теорш 
кватерпшновъ и знаменитая Ausdehnungslehre Грассмана, 
мысль о возможности введешя чиселъ иной формы, от- 
личныхъ отъ вещественныхъ и комплексныхъ, была вы 
сказана Гауссомъ въ его докторской диссертацш 1799 г. 
Критикуя въ ней доказательство теоремы существоватя 
корня, данное Эйлеромъ Гауссъ высказываетъ продположеше, 
что уравнете можетъ удовлетворяться не только числами 
вещественными и мнимыми вида а+Ы, по и числами иной 
формы F, F 1, F 11, . . Но невозможно, продолжаетъ опъ, понять 
съ точностью, всегда требуемою въ математике, какъ могутъ 
подобныя числа - vera umbrae umbra,—которыхъ нельзя 
себе представить даже въ идее, быть складываемы или 
перемножаемы.

Это замечательное место показываетъ, что вопросъ о 
возможности чиселъ иной формы и подчиненныхъ инымъ 
законамъ сложешя и умножения занималъ Гаусса съ юноше- 
скихъ летъ. Изъ недавно опубликовапныхъ (въ 6 и 8-мъ то- 
махъ его сочинетй) бумагъ Гаусса видно, что его занималъ 
вопросъ о комплексныхъ числахъ въ пространстве, о связи 
пхъ съ вращешями, что имъ самостоятельно была пайдена 
формула умножешя кватериюновь Но свои мысли по этому 
вопросу, какъ и свои изеледоватя по неевклидовой гео-

*) Этотъ вопросъ занималъ также и Аргаида, который впд-Ьлъ въ 

символ!"» ( ] / _1 1 новую единицу соответствующую третьей коорди

натной оси 0, если 1 и ] /  - 1 еоотвйтствуетъ осямъ х и у. Но

—1 ость величина вещественная и поэтому попытка Арганда со- 

вершенпо ошибочна.
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метрш Гауссъ не привелъ въ систему и ограничился толь
ко обЪщашемъ (во второмъ рефератЬ по Teopin биквадра. 
тичныхъ вычетовъ) опубликовать свои изследоватя по 
вопросу „почему отношетямежду , (представляющи
ми многообразия съ болыиимъ чиеломъ измгьретй пс могутъ 
дать еще другье виды чиселъ, допустимые въ общей ариомети- 
тъ“. Въ чемъ видЪлъ Гауссъ ответь на поставленный имъ 
вопросъ, мы можемъ только догадываться (см. дальше § 4).

Ирландсшй математикъ Вильямъ Роанъ Гамильтонъ 
заинтересовался Teopieio комплекспыхъ чиселъ подъ вл1я- 
шемъ появпвшагося въ 1828 г. въ Кембридж)} трактата 
Уаррена (Warren) о геометрическомъ прсдставлеши квад- 
ратнаго корпя изъ отрнцательнаго числа и далъ въ 1835 
свою теорпо комплекспыхъ чиселъ. основанную на введения 
гюняыя о парЬ (см. § 3). Это разсмотрГте паръ веществен- 
пыхъ чиселъ естественно обобщалось въ разсмотрКше со
вокупностей, составлеппыхъ изъ .болынаго числа чиселъ, и 
приводило Гамильтона къ мысли видеть въ изучения троекъ 
(triplets) такое-же оруд1е для изучешя отпошегпй между 
векторами въ пространств!}, какое комилекспыя числа вида 
а+Ы представляютъ для изображешя соотпошешй между 
векторами на плоскости. Рядъ попытокъ, подробно описаи- 
ныхъ имъ въ предисловш къ „Lectures", былъ завершенъ 
изобрететемъ въ 1843 г. теория кватершоновъ—комплек- 
сныхъ чиселъ съ четырьмя единицами (одною веществеи- 
насю и тремя мпимыми) Съ 1844 г. Гамильтонъ. сталъ зна
комить англШскихъ математиковъ съ Teopieio кватершоновъ 
и ея многообразными приложешями къ геометр]и, механик!} и 
математической физик!} и накопецъ въ 1853 г. онублико- 
валъ большой трактатъ подъ заглав1емъ: „Lectures". АиглШ- 
cKie математики (Морганъ, Кэли, Сильвестръ, Клиффордъ и 
др.) много занимались дальнейшею разработкою теорш 
кватервпшовъ. Особенный интересъ и важность представ- 
леятъ введете Клиффордомъ такъ пазываемыхъ

(*). Посл-Ь ого смерти издано другое его сочииешо. „Elements"
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тоновъ] ихъ теор1я есть аналитическое представлев1е отио- 
шенШ, существующихъ между парами векторовъ въ про
странств^. Въ кинематика доказывается, что всякое движе
т е  можно разсматриватъ какъ совокупность вращательнаго 
и поступательнаго движешя и поэтому графически оно можетъ 
быть изображено или парою векторовъ или н'Ькоторымъ 
винтомъ. Изучете винта было положено въ основу теорети
ческой механики анпййекимъ астрономомъ и математикомъ 
Боллемъ въ начале 70 хъ годовъ прошлаго столетя. TeopiH 
бикватертоновъ—комплексныхъ чиселъ вида а+шЬ=0—где 
а и Ъ суть кватершоны, а со новая комплексная единица 
которой квадратъ равенъ о для евклидова пространства,-! 
для пространства Лобачевекаго и+ 1  для пространства Ри- 
манна—и соответствуете T eopin  винтовъ; операщямъ
надъ бикватернюнами—построетя TeopiH винтовъ. (*)

Создавая свою Teopito протяженности. Грассманъ пре
следовали цель гораздо более общую, чемъ Гамильтонъ.

/

Гамильтонъ желалъ аналитически представить отношетя 
между векторами, выходящими изъ одного и того-же нача 
ла. Философскому уму Грассмана было ясно, какъ онъ го
ворите въ своемъ предисловш къ „Ausdehnungslehre" 1844 г. 
что геометр1я не есть никоимъ образомъ ветвь математики 
въ томъ-же смысле, какъ ариеметика или комбинаторика, 
„что напротивъ геометр1я имеете своимъ предметомъ нечто 
данное въ природе (именно пространство) и что поэтому дол 
жна существовать ветвь математики, чисто абстрактнымъ 
путемъ выводящая те законы, которые въ геометрш являют
ся связанными съ пространствомъ".

Учете о функщяхъ, дифференщальное и интеграль
ное исчислете—изучаюте отношетя. существующая между 
непрерывными величинами, допускающими изменетя только 
въ одномъ направлении (интензивныя величины) и анали

(*) По Teopia бикватертоновъ мы имГемъ въ русской математиче
ской литератур!; ценный сочинения проф. А. II. Котельникова.

Винтовое исчислеше. Казань 1896 и Проективная Teopia векторовъ, 
Казань 1899,
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тически изображаемыми числами области В. Новая наука дол
жна обобщить иопяНе объ „алгебраически непрерывной*' или 
ннтензивной велнчшгЬ, вводя въ него разлштт, соотвЪт 
ствуюшДя изменен ио пространства. Такнмъ обобщетемъ и 
является экстензивпая (или комбипаторпс-пепрерывеая 
величина).

Грасс-мапъ далъ два изложешя Teopiii протяженности— 
въ 184-1 и въ 1862. Первое изложение было дано настолько 
отвлеченно въ полуфилософской, полугеометрической фор- 
mIi , что прошло совершенно незамеченными несмотря на- 
многочислепныя приложешякъ геомегрш, механике, ученш 
о магнетизме и кристаллономш, которыми авторъ доказы- 
валъ пользу своихъ теоретическихъ ■изсл'ЬдованШ. Не была 
выяснепа въ этомъ сочнненши связь, существующая между 
протяженными величинами, допускающими нзменетя въ 
разпыхъ направлешяхъ, и гиперкомплексными числами съ 
многими единицами. Па новую форму теорш протяженно
сти (1862 г.), въ которой подъ назвав1емъ ве
личины  въ осповаше теорш явно положено гиперкомплек 
сное число съ нисколькими единицами и предметомъ изу- 
чеш’я являются преимущественно различные роды умиоже- 
шя этихъ чнселъ повл1яли вероятно работы Коши объ ал- 
гебранческнхъ ключахъ; въ этихъ работахъ съ помощью ком- 
плексныхъ чнселъ. были пайдены мнопе результаты Грассма- 
новской Teopirr протяженности 1844 г. (реш ете системы п 
лннейныхъ уравнепШ съп  неизвестными). Въэтой новой фор
ме своей теор1я Грассманаявляется естественнымъ обобще- 
в1емъ геометрической T eop in  комплексныхъ чнселъ и вме
сте съ Teopieio кватернюеовъ Гамильтона входить какъ
частный случай въ общее учете о гипёркомплексныхъ

»

числахъ и въ общее учете объ операщяхъ (общее учен1е 
о формахъ—Грассмапа), котораго принципы были даны са- 
мимъ Грассманомъ въ 1844 г. съ большею общностью. 
Особенное значен1е теор1я Грассмана им'йетъ благодаря сво- 
имъ геометрическими прилоЖешемъ и на эту сторону было 
обращено особое веимате автора. Поэтому онъ не коснулся 
напр. важнаго вопроса, поставленнаго Гауссомъ. Изъ теорш
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кватершоновъ правда можно было вывести, что гиперкомп- 
лекспыя числа, пеобходимыя для изучен 1Я отношен1й въ 
пространства не могутъ уже быть подчинены общимъ за- 
конамъ арифметики, но вопросъ во всей своей общности 
оставался не затронутымъ до работъ Вейерштрасса. Эти 
изслгЬдовашя (см. дал'Ье § 4) выяснили резкое разлггае 
между ариеметикою чиселъ вещественныхъ и комплексныхъ 
вида а+Ы съ одной стороны и ариометикою чиселъ гипер. 
комплексныхъ съ тремя и большимъ числомъ едгшицъ.- 
Эта последняя представляетъ так1я особенности (делители 
пуля), которыя д1>лаютъ ее значительно сложнее ариометн- 
ки обыкновенныхъ комплексныхъ чиселъ. но тгЬмъ самымъ 
придаютъ ей особенный интересъ. Учее1е о гинеркомплек- 
сныхъ числахъ есть одниъ изъ наиболее разработывае- 
мыхъ въ настоящее время отд'Ьловъ высшей математики (*). 
Этому способствовало въ особенности установлете (Пуан
каре, Шефферсъ, Студи и др ) гЬспой связи, существующей 
между теор!ей гиперкомплексныхъ чиселъ и одною изъ са  ̂
мыхъ замЪчательныхъ математическихъ теорШ—Teopieio 
группъ непрерывныхъ преобразбвашй Софуса Ли.

§ 2. 0бщ1я основами теорж гиперкомплексныхъ чиселъ.

Подобно тому какъ теор1я комплексныхъ чиселъ была 
нами обосиована на разсмотргЬтн паръ вещественныхъ чи
селъ, такъ и Teopia обобщепныхъ комплексныхъ или гипер-

« • » •

комплексныхъ чиселъ имгЬетъ щЬлыо ввести въ науку—но
вый математичесюй объектъ - совокупность п веществен
ныхъ (или комллексгшхъ вида а+Ъ чиселъ, взятыхъ
въ опредгЬленномъ порядк'Ь: (ах, av . . . а„).

Для того, чтобы эта совокупность была иредметомъ 
математическаго изсл1}доватя необходимо прежде всего 
точно определить услов!я равенства совокупностей.

(*) Объ этомъ свидетельствуете. напр. образоваше нисколько лТтъ 
тому назадъ „Международной ассощацш для изучен ia кватершоновъ и 
связанныхъ сънимя вопросов ъ“ .
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1. Равенство. Совокупности (аг аи . . .  а„) и{Ъг  53, . . .
равны только въ томъ случать, если (та. 
е. занимающее одинаковое мгьсто) элементы двухъ совокуп
ностей равны: а2= bv а3,=Ъ3, . . .

Это услов1е есть 'yoioBie обще для веЬхъ теорШ 
комплексныхъ чиселъ точно такь-же, какъ общимъ для 
всЬхъ нихъ является следующее определеще сложетя 
двухъ совокупностей

2. Сложеше. Тезультатомъоперацги или сум
мою двухъ совокупностей

(й и 
называется совокупность

(aj+Sj, а3-\-Ъ3, . . . .  ап+5,(). 
Очевидно, что определяемая такимъ образомъ опера- 

щя сложетя есть операщя и коммутативная и ассощативная.
Общимъ для всЬхъ теорШ гиперкомплексныхъ чиселъ 

является также опред^лете умножетя совокупности на 
вещественное (*) число s.

3. Произведете совокупности (av av  а„) и вещественаго 
числа s есть совокупность ( sav.. san):

После этихъ определешй всякая совокупность можетъ 
быть приведена къ нормальному виду. Во первыхъ, 
очевидно
av а3, . . . »»)=(«,, О, 0, . .  0)+(0, а3.0, . . О) + . ... . + (0, 0, . . .а») 

Во вторыхъ
(av 0, . . . 0)= аг (1 , 0, .

(0а, а3, . . . О)=а3 (0, 1 , .
. . 0) 
. . O')

(о, о, . . .  Ад ( 0 , о, . . . 1 )
Поэтому

(а,, а3, . . . ап)=а1 (1 ,0. . . . 0)+а3 (0,1 , . . . 0) +  . . .
+ ап (0,0, . . .  1)

*) Въ случай если а суть комплексный числа видъ V - 1  s можетъ 
также быть числомъ этого вида.
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Обозначая совокупности (1 .0, . . .  о), (0,1 , . . о), . . 
(0,0, . 1) последовательно evet, .. е„. имеемъ

Эти спец1альныя совокупности называются единицами 
и совокупность (а1, ау . . а„) принимаетъ назваше гипер- 
комплекснаго числа съ п единицами. Вещественныя (или 
комплексный) числа а, называются коеффищентами или 
координатами гиперкомплекснаго числа. Относительно опе- 
рацш умножешя мы делаемъ следующая два допущения, 
обпця для всЪхъ теорШ гиперкомплексныхъ чиселъ.

4. Законъ дистрибутивности:
(flj егАа2 е3— +а« е„) (Ẑ  ej+^j es +  . . + е„)— Ъ1е1-\-
а * у  f ? j .  h 2  о 2  1 . . . | й д  б в  б в

0. Ассощативность въ прпменеши къ умножение еди- 
ницъ между собою и на коеффищенты

а т е т . Ър вр а щ Ът е 7ц вр 
Сопоставляя оба эти допущешя. имеемъ

(«1 С\ + а1 +  • • • +  ссп еп ) (*, <4 +  . . . -\-Ъп еп )
а1 br  e.j ®а. ^  t  a* 6*. e* e* + .....................

Допущешя 1 —5 составляют основан1я, обпця всЬмъ 
теортямъ гиперкомплексныхъ чиселъ.

Но далее теорш гиперкомплексныхъ чиселъ резко 
распадаются на два основные типа:

1. Въ теор1яхъ перваго типа произведешя единицъ 
Ci ek in далее произведешя ег ек е«. . и т. д въ какомъ бы 
то ни было числе) представляютъ новыя неприводимыя 
единицы.

II. Въ теоргяхъ втораго типа произведешя е.( ек (а по
тому и в., ек ее, . . и т. д. въ какомъ-бы-то-ни было числе) 
выражаются инейно посредствомъ единицъ е, т. е.

АнглШсше и американсше ученые (Peirce, Whitehead и 
др.) пазываютъ теорш гиперкомплексныхъ чиселъ втораго 
типа—линейными алгебрами, теорш перваго типа—алгебрами
высшаго порядка.

MitskevichOA
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Наиболее разработанный прим&ръ алгебры высгааге 
типа представляетъ теор1я протяяшнностей Грассмана. Какъ 
было указано выше (§ 1), въ основагпе ея положена Грас- 
с.маномъ экстензивная величина. Экстензивная величина 
1-ой ступени есть ни что иное какъ гиперкомплексное 
число a = aiei+®j ea + . . . ~тап

Произведете двухъ экстензивныхъ в&личинъ
а =  а1е1 +  а 2 е2 +  . . .  +  а« епи

,3 =  Ь1 ег + Ь2 е2 +  . , .  +  еп 
есть экстензивная величина второй ступени

У ]  a, hi e-i et.Произведетя et суть
цы второй ступени.

Подобнымъ-же образомъ получаются произведетя 
трехъ и б о л е е  экстензивныхъ величидъ, т. е. произведетя, 
въ который входятъ единицы высшихъ ступеней.
С} &# S j S i Sg Bfc Вт, И  T* Д .

Особенно подробно изучаетъ Грассманъ комбинатор
ное (внешнее) произведете, въ которомъ кроме общихъ

»

законовъ умножешя имеемъ законъ
ег ег в2 е2 е,% еп О

Si Sj  —2   Sj Si.

Очевидно, что комбинаторное умножеше есть операщя 
не коммутативная. Съ помощью комбинаторнаго умножешя

Г

мы можемъ определитель съ п2 элементами представить 
въ виде комбинаторнаго произведетя п комплексныхъ 
чиселъ съ п  единицами (эти комплексныя числа носятъ 
назвате знакоперем'Ьнныхъ чиселъ Грассмана'") и этимъ 
ввести въ теорпо определителей замечательную простоту.

Но особенно важны геометричесшя приложения ком
бинаторнаго умноясетя. Вообще въ теорш протяженности 
Грассмана мы имеемъ аналитическую теорш, соответствую
щую общему учент  о многообразгяхъ, которое заключаетъ въ 
себе геометрно какъ частный случай **).

*) Они вполн* совпадаютъ съ т$ми ,,символическими факторами4 ко
торый ьвелъ Коши въ своей теории алгебраическихъ ключей.

**| Желающимъ подробно ознакомиться съ теор1ей Грассмана мы 
особенно рекомендуемъ сочиненie Whitehcad'a: A Treatise on Universal Al
gebra. Vol. 1. Cambr. 1898 (удостоено лочетнаго отзыва на соысканш премш 

Лобачевскаго въ 1900 г.)0
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§ 3. Л и н е й н ы  я а л г е б р ы .

Линейныя алгебры суть теорш гиперкомплексныхъ 
чиселъ, для которыхъ

(1) e.i =

Соответствующая области гиперкомплекспыхъ чиселъ 
носятъ носятъ назваше замкнутыхъ Кроме всгЬхъ прочихъ 
требованШ, общихъ теор1ямъ гиперкомплексныхъ чиселъ, а 
также услов1я замкнутости, выражающагося равенствомъ (1) 
къ замкнутымъ системамъ обыкновенно вместе съ т'Ьмъ 
предъявляютъ следуюшдя требовашя.

I. Законъ дистрибутивности.
а. (Г) + с)=аЬ+ас,(Ъ+с).

Допуская формулы (1) мы удовлетворяемъ этому тре- 
аованпо, что легко проверить.

II. Ассощативность умножен1я.
Это требованье удовлетворяется, если (е,- ek) е=е, (ек es) 

и если п3 величинъ удовлетвориютъ равеиствамъ,

III. Накопецъ, Штребовате состоитъ въ томъ, чтобы была 
возможна операщя, обратная операщи умпожешя т. е. опе
рация делетя; т. к. однако мы не предполагаемъ коммута- 
тиввости умножешя, то числа у, удовлетворяющая уравне
ния мъ y x --z  и xy—-z, будутъ различны между собою и поэто
му возможны два рода операщи деления. Требоваше возмо
жности делетя  совпадаетъ съ требовашемъ существовашя 
комплекснаго числа е°, удовлетворяющаго тожественно (для 
вс'Ьхъ значетй коеффищентовъ т ) двумъ уравнешямъ:

(8) е° а—а; (4) ае°—а.
Такое комлексное число е° =з1<?1+£2 е2+....ей еп называет

ся модулемъ умножения или главною единицею.
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Подставляя, напр . въ уравнете (3) вместо и ихъ 
выражев1я посредствомъ единицъ, заменяя все произведе- 
т я  е?: ек по формуламъ (1 ) и приравнивая затемъ въ обгЬихъ 
частяхъ коеффищенты у ef, мы получаемъ п линейныхъ 
уравненШ съ п неизвестными:

Модуль умножешя существуетъ, если эта система мо- 
жетъ быть рушима; ио для этого необходимо чтобы не 
обращался въ нуль тожественно (для всЬхъ значешй «*) 
определитель

p'i* Vi

Нодобнымъ-же образомъ разсмотрен1е уравнешя (4)

приводитъ къ условно, что определитель | ^ 4  ~иъ ак |не дод
же нъ обращаться въ нуль тожественно для всехъ значе-. 
нШ а. Разсматривая уравнешя ха—Ъ и ах=Ъ и поступая съ 
ними подобнымъ-же образомъ. мы находимъ, что отъ 
техъ-же определителей *) зависитъ возможность реш етя 
этихъ уравненШ, что и доказываетъ совпадете требоватя 
возможности деленШ и существовашя модуля. Если для 
некоторой системы а, определители отличны отъ нуля, то 
уравнешя ах—Ъ и уа—Ъ имеютъ каждое определенное реше- 
Hie х, г/; они совпадаютъ съ модулемъ е°, если Ъ=а. 
Въ этомъ случае уравнешя ах—0 и у а—0 удовлетворятся 
только полагая х=0 и у—0. Напротивъ если для некоторой 
системы а* определители равны нулю, то существуютъ 
отличныя отъ нуля реш етя  двухъ уравненШ ах~0,уа=0.

Въ этомъ заключается резкое отлич1е общихъ системъ 
комплексныхъ чиселъ отъ системъ чиселъ вещественныхъ 
и комплексныхъ, не допускающихъ существовашя такихъ 
чиселъ а, Ь отличныхъ отъ нуля и темъ не менее дающихъ 
въ произведенШ нуль (делителей , какъ ихъ предло- 
жилъ назвать Вейерштрассъ).

*) Вместо п линейныхъ уравненШ съ неизвестными ч получаются 
уравнешя съ xi и уг  (коеффшрентами а? и у) но съ тДмн-же самыми коеф- 
фищентами въ нервыхъ частяхъ.
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Йзъ предъидущихъ разсуждетй легко видеть, что 
всгЬ свойства различныхъ системъ гиперкомплексныхъ чи- 
селъ определятся системою п3 постоянныхъ -щ.,. Соответ
ственно этимъ постояннымъ гиперкомплексныя числа мо 
гутъ быть распределены на типы. *)

Наиболее важный и интересный примеръ линейной 
алгебры есть алгебра кватершоновъ т. е. чиселъ а вида 

’ а0+ а ^ + а ^ + а 3к причемъ комплексный единицы ij ,k  подчи
няются следующимъ законами умножен1я

*= э % ~= 1.
• *

= К  jh = i , U = j \
• •

з г—, Is,Я г- J

Вещественная часть кватертона называется его ска_ 
ларомъ и обозначается Sa; остальные члены кватертона—его 
векторомъ (Fa). Отсюда a = S a + F a

Кватерн!онъ а0— а1 г— aj2—a.Jc называется
съ а и обозначается Ка.

Произведете а Ка равно и называется 
нормою. Корень квадратный изъ нормы называется 
ромъ или модулемъ и обозначается Та. Частное отъ д'Ьле-

шя а на Та т. е. а° а1 AJL.
Та Та Та

а„ . л»2 j  +— —к называется1а вер-

зоромъ и o'"означается Ua.
Предоставляемъ читателю, желающему познакомиться 

съ дМств1ями надъ кватершонами, доказать слЪдуюшдя ра
венства

1. ocp=Sa. Sp+Sa . Fp f S(i. F a +  S(Va. Fp)+ (Fa. Fp)
2) pa~-Sa. Sp \-Sa. Fp+Sp. Fa+S (Fa. Fp).— V  (Fa. Гр). 
Равенства показывають, что операщя умножешя ква. 

тертоновъ не коммутативна. ■
2. К  (ap)=It (р). К  (а).

*) ГГодробныя изслфдоватя по этому поводу принадлежать Штуди: 
Шефферсу и др. Но еще ран'Ье В. Peirce въ зам’Ьчательномъ мемуары, 
„Linear associative algebra (Americ. journ. 4) даль классификаций лдя 
чиселъ съ иебольшимъ числомъ единицъ
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Изъ этого равенства легко выводится, что

N  (* ? )= Л ' (а ). N  (?)

Поаъ зтимъ видомъ им'Ьемъ знаменитую формулу Эйле
ра (вып. 1 стр 39).

3. Кватерийшъ a^+a^+aj+a, удовлетворяетъ урав
нение 3-й степени

Xо ( 3 е 02— а х2— « 22— а.,2) х+2а0 0.

Алгебра кватершоновъ во мпогихъ отношешяхъ пред
ставляется’сравнительно простою,такънапр. она принадлежитъ 
къ числу алгебръ, не донускающнхъ д-Рлителей нуля от- 
личныхъ отъ нуля. Поэтому она и есть почти единственная изъ 
теорШ пшеркомплексныхъ чиселъ, которая пмРетъ важное 
значеше въ приложешяхъ.
§ 4. Системы съ тремя единицами. Теорема Вейерштрасса,

Разсмотрпмъ теперь замкнутую систему комплекс- 
ныхъ чиселъ съ тремя единицами, допускающую коммута
тивное умножете единицъ. Другими словами имРютъ м'Ьсто 
слРдуюшдя уравнещя.

( 2) CjCj-

(3) еге=е.лег=-*г (> —г- */ р —|- */ О
' l l  1 «2 2 «3

( 4 ) с Д  =

(5 ) ~~* 1 1̂ +  *2̂ 9 *3 ̂ 3

(б ) е82 "А 1в1+А 2.е2 +  X;i

первыя три изъ этихъ уравиешй могутъ быть представле
ны нодъ видомъ
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( « 1 — 1 C 1 +  «2  e 2 +  CC3 C3 = °

P ie i E ( p 2 ^ i ) e2^" Рзез= 0  

Tl  ̂1 T2 e2 +СТз l̂) e8 0 II

следовательно (см. Teopia определителей) только тогда 
удовлетворяются величинами е, отличными отъ нуля, если 
выполнено услов!е

«1 е1 ^2 «3

P i р - Рз —  0

T l
■

Т 2 Л/ „ Ли

Услов1е это представляетъ уравнеще третьей степени, 
которое имеетъ или три веществеппыхъ корня или одинъ 
вещественный и два комплекспыхъ вида а \ Ы .  Обозначая 
эти корни буквами у Х3 приводимъ его къ виду

(xi ~ ei) (,x-—ei) (я'з—е1)= 0.
I

Подобпымъ-же образомъ изъ уравнен!!! (2), (4) и (5 
выводимъ

(У  1 (^/з ^а) (?/з- ^з)

и нзъ уравнешй (3), (5), (6)

( 1̂ ®з) (■% *а) (^з-^з)^0-
(у1? у2, у ,, 8V z r  г3 суть, подобно х, числа вещественныя 
или комплексныя вида а-гЪ i/^л).

Если для рассматриваемой области чиселъ предпо- 
ложимъ, что произведете обращается въ нуль только въ 
томъ случае, если одинъ изъ его множителей обращается 
въ нуль, то ел равно или х х или х 2 или х3 ,е2 - или ул  или
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у 2 или ув и es—аг или или *з, т. е все три комплексный 
единицы будутъ числами вещественными или комплекс
ными вида а+Ь i/  Л . Такими образомъ при сд'Ьланномъ 
нами предположения замкнутая система съ тремя единица
ми приводится или къ области вещественныхъ или къ 
области обыкновенныхъ комплексныхъ ииселъ.

Сделанное нами предположете, какъ мы показали въ 
§  37* ) имеетъ место для области вещественныхъ и комплекс
ныхъ чиселъ. Но оно нисколько не обязательно для новыхъ 
вводимыхъ нами областей и если мы откажемся отъ него» 
то можемъ получить действительно новую замкнутую и 
коммутативную систему съ тремя единицами, Примеръ 
такой системы представляетъ система, въ которой законы 
умножешя единицъ выражаются уравнещями

0 ) ~е2+еЯ (2 ) в^в2—

(4) е3’=-e3~i~ê (3 ) е^е3~в

(6 )  е32==̂ l+ e2 (5) ез

Вейерштрассь предложили называть числа а, b—отличныя 
отъ нуля, но которыхъ произведен!е аЬ равно нулю— 
телями нуля. Свойство областей В, К,..., показанное нами*) 
можетъ быть формулировано такъ: для областей чиселъ
единственный дгьлитель нуля есть самъ нуль.

Результатъ-же нами найденный въ этомъ параграфе 
можетъ быть формулированъ въ виде следующей теоремы 
Вейерштра^са:

Если мы допустимъвсп> обычные законы сложе-
нгя и умножемя и сверхъ того сдплаемъ предположете, что 
нуль есть единственный дгьлитель нуля—  то комп гексныхъ 
чиселъ съ тремя единицами не {они сводятся
къ вещественнымъ и комплекснымъ числамъ вида ац-Ь г /—Г).

*) въ подсрочномъ примТ.чаши на стр. 203.
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Обратно во всякой системе гиперкомплексныхъ чи- 
селъ съ больш имъ чЪмъ два числомъ единицъ при комму- 
тативномъ умножении существуютъ дели тели  0. отлич
ные отъ 0 .

С у щ ество вате  делителей  0, отличны хъ отъ 0, ньтЬетъ 
своимъ сл,Ьдств1емъ неоднозначность д е л е т я .  Д ействитель 
но пусть а Ъ—0при чемъ а и Ъсуть чи сла отличныя отъ 
н уля т. е. делители  нуля и пусть а х—с. Тогда им еем ъ 
такж е при произвольномъ множ ителе % а(<х-И Ъ)~с т. е.
сущ ествуетъ безконечное множество чиселъ, удовлетворяю- 
щ ихъ уравн ен ш  а х~-с. Д 'Ь лете  въ  томъ случай , если д е 
ли тель  есть одинъ изъ  делителей  нуля, есть операщ я не
определенная.

Ф робетусъ  и Пирсъ (Peirce) дали интересное обобще- 
Hie теоремы Вейерштрасса, объясняющее з н а ч е т е  Гамиль- 
тоновскихъ кватерншновъ: сущ ествуетъ только одна система 
гиперкомплексны хъ чиселъ, которая при не коммутативномъ 
у м н о ж ети  допускаетъ однозначность д ел еш я — система 
кватернш новъ съ вещественными коффищ ентами. Поэтому 
считая недопустимымъ, чтобы алгебраическое уравне- 
Hie (напр. а х+д~0) съ отличными отъ нуля коффищен- 
тами им ело безконечное множество корней и не наруш ало 
коммутативности умножеш я мы должны считать допусти
мою въ  ариометике только область обыкновенныхъ комп- 
лексныхъ чиселъ. Въ этихъ изследоваш яхъ  заключается 
ответъ на вопросъ поставленный Гауссомъ *).

«

§ 5. Всеобщая алгебра.

Приведенный сжатый очеркъ важ ней ш ихъ  и простей- 
ш ихъ отделовъ теорш  гиперкомплексныхъ чиселъ доста- 
точенъ однако, надеем ся, д ля  того, чтобы дать читателю 
понятно о томъ перевороте, который в в е д е т е  гиперкомплек-

*) Въ своихъ дальн’Ьйшихъ изсл'Ьдовашяхъ, опубликованныхъ 
въ знаменитомъ письма къ Шварцу (W e r k e  В. 2. S. 3 1 2 ) Вейерш-
трассъ идетъ еще дал4е, возстановляя и для областей чиселъ, допускаю- 
щихъ делителей нуля, аналогш съ ариеметикою комплексныхъ чиселъ.



сныхъ чи селъ  произвело въ  общомъ y ,Teriui о чи сл е  и к о 
торый П уанкаре въ  своемъ К азанскомъ отчете о работахъ 
Гильберта татсъ справедливо сравниваетъ съ переворотомъ 
въ  reoneTpin, связанном ъ съ имепемъ Л обачевскаго.

Д ействительно, въ  систем & а к с т м ъ , со временъ Евкпида 
казавш ей ся незы блемы мъ основаш емъ геометрш , Лобачев- 
скШ зам ен и л и  одинъ и зъ  краеугольны хъ камней другимъ 
и п олучи вш аяся  при этомъ система оказалась столь-же 
строго логично обоснованного, столь-же свободного отъ 
п р о т и в о р е ч а  и нелепостей , т. е. субъективно столь-же 
истинною, какъ  система Евклида. Вводя въ у ч е т е  о числахъ 
чи сла гиперком плекспы я мы точно такж е принуж дены 
зам е н я ть  д р у ги м ъ  тотъ или другой изъ  тЬхъ закоиовъ 
операцШ , которые положены были въ  основаш е у ч еш я о 
ц е л ы х ъ  полож ительны хъ чи селъ  и сохранялись затем ъ  
незыблемыми при в с е х ъ  последовательны хъ обобщ еш яхъ 
п о н я п я  о ч и сл е  вплоть до в в е д е т я  чиселъ  вида a - t-b  | / — I 
вклю чительно (коммутативность ум ноясевш —некоммутатив- 
ностыо, допущ еш е сущ ествоваш я д ел и тел ей  нуля отлич- 
иы хъ отъ нуля и т. п.).

Аналопя продоляшется и далее: подъ вл1яе1емъ толчка 
даннаго изследовашями по неевклидовой геометрш м е 

няются взгляды математиковъ на сущность этой науки и ея 
полоя«еше между другими математическими науками. Гео 
метр1я разсматривается какъ часть общаго учешя о много- 
образ1яхъ (изучеше спещальныхъ группъ непрерывныхъ пре
образовать). Подобно этому введете гиперкомплексныхъ чи
селъ съ ихъ причудливыми законами операцШ изменяетъ 
нашъ взглядъ на чистую математику.Не меньшее влгяте впро • 
чемъ оказало на это изменете и созданная Булемъ симво
лическая логика. Въ 1854 г. появилось сочинете „Investiga
tion on the laws of thought*: къ обычнымъ законами арие- 
метики присоединяются еще снещальные законы + а — а, 
а. а = а, а + а Ь ~  а) и цепь формулъ, которая при этомъ мо- 
жетъ быть получена, является точными отражетемъ всехъ
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позможпыхъ въ области учен!;! о поняН яхъ
п нредлож еш яхъ *)•

Алгебра чпселъ (вклю чая сюда и незам кнутая систе
мы Грассмана) и алгебра логики одинаково разсматри- 
ваютъ двгЬ основный операцш — сложение и умнож енie 
Поэтому onb могутъ быть разсматриваемы катсъ части 
болЬе общей науки— всеобщей (Грассмаиъ понималъ
то-ясе самое подъ терминомъ Form enlehre). изучаю щ ей 
эти дв'Ь onepapiii съ самой общей точки зрЬ ш я.

Но, обобщая далЬс, мы можемъ мечтать и о возможности 
для каждой области мысли создать такой алгориомъ вычи- 
слеп!й, который можетъ облегчать разсуж деш я и 
позволяетъ зам енить ихъ вычислен in ми. Е щ е Лейб 
ницъ вндЬ лъ сущность математики не въ  ея пред- 
метгЬ, но въ  ея метода, въ  дедуктивномъ (логически 
необходимомъ) характер^ ея выводовъ ивъупотребляем ом ъ 
ею символизм^. Все, что достугшо точному о предал егпю, 
моясетъ слуяш ть предметомъ такихъ-ж е строго вытекаю- 
щ ихъ изъ  основныхъ определен if! выводовъ, каше въ обыкно
венной математшсЬ прилагаются къ  числу и величин'Ь- 
Д оляш а сущ ествовать общ ая наука объ абстрактныхъ от- 
н о ш е т я х ъ — всеобщая математика (M athem atica un iversa- 
Iis). И Л ейбницъ мечталъ о возможности свести всякое 
р азсу ж д ете  къ  вычисление (ratiocinationes in  om ni a rg u 
ment*) ad calculi form am  exhibere) и о томъ времени,' когда 
споряшде вместо безполезнаго ш ума будутъ зам енять споръ 
вычислеш емъ (lit a lte r aderi dicere possit: Calculemus).**)

И современный математикъ ***) видитъ точно также 
въ математик’Ь—развггае всЬхъ типовъ формально-необхо-

*) См. вып. 1 стр. 41. Кром'Ь литературы, указанной тамъ, рекомен- 
дуемъ также ИЗЛОжеи1е Whitehead въ его „Universal Algebra"—лучшемъ 
трактат^ по всеобщей алгебр'Ь.

**) Эти взгляды Лейбница извлечены нами изъ прекраснаго сочшешя
Couturat la logique de Leibnitz. , .

***) Whitehead въ предисловш къ „Universal Algebra“, Въ сжатой 
форм!; Пирсъ говоритъ „Математика есть наука которая выводить необхо
димый заключешя’' См. также интересную статью Русселя въ International 
monthly 1906 годъ съ его повидимому пародоксальнымъ опред1>лешемъ 
математики, какъ науки, которая не знаетъ о чемъ она говоритъ и в'Ьрно- 
ли то, что она говоритъ.
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димаго, дедуктивнаго разсуж деш я и съ его точки зр еш я
„идеалъ математики—построить исчислеш е, которое бы об
легчало разсуж деш е въ  всЬ хъ гЬхъ областяхъ мысли или
вн еш н яго  опыта, въ  которыхъ последовательность мысли 
или  событШ можетъ быть определенно удостоверена или 
точно установлена. Т аким ъ образомъ в с я к а я  серьезная 
м ы с л ь - з а  исклю чеш емъ философии, индуктивнаго разе уж  
деш я и деятельн ости  воображ еш я,—долж на сделаться мате 
матикою, развиваемою  посредствомъ вычислев1я“ .

Б, Трансфинитныя числа,
Теор1я роста ф ункщ й  въ  безконе-чности*) (см. § 26) 

можетъ привести къ  обобщея1ю пош ш я о чи сл е  иного рода 
отличному отъ разнообразныхъ областей гиперкомплексныхъ 
чисел ъ .

Разсм атривая рядъ  степеней
/у* /у» 2  /у» 3 /уъИ
w  у  W  у  * Л /  у  t • tv

мы легко у б еж д аем ся , что он е представляю тъ рядъ ф унк
щ й, возрастаю щ ихъ при безпредельно воз[ астающемъ с все 
бы стрее и быстрее, по м е р е  возрасташ я показателя степени 
Быстрота возрасташ я въ безконечности есть величина, ко
торая мож етъ быть больше или меньше; она можетъ быть и 
и зм еряем а числомъ, такъ  какъ  за такое изм еряю щ ее число 
мы можемъ взять  показатель степени.

Н азовемъ вообще д ля  ф ункцш  /  (#). возрастаю щ ей до 
безконечности число изм еряю щ ее быстроту ея возрасташ я 
порядкомъ возрастангя функцш въ безконечности или. для
сокращ еш я, моментомъ и обозначимъ его знакомъ о ( / ) .  
И такъ д ля  степени съ ц елы м ъ  полож ительнымъ пока- 
зателем ъ

*) Начала теорш роста функцш положены Эйлеромъ въ момуар'Ь: De
infinities infinitis gradibus (Acta Petrop. 1778).

ЗдЬсь онъ BM'ijCT'i; съ быстровозрастающими функциями разематри 
ваетъ также и функщй медленно возрастающая logx, logax,=Log (logx), . . 
Teopia роста функщй им$етъ громадное значенья для учешя осходимости 
строкъ съ положительными числами и известные признаки Бертрана,
Моргана, В. П. Ермакова и пр. сводятся именно на, разсмотрФше быстро
и медленно возрастающихъ функщй.

MitskevichOA
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о ( х п)—п  
Вставляя (интерполируя) между членами ряда: ж, ж2, 

ж”, . степени съ дробными и несоизмеримыми показателями 
мы легко убеж даем ся, что и въ  этомъ случае  степень 
тем ь  быстрее возрастаетъ, ч ем ъ  более ея показатель. Сле
довательно по прежнему моментъ можно считать равнымъ

показателю степени: ь V
<1 , 6 ( х  а )=а.

Д ля всего ряда степеней моменты подчиняются (к ак ъ  
показатели) следую щ им ъ законамъ:

{а) ( х 1' . ж4 j=o (хр)+6 (ж4). Моментъ произведения pci -
венъ (ум ят  моментовъ множителей.

(<?) Если s=у)'. у= х'), то моментъ степени з, разематри- 
ваемой какъ  функция отъ ж, равняется произведение момен 
та г, разематриваемой какъ  степень у (ур) на моментъ ф ун
кцш  у  (а;) Д ействительно я= ж м  и потому какъ  первая 
такъ  и вторая части равны р qи равны между собою.

Распространяя поняйе о моменте вообще на ф ункщ и 
возрастаюнця съ возрасташ емъ переменной, мы подчиеяем ъ 
моменты следую щ имъ услов1ядъ:

1. Равенство и  неравенство моментовъ. Моментъ функ* 
цш  /  (ж) больше, равенъ или меньш е момента ф ункцш  
g (ж) смотря по тому, будетъ ли им еть

пред. /  (ж)
---------------- — с о

х —со g (х)

пред. /  (а^_ ^  (величи н е конечной 
и отличной отъ нуля) 9 (ж)

пред, f
х—оо у (ж)

2. Сложенге моментовъ (По аналогия со степенями см.
О ))  3 ( f .  д ) — д  ( /)+ о  ( д ) .

3. Умножете моментовъ. (Такж е по аналоПи со степе
нями см. (о)) Если e = F  (у) у=/'(ж), (т. е. г есть ф ункщ я отъ 
функцш  F  (Дж)), о ( F ( /) )= §  (F j.d  (f). Моментъ функцш  в, р аз
ематриваемой какъ  ф ункщ я отъ функщ и отъ ж, есть про
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изведете момента г рассматриваемой какъ фуикщя отъ у 
на моментъ у , разсматриваемой какъ функщя отъ х. Изъ 
определетя вытекаетъ, что порядокъ множителей долженъ 
быть вполне определенный.

Для ряда степеней съ произвольнымъ показателемъ 
моменты совпадаютъ съ вещественными положительными 
числами. Такимъ образомъ пока мы ограничиваемся раз- 
смотретемъ степеней, мы можемъ удовлетвориться при 
изученш роста функщи въ безконечности областью веще- 
ственныхъ чиселъ, подчиненныхъ известными законамъ 
операц!Н и аксюме Архимеда. Применимость аксшмы 
Архимеда выражается въ томъ, что если даны две степени 
Х'а и х? т0 всегда возможно одну изъ нихъ (возраста
ющую более медленно) возвысить въ степень столь вы 
сокую, что получающаяся отъ возвышешя степень будетъ 
возрастать быстрее чемъ другая, какъ бы быстро послед
няя ни возрастала. Но анализъ не можетъ ограничиться 
разсмотретемъ ряда степеней (и целыхъ полиномовъ, быс 
трота возрастали которыхъ совпадаетъ съ быстротою воз
растали наивысшаго по показателю члена). Мы ввели въ 
нализъ функщю ах и, говоря объ этой функщи, мы указали- 
что она (при а>о) возрастаетъ быстрее чемъ х”\ какъ-бы 
велико ни было т Поэтому, желая распространить на функ 
щю ах поняпе о моменте какъ о числе, мы должны сказать, 
что моментъ функщи ах есть число, которое более чемъ вся
кое число ряда 1 , 2 , 3, . . . п ...............Оно находится за
рядомъ нашихъ вещественныхъ чиселъ и есть поэтому 
число трансфинитное. Обозначимъ его со.

Разсматривая функщи ах ах х п мы на осно-
ванш (2 видимъ, что моменты ихъ суть со-И, со-Ь2 ,.. со\-п\ 
такъ-какъ ах хп= хп ах.то со т. е. операщя сло-
ж е т я  трансфинитнаго числа съ обыкновенными есть one - 
ращя коммутативная.

Рядъ функщй а2х, а®*, . . апх, . .  можно разсматривать 
какъ у 2, у3, . . . уп, если у=ая и поэтому на основанш (3)
моменты ихъ суть 2 со, 3 со,. .  со, съ другой стороны

*

функщи ах, ах2, . . .  .. . можно разсматривать, какъ аь
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где у=х2, х3, . .. хп н поэтому ихъ моменты суть со. 2

со. 3, . . . со. П.

Xй
Такъ-какъ функщя а очевидно не совпадаетъ 

то со. п не равно п.со.
J- множен!в трапсф ииитныхъ и обыкновенныхъ чиеелъ

есть операция не коммутативная.
а*

Прилагая (3) къ функцш а находимъ, что ея моментъ 
есть со2 и подобнымъ-ясе образомъ для функщй

X

а - .
а а

а , . . . а —моменты суть с»8, . . , со».
Надъ трансфинитными числами мы можемъ произво

дить такимъ образомъ все ирямыя оиерацш и всякому ре
зультату такихъ операщй надъ трансфинитнымъ числомъ 
СО—числу

(А) к 0 о ^ + к ,  ojat СОЯ2 + .  . . ГД'Ь a0> a i > a2 . . . . , 0 < К /< с о

соотвйтствуетъ реальная функция (предлагаемъ читателю 
написать ее), имеющая моментомъ это трансфинитное число.

Система чисеш обыкновенныхъ и оче
видно есть система, которая не подчиняется аксгомчь Архимеда 
т. к. если мы возьмемъ цЪлое число т и трансфинитное А, 
то никогда не можемъ умножая т на целое к получить 
число большее А.

Знаменитая теорема Дюбуа-Реймонда позволяетъ идти 
еще далее, указывая на то, что существуетъ функщя, поря- 
докъ возрастатя которой въ безконечности есть число, сто
ящее за рядомъ со, со2, . . .  со»; это число мы должны следо
вательно, представить символомъ ш<»; сущестуютъ функщй, 
которыхъ моменты выражаются символами

03

О)
со

МИ СО ,
to

со , и отъ операцш четвертой ступе пи можно•  I  •
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переходить къ операщямъ ступеней выражающихся не 
толью числами бесконечна го ряда 1 , 2 , . . .  п, но и числа 
ми трансфинитными.

Въ трансфинитномъ нЬтъ предала, какъ и въ безко- 
нечномъ *).

*) Трансфинитныя числа были въ первый разъ введены въ науку 
Георгомъ Канторомъ въ теорш м нож еству позже они были определены  
имъ самостоятельно, какъ „типы порядка" хорош о упорядоченныхъ мно- 
жествъ. (См кроме мемуаровъ самого Кантора. Hessenberg. Grundbegrifl'e 
der Mengenlehre. Gottingen 1906).

Числа Кантора не совпадаютъ по своимъ свопствамъ съ числами 
введенными нами (по ВогеГю и преимущественно по его Lecons sur les series a 
termes positifs Paris 1905) съ помощью теор!и роста функщй.^

Разсмотр*Ьше медленно возрастающихъ функщи log / х (см. подстрочное при
м к н ет е  къ стр. 224) ведетъ къ системамъ чиселъ который можно назвать 
».,актуально безконечно-мальши‘% подобный-же системы чиселъ были введе
ны Реронезе. Система чиселъ F еронезе есть система ие архимедова. О неар  
химедовыхъ системахъ и ихъ приложеш яхъ къ геометрш см. Гильбертъ. 
Основан 1я геометрш.


