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ПРЕДИСЛ OBIE.

Неужели же есть еще надобность въ учебнике дифференщальнаго 
и интегральнаго исчислетя? спрашивали меня мнопе, когда я го- 
ворилъ о своемъ намеренш опубликовать свои лекцш.

Въ ответь на это я долженъ обратить внимаше на особенность 
постановки преподавашя въ здешнемъ (цюрихскомъ) университете. 
Съ одной стороны, мое убйждете, что некоторое дополнеше къ т'Ьмъ 
математическимъ сведешямъ, которыя даетъ средняя школа, является 
необходимой частью подготовки къ изучение естествознашя, было 
встречено здесь моими товарищами естественниками съ бблыпимъ 
сочувств1емъ, чймъ въ другихъ мйстахъ. Съ другой стороны, незна
чительное число профессоровъ небольшого университета не позволяешь 
вести преподаваше математики для естественниковъ отдельно отъ 
математиковъ и физиковъ, какъ это, конечно, не безъ пользы, 
делается во многихъ университетахъ. Въ этомъ отношеши въ бли- 
жайшемъ будущемъ нельзя ожидать перемйнъ, т. к. прежде всего 
должны быть удовлетворены друпя потребности университета и въ 
особенности преподаваше естественныхъ наукъ.

Такимъ образомъ, моей задачей было поставить преподаваше 
такъ, чтобы оно было какъ можно плодотворнее для обйихъ категорШ 
слушателей.

Это требовало весьма тщательнаго выбора предлагаемаго матер1ала. 
Нельзя же ожидать, чтобы естественники или минералоги могли по
святить изучение математики больше четырехъ недйльныхъ часовъ 
въ течете одного зимняго семестра, включая сюда одинъ часъ, не
обходимый для практическихъ занятШ. Поэтому въ эти часы должно 
быть включено все то изъ дифференщальнаго и интегральнаго иечи- 
слешя, что имеешь значеше или интересно для естественника.

Такой порядокъ, конечно, вызываетъ необходимость дополнитель- 
ныхъ лекщй для математиковъ и физиковъ; я 'и  читалъ, действи
тельно, въ летше семестры попеременно черезъ годъ дополнитель-
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ныя лекцш по дифференщальному и интегральному исчислетю, съ 
традищоннымъ въ здешнемъ университете и требуемымъ универеи- 
тетскимъ уставомъ курсомъ по алгебраическому анализу.

Что касается до обработки матер!ала, то я думаю, никто не будетъ 
оспаривать того, что въ лекщяхъ для не математиковъ следуетъ 
отказаться отъ чисто отвлеченнаго анализа; на конкретныхъ задачахъ 
имъ следуетъ показать, что количественное изслфцоваше явлешй 
природы необходимо требуетъ понятае о переменной величине и о 
совокупныхъ измАшешлхъ такихъ величинъ. Но какимъ образомъ 
избегать чисто отвлеченныхъ аналитическихъ вопросовъ, не навя
зывая въ то же время математику воззрешй и обозначешй, отъ кото- 
рыхъ ему впоследствш придется не безъ труда отвыкать? Ведь и 
намъ всемъ пришлось отвыкнуть и отказаться отъ многаго, что мы 

•прочли и выучили въ наше школьное время.
При такомъ изложенш, конечно, необходимо, по крайней мере въ 

техъ вопросахъ, которые , строятся на основанш чисто геометриче- 
скихъ представлешй, указывать, что тамъ нетъ строгаго аналитиче- 
скаго вывода и что эти пункты требуютъ дополнительнаго изследо- 
BaHiH для математиковъ.

Но такая замечашя не должны встречаться слишкомъ часто, 
потому что въ прбтивномъ случае это можетъ надоесть естествен- 
никамъ и породить у математиковъ чувство, что они идутъ по не
надежному пути. Значитъ, вопросъ сводится къ следующему: какимъ 
образомъ устроить, чтобы ссылки на геометричесюя представлешя 
имели место лишь въ немногихъ, хотя и оеновныхъ, вопросахъ, и 
чтобы въ остальныхъ частяхъ изложеше было ведено съ указашемъ 
на соответственвыя геометричесюя представлешя, но такъ, чтобы 
потомъ можно было сказать математикамъ: разъ выяснены эти прин- 
цишальные основные вопросы, то строгШ аналитичесюй выводъ от- 
дельныхъ теоремъ уже не представитъ затруднешя.

Я позволю себе изложить последовательно, какъ я стремился 
достигнуть этой дели.

^  Ф

Во первыхъ: если вводить понятае о производной, какъ о пределе-,
к

то этому нужно предпослать изложеше понятая о пределе и теоремы,
V

сюда относящаяся; а последняго нельзя сделать, если не ввести 
предварительно ирращональныхъ чиселъ и действШ надъ ними. По
следнее потому, что обпцй признакъ существовашя предела не имеетъ 
места только для области рацюнальныхъ чиселъ.

Во всемъ этомъ нетъ надобности, если ограничиться дифферен-
V
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цировашемъ ращональныхъ или по крайней мере алгебраическихъ 
(въ старомъ смысла этого слова) функщй.

Отношен1е приращетя этихъ функщй къ приращешю независи
мой переменной всегда можно, какъ это д^ладъ уже Ферматъ, по- 
средствомъ соответственныхъ операщй преобразовать такъ, чтобы 
выразить это отношеше черезъ приращеше независимой переменной;
если это сделано, то уже ничто не мешаетъ определить производную, 
какъ «то, что получается, если после этого преобразовашя положить
приращеше независимой переменной равнымъ нулю».

Математичесюе и естественнонаучные вопросы', возникающее при 
• такомъ определено!, разобраны мною въ д1алогичеекой форме и я 

надеюсь такимъ образомъ удовлетворить запросамъ, какъ математи- 
ковъ, такъ и естественниковъ. Даже при дифференцировали пока
зательной и логариемической функщй можно обойтись безъ понятая 
о пределе, если разсматривать логариемъ, какъ некоторый опреде
ленный интегралъ, а показательную функщю, какъ функцию, обрат
ную логариемической.

Ведь не подлежитъ сомнению: что естественники не могутъ

домъ, если выводъ предлагается ex abrupto, а не въ связи съ по- 
дробнымъ выяснен!емъ понятая о пределе. Но съ другой стороны, во 
всякомъ случае, необходимо дать слушателямъ на этой ступени по- 
нятае о площади, ограниченной некоторой кривой (определенномъ 
интеграле), какъ объ определенной геометрической величине; это 
первый пунктъ, где приходится указать на необходимость дальней- 
шихъ дополнений.

Вторымъ пунктомъ, где требуются дополнешя для математиковъ, 
является теорема: «непрерывная функщя не можетъ переходить отъ 
отрицательныхъ къ положительнымъ значешямъ, не переходя черезъ 
нуль».

Мне представляется невозможнымъ вообще касаться вопроса о 
сходимости рядовъ въ лекщяхъ, построенныхъ подобнымъ образомъ; 
этотъ отделъ даетъ очень мало, если онъ не проведенъ строго ана
литически.

Поэтому я предпочелъ вообще не произносить слова «сходимость» 
и разсматривать формулу Тэйлора только, какъ приближенную. Для 
вывода ея нужна теорема о среднемъ значенш; чтобы просто полу
чить ее, надо считать производную за монотонную функщю; но ведь

освоиться съ
п
; но и математикамъ это дается съ тру-
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о функщяхъ съ безконечно болыпимъ числомъ пред'Ьльныхъ значешй, 
очевидно, говорить въ этихъ лекщяхъ нельзя.

Только на одномъ примере, а именно, на показательной функщй, 
я провелъ выводъ дополнительнаго члена формулы Маклорена. Въ 
этихъ лекщяхъ собственно и нужна только последняя, а не общая 
формула Тэйлора; едва ли еще нужно упоминать, что вопросъ о 
дополнительномъ члене сл'Ьдуетъ отличать отъ вопроса о сходи
мости. Правда, все это можно провести намеченнымъ путемъ только 
въ томъ случай, если совершенно не заниматься въ первыхъ отдтЬ- 
лахъ дифференцироватемъ тригонометрическихъ функщй.

При дифференцированш этихъ функщй необходимо придется 
говорить объ истинномъ значенш выражешй, представляющихся въ 
виде у  для того случая, когда нельзя раскрыть этой неопределен
ности только при помощи алгебраическихъ преобразований.

Но вообще желательно отложить тригонометричесюя функцш на 
конецъ; ведь оне и безъ того имеютъ небольшое значеше для всехъ, 
кому не приходится заниматься nepi одическими явлешями. (Положимъ, 
сомнительно, чтобы при теперешнемъ развитая техники переменныхъ 
токовъ это можно было утверждать про кого либо). Если ихъ раз- 
сматривать только въ конце, то можно довольно удовлетворительно

sin д*
разобрать истинное значеше — — при х —  0, т. к. уже раньше обстоя
тельно разобраны истинныя значешя алгебраическихъ функщй и 
такихъ функщй, которыя можно выразить приблизительно черезъ 
алгебраичесюя. Опять придется указать математикамъ, что здесь 
требуются дальнейшая дополнешя; но ведь целесообразньшъ является, 
чтобы такое указаше было по возможности ближе къ концу.

Я прибавилъ еще простейппя формулы тригонометр. интерполи- 
роватя и, по возможности, элементарный разборъ простыхъ и зату- 
хающихъ, свободныхъ и вынужденныхъ колебашй.

• It 1

Такимъ образомъ если откинуть принцишальный вопросъ о томъ, 
какимъ образомъ согласовать аналитичесюя изследовашя съ требо- 
вашями геометрш, то остается только три места, въ которыхъ необ
ходимо сослаться на далыгЬйипя дополнешя: аналитическое понятае 
о площади фигуры, формулирован!?, понятая непрерывности и бли- 
жайшихъ его следствШ; наконецъ, связанный съ этимъ вопросъ о 
предельномъ значенш, возникаюпцй при дифференцированш тригоно
метрическихъ функщй.

Едва ли мне нужно приводить основашя, почему я изложилъ 
обстоятельно дейстапя надъ приближенными формулами, численное
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реш ете уравнетй и интерполировате; *) я въ особенности остано
вился на метода интерполировашя Коши. Что касается этого метода, 
то я могу сослаться противъ Зеелигера **) на авторитетъ Брунса ***). 
Въ отдельной главе я далъ способы вычисленШ съ безконечно ма
лыми величинами вообще и въ частности съ дифференщалами. Несо
мненно, что введете оперировашя этими величинами съ самаго на
чала дифференщальнаго исчислешя можетъ повлечь за собой некото
рый неясности; но я думаю, что разъ будетъ хорошо усвоено диф- 
ференцироваше, то не следуетъ упускать техъ преимуществъ, кото
рый получаются при выкладкахъ съ (безконечно малыми величи
нами) дифференщалами.

Действительно, этимъ приходится пользоваться не только физику, 
но и геометру, и потому этому необходимо научить, а не вводить въ 
дальнейшихъ лекщяхъ такихъ величинъ безъ подготовки.

Функцщ двухъ переменныхъ я разобралъ довольно кратко; во 
всякомъ случае, я обратилъ внимате на одинъ пунктъ, который 
часто приводилъ къ ошибкамъ въ термодинамике; а именно, что част
ная производная только тогда вполне определена, когда не только 
указано, по какой переменной она взята, но также указано, какую 
переменную при этомъ считаютъ остающейся безъ изменешя.

Я уже потому воздержался отъ более подробныхъ естественно- 
научныхъ или техническихъ применешй, что въ немецкихъ универ- 
ситетахъ у большинства етудентовъ, которые посещаютъ татя  лек- 
щи, слишкомъ мало сведетй изъ этихъ областей. Я не приложилъ 
также задачъ, потому что въ задачникахъ нетъ недостатка и потому7, 
что по существу везде встречаются те же задачи.

Но, конечно, я советую всякому начинающему упражняться са
мостоятельно въ реш ети задачъ и такимъ образомъ прюбрести безу
словно необходимый для понимашя навыкъ въ применении изложен- 
ныхъ правилъ.

*) Въ Парижской Академш хранятся посмертный рукописи Bio и Реньо, 
зашиочаюшДя формулы и правила для интерполировашя посредствомъ пока- 
зательныхъ функцШ. Было бы очень желательно, чтобы эти рукописи были 
опубликованы. SL составилъ для себя способъ для такого интерполировашя 
и привелъ его въ дополненш.

**) Въ другомъ м4стЬ (Jahresber. der d. Math.—У. 10. p. 819) я указалъ, 
почему я не считаю уб'Ьдительпымъ примЬръ, который приводитъ Зеелигеръ 
и который будто бы говорить противъ этого метода.

***) Осиовашя научныхъ вычисленш (G-rundlagen des wissenschaftlichen 
B,echnens p. 159.)
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Вышеизлоясеннымъ способомъ я надеялся удовлетворить по су
ществу противоречивымъ требовашямъ, которыя возникаютъ въ здгЬш 
немъ университете; но, можетъ быть, я могу надеяться и на то, что 
эта книга окажется полезной еще где-нибудь, где условия препода- 
в атя  похожи на зд’бшшя.

Можетъ быть, мо’я книга поможетъ нг1зкоторьшъ учителямъ соста
вить себе самостоятельное мнеше о целесообразности и возможности 
ввести въ среднюю школу преподаваше началъ исчислешя безко- 
нечно-малыхъ. Однако, мне не хотелось бы, чтобы на эту книгу 
смотрели, какъ на настояпцй учебникъ для средней школы, такъ 
какъ все же она требуетъ известной зрелости.

За выполнеше чертежей, составлеше оглавлешя и помощь при 
корректировали приношу благодарность своей жене.

Г. Буркхардт-ь .

Дюрихъ 2 апреля 1907.
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§ 1. Современный математическш взглядъ на явдешя природы.
Каждое м1ровоззр'1зте имйетъ прежде всего качественны й ха- 

рактеръ.
Мы не въ состоянш измерить непосредственныя впечатлйтя на

шего ума; мы не можемъ даже сравнивать ихъ въ смысла ихъ отно
сительной величины; мы сознательно нашимъ умомъ не можемъ 
дать оценки той разницы, которая имеется, напримйръ, между зву- 
комъ и краской, или между двумя различными красками; а потому 
не можемъ и описать, въ чемъ эта разница заключается.

Самое большее, что мы въ состоянш сделать, это только указать 
на эту разницу.

Мы приближаемся къ математическому воззрйнш на предметъ, 
когда мы ограничиваемся изслйдовашемъ однородныхъ явлений и, 
ставя на наши наблюдешя некоторый ограничешя, мы эти явлетя 
отличаемъ по ихъ напряженности (интенсивности). Мы говоримъ, 
такимъ образомъ, о большей или меньшей сил’Ь освйщешя, о боль- 
шемъ или менынемъ количеств^ тепла и т. п. Но мы только тогда 
впервые имйемъ возможность взяться за математичесшя средства, 
когда, изучая некоторое явлеше, мы можемъ указать на то, что раз
ница между явлешями а и Ъ такова же, какъ между явлешями Ъ и 
с; другими словами, когда мы обладаемъ некоторой скалой, по ко
торой мы -можемъ измерять отдельный стадш напряжений (интенсив
ностей) изучаемаго явлешя. Въ этомъ смысл'Ь цйлый рядъ явлешй 
природы носилъ издавна количественный характеръ, а потому под
чинялся математическому трактовашю.

Если же теперь говорить о математическомъ трактованш задачъ 
естественной исторш, то обыкновенно подъ этимъ разумйютъ и н'Ьчто 
особенное.

Эта особенность, о которой мы говоримъ, исходить изъ довольно 
коренного различ1я во взглядахъ на задачи естественной исторш, 
которое надо оговорить съ самаго начала:- античная натурфилософия

1

Г Л А В А  I.

Г. Буркгардтъ. Дпфференд. и интегр. псчпсленга.
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и непосредственно изъ нея вытекающая наука среднихъ вЪковъ за
дается вопросами о причинахъ и состоянш вещей. Въ ней мы нахо- 
димъ ответы на вопросы, подобные следующими почему земля на
ходится снизу, а атмосфера сверху? Почему этотъ камень сишй, а 
тотъ зеленый? Почему данное тело теплое, а то холодное? Совре
менная же наука, творцомъ „которой является Галилей, занимается 
вопросомъ о причинахъ  изм йнен1я'вещ ей.

Что тйло, разъ начавшее двигаться, продолжаетъ двигаться равно
мерно и прямолинейно; что синШ камень сохраняетъ свой цвета; 
что кусокъ мягкаго намагниченнаго железа сохраняетъ свои магнит- 
ныя свойства и т. п.—это намъ совершенно не кажется удивитель- 
нымъ и мы совершенно не задаемся вопросами о причинахъ такихъ 
явлешй; но зато, когда тело, приведенное въ движете, вдругъ изме- 
няетъ скорость или направлеше своего движетя, или, когда окра
шенное въ данный цвета тело меняетъ свою краску, или когда нена- 
магниченное и ненаэлектризованное тело вдругъ становится нама- 
гниченнымъ или наэлектризованнымъ, или, наоборотъ, намагничен
ное или наэлектризованное тедо вдругъ теряетъ свои магнитныя или 
электричесгая свойства, тогда мы спрашиваемъ себя о причине та
кого рода явленШ, спрашиваемъ себя о силахъ, которыя были въ 
состоянш изменить данныя явлешя.

Эту противоположность въ постановке вопросовъ не следуетъ, 
однако, какъ это склонны некоторые делать, понимать въ томъ смы
сле, будто бы древте естествоиспытатели были люди не тонюе, ко
торые предъявляли къ природе неразумные вопросы. Никакъ нельзя 
было решить a priori, при какой постановке вопросовъ будетъ до
стигнуть наиболее благощлятный результата. Этому могла научить 
только неудача одного направлетя и удача другого. Если мы по- 
желаемъ количественно или м атем атически  проследить законо
мерную связь, которая существуета между изменешями свойствъ 
различныхъ телъ, то мы столкнемся съ необходимостью въ наши 
отвлеченно мыслимыя понятая о величине ввести элемента изм е
няемости. Только что разобранное paзличie между древней и со
временной естественной ncropiefi переходить и на различ1е между 
древней и современной математикой.

Античная геометргя и наша теперешняя школьная геометр1я, ко- , 
торая почти вся берета свое начало въ античной, .изучаета геоме- 

• трическ)я фигуры, приписывая имъ свойства неизменяемости.
Такъ же поступаета и алгебра; правда каждая буква въ алгебре 

можетъ принимать произвольное значеше, но при этомъ делается 
важная оговорка, что въ одной и той же задаче (вычисленш) данная 
буква должна всегда обозначать одно и то же число.
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Для математическаго трактовашя естественно научныхъ задачъ 
въ томъ спещальномъ смысле, о которомъ мы говорили выше, и ко
торый вытекаетъ изъ коренного понимашя современной естествен
ной исторш,—этого, конечно, недостаточно.

Если мы хотимъ проследить за изменешемъ вещей количественно, 
то мы должны приписать отвлеченно мыслимьшъ аналитическимъ и 
геометрическимъ величинамъ—свойство изменяемости.

На этотъ шагь, который подготовлялся въ течете всего XVII 
столетя, со времени Галилея, решились Н ью тонъ и Лейбнидъ, 
одновременно и, насколько можно о томъ судить, совершенно другъ 
отъ друга независимо.

Въ настоящихъ лекщяхъ мы должны следовать за ними по ихъ
У

же путямъ.
Притомъ нашей главной целью будетъ изложить глубоюя идеи 

Ньютона въ техъ гибкихъ способахъ выражетй и обозначетй, ко
торые введены Лейбницомъ и его учениками.

§ 2. Вспомогательный средства математики для выражешя взаимной 
зависимости между двумя переменными величинами.

Пока мы разсматриваемъ только одну величину, мы про ея 
изменете можемъ сказать очень мало, какъ съ отвлеченной ма
тематической точки зрешя, такъ и съ конкретной естественно
научной.

Самое большее, на что мы, можетъ быть, въ состоянш указать, 
это на то, что эта величина вообще можетъ изменяться, и, быть 
можетъ, еще, что ея изменение положены некоторые пределы; на- 
примеръ, въ томъ смысле, что она, изменяясь, можетъ получать 
только положительный значешя; или, напримеръ, подобно sinus’у 
некотораго угла, она можетъ получать значешя не болышя, чемъ 
•единица.

Совсемъ меняется дело, когда мы изучаемъ одновременно изме
н ете  двухъ (или несколькихъ) велячинъ.

Мы въ многочисленныхъ случаяхъ наблюдаемъ, что изменете 
двухъ величинъ не совершается другъ отъ друга независимо, но что 
каждый разъ, когда одна изъ величинъ получаетъ некоторое опре
деленное значеше, другая тоже перестаетъ быть произвольной, а 
также становится совершенно определенной. Такъ, напримеръ, метал- 
личесшй стержень имеетъ при каждой определенной температуре 
■совершенно определенную длину.

Соответственный значешя температуры и длины мы можемъ 
свести вместе въ некоторую таблицу, причемъ мы въ одинъ стол- 
бецъ будемъ вносить наблюденный температуры, въ другой, рядомъ 
стояний,—измеренный длины.

1*
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Такъ наприм'Ьръ:

0° 1 м.
20° 1,0004 м.

Оо 1,0008 м.
60° 1.0012 м.

•

оо00 1,0016 м.
120° 1,0024 м.
200° 1,0080 м.

Мы скажемъ, что эти величины связываетъ между собой опреде
ленный законъ  природы.

Выражеше этого закона мы можемъ уже видеть въ этой таблице; 
но такое выражеше не удовлетворяетъ насъ ни съ теоретической, 
ни съ практической точекъ зрешя; теоретически потому, что мы изъ 
такой таблицы не можемъ сделать никакихъ дальнейшихъ заклю- 
четй; практически потому, что мы не можемъ ни удержать всехъ 
таблицъ въ памяти, ни возить ихъ за собой всегда и всюду.

Мы должны поставить вопросъ: какъ -бы получить выражеше 
сущности тВхъ фактовъ, которые отмечены въ таблице, въ более 
сжатой форме; однимъ словомъ, какъ можемъ мы такую взаимную 
зависимость между изменешемъ двухъ величинъ представить мате
матически?

Во многихъ случаяхъ это удается сделать при помощи самыхъ 
элементарныхъ адгебраическихъ действий. Простейший случай тотъ, 
когда одна величина изменяется постоянно въ томъ же отйошенш, 
какъ другая, т. е, случай, когда эти величины, какъ это обыкно
венно называется, пропорщ ональны .

Такъ напримеръ, (въ некоторыхъ определенныхъ границахъ), 
вызванное нагревашемъ расширите металлическаго стержня про- 
порщонально повышенно температуры; такъ что повышеше темпера
туры на 2, 3 ,...х  градусовъ влечетъ за собой удлинеше стержня, 
которое въ 2,3..,ж разъ больше, чВмъ удлинеше, соответствующее 
повышенш температуры на одинъ граду съ. Если мы это последнее 
обозначимъ черезъ с или su а удлинешя стержня, соответствующая 
повышенш температуры на 2, З ...х  градусовъ черезъ то
мы будемъ иметь следующую таблицу:

S, =  с 
s, =  2с 
s* =  3 со

хс
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или лучше: s, =  с х ....................... .....  .............................( 1)
Последними уравнешемъ можно заменить веб предыдущая, т. к. 

въ этомъ уравненш х можно заменить любыми значешемъ изъ ряда 
1,2...л'.

Если же этотъ законъ, какъ это имйетъ мйсто въ разематривае- 
момъ случай, им!зетъ смыслъ и остается правильнымъ не только для 
цйлыхъ значешй ж-са, но и для другихъ значешй, то мы въ послйд- 
немъ ур-ши можемъ подъ ж-сомъ разуметь и дробныя числа; и въ 
этомъ случай последнее уравнеше, взятое отдельно, будетъ болйе 
полно обнимать явлеше, чймъ таблица вс'Ьхъ выше написанныхъ 
зависимостей.

Намъ удалось, такимъ образомъ, выразить законъ  природы 
одними единственны ы ъ уравнеш ем ъ.

Въ этомъ уравненш хи sсуть величины переменный, которыми 
мы можемъ приписывать произвольныя значешя; что касается до 
величины с, то для каждаго отдйльнаго стержня, который мы изелй- 
дуемъ, это есть величина вполне определенная, зависящая только 
отъ природы' стержня, но не зависящая вовсе отъ температуры. 
Однако измйнеше обйихъ величинъ и связаны между собою на
шими ур-шемъ такъ, что измйнеше одной величины неминуемо ве- 
детъ за собой измйнеше другой. Такъ что значеше одной изъ нихъ 
совершенно определено, если намъ известно значеше другой.

Если мы измеримъ длину стержня, то мы тотчасъ при помощи 
нашей формулы можемъ определить температуру; такъ что этотъ 
стержень можетъ служить намъ термометромъ. Съ другой стороны, 
мы можемъ при помощи той же формулы определить длину стержня, 
если известна температура.

Несколько болйе сложными является второй случай: а именно, 
когда одна величина пропорщональна не прямо другой величине, а 
некоторой ея степени Такъ, напримеръ, прогиби двухъ стержней 
различной длины, при одинаковой нагрузке и при прочихъ равныхъ
условгяхъ, пропорщоналенъ третьей степени ихъ длинъ. Это значить,

*

что стержень въ два раза болйе длинный, -чймъ данный, прогнется 
по средний въ 8 рази сильнее перваго; а стержень тройной длины— 
въ 27 рази.

Въ наши изелйдовашя мы можемъ вводить также степени съ от
рицательными и дробными показателями. Такъ напримйръ, по за
кону Ньютона, взаимное притяжеше двухъ матер1альныхъ точекъ 
пропорщонально (— 2)-й степени разстояшя между ними.

Вей подобные законы могутъ быть представлены въ виде такой 
формулы:

У сх ( 2)
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где у.и хобозначаютъ обе переменный, связанныя между собою 
даннымъ закономъ; с — некоторую постоянную, не зависящую отъ 
х и у (а только отъ побочныхъ условШ задами).

Въ более сложныхъ случаяхъ формула зависимости между двумя 
разсматриваемыми величинами не ограничивается однимъ членомъ, 
-но выра}кается суммой членовъ подобнаго вида, другими словами, 
выражешемъ:

у =  ахк -+- Ъх1 -+- схт - ь .........................ч. . . (3)

где показатели к, I, ти коэффициенты а, Ъ, с должны обозначать 
величины отъ хи у не зависящая.

Если показатели все суть целыя положительный числа, то такое 
выражение называется «целой рацюнадьной функщей отъ ж-са».

Надо сказать, что приведенный законъ теплового расширешя 
стержня, строго говоря, справедливъ только для довольно ограничен- 
наго температурнаго промежутка (интервала), причемъ въ этомъ 
промежутке мы можемъ разность, которая получается между наблю- 
деннымъ и вычисленнымъ результатомъ, приписать исключительно 
погрешности наблюдения.

Если же опытъ происходитъ при более высокихъ температурахъ, 
тогда въ формуле надо прибавить еще одинъ членъ—членъ со вто
рой, а иногда еще и съ третьей степенью. Въ некоторыхъ другихъ слу
чаяхъ величина у представляется въ виде такого выражешя, где х  
входить въ составъ знаменателя.

Мноие физики придерживаются того мнешя, что въ конце кон- 
цовъ все законы физики, въ своемъ совершенномъ виде, должны 
свестись исключительно на простыя зависимости. Друйе же придер
живаются противоположнаго мнешя: когда одному изъ первыхъ фи-
зиковъ XIX столейя, Френелю, творцу математ. оптики, былъ еде-

%

ланъ упрекъ въ томъ, что его теоретичесшя воззрешя приводятъ его 
къ очень сложнымъ математическимъ результатамъ, особенно въ 
лримененш къ частнымъ случаямъ, онъ ответилъ: «1а nature пе ге- 
doute pas les difflcultes de l’analyse». (Природа не считается съ труд
ностями анализа).

Какъ бы то ни было, во многихъ случаяхъ еще не удалось до
стигнуть простыхъ выраженШ для законовъ природы. Достаточно 
указать, напримеръ, на формулировку закона преломлешя светового 
луча; наиболее простой формулировкой будетъ: sinus угла преломле- 

■ шя находится въ постоянномъ отношенш къ sinus’y угла паден1я.
И проще его выразить нельзя.
Такимъ образомъ, символовъ алгебры для настоящаго закона не

достаточно; мы пользуемся тутъ той областью математйки, которая 
называется готометр1ей или наукой о тригонометрическихъ функщяхъ.

В В Е Д Е Н I В.



Другой примйръ: тразктор1я брошеннаго тйла, путь кометы, кото
рая обйгаетъ около солнца—это ни прямыя линш, ни окружности и
даже не приближаются къ этимъ кривымъ; значитъ ихъ нельзя изучить

%

только при помощи такъ называемой элементарной геометрш, кото-
0

рая, кромй прямыхъ и окружностей, другихъ лишй не разсматриваетъ.
Но и въ томъ случай, когда выражеше закона природы просто, 

слйдствгя изъ него бываютъ вовсе не просты. Такъ напримйръ, за- 
конъ Ньютона относительнаго прйтяжешя двухъ матер1альныхъ то- 
чекъ, какъ мы видйли выше, очень простъ.

Даже когда, применяя этотъ законъ, мы хотимъ вычислить при
ляжете двухъ однородныхъ шаровъ, мы еще получаемъ сравнительно 
простые результаты, такъ какъ весьма несложными разсуждешями 
можно показать, что приляжете будетъ таково, какъ будто вся масса 
каждаго изъ шаровъ была сосредоточена въ центрй каждаго изъ 
нихъ, но если при изученш взаимнаго прйтяжешя планетъ мы за- 
хотимъ принять во внимаше ихъ сжаНе около полюсовъ, то мы бу- 
демъ принуждены пользоваться такими сложными вспомогательными 
математическими средствами, которыя выходятъ за пределы нашего 
начальнаго курса.

Надо, впрочемъ, тутъ заметить, что доказательство того, что дан
ная задача не можетъ быть рйшена элементарно, не можетъ быть 
проведено при помощи элементарныхъ средствъ, а требуетъ примй- 
н етя  болйе сложныхъ вспомогательныхъ методовъ.

§ 3. Сущность такъ называемаго высшаго анализа (дифференщаль- 
наго и интегральнаго исчисленШ).

Послй этихъ приготовлешй мы теперь въ состоянш нисколько 
намйтить предметъ дадьнййшихъ изслйдовашй.

Мы вернемся къ вопросамъ § 1, а именно, къ вопросамъ о си-
" ч.

лахъ, которыя вызываютъ въ тйлахъ измйнешя. Наблюдете показы- 
ваётъ намъ, что эти силы находятся въ зависимости отъ состояшя 
разсматриваемой системы тйлъ въ данный моментъ, отъ ихъ взаим
наго разстояшя другъ отъ друга, отъ ихъ злектрическаго и магнит- 
наго состояшя и т. п. Съ другой стороны, вей эти состояшя, при 
дййствш данныхъ силъ, постоянно мйняются. При болйе вдумчи-

*4

вомъ изелйдованш природы приходимъ къ убйждешю, что эти наблю
денный измйнешя тйлъ суммируются изъ весьма большого числа 
измйнешй весьма малыхъ частей даннаго тйла и что намъ прихо
дится, при изелйдованш ззаимодййствгя двухъ тйлъ, свести его на 
изучеше элем ентарны хъ воздййств1й другъ на друга мельчай- 
шихъ частицъ этихъ тйлъ.

Нйсколько разъ упомянутый законъ прйтяжешя Ньютона, кото
рый въ своемъ простййшемъ видй имйетъ мйсто для «матер1альной

§ 3. Сущность т а к ъ  называемая высшаго анализа. 7
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точки», представляетъ классичесшй примеръ на вышесказанное. Но 
и явлешя въ другихъ областяхъ физики изучаются по т'Ьмъ же ме
тод амъ.

(За#Ьтимъ тутъ, что мы совершенно можемъ тутъ обойти вопросъ 
о томъ, какъ происходитъ возд1зйств1е т1злъ другъ на друга—непо
средственно или на разстоянш; въ томъ и другомъ случай мы мо
жемъ стать на атомистическую точку зр'Вшя).

Изъ самой сущности дела сразу получается два рода вопросовъ:
1) Если мы наблюдаемъ некоторое явлеше и этимъ наблюдешямъ 

придаемъ количественный (измерительный) характеръ и затбмъ хо- 
тимъ сдйлать подробное изследоваше (анализъ) этого явлешя, то 
тотчасъ возникаютъ следующее вопросы: какъ гю темъ действ1ямъ, 
который были произведены силами въ течете некотораго опреде- 
леннаго промежутка времени, сделать заключеше о дййствш на тело 
силъ въ каждый отдельный моментъ? Какъ по тому, что происхо
дитъ съ нашимъ тйломъ во всей его сложности, сделать заключеше 
о томъ, что делается съ каждой его частицей?

2) Если намъ, по нашему убежденно, известенъ законъ элемен- 
тарнаго действ in некоторой силы, и мы, на основанш этого закона, 
желаемъ сделать заключеше о явленш еще не наблюденномъ, же- 
лаемъ ли тймъ самымъ изследовать справедливость некотораго за
кона, или же найти практическое применеше нашего знакомства съ 
общимъ закономъ, тогда возникаютъ обратные вопросы:

Какъ суммируются частичный действ1я силъ въ общую равно
действующую? Какъ изъ действШ силъ въ данный моментъ скла
дывается конечный результатъ дейстшя силъ за некоторый конеч
ный промежутокъ времени?

Оба вопроса, поскольку дело идетъ о количественныхъ отноше- 
шяхъ, суть вопросы  м атем атики.

Другъ по отношешю къ другу они находятся въ такомъ же про- 
тивоположенш, какъ сложен1е и вычиташе, или возвышеше въ сте
пень и извлечете корня. Вопросы первой категорш представляютъ 
предметъ диф ф еренц1альнаго исчислешя; вопросы второй кате
горш—предметъ и н тегральн аго  исчислешя. Обе дисциплины, вме
сте взятыя, часто называются анализом ъ безконечно м алы хъ 
или (менее целесообразно) вы сш им ъ анализомъ.

Мы определимъ эту дисциплину, кэкъ учен1е о соответствую - 
щ ихъ другъ другу и зм ен еш я х ъ  величинъ.

Такъ какъ все величины 'мы можемъ измерить, т. е. выразить 
ихъ въ числахъ, то все изследоваше надъ взаимнымъ изменешемъ
величинъ мы можемъ свести на изучеше действШ надъ числами,

/ *

которымъ мы припишемъ свойства изменяемости.
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Творцы высшаго анализа не мыслили такъ отвлеченно; они свои 
разсуждешя строили на конкретныхъ представлешяхъ: Ыьютонъ на 
представленш о некоторой движущейся въ пространстве и времени 
точке, Лейбницъ на представлешяхъ аналитической геометрш, соз
данной приблизительно за 50 лйтъ до него Декартомъ.

Въ слйдующихъ §§ мы ознакомимся съ обоими способами введе- 
шя въ анализъ.

§ 4. Предварительное изслЬдоваше равномЬрнаго движешя точки.
Про точку, которая движ ется по прямой лиш и и при томъ 

такъ, что въ равные промежутки времени она пробегаетъ 
равны я р а з с т о я т я , говорятъ: точка движ ется равномерно. -

Если въ течете каждой секунды эта точка пробегаетъ с санти-. 
метровъ, то говорятъ: точка имйетъ скорость равную  с.

Тогда эта точка въ t секундъ пройдетъ ct сантиметровъ.
Если обозначить путь, который эта точка прошла въ t секундъ,

/

черезъ s, или лучше черезъ st, то мы получимъ следующее уравнете:
s, =  'ct............................................. (1)

Это уравнете, очевидно, и выражаетъ законъ подобнаго движешя.
Если мы будемъ отсчитывать время съ того момента, когда точка 

начала двигаться, то наше уравнете (1) мы можемъ формулировать 
такъ: черезъ t секундъ после начала отсчета времени точка 
уд али тся  отъ исходнаго пункта на сантим етровъ.

Та же мысль выражается еще проще: въ т е ч е т е  времени t точка 
проходитъ путь ct.

Эта формулировка годится не только для одного какого-нибудь 
определенна™ момента и не для одного определенна™ положешя 
точки, но вообще для всякаго  разсматриваемаго момента, если 
только мы всегда подъ s будемъ разуметь тотъ путь, который точка 
совершила до даннаго момента времени; другими словами: она го
дится для каждой пары соответственны хъ зн ачеш й  s и I. Мы 
можемъ сказать, что sи tвыступаютъ въ этомъ уравненш, какъ 
перем енны й величины (variable). Мы можемъ имъ придавать про
извольный значешя; по крайней мере, въ нйкоторыхъ опредйленныхъ 
границахъ.

(Необходимо сделать оговорку: «въ нйкоторыхъ опредйленныхъ 
границахъ», ибо, во первыхъ, шЬть никакого смысла приписывать 
числу t отрицательныхъ значешй или значешй, который больше 
того числа Т  секундъ, въ течете которыхъ происходить данное дви
ж ете по данному закону).

Но даже, если исключить это ограничеше, все-таки произволь
ность tи sне полная. Эти две величины не изменяются другъ отъ

MitskevichOA
Прямоугольник
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друга независимо; наоборотъ. уравнешемъ (1) ошЬ связаны другъ съ 
другомъ.

Мы каждой изъ нихъ независимо не можемъ дать произволь- 
ныхъ значешй, ибо когда мы одной изъ нихъ придадимъ определен
ное значеше, то наше уравнеше для другой величины дастъ уже 
совершенно определенную величину.

Вопросъ, который въ данномъ случае представляется, следую
щей:' мы придаемъ числу t определенное значеше; другими словами, 
мы наблюдаемъ нашу точку въ моментъ t (t секундъ после начала 
отсчета времени); какое значеше имеешь тогда число s, т. е. на ка
кое разстояше s удалилась отъ исходнаго пункта наша точка?

На этотъ вопросъ ответъ сразу дается уравнешемъ (1). При 
данной постановке вопроса t въ нашемъ уравненш является н еза 
висимой перемгЬнной, которой мы можемъ придать любое значеше; 
s является зависимой переменной. Вместо того, чтобы говорить 
«s есть переменная, которая зависитъ отъ некоторой другой перемен
ной t »,выражаются короче, говоря: s есть ф у н к щ я  отъ

Однако мы можемъ поставить и обратный вопросъ: мы можемъ 
дать произвольное значеше величине s; другими словами, пусть мы 
находимся около некотораго места того пути, который пробегаешь: 
движущаяся точка, и задаемъ себе вопросъ: для какого значешя t 
движущаяся точка будетъ въ данномъ месте.

Ответь на этотъ вопросъ мы найдемъ, решивъ уравнеше (1) от
носительно t:т. е. написавши это уравнеше въ такомъ виде:

~  или лучше такъ: t. s
с

Теперь s является независим ой переменной, a t функпдей 
отъ этой переменной.

Зависимость s отъ t, или t отъ s въ уравнен1ямъ (1) и (2) отме-
т

чается шймъ, что въ первомъ случае мы приписываемъ величине s 
индексъ t; во второмъ случае, величине t индексъ s, указывая 
индексомъ на ту переменную, которая независима.

Обыкновенно эти индексы опускаюшь, и тогда безъ дальнейшихъ 
словъ понимается, что sи t(или катая либо друпя буквы, введен
ный для обозначешя переменныхъ) предотавляюшь изъ себя зна- 
чен1я переменныхъ, другъ другу соответствую щ ая.

Множитель е при всехъ нашихъ изследован1яхъ сохраняешь одно 
и тоже значеше; онъ обозначаетъ постоянно неизменную скорость 
разсматриваемой точки. Величина, которая въ течете делаго изсле- 
доватя постоянно сохраняешь одно и тоже значеше, называется ве
личиной постоянной.



§ 5. Выяснеше основныхъ понятШ дифференщальнаго исчислешя 
на примере падешя т'Ьла.

Перейдемъ теперь къ разсмотренпо нисколько более сложнаго 
случая. Законъ, по которому происходитъ движете свободно падаю- 
щаго тбла подъ вл!яшемъ силы тяжести, не такъ простъ, какъ за
конъ равномернаго движешя.

Онъ представляется, если .откинуть сопротивлеше воздуха и про- 
ч1я нарушающая движете вл1яшя, въ такой форме:

« = тг̂ 2 • ...........................О)£

При этомъ д представляетъ изъ себя постоянную, численное зна- 
чеше которой приблизительно ровно 980, если длины измерены въ 
сантиметрахъ, а промежутки времени въ секундахъ.

Такое тело черезъ
1, 2, 3, 4... t секундъ,

после начала движешя прошло путь въ

490 4.490 9.490 16.490... **.490
или

490 1960 4410 7840... 490 <2

сантиметровъ. Разстоян1я, который точка прошла въ течете каждой 
отдельной секунды, мы получимъ, если вычтемъ изъ того разстояшя, 
которое пройдено теломъ къ концу разсматриваемой секунды, раз-
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стояте, которое было пройдено теломъ къ началу данной секунды.
Такимъ образомъ

1,

въ течете 
2, 3, 4... t секунды

тело прошло
490 -3.490 5.490 7.490... [<* -  (< - - I)2] 490

ИЛИ
490 1470 2450 3430... 490 (2* -1)

сантиметровъ. Такимъ образомъ, это тбло въ течете каждой секунды 
проходить неодинаковый разстояшя; его движете не равномерное; 
оно не им-Ьетъ постоянной скорости, а, становясь на то определете 
скорости, которое мы дали въ предыдущемъ параграфе, въ данномъ 
случае собственно не можегь быть и речи о скорости.

Мы должны нашу задачу изследовать глубже, а для этого раньше 
всего условиться въ целесообразномъ способе выражешй и записей. 
Мы очень часто бываемъ поставлены въ необходимость въ некото
рой задаче разсматривать рядомъ несколько значешй одной и той же 
переменной. Въ такихъ случаяхъ обходятся обыкновенно одной и той 
же буквой для всехъ значешй этой переменной, отдельный же зна-
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чешя различаюсь индексами, которые, въ виде н’Ькоторыхъ буквъ 
или чиселъ, мы приписываемъ къ нашей букве. Соответствен ныя 
значешя другой переменной мы опять отличаемъ по индексамъ; такъ 
что, напримеръ, въ нашей задаче si обозначаетъ тотъ путь, который 
точка проходитъ въ течете первыхъ tt секундъ. Путь, который точка 
проходитъ начиная съ момента il до момента t2 будетъ тогда:

s2 — si =  \  9\  gti2 (t/ — t>) =
1 . . . .  (2)

— \ 9 \ k  Q  ih —  h)

Этотъ путь сравнимъ теперь съ темъ временемъ, которое нужно 
на его пробеги. Отношете

мы назовемъ средней скоростью  въ промежутокъ времени отъ 
h До

Точка, которая бы въ течете этого промежутка времени двига
лась бы съ постоянной скоростью с12, прошла бы то же разстояше, 
что и разсматриваемая нами движущаяся точка.

Найденное уравнете мы мощемъ написать и несколько иначе, 
если для промежутка t2 — tx введемъ обозначете h.

Тогда
t2 — tx 4- Ъ...............................................(4)

и
1 1

Ci2 =  2 9 (2<i + л )  =  ^  +  2 ^ .........................(5)
Ш

изъ этого уравнен1я мы можемъ вывести очень замечательное и для 
всего дальнейшаго очень существенное следств1е.

А именно, мы можемъ въ этомъ уравнении полож ить h — 0; 
другими словами, мы можемъ тотъ промежутокъ времени, на протя-

f

женш котораго мы ищемъ среднюю скорость, свести къ нулю.
Связать съ этими словами некоторое определенное представлеше 

мы не можемъ; но въ формуле (5) нетъ никакихъ препятствий для 
того, чтобы въ ней положить h — 0.

Пожалуй, можно сказать, что формула (5) можетъ намъ дать 
больше, чемъ непосредственное понимание. То, что мы получимъ 
(после упомянутой подстановки 7г. =  0) мы назовем ъ скоростью 
точки въ данны й моментъ tx. Мы будемъ эту скорость обозначать

*) Для определенности следовало бы писать вместо с12, сг, 2, чтобы индексъ 
1 2 'не спутать съ числомъ двенадцать.

I
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знакомь с,, такъ что получимъ:
С, =  g tv

Все величины, входящая въ эту формулу, относятся къ одному 
и тому же моменту; поэтому нетъ необходимости оставить индексъ 1, 
ибо индексы были нами введены только для того, чтобы отличать 
различные моменты.

Итакъ мы просто можемъ написать:

с =  gt.......... ... (6)
И такъ выразить словами это уравнеше: скорость свободно 

падаю щ ей точки растетъ  пропорционально времени.
Резюмируя все вышесказанное, мы можемъ сказать: скорость 

дви ж ущ ей ся точки для некотораго  момента t можетъ б ы ть ' 
определена такъ: мы сначала вы числяем ъ среднюю ско
рость точки для промежутка времени отъ t до t-\-h  и за- 
тЪмъ въ яайденном ъ вы раж енш  для этой средней скорости 
полагаем ъ h =  0.

Однако намъ нужно более точно дать себе отчетъ въ томъ, что 
мы собственно делаемъ, поступая такимъ образомъ.

При переходе отъ ур-шя (2) къ ур-шю (3) мы производили де- 
леше на h, которое у насъ введено вместо разности —tv

Такимъ образомъ, мы положили равной нулю величину, на кото
рую мы раньше делили.

Элементарная алгебра однако говорить намъ: на нуль нельзя  
делить. Какъ же мы поступаемъ тутъ? Ответь на этотъ вопросъ 
можно разбить на пять пунктовъ:

I. О законности того, что мы тутъ делали, можно заключить 
просто изъ того, что въ результате у насъ получилось нечто впол
не определенное.

Какъ математики, мы можемъ свободно ставить наши задачи.
Мы въ праве сказать: насъ эта задача интересуетъ, и мы хотимъ 

заняться ея решешемъ; кто этимъ не интересуется, того мы не при- 
нуждаемъ принимать учaerie въ нашихъ изеледовашяхъ. При этомъ 
мы, конечно, должны себя спросить: при всехъ ли обстоятельствахъ 
получается вполне определенный результатъ после того, какъ мы 
полагаемъ равной нулю разность двухъ значешй переменной, кото
рая раньше предполагалась неравной нулю? Или при какихъ именно 
обстоятельствахъ это имеетъ место?

Однако мы сначала можемъ этотъ вопросъ совершенно оставить 
въ стороне, пока на отдельныхъ примерахъ у насъ не будетъ со- 
бранъ достаточный опытный матер1алъ въ подтверждеше возможности 
того или другого случая.
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Кто мыслить математически-отвлеченно, тотъ можетъ совершенно 
удовлетвориться такой формулировкой вопроса.

Не такъ будетъ думать тотъ, кто задался целью изучать мате
матику только ради ея практическихъ примйнешй.

Такой читатель не удовольствуется тймъ, что ему скажутъ: «мы 
получаемъ тутъ нечто математически определенное»... Онъ непре
менно спросить: «получается ли при этомъ нечто полезное въ есте
ственно научномъ смысле»? На это мы можемъ раньше всего дать 
такой ответь.

II. Уравнете (6) проще уравнетя (5). Это ypaBHeeie даетъ более 
простой законъ природы; зависимость между скоростью  свободно 
падающей точки въ данны й моментъ и временемъ, данная уравне- 
шемъ (6), гораздо проще, чймъ соответственная зависимость средней
скорости въ течете даннаго промежутка и времени, которую намъ

1

даетъ уравнете (5).
Въ нашемъ примере, где отношетя между изучаемыми нами ве

личинами сами по себе очень просты, достигнутое нами упрощеше 
выражешй не такъ еще существенно, однако мы, конечно, можемъ 
себе представить, что въ более сложныхъ по существу случаяхъ 
одна формулировка по отношенш къ другой даетъ весьма очевид
ный перевесь въ сторону простоты. Однако и противъ этого сообра- 
жешя можно со строго эмпирической точки зрешя ожидать следую
щего возражешя: какую пену имеетъ для насъ эта достигнутая нами 
простота математической формулировки закона, когда мы для того, 
чтобы ея достигнуть, были принуждены въ наши разсуждешя и 
действ1я ввести величину, которая какъ разъ съ точки зрешя опыта 
не поддается ни определенно, ни наблюдешю, ни измеретю?

Ибо ведь то, что мы можемъ наблюсти и измерить, есть только 
средняя скорость, а не определенная нами скорость въ  данны й 
моментъ.

На это возражете можно ответить:
Ш . Величина \gh(погрешность вычислешя), которую, мы отбра-

сываемъ, когда мы заменяемъ среднюю скорость въ течете неболь
шого промежутка времени скоростью въ начале этого промежутка, 
мала, когда h очень мало. Когда h составляешь только небольшую
долю секунды, то i  gin составляешь только несколько дбциметровъ,
т. е. величину, которая практически совершенно не входить въ рас- 
четъ по сравнению съ сотнями метровъ, которые пробегаешь тело 
уже въ первыя секунды своего падетя.

Все величины, встречающаяся въ опытныхъ наукахъ (физике, 
химш), мы можемъ измерить только съ ограниченной степенью точ-
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ности, и самыя опред'Ьлешя, встречающаяся въ этихъ наукахъ, де
лаются на основанш опытныхъ, и поэтому приближенныхъ, резуль- 
татовъ. Мы не можемъ также никогда освободиться отъ постороннихъ 
вл1яшй (какъ въ настоящемъ случае, отъ сопротивлешя воздуха, 
вл1яшя электрич. и магнитн. силъ и т. п.). Поэтому мы никогда не 
можемъ расчитывать на полное соотв!зтств1е между наблюдешями и 
вычисленьями.

Если мы опыты падешя гблъ будемъ вести съ хронографами 
(приборами для записи времени), то, въ лучшемъ случае, длины мы 
будемъ въ состоянш измерить въ миллиметрахъ, время—въ сотыхъ 
доляхъ секунды, такъ что те и друия величины, можетъ быть, съ 
точностью до пяти, самое большее—до шести десятичныхъ знаковъ.

Скорости, найденный при помощи этихъ данныхъ, будутъ вычи
слены наверное не съ большею, а скорее съ меньшею (относитель
ною) точностью.

Поэтому, конечно, нетъ никакого смысла вести вычислешя съ 
большею точностью, чгЬмъ могутъ быть ведены наблюдешя. Если 
только для h мы возьмемъ настолько малую долю t, что при нашихъ 
требовашяхъ точности мы въ состоянш имъ пренебречь, то мы безъ 
дальнМшихъ разсуждешй можемъ среднюю скорость для промежутка 
времени отъ t до t -л-к (которая поддается опытному определенно) 
заменить скоростью для момента , которая подчиняется простому 
математическому закону.

Очевидности нашихъ разсуждешй въ данномъ случае несколько 
мешаетъ то обстоятельство, что д имеетъ сравнительно большое чи- 
еденное значете.

Надо однако принять во внимаше, что величина д зависитъ отъ 
выбранныхъ единицъ меръ; если бы мы выбрали большую единицу 
длины или меньшую единицу времени, то мы бы для этого множи
теля получили меньшее численное значете.

Такимъ толковашемъ предмета однако теперь не доволенъ мате- 
матикъ, ибо это толковаше не удовлетворяетъ предъявленному имъ 
требованш абеолютной точности, которую математикъ привыкъ 
видеть въ своихъ теоремахъ и формулахъ.

Эти требовашя и вытекающ1я изъ нихъ cntflCTBia должны быть, 
конечно, удовлетворены въ спещальныхъ лекщяхъ для математиковъ 
спещалистовъ.

Зд^сь же мы зам1зтимъ только следующее:
Требован1е абсолютной Точности представляетъ изъ себя тотъ 

идеалъ, къ которому можно стремиться, но котораго во многихъ слу- 
чаяхъ совершенно невозможно достичь. Мы, наприм'йръ, не можемъ 
уже достичь абсолютной точности, когда хотимъ обратить въ деся-
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тичную обыкновенную дробь, у которой въ знаменателе есть мно
жители, отличные отъ 2 и 5. Еще труднее въ тйхъ случаяхъ, когда 
мы югйемъ дело съ ирращональными числами, который насъ заста- 
вляетъ ввести геометр1я.

Если мы вместо ^  возьмемъ безконечную перюдическую дробь

0,3 33 33 3 ....
то сколько бы мы троекъ ни приписывали, на какой бы десятичной 
цифре мы ни остановились, величины точно равной i  мы никогда 
не получимъ; причемъ, на какой бы цифре ни остановились, по
грешность, которую мы при этомъ получимъ, равна i  последней взя
той нами цифры. Такъ же, напримеръ, по теореме Пиеагора, квад-

V

рать, построенный на д1агонали квадрата, имеющаго сторону, равную
единице длины, имеетъ площадь, равную двумъ квадратнымъ еди-
ницамъ. Если же МЫ' пожелаемъ найти численную величину длины %
этой д1агонали, то наиъ придется искать такое число, которое, бу
дучи умножено на самое себя, дало бы 2.

Элементарными способами очень нетрудно найти числа, квадраты 
которыхъ очень мало отличаются отъ 2-хъ; напримеръ:

1,414s =  1,999396,

однако не трудно показать, и это даже доказывается въ курсахъ 
средней школы, что нельзя отыскать такого ращональнаго числа, ква- 
дратъ котораго былъ бы точно равенъ 2.

Въ такихъ случаяхъ мы бываемъ поневоле принуждены понятае 
объ абсолю тной точности заменить понятаемъ безграничнаго  
п ри б ли ж етя .

Это значить, что мы требуемъ такого рода формулъ, которыя бы 
давали намъ возможность сделать ошибку результата сколь угодно 
малой или, по крайней мере, столь малой, какъ того требуетъ по
становка вопроса.

Въ вышеприведенныхъ примерахъ этого, действительно, можно 
достигнуть: у насъ есть способы, даюпце намъ возможность опреде
лять одну десятичную цифру за другой; а т. к. ошибка, которая при 
этомъ получается, не превышаетъ той десятичной цифры, на кото
рой мы останавливаемъ наше вычислете, то мы въ -состоянш нашу 
ошибку сделать сколь угодно малой; конечно, заранее предполагается,
что мы вообще умеемъ проделать требуемый при этомъ процессъ

$

вычислешя, о чемъ математикъ, какъ таковой, не заботится, по край
ней мере, не ставить этого вопроса въ первую голову.

Что же мы имеемъ въ нашемъ случае? Ошибка, которую мы 
делаемъ, заменяя среднюю скорость въ течете времени h скоростью-



въ н ач ал е  этого момента, равна ah. Если мы хотимъ, напримеръ,
чтобы эта ошибка была меньше напередъ заданной величины е , то 
для этого мы должны только взять
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Такимъ образомъ, мы ошибку вычислешя, действительно, можемъ 
подчинить каждому поставленному напередъ требовашю точности, 
если только возьмемъ величину h достаточно малой. Веегда-ли это 
можно сделать, объ этомъ заранее намъ не надо заботиться. Мы мо
жемъ совсемъ не разсматривать вопроса о томъ, всегда ли мы мо
жемъ, напримеръ, при какомъ-нибудь очень неравномерномъ и пре- 
рывистомъ движенш, получить скорость въ данный моментъ, вычи
сляя предварительно среднюю скорость такого движения въ течете 
некотораго промежутка времени, и затемъ въ этомъ выраженш пола
гая разсматриваемый промежутокъ времени равнымъ нулю.

»

Можемъ не разсматривать и вопроса о томъ, во всехъ ли слу- 
чаяхъ, при выполненш предыдущихъ условШ, уменьшая сколь угодно 
промежутки времени, мы въ состоянш сделать разность между сред
ней скоростью въ течете небольшого промежутка времени и ско
ростью въ данный моментъ сколь угодно малой.

Намъ сейчасъ достаточно указать на следующее: оказывается, 
что для целей естественной науки мы просто можемъ исключить 
изъ нашихъ разсмотрешй те случаи, въ которыхъ не удовлетворено 
одно изъ предыдущихъ требований.

У. Однако въ заключете нашихъ споровъ нужно дать еще разъ 
слово естествоиспытателю.

Онъ скажетъ: неограниченная точность для меня неинтересна; 
все мои изследовашя, въ смысле точности, имеютъ границы, при- 
чемъ, смотря по науке, эти границы очень различны, и если бы все 
формулы были такъ составлены, что давали бы мне именно ту точ
ность, ни больше, ни меньше, какая мне нужна, то это бы больше 
всего отвечало моимъ интересамъ. На это можно было бы ответить: 
если бы можно было это сделать, то это, конечно, было бы очень 
хорошо, но этого сделать нельзя. Когда мы одну формулу выводимъ 
изъ другой, то, съ каждымъ дМств1емъ, точность результата умень
шается. Такимъ образомъ, исходныя формулы требухотъ большей 
точности, чемъ та, которую мы требуемъ отъ окончательнаго резуль
тата. И намъ бы пришлось при каждомъ последующемъ шагЬ въ

ч

развитш нашихъ выводовъ возвращаться къ самому началу вы
вода, чтобы данный результатъ получить съ желаемой, степенью 
точности.

ОГ. Буркгардтъ. Дифферонц. и питегр. псчпслетя.
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Такимъ образомъ приходится примириться съ тймъ, что все-таки
»

простбйппй путь для достижешя наиболее выгодныхъ практическихъ 
результатовъ тотъ. когда веб наши формулы построены такъ, чтобы 
он'Ь могли давать намъ сколь угодно точные результаты. А загбмъ уже 
въ частныхъ случаяхъ можно предпринимать спещальныя упрощешя.

Мы будемъ иметь, такимъ образомъ, д!зло съ такими формулами, 
которыя будутъ давать намъ любую стёпень точности, если только 
въ выражешяхъ, стоящихъ въ нихъ, прибавить достаточное количе
ство дополнительныхъ членовъ, составленныхъ по определенному 
закону.

Сколько членовъ надо прибавить въ каждомъ отдельномъ слу
чае, зависитъ отъ соображений спещальныхъ, построенныхъ на зна
комстве съ данными явлешями. Причемъ это дело математикъ не
можетъ совершенно отнять у естествоиспытателя или техника, тймъ

✓

более, что требоваше точности не есть что-нибудь строго определен
ное, а растетъ съ течешемъ времени во всякой науке.

§ 6. Распроетранете п о н я т  скорости на друпя явлешя.
Развитое въ последнихъ двухъ параграфахъ пою те о скорости 

отъ случая прямолинейнаго движения можетъ быть перенесено на 
все те случаи, когда какая-нибудь величина меняется съ течешемъ 
времени; когда, напримеръ, тело вращается около постоянной оси, 
то мы можемъ определить его поможете въ каждый данный моментъ, 
задавая уголъ, который составляетъ некоторая неразрывно связан
ная съ тйломъ плоскость съ некоторой вполне въ пространстве 
определенной плоскостью, проходящей черезъ ось вращешя .

Этотъ уголъ изменяется съ течешемъ времени; если мы величину 
его изменешя въ течете известнаго времени поделимъ на этотъ 
промежутокъ времени (число градусовъ на число секундъ), то мы 
получимъ среднюю угловую  скорость въ течете этого времени.

N

Если затемъ мы положимъ время равнымъ нулю, то мы получимъ 
угловую  скорость даннаго вращательнаго движешя въ дан н ы й  
моментъ.

Будемъ наблюдать волны, которыя распространяются по поверх
ности воды. При такомъ волнообразномъ движенш отдельный ча
стицы воды въ сущности почти остаются на месте, описывая только 
неболышя замкнутый кривыя. Только само состояше колебашя имеетъ 
тутъ поступательное движете.

Мы можемъ наблюдать гребень волны (который образуется въ 
каждый данный моментъ разными частицами) и определять его по
можете; это положеше изменяется съ течешемъ времени.

Если мы число, измеряющее разстояше, на которое въ течете 
некотораго времени продвинулся гребень, раздйлимъ на число, изме-



§ 7. Графическое представлена законовъ природы. 19

ряющее время, то мы получимъ среднюю скорость раепростране- 
шя волнообразнаго движешя въ течете этого времени. Если затемъ 
въ найденномъ выраженш мы положимъ время равнымъ нулю, то мы 
получимъ скорость распространешя колебатя въ данны й моментъ.

И въ т'бхъ случаяхъ, когда речь идетъ даже не о движешяхъ, а 
о другихъ изменетяхъ величинъ, подлежащихъ измеренш, мы мо- 
жемъ говорить о скорости.

Такъ наприм'Ьръ, мы можемъ получить среднюю скорость охла
жден ia тела въ течете опредЗзленнаго времени, когда мы число гра- 
дусовъ, на которое понизилась температура тела, разд'Ьлимъ на число 
секундъ, содержащихся' въ данномъ промежутка времени.

Ж химичесгай процессъ, при которомъ изъ некотораго химическаго 
соединешя выделяется или въ некоторое химическое соединеше вхо- 
дитъ некоторый элементъ или основаше, не происходить мгновенно, 
а тратитъ на это некоторое время.

Мерою химическаго процесса могло бы служить количество под- 
вергшагося химическому процессу вещества, измеренное въ грам- 
махъ; но для вычислен!)! удобнее это число еще разделить на моле
кулярный весь дан наго вещества.

Подъ граммолекулой мы понимаемъ то количество граммовъ 
вещества, которое равно молекулярному весу этого вещества.

Такъ, граммолекула хлора равна 71 грамму; граммолекула водо
рода—двумъ граммамъ; граммолекула соляной кислоты равна 36,5 
граммамъ; такъ что одна граммолекула водорода и одна граммоле
кула хлора составляютъ 2 граммолекулы соляной кислоты.

Мы получимъ среднюю скорость реакцш, если мы количество 
переработанныхъ граммолекулъ разделимъ на число секундъ, по- 
шедшихъ на этотъ химическШ процессъ. Скорость реакщ и  въ 
данны й моментъ мы получимъ, полдгая въ полученной для сред
ней скорости реакщи формуле число секундъ равнымъ нулю. Вме
сто выражешя: «мы #делимъ число, выражающее некоторую длину 
на число секундъ», которое является единетвеннымъ правильнымъ 
способомъ выражешя, мы иногда говоримъ коротко: «мы делимъ 
длину на время и получаемъ скорость».

Этотъ кратшй способъ выражешя можно применять лишь въ 
томъ случае, если слову деление мы будемъ приписывать только 
что упомянутый 'распространенный смыслы То же замечаше отно
сится и къ другимъ случаямъ, разобраннымъ въ этомъ параграфе.

§ 7. Графическое нредставлеше законовъ природы и вообще зависи
мостей между двумя переменными величинами.

Въ § 2 мы видели, что зависимость между двумя величинами, 
напримеръ, некоторый законъ природы, мы во многихъ случаяхъ



20 В В Е Д Е Н 1 Е.

можемъ представить въ виде формулы. Формула является прекрас- 
нымъ средствомъ для того, кто привыкъ съ ней обращаться. Но не 
всегда мы имйемь формулу къ нашимъ услугамъ.

Формула является результатомъ теоретически хъ разсуждешй, но 
не для всйхъ явлешй у насъ имеются достаточно развитыя теорш.

Или формула можетъ быть получена непосредственно изъ дан- 
ныхъ наблюдешй, но чтобы изъ наблюдешй вывести формулу, для 
этого требуется особенное искусство, о которомъ мы будемъ иметь 
случай говорить выше. Да и вообще, въ обоихъ упомянутыхъ слу- 
чаяхъ мы только тогда въ состояши найти простую, объединяющую 
вей опытныя данный, формулу, если вообще таковая существуетъ; 
но ведь такая простота часто и не существуетъ вовсе. Что же намъ 
делать именно въ этихъ случаяхъ, чтобы по крайней мйрй чймъ- 
нибуДь заменить формулу?

Прежде всего, какъ это уже было показано въ § 2 , можно было 
бы наблюденныя значешя обйихъ величинъ свести вместе въ неко
торую таблицу.

Такъ было, напримйръ, изучено дййств1е света на хлороводород
ную смесь, причемъ зависимость менаду количествомъ т получаю
щейся соляной кислоты и временемъ t (въ течете котораго происхо
д и в  реакщя), выражается следующей таблицей:

t —: 4 Ж = 2 ,1
t —: 5 - m - 2 ,6

t —: 6 m —= 4,7
t —: 7 m 19,3
t = : 8 m == 48,5
t = : 9 m - 79,6
t = : 1 0 m 1 1 0 ,0

Изъ одного взгляда на эту таблицу было бы очень трудно сде
лать заключеше объ общей формуле; число от, >очевидно, непропор- 
щонально никакой степени t; тутъ нужно, конечно, ожидать много
членной формулы.

И непосредственно изъ таблицы нельзя сделать никакого заклю
чения: она не даетъ нагляднаго представлешя о явленш.

Однако известенъ уже съ давнихъ поръ, еще со времени послйд- 
нихъ средневековыхъ схоластовъ, • одинъ очень простой пр1емъ для 
нагляднаго представлетя подобныхъ соответственныхъ рядовъ чиселъ.

Проведемъ для этой цели где-нибудь на плоскости прямую,— 
проще всего горизонтальную, хотя это не играетъ никакой роли.

-V,

Где-нибудь на прямой отмйтимъ точку, отъ которой будемъ вести
\

отсчеты, и выберемъ некоторую длину за единицу и отъ этой на-
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чальнои точки отложимъ столько единицъ длины въ любомъ напра
влении, обыкновенно направо, сколько того требуетъ одно изъ раз- 
сматриваемыхъ значешй одной изъ нашихъ перемйнныхъ.

Въ конце отсчета возставимъ къ нашей горизонтальной прямой 
перпендикуляръ,—обыкновенно его проводятъ вверхъ,—и на этой пря
мой, тоже въ произвольно выбранныхъ единидахъ, отложимъ отр'Ь- 
зокъ, равный соответственному значение другой переменной. Такъ 
мы будемъ поступать съ каждой парой значешй нашихъ пере- 
менныхъ.

При этомъ, конечно, мы уже не меняемъ разъ выбранныхъ нами 
единицъ длины. Такимъ образомъ мы на первыхъ порахъ предста- 
вляемъ данныя численныя значешя на
шихъ величинъ въ виде ряда точекъ 
въ плоскости нашего рисунка.

Пока мы еще ничего существенЕаго не 
достигли. Рядъ численныхъ значешй или 
рядъ точекъ могутъ совершенно заменять 
другъ друга. Одинъ способъ записи даетъ 
намъ не больше и не меньше другого, 
если только при этомъ точность рисунка 
соответствуетъ точности наблюдешя.

Сделаемъ однако еще одинъ шагъ, въ которомъ собственно за
ключается большой мысленный екачекъ: между намеченными точ
ками отъ руки или при помощи кривой линейки (лекала) проведемъ 
по возможности равномерную кривую и сделаемъ допущеше, что не 
только наши данныя точки, но и все точки, принадлежащая кривой, 
представляютъ графическое изображеше всехъ соответственныхъ 
значешй т и t. 1

Если мы захотимъ узнать, сколько соляной кислоты образовалось 
по истеченш промежутка времени, не указаннаго въ таблице, то намъ 
придется соответственное число минутъ’ нанести, очевидно производя 
измереше въ прежнихъ единицахъ, на первой прямой отъ выбран- 
наго начала, въ конце возставить перпендикуляръ и измерить длину 
отрезка этого перпендикуляра отъ горизонтальной прямой до пере- 
сечешя съ кривой. Мы тогда и получимъ величину соответствую
щую времени t.

Какое право имеемъ мы поступать такъ? Съ математической 
точки зрешя—никакого, ибо черезъ данныя точки можно провести 
сколько угодно самыхъ различныхъ кривыхъ, притомъ соблюдая 
услов1е равномерности перевода. Съ точки зрешя естественно-на
учной дело обстоитъ иначе. Следуя тому принципу, что природа 
не д елаетъ  скачковъ, который является исходной точкой всякой
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естественной науки, мы можемъ предположить, что значешемъ t, ле- 
жащимъ въ наблюдаемыхъ границахъ, будутъ соответствовать зна
чешя то, которыя также будутъ лежать въ ранее наблюдательныхъ 
границахъ, если только мы взяли наблюденныя значев1я достаточно 
близко другъ къ другу, что, конечно, определяется индивидуаль- 
нымъ свойствомъ каждой задачи.

Во многихъ случаяхъ мы еще имеемъ большую поддержку въ 
томъ смысле, что въ томъ промежутке времени, въ течете котораго 
мы делаемъ наши измерешя, мы качественно  можемъ следить за 
даннымъ процессомъ. Такъ, въ нашемъ случае, напримеръ, мы заме- 
чаемъ, что образуется постоянно новая соляная кислота и что рань
ше образованная не разлагается, такъ что съ течешемъ времени ея 
количество растетъ постоянно, и съ возрасташемъ времени t должно 
расти и число то; такъ что кривая, которая намъ рисуетъ явлеше, 
должна подниматься слева направо и не можетъ начать опускаться.

Мы можемъ еще подробнее проследить зависимость, которая су- 
ществуетъ между кривой и темъ закономъ, который связываетъ пе
ременный tи то.

При этомъ воспользуемся выражешемъ, введеннымъ въ § 4  и 
будемъ говорить, что то есть ф у н кщ я t.

Мы представимъ себе мысленно, что кривая все время идетъ 
слева направо, т. е. въ томъ направленш, въ какомъ. мы наносимъ 
возрастающая значешя t.

Тогда мы можемъ сказать: если кривая поднимается, то наша
функщя съ возрасташемъ t растетъ. Если она опускается, то функщя

%

убываетъ съ возрасташемъ t.
Если кривая подымается круто, то функщя растетъ быстро; если 

же кривая подымается полого, то функщя растетъ медленно. Но при 
этомъ нужно иметь въ виду и то, какой масштабъ для изображешя 
величинъ то и t нами выбранъ.

Мы можемъ получить очень круто подымающуюся или падающую 
кривую, если мы, при некоторомъ определенномъ масштабе для 
одной величины, для другой выберемъ сравнительно очень крупный 
масштабъ. Такъ что при всякомъ графическомъ изображенш функцш 
непременно долженъ быть приложенъ соответственный масштабъ.

И въ томъ случае', когда дается не таблица соответственныхъ 
значетй двухъ наблюдаемыхъ величинъ, а имеется формула, ихъ 
связывающая, мы можемъ для некотораго ряда значешй одной вели
чины, отложенныхъ по некоторой оси, откладывать соответственный 
значешя другой— на перпендикулярахъ, возставленныхъ къ этой 
оси въ соответственныхъ ея точкахъ; и затемъ черезъ полученныя 
точки мы можемъ провести кривую.



Мы можемъ даже мысленно, предположить, однако представить 
себ'Ь этого мы не можемъ, что мы для каждаго входящаго въ 
наши разсмотр'бшя, вычислили соответственное значете для ка и 
нанесли его на чертежъ, и загЬмъ разсматриваемъ совокупность 
всехъ этихъ точекъ. Когда зависимость между и имеетъ не
сложный характеръ, мы будемъ въ праве предположить, что эти 
точки не безпорядочно разсеяны по плоскости, но въ совокупности 
составляютъ некоторую прямую или кривую лишю.

Вопросъ о томъ, будетъ ли подобное заключеше иметь место, 
когда законъ зависимости между у и имеетъ характеръ сложный, 
мы пока можемъ оставить въ стороне.

§ 8. Обратная задача; аналитическое изображеше лишй.
Въ только что приведенныхъ разсуждетяхъ намъ была задана 

зависимость между дйумя переменными, или въ виде таблицы, или 
въ виде уравнения; кривая же служила средствомъ для более на- 
гляднаго ознакомлешя съ этой зависимостью: мы изъ свойства кри
вой делали заключетя о свойствахъ данной функцш.

Однако, эта задача’ обратима; если мы имеемъ некоторую геомет
рически определенную лишю, то мы можемъ задать себе вопросъ о 
томъ, какимъ уравнешемъ, въ смысле § 7,. она' определяется и изъ 
свойствъ этого уравнешя мы можемъ делать заключеше о свойствахъ 
кривой. Этотъ научный методъ, который былъ не чуждъ и геомет- 
рамъ древняго Mipa, и который былъ развитъ въ первой половине 
XVII столеНя Ферматомъ и главнымъ образомъ Декартомъ, носитъ на- 
зваше аналитической геометрш . Мы должны тутъ познакомиться 
по крайней мере съ основными положешями этой науки.

Где-нибудь въ плоскости рисунка мы выбираемъ две пересекаю- 
пцяся прямыя; часто бываетъ очень целесообразнымъ расположить 
ихъ подъ прямымъ углрмъ, хотя въ этомъ нетъ необходимости.

Одну изъ линШ мы называемъ осью абсциссъ или просто осью 
ж-совъ; другую осью ординатъ или просто осью у-ковъ.

Точку ихъ Пересечешя мы называемъ началомъ (или нулевой 
точкой) данной системы.

Обыкновенно ось сс-овъ располагаютъ горизонтально, ось овъ 
вертикально, хотя это несущественно.

Эти две лиши разделяютъ всю плоскость рисунка на четыре 
чайти или на четыре квадранта.

Сначала мы разсмотримъ только одинъ изъ нихъ, а именно пра
вый верхнй квадрантъ.

Положение точки въ этомъ квадранте мы можемъ определить, 
задавая два числа. А именно число,' выражающее разстояше 
точки Р  отъ оси л’-совъ, т. е. длину перпендикуляра PQ, опущен-
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«•

наго изъ точки Р  на ось ж-совь, и число, выражающее длину OQ, 
т. е. разстояше отъ начала координатъ до основашя перпендикуляра 
QP. Последнее число мы назовемъ ж-сомъ точки или его абсцис
сой; первое г/-комъ точки или его ординатой. (Это назваше введено 
вместо древняго ordinatim applicata).

Обй величины, вмйстй взятыя, называются координатам и точки; 
или, какъ въ нашеыъ случай, прямоугольными Декартовыми коорди

натами.
Итакъ

OQ х QP =
Если мы проведемъ еще PR  || OQ, т. е 

_|_ къ OR, то изъ элементарныхъ геометри- 
ческихъ еоображенШ заключаемъ:

OR --= R P х.
Очевидно, мы бы могли эти величины 

взять за исходныя въ нашихъ опредйле-
■

шяхъ координатъ точки (въ силу симметричности осей), но съ той 
точки зрйшя, съ которой мы подходимъ, совершенно естественно для 
начала отдать одной изъ осей первенствующее значеше (въ нашемъ 
случай—оси ж-совъ).

Если, наоборотъ, намъ даны два числа и то мы можемъ 
определить одну и только одну точку, абсцисса которой равна ж-су, 
а ордината у-ку.

• I

Разстояше точки (х , у) отъ начала, на основаши теоремы Пиеа- 
гора, будетъ:

Ух'" У (1)
Уголъ ос, который образуетъ прямая, связывающая точку (х, у) 

съ началомъ, съ осью я>совъ, определяется изъ следующихъ оче- 
видныхъ зависимостей:

sin а У— CGS аг
X , у— to а =  —Г X (2)

Если у насъ двй точки заданы своими координатами, то мы мо
жемъ на основанш (черт. 3) и (черт. 4) и проведенныхъ на нихъ 
линШ, пользуясь теоремой Пиеагора, получить:

Для первой фигуры (см. черт. 3) мы получаемъ:

для второй:
— x r f  -+- ( — ух)2 ( 3 )

12 У{х± — Х2)2ч -(у2 — у у 2

*) Тутъ мы опять должны сделать за,м&чав1е относительно индекса 
величжнахъ а12, г12 и не смешивать его съ нисломъ 12 (двенадцать).

при
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оба выражешя, впрочемъ, тождественны, т. к..

(«! —  я2)2 =  (х 2 —  Xl f -

Уголъ а12, который образуете лишя, связывающая точки Рг и Р 2 

съ линйей || оси х, а следовательно и съ самой осью ж-совъ, для 
случая (фиг. 3) удовлетворяете следующимъ почти очевиднымъ за- 
висимостямъ:

sin а1 У»—&
г

/У>   /у*
«Л /Л  «Л/cos а12 =  —

О соответственныхъ зависимостяхъ, относящихся къ расположе- 
шю (чертежа 4), мы скажемъ несколько позднее.

Если некоторая кривая определена геометрически, то мы изъ 
этого определения можемъ заключить о некоторой зависимости, кото-

линш. Эту зависимость мы можемъ выразить уравненпемъ между 
у-комъ и ж-сомъ, и это уравнеше называется уравненйемъ кривой.

Наоборотъ, если намъ дано подобное уравнеше, то, какъ это было 
показано въ предыдущемъ параграфе, мы можемъ найти те точки, 
координаты которыхъ удовлетворяютъ данному уравненш.

Въ техъ случаяхъ, съ которыми мы будемъ иметь дело, эти точки 
въ своей совокупности составляютъ определенную линш, и эта ли
ния и будете геометрическимъ изображенйемъ даннаго ур-шя.

Где л ежата., напримеръ точки, для которыхъ =  т. е. точки 
равноотстоящая отъ обеихъ координатньихъ осей?

Изъ элементарной геометрии мы знаемъ, что все эти точки лежать 
на биссектриссе координатнаго угла; и обратно, что все точки бис- 
сектриссы равно удалены отъ сторонъ угла.

Значите у =  х
есть уравнеше биссектриссьи координатнаго утла.

Где лежать те точки, для которыхъ у =  2х, т. е. которыя от
стоять отъ оси ж-совъ вдвое дальше, чемъ отъ оси у-ковъ?
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И тутъ мы можемъ воспользоваться простыми элементарными 
геометрическими соображешями.

Пусть Р , есть точка, обладающая т'Ьмъ свойствомъ, что:
X

ЯгРг =  20$,
Пусть Р2 есть некоторая точка, на лиши ОР, или ея продолженш.

Проведемъ ординату этой точки Р 2$ 2. 
Треугольники 0 Р ,$ , и OP2Q2 подобны; 

значитъ:
0 $ 2: $ 2Р 2 =  0 $ , : $ ,Р ,

но такъ какъ
OiPi =  2 0 $ ,, то
0 $ 2 : $ Р 2 — 1 : 2,

откуда
г*Я 20$

"Черт. 5.
Значитъ, точка Р 2 обладаетъ шЬмъ же 

свойствомъ, что и точка Р,; а такъ какъ 
точка Р 2 была взята нами совершенно произвольно на прямой ОР, 
или ея продолженш, то отсюда следуешь, что в сяк ая  точка на пря
мой ОР, удовлетворяешь требуемому условно.

Ни одна точка, не лежащая на прямой ОР, этому условш не 
удовлетворяешь, ибо если бы имелась, напримеръ, такая точка Р 3 

вне прямой ОР,, то лишя $ 3Р 3 должна была бы пересечь линш 
ОР, въ какой-нибудь точке Р 4 для которой, какъ для точки лежащей 
на прямой ОР,, должна была существовать зависимость $ 3Р 4 =  20$3; 
но одновременно не можешь при этомъ существовать предполагаемое 
равенство

$ 3Р3 =  20$3.

Значитъ, наше положете доказано.

§ 9. Объ отрицахедьныхъ значешяхъ координатъ.
Пока мы разсматривали только точки одного квадранта, причемъ 

координаты точекъ въ этомъ квадранте выражались числами поло
жительными, каждой точке въ этомъ квадранте соответствовала одна 
пара такихъ чиселъ и наоборотъ. Если же мы хотимъ изучить всю 
плоскость и при этомъ желаемъ сохранить ту однозначную и обра
тимую связь, которая существуешь между положешемъ точки и ко- 
ордийатами, то мы не можемъ ограничиться только положитель
ными числами; ибо, если мы не примемъ во внимаше того, по ка
кую сторону отъ осей лежишь данная точка, то найдется не одна 
точка, а целыхъ четыре, которыя отстоять отъ осей на данныя 
разстояшя.

N
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Вей эти точки мы можемъ получить изъ одной (напримйръ, изъ
/

точки, лежащей въ первомъ квадрантй), если возьмемъ изобра- 
жеш е*) этой точки относительно двухъ осей и еще одно изобра- 
ж ете одного изъ полученныхъ нами изображешй относительно про
должения одной изъ упомянутыхъ осей. Какъ отличить эти точки 
другъ отъ друга?

Мы достигнемъ этого, если мы для обозначешя координатъ вве- 
демъ въ наши изслйдовашя отрицательныя числа.

Мы будемъ абсциссы, который отклады ваю тся отъ на
чала координатъ направо, считать положительными, а тй, 
которыя отклады ваю тся н ал е
во—отрицательными. Ординаты, А
откладываю щ аяся наверхъ  — по
ложительными, внизъ  — отрица
тельными. 11 1 I

Такъ что точка, которая лежитъ _________ _____________ ^
вл'Ёво отъ оси у-ковъ на 3 см. и 
вверхъ отъ оси ж-совъ на 2 см. 
имйетъ координаты

х — — 3 у =  2 .

Такимъ образомъ вся плоскость чертежа, какъ уже было сказано, 
распадается на четыре квадранта, для которыхъ

Ж ж

Черт. 6.

I квадр.: ж> о у > О
II квадр.: х< 0 у > 0  

1П квадр.: х <  0 у <  О
IV кваДр.: х> 0 <  О.

Мы получаемъ, такимъ образомъ, вей 4  комбинацш знаковъ. Те
перь у насъ установлено совершенно однозначное соотвйтсте коор
дината и точекъ для всей плоскости: каждой парй чиселъ соответ
ствуете. одна точка и каждой точкй одна пара чиселъ.

Существеннымъ тута является не то, какое изъ направлешй мы 
считаемъ положительнымъ и какое отрицательными, важнымъ является 
то, что двумъ отрйзкамъ одинаковой длины, но противоположно на
правленным^ мы приписываемъ различные знаки. Пока не встре
тится какого-нибудь особеннаго случая, мы постоянно будемъ при
держиваться нашего правила знаковъ.

*) Тутъ авторъ, становясь на конкретную точку зр&Щя, предетавляетъ 
себе ось, какъ пересечете поверхности плоскаго зеркала съ плоскостью чер
тежа и затЬмъ изсл4дуетъ изображете данной точки (Spiegelnng) въ данномъ 
зеркале Лримгьч. перев.
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"Черт. 7.

Раньше всего надо решить вопросъ, будутъ ли справедливы фор
мулы предыдущаго параграфа, который были выведены только для 
точекъ перваго квадранта; или для каждаго отд'Ьльнаго нового случая 
нужно выводить новыя формулы.

Намъ нужно решить вопросъ, всегда ли разность — пред- 
ставляетъ изъ себя проекщю на ось ж-совъ разстояшя между точ

ками (ж, ух) и (х2 у2).
Если обе абсциссы положительны, то 

проекщя равна абсолютному значешю 
этой разности.

ГГритомъ мы видимъ, что эта раз
ность положительна или отрицательна,
въ зависимости отъ того, больше ля ж2, 
ч'Ьмъ хх, или наоборотъ; т. е. въ зави
симости отъ того, лежитъ ли вторая 
точка вправо или вл1зво отъ первой. Мы 

можемъ сказать: для двухъ точекъ перваго квадранта разность (хг — x j  
равна по величине и по направленш проекщи на ось ж-совъ отрезка 
РгР2. Если хх и х 2 суть обе величины отрицательный, то абсолют

ное значеше разности (х2-—-хх) тоже равно проекцш, причемъ эта, 
проекщя положительна, если х2 алгебраически  больше или, по 
абсолю тному значешю меньше х И тутъ также — хх положи

тельна или отрицательна, въ зависимо
сти отъ того, лежитъ ли точка вл’Ь- 
во или вправо отъ точки Такъ что 

х 2 — х х даетъ намъ проекщю на ось 
ж-совъ, линш Р ХР 2 по величине и на- 
правленш.

Если хх отрицательное число, а 
положительное, то разность — хх пред-г 
ставляетъ изъ себя сумму абсолютныхъ 
значешй абсциссъ об'Ьихъ точекъ. Въ 
этомъ случай, какъ показываетъ чер- 
тежъ, действительно, проекщя положи

тельна и равна этой сумме; значить формулировка правильна.
Остается еще одинъ случай, когда х х > 0, а х2 <  0. Этотъ случай 

мы можемъ свести на предыдущей, если мы поменяемъ ролями ве
личины хх и х2.

При этой перемене меняется знакъ разности — х х, но также 
и знакъ проекщи, такъ что соглаше знаковъ остается. Резюмируя 
все вышесказанное, мы можемъ высказать следующее:

Разность х х п редставляетъ  во в сех ъ  сл у ч аях ъ  про-
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екцио на ось ж-совъ отрезка  1 \1 \  по вели чи н е и направле- 
н1ю, какъ  бы ни были располож ены  топки Р , и Р 2 по отно
шению къ координатны мъ осямъ. Тоже относится и къ разности 
ординатъ г/2 — у,

Отсюда сл’Ьдуеть, что формула разстояшя двухъ точекъ другъ 
отъ друга (§ 8 , 1 ) справедлива для всякаго положешя этихъ точекъ, 
причемъ обе разности х 2 — хг и у2— уг представляютъ изъ себя 
во всёхъ случаяхъ катеты прямоугольнаго треугольника, гипотену
зой котораго служитъ искомое разстояше.

Вопросъ о знаке въ этомъ случай роли не играетъ, такъ какъ 
въ формулу входятъ лишь квадраты этихъ величинъ; однако мы 
тотчасъ придемъ къ вопросу о знаке, если займемся р’бшешемъ 
вопроса о томъ, справедлива ли формула, выведенная нами для 
tg-са угла наклонешя лиши РХР2 къ оси х-совъ (§ 8 , 4) и для слу- 
чаевъ отличныхъ отъ того, который нами таме разобранъ.

Дело требуетъ более подробнаго изследовашя. Мы уже услови
лись отличать на известномъ протяженш (огранич. отрезке прямой) 
начальную и конечную точку и противоположный направлешя отли
чать другъ отъ друга знакомъ.

И для угловъ намъ нужно ввести соответственное ycnoBie. Для каж- 
даго угла мы тоже будемъ отличать начальную и конечную сторону и 
будемъ обращать внимаше на то направлеше, въ которомъ намъ' надо 
вращать начальную сторону до совпадешя съ конечной стороной.

Тутъ мы совершенно ничемъ не связаны въ выборе того или 
другого услов1я (подобно тому, какъ мы въ вопросе о направлеши 
совершенно произвольно делали отлич1е между правой и левой сто
роной). Мы условимся то направлеше, въ которомъ движется указа
тель солнечныхъ часовъ въ умеренномъ северномъ поясе, следова
тельно, и то направлеше, въ которомъ движется стрелка обыкновен- 
ныхъ часовъ, считать отрицательны м ^ противоположное напра- 
влеше — полож ительны м и Надо заметить, что это различ!е можно 
провести только въ томъ случае, если смотреть на плоскость, въ ко
торой взятъ уголъ, съ определенной стороны. Но, въ противополож
ность соглашенш о знакахъ отрезковъ прямыхъ, мы, вводя это усло- 
Bie, сразу решаемъ вопросъ о знаке любого угла, взятаго въ плос
кости. Нельзя ведь два ровныхъ, но противоположныхъ по знаку угла 
заставить совпасть, перемещая ихъ по плоскости; если они перво
начально отличались знакомъ, то, какъ бы ихъ ни передвигать по 
плоскости, они все равно будутъ отличаться знаками.

При нашемъ условш необходимо повернуть ось Х-совъ на -+- 90° 
или на — 270°, чтобы заставить ее совпасть съ положительнымъ на- 
правлешемъ оси Г-ковъ.
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Мы не будемъ ограничиваться только острыми углами, мы въ 
наши формулы введемъ и тупые углы (меныте и болыше 180°). 
Въ готометрщ вводятся соглашешя относит, знаковъ тригонометр. 
функщй такихъ угловъ. Напримеръ sinus въ третьей и четвертой

четверти; cosinus во второй и третьей 
четверти, во второй и четвертой
четверти — отрицательны.

Мы им'йемъ также формулы:

s in «) =— — s i n  а

cos ( - ~  COSO.

tg ( - а ) =- tg  а.

Если принять 
пространешя, то

ВО
мы

внимате
убедимся

эти рас 
въ спра

У=х

ведливости формулъ (§ 8 , 2, 4) для всйхъ случаевъ.
И наоборотъ, мы можемъ предположить, что мы не имйемъ никакого 

понятая о готометрщ, тогда мы подъ омъ, омъ и ^ ’сомъ
угла можемъ какъ разъ подразумевать те величины, съ присущими 
имъ знаками, которыя получаются изъ формулъ § 8 , притомъ вели
чине г будемъ всегда приписывать знакъ н - , разности же координатъ 
будетъ брать съ ихъ знаками.

Возьмемъ теперь уравнешя лишй, о которыхъ мы говорили въ 
§ 8 , и посмотримъ, что съ ними будетъ, если' ввести въ нихъ и от

рицательный значения координатъ.
Возьмемъ сначала уравнеше у  =  х .  

Во второмъ и четвертомъ квадранте не 
можетъ быть точекъ, удовлетворяю щихъ 
этому уравненш. Ибо координаты то
чекъ въ этихъ квадрантахъ имеютъ 
противоположные знаки.
, Но ташя точки могутъ лежать въ 

третьемъ квадранте и тоже на биссек- 
триссе угла. Эта же биссектрисса есть 
продолжете биссекриссы координатнаго 
угла перваго квадранта.

i

Итакъ: если мы въ  наш и р азсм отреш я введемъ и отри
цательны й зн ачен 1я у и х,то все  точки, удовлетворяю щ ая 
у р а в н е н ш  у =  х, леж атъ на одной и той же прямой, которая 
служ итъ общей биссектриссой перваго и третьяго квадран
та. И все  точки этой прямой удовлетворяю тъ данному

I

уравнеш ю .

Чёрт, 10.
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Итакъ, уравнеше и лишя совершенно соотвйтствуютъ другъ дру
гу; мы можемъ сказать: уравн еш е у =  % есть уравнеш е упо
мянутой лиш и.

Тй же соображешя мы можемъ применить и къ уравнешю у
И въ этомъ случай нельзя раз- 

сматривать точекъ 2-го и 4-го ква- 
дрантовъ; точки же 3-го квадранта 
могутъ удовлетворять этому уравне- 
шю. Если мы разсмотримъ двй точки 
1-го и 3-го квадранта, Р , и Р 2, ко
торый удовлетворяютъ данному урав
нение, то чертежъ показываетъ намъ, 
что треугольники О Р г и О Р ,
Q2 подобны, а это значить, что три 
точки А  о и Р 2 лежать на одной 
прямой.

Другими словами, вей точки, коор
динаты которыхъ удовлетворяютъ ура
внению у — 2 ж, лежать на прямой,
проходящей черезъ начало, и вей
точки этой прямой удовлетворяютъ данному уравнешю 
уравнеш е это 'есть  уравн еш е упомянутой пря|мой.

Черт. 11.

2х.

Итакъ,

§ 10. ДальнМш1е примйры уравнений линш.
Можно сразу видйть, что въ иослйднемъ примйрй число 2 играетъ 

совершенно второстепенную роль.
Мы бы сдйлали совершенно тй же заключения, если бы на мйстй 

2 стояло какое-нибудь другое (не непремйнно цйлое) число 
Мы можемъ сказать, что ур-ше.

у =  т х ............................................ (1)
гдй тесть постоянный множитель, есть ур-ше прямой, проходящей 
черезъ начало координатъ и составляющей съ положительнымъ на- 
правлешемъ оси ж-совъ уголъ, тангенсъ котораго равенъ т.

Если т> 0 , то прямая проходить въ I и Ш  квадрантахъ.
Если т< 0 , то прямая проходить во. II и IV квадрантахъ.
Если т =  0, то она совпадаетъ съ осью ж-совъ.
Значить: у =  0  есть уравнеше оси ж-совъ.
Также х =  0 есть уравн еш е оси ?/-ковъ.
Изслйдуемъ теперь ур-ше:

у — тх -+ ............................ (2 )
чтобы найти одну точку, координаты которой удовлетворяли бы
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данному ур-шю, найдемъ сначала точку, координаты которой удовлетво- 
ряютъ ур-шю (1) и затймъ найденную ординату увеличимъ на число

Чтобы найти веб точки, координаты которыхъ удовлетворяютъ 
ур-шю (2), найдемъ вей точки, удовлетворяющая yp-Hiio (1),- т. е. 
другими словами, черезъ начало координата проведемъ линно, тан- 
генсъ угла которой съ положительнымъ направлешеыъ оси ж-совъ 
равенъ т и затймъ передвинемъ эту прямую самой свой параллельно

на разстояше въ направлены оси 
у-ковъ. Или: проведемъ черезъ точку 

( х = 0  у =  ) прямую, параллельную 
первой лиши.

Мы можемъ теперь сказать: В сякое 
уравн еш е вида (2) п р ед ставляетъ  
изъ  себя прямую  л и н ш .

Мы можемъ высказать и обратную  
теорему:

У равнеш е всякой  прямой, про
ходящ ей не параллельнооси  ковъ, 
можетъ быть написано въ ф ормй(2 ).

Для этого только нужно подъ числомъ 
п разуметь величину того отрезка, кото

рый прямая дйлаетъ на оси «/-ковъ, а подъ тангенсъ угла, кото
рый эта прямая составляета съ осью ж-совъ.

Уравнеше прямой, цараллельной оси //-ковъ, есть >
х — а ................................. ' - . . . .  (3)

Подъ числомъ а мы разумйемъ тута постоянную, ибо вей точки 
такой прямой имйютъ одну и ту же цоетоянную абсциссу.

Если вей члены уравнешя (2 ) умножить на некоторый постоян- 
ный множитель к, то уравнеше отъ этого совершенно не меняется; 
вей пары значетй (ж, у), которыя удовлетворяли уравненш (2 ), бу- 
дута удовлетворять и вновь полученному уравнешю.

Такимъ образомъ, мы можемъ представить ур-ше (2) въ формй:1
ах -+- Ъу -ь с — 0 .....................................(4)

(Мы тутъ вс* члены перенесли въ л*вую часть равенства; зави
симость между новыми и старыми коэффициентами есть:

а =  — шк Ъ =  к с =  — пк).
Это уравнеше заключаешь въ себ* и ур-ше (3) какъ частный случай.
Мы можемъ такъ формулировать нашъ результаты У равн еш е 

кайсдой прямой линейно, и каждое линейное уравн еш е пред
ставляетъ  собой прямую.

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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Уравнеше называется линбйнымъ, если оно, по освобождении 
ур-Hia отъ знаменателей и радикаловъ, не содержитъ ни степеней 
неизвйстныхъ выше первой, ни попарныхъ произведен!# неиз- 
вйстныхъ.

Уравнеше х У2 „2
(5)

удовлетворяется координатами всйхъ. тонекъ, которыя отстоятъ отъ 
напала на разстояше г.

Но тагая топки обрдзуютъ окружность радауса г.
,Знапитъ:

У равнеш е (5) есть уравн ен 1е окружности рад1уса г съ цент- 
ромъ въ напал# координатъ.

Топно также уравнеше
а

(х — а) 2 -+- (у

гд# а, Ь, г суть велипины постоянныя, 
pafliyca г  съ центромъ въ тоикй Ъ). 

Изслфцуемъ еще ypaBHenie:

J L.2 (6)

есть уравнеше окружности

У
х
10 (7)

Это ypaBHenie не представляетъ изъ себя ни прямой, ни окруж
ности. Оно представляетъ изъ себя кривую, которая не изунается въ 
нанальныхъ курсахъ гео- 
метрш. Везъ доказатель
ства замйтимъ, пто мы мо- 
жемъ полупить эту кри
вую, если мы пересйнемъ 
прямой круговой конусъ 
плоскостью, параллельной 
одной изъ образующихъ 
этого конуса.

Эта кривая называется 
параболой; но т. к. назва- 
Hie параболы присвоено мно- 
гймъ кривымъ, то этой кри
вой присвоено еще имя того 
гренескаго математика, ко
торый опень много зани
мался ея изунешемъ, а 
именно, она называется — 
параболой А п п о л о тя .

Представлете о форм# этой кривой мы можемъ полупить, если
Г. Буркгардтъ,—Дифференц. п ннтегр. лсчпслетя 3
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мы на чертежй для данныхъ значетй ж-с а найдемъ соотвйтствен- 
ныя значешя у-ка, пользуясь прямоугольной системой координатъ. 

Для
0 х ~= 8 У — о У =“ 6,4
1 9 ОД

*
зд

2 1 0 0,4 1 0 ,0

3 11 0,9 1 2 .1
*

4 12 1 ,6 14,4
5 13 2,5 16,9
6 14 3,6 19.6
7 15 4,9 22,5

Численно равнымъ значешямъ ж-са, независимо отъ знака, соот- 
в’йтствуютъ равныя значешя у-ка, а потому во второмъ квадрант!? 
расположена вйтвь кривой, симметричная относительно оси ковъ 
В'Ьтви въ первомъ квадрант!?.

Если мы хотимъ изучить нашу кривую подробнее, то можемъ 
взять болйе тйсные промежутки для ж-са, напримЬръ для

х =  2,2 2,4 2,6 2,8 
у =  0,48 0,58 0,68 0,78

§ 11. Задача проведешя касательной.
Въ элементарной геометрш показывается, какъ провести въ лю

бой точкгб окружности касательную къ ней. Каждая прямая, прохо
дящая черезъ точку А  окружности, пересйкаетъ эту окружность еще 
въ одной точкй и называется секущ ей ; исключеше представляетъ 
прямая, проходящая черезъ точку А перпендикулярно къ pafliycy: 
эта прямая не встр'Ьчаетъ ни въ какой другой точкй окружности и 
называется касател ьн о й  къ ней.

Какъ теперь это понятае о касательной, установленное нами для
/

окружности, перенести на друия кривыя?
Тутъ ужъ намъ не приходится говорить о прямомъ у г л!?, кото

рый прямая составляетъ съ рад1усомъ, ибо это есть нйчто присущее 
только окружности (это свойство могло бы даже служить исходнымъ 
въ определены еамой окружности). И то обстоятельство, что кривая 
съ касательной им’йетъ только одну общую точку, не можетъ намъ

ч

послужить для опред!?летя касательной. Ибо, съ одной сторонщ, мы 
легко можемъ нарисовать такую кривую, что черезъ одну изъ ея 
точекъ будетъ проходить не одна прямая, а безчисленное множество 
прямыхъ, причемъ такихъ, которым ни въ какой другой точк1з угла 
не встр'Ьчаютъ нашей кривой (фиг. 14).

Съ другой стороны, мы легко можемъ нарисовать такую кривую 
(см. фиг. 15), которая будетъ им!?ть ташя точки, черезъ которыя
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Черт. 14. Черт. 15.

нельзя провести прямой безъ того, чтобы она непременно еще въ 
какой-нибудь точке не встретила кривой.

Поэтому для более целесообразнаго обобщешя разсмотримъ не
сколько ближе построеше касательной къ окружности.

Для того, чтобы избегнуть неудобствъ подобныхъ темъ, к атя  
были отмечены нами въ последнемъ примере (фиг. 15), не будемъ 
разсматривать целой кри
вой сразу, а ограничимся 
только некоторой дугой кри
вой, по обе стороны отъ не
которой ея точки, въ кото
рой мы и хотимъ провести 
касательную къ ней.

Для окружности тоже 
будемъ разсматривать толь
ко некоторую определен
ную дугу около разсматри- 
ваемой точки А. Причемъ мы исключаемъ случай совпадешя точки 
А  съ однимъ изъ концовъ дуги. Эту точку соединимъ прямыми съ 
другими точками дуги. Все эти прямыя будутъ лежать внутри не- 
котораго угла или, лучше сказать, внутри двухъ вертикальныхъ 
угловъ, которые образуются прямыми, соединяющими точку А  съ 
концами дуги. Ж обратно — всякая прямая, лежащая внутри этихъ 
угловъ, пересечетъ дугу еще въ одной точке, кроме одной един
ственной прямой, проходящей черезъ 
точку А. Эта то прямая и есть касатель
ная. Оба вертикальныхъ угла этой пря
мой делятся на две части, причемъ каждая 
прямая, проходящая'йерезъ точку А  и ле
жащая въ одной изъ этихъ частей, встре
тить дугу еще въ одной точке сл ева  отъ 
А; а прямая, лежащая въ другой части— 
встретить нашу дугу вправо отъ точки А.

Касательная въ точке А дуги окружности можеуъ быть опреде
лена теперь такъ:

Это есть прямая, леж ащ ая на границе между тем и пря- 
мыми, проходящими черезъ точку А, которыя встречаю тъ  
дугу влево отъ точки А, и теми, которыя встречаю тъ  дугу 
вправо отъ нея. Точка А  называется точкой касаш я.

Чемъ меньше прямая А В  отстоитъ отъ касательной (т. е. чемъ 
меньше уголъ, который она образуетъ съ касательной), чемъ ближе 
лежитъ точка В  къ точке касашя А. И обратно—чемъ ближе точка

з*

"Черт. 16.
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В  лежитъ къ точке касатя, темъ меньше уголъ, которая образуетъ 
эта прямая съ касательной.

Это понятае можетъ быть перенесено и на дуги другихъ кривыхъ.
Для дуги параболы Апполошя оно также имеетъ место, какъ для 

дуги окружности. И въ этомъ случай мы определимъ касательную, 
какъ прямую, лежащую на границе между теми прямыми, которыя 
проходятъ черезъ разсматриваемую точку и встр1зчаютъ дугу кривой 
вторично слева отъ разсматриваемой точки, и теми, которыя встр’Ь- 
чаютъ эту дугу вправо отъ нея.

Вообще подобное опред'Ьлете касательной имеетъ место для лю
бой более или менее равномерной кривой, за исключетемъ неко- 
торыхъ особенныхъ точекъ (остр1я, угловыя точки).

Будетъ ли это опредгЬлеше правильно, если мы представимъ нашу 
кривую, какъ геометрическое изображете какого-нибудь весьма слож- 
наго аналитическаго закона, этотъ вопросъ мы пока можемъ оста
вить въ стороне.

Къ темъ кривымъ, съ которыми намъ придется встречаться, наше 
определеше вполне применимо.

При решенш настоящей задачи мы воспользуемся средствами 
аналитической геометрш, намеченными въ предыдущихъ пара
граф ахъ.

Предположимъ, что кривая, къ которой мы хотимъ провести ка-

причемъ х мы разсматриваемъ, какъ независимую переменную, а 
у какъ функцж.

Координаты точки касатя  пусть будутъ {xl yY). Эту точку соеди- 
нимъ съ соседней точкой (ж2 у2) Линда, соединяющую точку (х1 yL) 
и (х2 у2) мы определимъ Задашемъ тангенса угла, который эта пря
мая образуетъ съ осью ж-совъ.

По формуле (4) § 8  мы будемъ иметь:

сательйую, аналитически задана уравнешемъ:

y =  f  (ж),

Папримеръ, для последняго примера:
1

X
X 2 Q (*^2 )i или,

вводя для разности х 2 ■хх обозначеш е h, откуда х 2 х х -+■ h, по-
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лучимъ:
tg  а ,

1

5 I 10
/г

Если h > 0 , т. е. вторая точка‘лешитъ вправо отъ первой, то
х

tg ai2 >  V
О

Если же /г <  0 , т. е. вторая точка л ежить влево отъ первой, то

Та лишя, для которой

служитъ раздаломъ лишй, 
влево и вправо отъ точки (ж, у г). Это и есть к асател ьн ая  къ 
наш ей параболе въ точке (хг ).

Определеше касательной въ некоторой точке кривой позволяетъ 
намъ точнее нарисовать кривую около этой точки, особенно въ томъ 
случай, когда для поетроешя кривой мы ограничиваемся небольшимъ 
количествомъ точекъ.

Если, напримЗзръ, намъ надо определить касательную къ пара
боле въ точке, для которой х =  4, то, пользуясь трехзначными ло- 
гариемическими таблицами, найдемъ:

х
tg «12 < ~ iО

t g  а
х
о

встречающихъ нашу кривую вторично

Значитъ

log  4 =  0,602
log  б =  0,699 
1 о д % =  0,903 — 1.

Такъ какъ въ логарием. таблицахъ тригонометрическихъ функщй 
все логариены увеличены на 1 0 , то мы должны найти такой утолъ 
а, для котораго

log  tg  а =  9,903 — 10.

Этотъ уголъ (съ точностью до 5 минутъ)
=  38° 40'.

(Если вычисленье делается только съ целью дать точный риеу- 
нокъ, то большей точности вычислешй вовсе не требуется).

Подобно тому, какъ для параболы, мы можемъ найти касатель
ную и къ другимъ кривыхъ. Если намъ нужно провести касатель
ную въ точке (ау г/j), то мы возьмемъ вспомогательную точку (зу у,,) 

на той же кривой и ее соединимъ съ точкой у х) некоторой хордой.
Мы получимъ тангенсъ угла, который эта хорда образуетъ съ 

положительнымъ направлешемъ оси х, взявши отношеше разности
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ординатъ къ разности абсциссъ. Если мы въ найденномъ результате 
разность абсциссъ положимъ равной нулю, то мы и получимъ тан- 
генсъ угла, который касательная въ точке (х1 y j  образуетъ съ осью 
#-совъ.

Но если не обращать внимашя на буквы, то в1здь это есть тотъ 
же математичесюй процессъ, при помощи котораго мы въ § б отъ сред- 
ней скорости движения точки перешли къ скорости въ данный моментъ.

Какъ и тамъ, величину, на которую мы раньше делили, мы по- 
лагаемъ равной нулю.

Другими словами, мы скрытымъ образомъ дЗзлаемъ делете на нуль.
Но и тутъ можно говорить о законности данныхъ действШ на 

основами сл'Ьдующихъ соображений.
I. Въ тйхъ случаяхъ, которыми мы занимаемся, мы получаемъ 

вполне определенный результата задачи; мы получаемъ определен
ную прямую, и эту прямую мы вправе назвать касательной.

II. Для практическая вычерчивашя или построетя, т. е. въ техъ 
случаяхъ, где речь можетъ идти только объ очень ограниченной 
точности, мы легко можемъ хорду между двумя близкими точкам!! 
заменить касательной и наоборотъ.

III. Точность мы можемъ сделать сколько угодно большой, если 
только взять обе точки достаточно близко одну отъ другой.

§ 12. Взаимное отношеше двухъ способовъ введешя въ дифферен- 
щальное исчислеше.

Сравнимъ теперь оба метода, при помощи которыхъ мы пришли 
къ основному понятш дифференщальнаго исчислешя. Мы въ обоихъ 
случаяхъ, какъ въ § 5, такъ и въ § 1 1 , составили сначала частное 
отъ делен1я  разности двухъ значешй зависимой переменной на раз
ность соответственныхъ значешй независимой переменной и затемъ

V

въ полученномъ результате вторую разность положили равной нулю.
Оба случая мы можемъ связать вместе, если только мы прибег- 

немъ къ графическому изображента зависимости между величиной 
s и временемъ t.

Конкретно мы можемъ себе представить это графическое изобра- 
жеше получающимся такъ: вообразимъ себе что, падающее тело снаб
жено пишущимъ штифтомъ, а вертикальная плоскость рисунка въ 
продолжеше его движешя движется въ горизонтальномъ направленш въ 
сторону отрицательныхъ t съ равномерною скоростью; тогда въ пло
скости рисунка мы получимъ лишю, уравнешемъ которой и будетъ слу
жить упомянутая въ § 5 зависимость между разстояшемъ и временемъ:

s
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Но это есть уравнеше параболы.
Въ механическомъ практикованш параграфа 5 отношете:

дало намъ величину средней скорости падешя точки въ промежутокъ 
времени отъ tx до f2; въ геометрическомъ трактованш параграфа 
1 1 это самое отношен1е представляетъ изъ себя тангенсъ угла кото
рый секущая образуетъ съ осью ж-совъ.

Полагая въ первомъ случай разность временъ равной нулю, мы 
получили скорость падешя точки въ моментъ tx. Во второмъ случай 
та же операщя дастъ намъ выражен1е тангенса угла, который каса
тельная въ точке, соответствующей tu образуетъ съ осью ж-совъ.

Мы можемъ теперь высказать следующее:
Если мы t нанесемъ на оси абсдиссъ, а значешя какой - нибудь 

съ этиыъ временемъ связанной переменной величины на оси ординатъ, 
въ некоторой прямоугольной координатной системе, то изображеше 
закона изменешя этой величины мы получимъ въ виде некоторой 
кривой. Если въ какой-нибудь точке этой кривой мы про-
ведемъ касательную , то тангенсъ  угла, который образуетъ

%

касательн ая  съ осью ж-совъ дастъ намъ меру изм енеш я 
скорости движ еш я въ данный моментъ данной перемен
ной величины.

Важно обратить внимаше на масштабы нашего графика. Упомяну
тый тангенсъ только тогда даетъ намъ истинную величину изменешя 
скорости, если единица времени на оси абсциссъ и единица другой вели
чины на оси ординатъ представлена отрйзкомъ одинаковой длины.

Если же масштабъ для ординатъ взять более крупньшъ или 
более мелкимъ, то кривая будетъ или более крутая или более по
логая; это нужно всегда иметь въ виду, если мы желаемъ судить 
по чертежу о скорости даннаго движешя.

§ 13. Задачи и обозначешя дифференщальнаго исчислешя.
Въ предыдущихъ §§ мы очень часто встречались съ определен

ными действ1ями надъ встречавшимися намъ величинами, и эти дей
ств in такъ часто будутъ встречаться намъ въ дальнейшему что 
намъ будетъ полезно для этихъ дййствШ ввести особый назвашя и 
обозначешя, т. е. лучше сказать, воспользоваться теми, которыя 
введены въ науку математиками всйхъ странъ. Раньше всего мы 
имеемъ дйло съ тймъ случаемъ, когда две величины находятся въ 
такомъ отношенш, что измйнеше одной изъ нихъ неминуемо влечетъ 
за собой изменеше другой. Мы тогда говоримъ: обе переменны й 
связаны  между собой.
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Если разсуждать отвлеченно, то мы эту зависимость можемъ за- 
'дать себе совершенно произвольно и затбмъ изучать те сл,Ьдств1я, 
которыя вытекаю гъ изъ этой зависимости.

Если же анализъ свести на естественно-научную или геометри
ческую точку зр’й тя , то зависимость между величинами дается намъ

✓
н'Ькоторымъ закономъ природы или закономъ геометрш. Наприм'Ьръ, 
зависимость между абсциссой и ординатой точки окружности вы- 
текаетъ непосредственно изъ геометрическаго определешя самой 
окружности. Зависимость между стороной и противоположнымъ угломъ 
треугольника, въ которомъ две друпя стороны им’йютъ постоянный 
значешя,—дается некоторымъ геонетрическимъ закономъ, а именно, 
тригонометрической теоремой синусовъ.

Зависимость между разстояшемъ и временемъ въ случай падешя 
тела—физическимъ закономъ падешя тйлъ.

Зависимость между временемъ реакцш и количествомъ перерабо- 
таннаго вещества—законами химш.

TaKie законы выражаются уравнен1ям и между переменными 
величинами.

Причемъ не следуетъ предрешать вопроса о томъ, достаточно-ли 
намъ будетъ при составлении упомянутыхъ уравнешй пользоваться 
простейшими знаками алгебры (-н , — , ., :) или намъ потребуют
ся flpyrie более сложные знаки.

Въ большинстве случаевъ весьма целесообразнымъ является ре
шить уравнеше относительно одной изъ переменныхъ, пусть, на- 
примеръ, относительно переменной ; это значитъ выразить вели
чину у черезъ х,

Напримеръ, уравнеше окружности § 10  (5), решенное относи
тельно х, дастъ намъ:

у =  У г2--X2 .

Мы можетъ сказать въ этомъ случае: тутъ х переменная неза
висимая; у — переменная зависим ая. Или: у есть явн ая  функщя
отъ х-са.

Когда же уравнеше не было еще разрешено, то оно давало намъ 
у, какъ неявную  функщю переменной х.

Которую изъ переменныхъ выбрать за независимую и которую 
за зависимую, это, конечно, въ чисто аналитическихъ изследова- 
шяхъ совершенно произвольно; въ приложешяхъ анализа обыкно
венно тоже природа задачи не ставитъ определенных!) требований 
на этотъ счетъ; на выборъ зависимыхъ и независимыхъ перемен
ныхъ имеетъ вл1яше то, съ какой точки зрешя мы подходимъ къ 
решешю задачи. Поэтому, можетъ быть, лучше, вместо выражешя:



«х есть независимая переменная; зависимая», говорить: «мы раз- 
сматриваемъ въ данномъ случае х, какъ независимую переменную, 
а у, какъ величину отъ нея зависящую»...

Въ одномъ только случае есть исключеше: время можетъ быть 
разсматриваемо только, какъ переменная независимая, ибо измене- 
Hie его мы не можемъ разсматривать подчиненнымъ изменешямъ 
какой-нибудь другой величины. Но все-таки мы можемъ съ полными 
основашемъ.высказать, напримеръ, такое положеше: «время, потреб
ное для того или другого процесса, зависитъ отъ техъ или другихъ 
условШ»; или, напримеръ, задать вопросъ: «сколько времени нужно, 
чтобы движущаяся точка достигла определенная места на своемъ 
пути?» Въ подобныхъ случаяхъ мы и время въ нашихъ математи- 
ческихъ изследовашяхъ можемъ разсматривать, какъ функщю другой 
переменной величины.

Очень часто намъ нужно только указать на то, что одна вели-
. *

чина зависитъ отъ другой, хотя о самомъ виде зависимости мы или 
не хотимъ говорить, или ничего не можемъ сказать.

Тогда мы пишемъ просто:
У — /  (ж)

(читается это словами такъ: у-къ есть функщя отъ х).
Скобка при х необходима, чтобы иначе не принять за произ

ведете этихъ двухъ величинъ. Значокъ /  не выражаетъ собою вели
чины, а только указываетъ на то, что у есть функщя. Мы имеемъ 
тутъ некоторую аналогш съ символизащей алгебры, когда мы неко
торую неизвестную и совершенно неопределенную величину обозна- 
чаемъ одной буквой, ибо этимъ обозначешемъ мы вовсе нашей вели
чины не определяемы Только тогда, когда одна и та же буква по
является въ формулахъ или вычислешяхъ, и когда появлеше этой 
буквы заменяетъ целый перюдъ, вроде: «мы тутъ встречаемся съ 
тою же величиной, которую имели раньше»..., только тутъ мы имеемъ 
возможность оценить преимущество краткаго буквенная обозначешя. 
Точно также и тутъ, когда мы пишемъ

У =  /  (^),
то этимъ еще не достигается особеннаго упрощешя; когда же мы 
напишемъ, напримеръ. рядомъ два равенства

у — f i x )  г =  f  (х ч- h),
то эта запись заменяетъ длинный перюдъ, вроде следующая: « г полу
чается изъ величины х-л-hтакъ же, какъ у полученъ изъ величины ж».

Если въ некоторой задаче намъ встречается несколько законовъ 
зависимостей, то мы можемъ различный зависимости отличать другъ

§ 13. Задачи и обозначенш дифференщальнаго исчислении 41
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отъ друга индексами при букве / ,  поставленными снизу; сверху 
значки писать не рекомендуется, ибо верхше значки потомъ будутъ 
иметь для насъ спещальное значеше. Или же употребляютъ для этой 
цели различный буквы, имеюпця такъ или иначе некоторое отно- 
шеше къ / ;  напримеръ, болышя буквы или соответственный буквы 
другихъ алфавитовъ и близюе къ нимъ; напримеръ:

F, <Р, Ф
Л

и т. п. Этими буквами, по возможности, мы уже не будемъ обозна
чать величинъ.

Въ встречавшихся до сихъ поръ изследовашяхъ намъ приходи
лось разсматривать два значешя независимой переменной и 
х 2 — х х и- h, а также соответственный значешя функцш:

Vi =  /  (*i) У» =  f =  /  (Ж1 -+-h)
и затймъ разсматривать отношеше разности 
х 2 — хг,т. е.

у1 къ разности

Это отношеше принято называть отнош ею ем ъ приращ еш й 
(или разностны иъ  отношешемъ) для него введенъ особый знакъ:

А не есть множитель (такъ что на него отнюдь нельзя сократить 
дробь); А является знакомъ, заненяющимъ слова: «разность двухъ 
величинъ»; А# играетъ роль одной буквы.

Далее, часто, вместо длиннаго перюда: «результата, который по
лучается изъ выражешя А, когда въ этомъ выраженш, после выпол- 
нешя всехъ действ1й, одну изъ величинъ, въ него входящихъ, на- 
примеръ h, принимаютъ равной нулю»...

Пишутъ просто:
{^•}л =  о

При такомъ обозначеши то, что получится изъ нашего отношешя 
Ау *, когда Ах получается равнымъ нулю, представится въ такомъ
виде-.

......................................  • • (3)

Вместо этого выражешя пишутъ просто:
dy
dx

1 ^ 1

М д

(4)
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При этомъ то. что было сказано относительно буквы, Д относится 
и къ букве cl; нужно, однако, заметить, что мы пока еще не дали 
опредгЬлешя символовъ dx и dy, взятыхъ въ отдельности; мы знаемъ 
пока только смыслъ всего выражаетъ (4). ,

Последнее выражете лучше читать: «dy по dx*, чемъ «dy на dx», 
ибо тутъ собственно не идетъ речь объ обыкновенномъ делен!и.

Это отношеше называется производной ка по ж-су.
Итакъ, для производной мы имеемъ следующее определете:
Производной у-ка по ж-су, что обозначается знакомъ d y  

d x  ?
мы назовемъ р езу л ьтату  который получается изъ отно-

А уш ен1я -т̂ -, когда мы въ этомъ отнош енш  приращ ен1е неза-
висимаго переменнаго Дж полагаемъ равными нулю.

Предполагается, что при этомъ въ результате получается нечто 
определенное.

Въ каждомъ отдельномъ случае мы будемъ убеждаться въ томъ, 
выполнено-ли последнее услов1е; подробное изследоваше техъ усло- 
в1й, которыя для этого необходимы въ общихъ случаяхъ, — есть 
предметъ спещальныхъ лекщй для математиковъ спещалистовъ.

При такихъ, введенныхъ нами, обозначешяхъ мы можемъ теперь 
такъ резюмировать результаты нашихъ прежнихъ изследоватй 
(§§ 5 и 12):

Скорость прямолинейнаго движен1я точки равна произ
водной пути по времени.

Если уравнеш е лиш и въ прям оугдльны хъ прянолиней- 
ныхъ координатахъ есть у =  /  (ж), то п р о и з в о д н а я ^  равна

а ос
тангенсу угла, который касательн ая  въ точке (ж, у) соста- 
вляетъ  съ осью ж-совъ.

Вместо того, чтобы говорить: «составить производную функцш 
у по ж» говорится просто: «дифференцировать у по х*.

Итакъ, задача дифференщальнаго исчислешя заключается въ 
томъ, чтобы продифференцировать данную функцш. При этомъ въ 
началахъ дифференщальнаго исчислешя, которыя и представляютъ 
предметъ настоящихъ лекщй, мы занимаемся только теми функщями, 
которыми приписываемъ назваше «элементарныхъ» и съ которыми 
мы встречались уже въ средней школе въ курсахъ алгебры и гео- 
метрш (включая и тригонометрш).

Идея реш етя задачи на дифференцировате нами уже известна: 
мы должны составить отношеше приращешй, преобразовать это отно- 
ш ете и въ преобразованномъ результате положить Дж =  О.

, Чтобы показать, какъ такой процессъ делается въ техъ случаяхъ, 
когда функщя ймеетъ несколько более сложный видъ, чемъ раньше
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разобранные нами примеры, возьмемъ функщю:

у =  ] /  1 ч -  ж2

Тогда отношеше приращен® будетъ:

f  (ж ч- 7г.) — f  ( ж )   | / 1 ч- (х ч- h) 2 —  ] / 1  ч- х2

I  " "
Мы знаемъ изъ элементарнаго курса алгебры, какъ освобождаются 

отъ радикаловъ въ знаменателе; тутъ мы освободимся отъ радика- 
ловъ въ числителе; для этого только умножимъ и числителя и зна- 

- менателя дроби на сопряженнаго множителя:

] /Г ч -  (ж  ч- h f  +• V 1 -+- X2
отъ чего вся дробь не изменится.

Тогда въ числителе мы получимъ:

[1  ч- ( хч- 7г)2] — (1 ч- ж2) =  2 ч - 7г.2

а наша дробь приметъ видъ:

/  (х ч- К) — /  (ж)
h

2 hx ч- h2

7г. { ] / 1  ч - (ж  ч- 7г)2 ч-1/ l (Г }
Сокращая дробь на 7г., получимъ: 

/  (ж ч - 7г) — f  (ж) 2ж 4 -  7г.
h ]/1 ч-(жч-71)2 ч- Vх! Ж2

Полагая 1г — О, мы получимъ:

dy х
dx " V i X

Мы справились, такимъ образомъ, съ нашей задачей, правда, не 
безъ н'бкотораго, хотя и очень простого, искусственнаго npieMa. Но 
уже и изъ этого примера видно, что для сложныхъ прим'Ьровъ нельзя 
рекомендовать этого способа. Мы поэтому выберемъ въ дальнМшемъ 
следующ® путь: мы разъ навсегда найдемъ производныя простыхъ 
и часто встречающихся функц®, а эти формулы всегда будемъ 
иметь при себе готовыми; а затемъ мы найдемъ правила, которыя 
намъ позволять дифферендироваше сложной функц® свести на диф- 
ференцироваше техъ простейшихъ, изъ которыхъ она составлена.

Причемъ въ вопросе о большей или меньшей простоте функщй 
мы будемъ руководствоваться математическими, а не естественно
научными точками зрешя. Такъ что вопросы о приложешяхъ нашихъ 
результатовъ мы оставимъ на время въ стороне и подчинимся матема
тическому требовашю постепеннаго перехода отъ легкаго къ трудному.
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Весьма полезно будетъ ввести некоторую классификацш при изуче- 
нш различныхъ функщй, что и составитъ предмета следующей главы.

Г Л А В А  I I

Дифференцирование ращональныхъ функцш.

§ 14. Ращональныя функцш.
Простейшими законами, выражающими зависимость между пере

менными являются те, которые даюта возможность вычислить зна- 
nenie одной переменной по значент'другой при помощи четырехъ 
основныхъ действШ. Дадимъ такое определеше:

у назы ваю тъ  рациональной ф ункщ ей если значеш е , 
соответствую щ ее любому значеш ю  х, можетъ быть получено 
изъ х  и некоторы хъ  постоянны хъ посредствомъ конечнаго 
числа сложеш й, вы читаш й, умножеш й и делеш й; при чемъ 
эти д ей ств 1я не зави сятъ  отъ значеш я х.

Добавлен1е «конечное число» необходимо, такъ какъ далее намъ 
придется выполнять или по крайней мере представлять себе выпол
ненными безчисленное множество такихъ операщй; но функцш, по
лучающаяся такимъ образомъ, мы уже не называемъ ращональными.

Поетоянныя, упоминаемыя въ определенш, могутъ быть выра
жены или определенными числами, или буквами, которымъ следуета 
приписывать всегда одно и то же значеше независимо отъ значешя х.

I

НапримгЬръ, х 4, ах -+- Ь,
(6# --{-7) {Ъх — 4), хг (т. е. ххх) .

также, .какъ и
1 — х2
1 Н- X2

ращональныя функцш х.
Ращональныя функщй въ свою очередь мы разбиваемъ на цЬлыя 

и дробныя. А именно, ращональная функцш называется цЗзлой, если 
для образован]'я ея не приходится делить на выражеше, заключаю
щее х. Определеше можно формулировать такъ:

»

у назы ваю тъ целой ращ ональной ф ункЩ ейж или просто 
многочленомъ (полиномомъ) относительно х , если значеш е 
у, соответствую щ ее любому зн ач ен ш  х, можетъ быть по
лучено и зъ  х  и определенны хъ постоянны хъ посредствомъ

i

конечнаго числа сложеш й, вы читаш й, умножеш й и деле
ш й, причемъ эти д ей ств 1я не зависятъ  отъ зн ач еш я  х.
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СлГздуетъ заметить, что д,Ьлен1е на постоянную есть умножение 
на обратную величину, т. е. на постоянную. Поэтому мы можемъ,

О

ОС оса
не впадая въ противорЗше съ определешемъ, считать, напр., g -+- у—

' *—i

целой ращональной функцией х .Функщю можно назвать целой, 
если только самое х не входить въ знаменатель.

По раскрытии всЬхъ скобокъ (выполненш вс'Ьхъ перемножен!й, 
указанныхъ скобками) и соединенна всйхъ членовъ, заключающихъ 
одинаковыя степени х, рациональная целая функщя х  принимаетъ видъ:

а0 -+- atx  -+- а2ж2 -+- . . .  . ч- а„_х хп~1 -+- ипхп .

Черезъ а здесь обозначены постоянный или выражешя, состав- 
ленныя какимъ-нибудь образомъ изъ постоянныхъ, т. е. ’опять таки 
постоянный. Степенью  или порядком ъ данной ц6 лой функцш 
называется высш!й показатель степени при х. Иногда называютъ 
цГзлыя функц!и первой, второй и третьей степени соответственно 
линейной, квадратной и кубической функщей. Постоянные множи
тели при отдельныхъ степеняхъ х  называются коэффиц!ентами, 
а членъ, не содержаний х ,— абсолю тны м ъ (свободнымъ) членомъ.

НецгЬлая ращональная функц!я, т. е. такая, для образовашя ко- 
торой нужно применить делешя на х  или на выражешя, содержания 
х, называется дробной. Всякую дробную рац!ональную функцию 
можно посредствомъ подходящихъ преобразований представить въ 
виде частнаго двухъ целыхъ рац!ональныхъ функц!й; впрочемъ, не 
следуетъ думать, чтобы такое преобразование было всегда необхо
димо или даже целесообразно.

§ 15. Дифференцирование степени съ целымъ рац1ональнымъ по- 
казателемъ.

\

В спом огательная теорем а алгебры:

ат ~ 1 ат ~ 2 Ъ -+- ат~г Ъ2
*

аЪт~2 -ь  1 . . (1)

Мы уже часто пользовались этой формулой при т =  2 ; можно 
считать ее известной и для т — 3:

— а2 -И- rib -И- b2.

При т — 4она принимаетъ видъ:
а*_ь4
--------г- =  а3 н- а2Ъ -+- rib2 -ь  Ъ3;а — Ь

справедливость ея въ этомъ случае можетъ быть проверена такъ 
называемыми испыташемъ; действительно, помноживъ обе части на
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знаменатель, получаемъ въ правой пасти:

а4 -+- а3Ъ -+- а?Ъ3 -+- аЬ3 — — — — 54;

вей промежутопные плены сокращаются и остается а4 — Ъ*, пто и 
требовалось доказать. Подобнымъ же образомъ можно убедиться въ 
справедливости приведенной формулы для любого цйлаго знанешя т.

___ Я

Для дифференцировашя у =  /  (х)  =  х т, составимъ сначала отно
шеше приращешй:

f  (х -+- /г) — /  (х) _ (х  -4- К)т — х т
h (х ч -  h) — х

Это отношеше по нашей теореме равно

(х -+- h)m~l -+- (х -ь  h)m~2 х ч - ___н- (х -ь  1г) хт~2 -+- хт~г .

Чтобы отсюда получить производную, надо положить h — О, чему 
после произведенныхъ преобразован^ ничто не мешаетъ; при этой 
подстановке каждый членъ второй части обращается въ хw_1; такихъ 
членовъ всего ж, а именно, члены со всевозможными целыми пока
зателями при (х -+- h), начиная съ единицы до (ж — 1 ) и еще членъ, 
не содержаний (ан- i) ;  поэтому, положивъ 1ь =  О, им'Ьемъ ж' слагае- 
мыхъ равныхъ хт~1 и соответственно этому получаемъ первую 
формулу диф ф еренщ альнаго исчислеш я въ виде

clxm
dx тхт~1

Эта формула показываетъ, что для дифференцировашя целой 
степени надо понизить показатель степени на единицу, и приписать 
множителемъ самый показатель степени.

Дадимъ ж некоторый частныя значешя; такъ, для т =  1 , полу
чаемъ:

ах , ч
=  1 ................................ ...  • • 3)dx

Действительно, при т — 1, отношеше
1

(х -+- К) — х
h

всегда равно единице; оно остается равнымъ единице и тогда, когда 
положимъ h =  0.

При » г=  2 имеемъ:

пто согласуется съ результатами, полупенными непосредственно въ
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§ 5 и § 11; при т — 3:

и т. д.
Если возьмемъ у не равньшъ, а только пропорщональнымъ н е

которой цйлой степени х, т. е.

где а — постоянная, то нашъ выводъ остается почти такимъ же. 
Следуетъ взять

f  (х -+- /г) — а (х -л- К)"\
* '

такъ какъ мы условились, что а постоянная, сохраняющая свое зна- 
чете  при всякихъ значешяхъ х, значитъ, а не изменяется при за 
мйне х черезъ х ч- 1ъ. Вынося постоянную за скобку, получаемъ:

Ьу
Дж а (х -+- /г)’" — х

h
т

и отсюда посредствомъ такихъ же выкладокъ, какъ и раньше,

Напримеръ,

тахт~х •

Зж3.

Кривая, ypaBHeHie которой въ прямоугольныхъ координатахъ 
у =  ахт, где т целое положительное число, называется параболой 
(въ пшрокомъ смысле слова). Если т четное, то характеръ этой 
кривой въ общихъ чертахъ такой же, какъ и Апполошевой параболы; 
она поднимается сначала медленнее, а затймъ быстрее, чймъ послед
няя и это отлич1е тймъ значительнее, чймъ больше ш; если т не- 
четное, то для положительныхъ х имеемъ тотъ же результатов, а 
часть кривой, соответствующая отрицательнымъ ж, лежитъ уже не 
во второй, а въ третьей четверти.

§ 16. Дифференцироваше постоянной.
Въ некоторыхъ частныхъ случаяхъ можетъ оказаться, что вели

чина у, которую первоначально считаютъ зависящей отъ другой 
величины х, независима отъ последней, т. е. она постоянная; это 
мы выражаемъ равенствомъ:

у =  а

(Первоначально мы считали понятая «постоянная» и «переменная» 
за противоположныя; теперь же принвмаемъ, что постоянная есть 
частный (очень спещальный) случай переменной). Какъ поступать 
съ дифференцироватемъ въ этихъ случаяхъ?

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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Для реш етя этого вопроса лучше всего вернуться къ соображе- 
шямъ § 5 и § 1 1 . Что значить: «подвижная точка сохраняете постоян
ное положеше»? Это обозначаетъ не что иное, какъ то, что точка 
вообще не перемещается. Очевидно, что въ этомъ случае ея ско
рость равна нулю. Или еще: «какая лишя представлена уравнешемъ 
у =  а?» Ясно, что это уравнен1е линш, все точки которой одина
ково удалены отъ оси абсциссъ, т. е. это прямая, проведенная па
раллельно оси абсциссъ на разстоянш отъ нея. Касательная къ 
прямой есть сама прямая; действительно, прямыя, образующая уголь, 
о которомъ говорилось въ § 1 1 , сливаются въ этомъ случае съ дан
ной прямой и поэтому касательная, которая должна делить этотъ 
уголъ на две части, совпадаетъ съ самой' прямой. Значить, каса
тельная къ нашей Прямой параллельна оси и уголъ между ними ра- 
венъ нулю. На основании этихъ соображений заключаемъ, что про
изводная постоянной равна нулю.

Если мы хотимъ получить этотъ результата аналитически, то 
должны положить /  (ж) =  a, f  ( х h)также равно а, следовательно 
отношете приращешй:

а — а

Такъ какъ это отношете остается равнымъ нулю и тогда когда
/

h =  0 , то и производная равна нулю, что и требовалось доказать.
Выводы этого и предыдущаго параграфа можно объединить въ 

одну формулу. Хотя выражете х° не имеета смысла, если разсма- 
тривать его, какъ степень, т. е. какъ произведете равныхъ сомно
жителей, но уже въ алгебре оказалось полезнымъ ввести символъ х° 
и принимать его равнымъ единице, каково бы ни было х. Если мы 
воспользуемся этимъ обозначетемъ, то правило § 15 въ применены 
къ этому случаю дастъ намъ:

dx°
dx

т. е. правильный результата. Поэтому нета надобности вводить но
вую формулу, а просто можно сказать:

Равенство  (2), выведенное въ § 15 для целаго положи
т е л ь н а я  показателя, остается справедливымъ и для того 
случая, когда показатель равенъ  нулю.

§ 17. Дифференцироваше суммы и разности.
Возьмемъ две катя  либо функцш 9  (ж) и ф (ж), производныя 

которыхъ намъ уже известны, и пусть f (ж) =  9  (ж) -+- ф (ж); мы мо- 
жемъ получить производную отъ /  (ж), зная производныя отъ 9  (ж) 
и ф (ж) следующимъ образомъ. Составимъ сначала отношете при-

Г. Буркгардгь.—Дпфференц. и пптегр. nc'incjcuin. • 4
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ращешй:
f  (х ч- h) — /  (х )    ф (х ч- h) ч - ф (х ч-  h) — ф (ж) — ф (х)

_  -

это можно переписать въ виде:
ср (х ч-- К) — ср (а-) ф (х ч- h) — ф (х )----------------------—I -------------- :------------  •

и h
Положивъ теперь h =  0 , получимъ соответственно нашему усло- 

вш  для каждаго слагаемаго определенный результатъ, а именно

d%> (х)
------------------  -------------------  •

dx dx
Следовательно, и въ сумме, делая h О, получаемъ нечто опре

деленное. Поэтому можемъ высказать следующую теорему:
Е сли  обе ф ун кц ш  ф (х) и ф (х) им ею тъ определенную  

производную , то сумма ихъ и м еетъ  такж е определенную  
производную , которая равна сум м е производны хъ отдель- 
ны хъ слагаем ы хъ:
✓

d (ср (х) -+- ф (х)) _dv (х) йф (х)
dx dx dx

То же самое выражаютъ короче такъ: сумму можно дифференци
ровать почленно.

Если введемъ для (х) и ф (х) обозначешя' и и г\ то можемъ 
написать:

d (ич-v)   die
dx ' dx

dv
dx

Совершенно такимъ же образомъ доказывается, что:
d (и—v) 

dx
dv

. . •

dx
Применяя эти две теоремы несколько разъ подъ-рядъ, мы прихо- 

димъ къ заключенно, что вообще совокупность любого числа чле- 
новъ, соединенныхъ знаками ч - или — , можно дифференцировать 
почленно.

Доказавъ эти теоремы, мы получаемъ возможность составить про
изводную всякой целой ращ ональной  ф ункцш  х  такъ какъ 
такая функщя составлена изъ членовъ вида ах'п, а въ § 15 мы уже 
научились дифференцировать тате  члены.

Примеръ:
у  —  8 х 3 -+- 12х2 ч- 6х ч - 1.

~  — 8 . Зх2 ч -  1 2 .2х ч- 6 -+- 0 =  24х2 ч - 24хч- 6 =  6 (4х2 ч- 4х ч- 1).
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§ 18. Дифференцирование яроизведеюя.
Возьмемъ опять двгЬ функцш <р (ж) и ф (ж), производныя которыхъ 

намъ уже известны, и пусть теперь:
/  (ж) =  ф (ж) ф (ж).

Въ такомъ случай:
/  (ж -ь  h) — /  (ж) — (р ( х  ч- h) Л ( х ч -  h) — 9 (ж) ф (х) .

Если прибавимъ ко второй части и вычтемъ изъ нея у (ж -+- /г) 6  (ж), 
то не изменишь ея величины и поэтому можемъ написать:

/  ( ж  h) — f  ( ж )  _  ?  ^  t ^  Ф (ж  - Ь  й.)
Л

ф(ж)
h

9 (ж -+- /г.) — 9 (ж)
h ф (ж).

Положивъ ЗД'бСЬ h — О, получимъ:

d x
< \ ц  («)

» W - 3 r ф(ж) (л:)
d x

ИЛИ
d  (uv)

d x
и dv

d x
v

du  _______ •
d x  ’

эту теорему можно формулировать такъ: для диф ф еренцировали  
произведеш я надо взять  п р о и зв ед ете  каждаго множителя 
на производную другого и результанты сложить.

Применяя эту теорему нисколько разъ, доказываемъ следующую 
бол-Ье общую теорему:

Для диф ф еренцироваш я произведеш я произвольнаго 
числа множителей надо производную каждаго множителя 
помножить на остальны е множители и результаты  сложить.

Наприм'Ьръ, для трехъ множителей им'Ьемъ:

d  (u v w ) 
d x

uv
div
d x

m v
dv
d x

v w
du
d x

1 du,
U V W  \ ------Г -

u d x
• •

я  вообще:
d  (щ и 2. . . un) 

d x
щ щ . • • 1 du x 1 du  

u L d x
1 du

u 2 d x
•  • *1 .

иn d x )
Если всЬ множители равны между собою, то получаемы

d u n
d x

пи 71— 1
du  
d x  ’

это частный случай другой болгЬе общей формулы, которую мы вы- 
ведемъ впослфцствш.

4*
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При помощи последней формулы можемъ еще разъ разобрать 
примерь, приведенный въ концф § 17:

у — (2ж -+-1 ) 3

%  =  3 (2ж ч - I)3 . (2х -+- Ту,
I

что согласуется съ результатомъ, полученнымъ вышедругимъ путемъ 
Въ качеств^ примера примбнешя выведенной формулы разсмо- 

тримъ еще функцго:
у — (ж3 — 1) (ж3 -+-1 ) =  — 1 .

Если возьмемъ выражете ж6— 1 , то непосредственно получаемъ:

если же возьмемъ видъ (ж3— 1) (ж3 ч - 1), то получимъ первоначально:

1) ч - Зж2 (ж3 — 1),

что по раскрытой скобокъ и соединеши подобныхъ членовъ даетъ 
прежшй результатъ.

§ 19. Дифференцироваше частнаго.
Возьмемъ опять 1

но пусть теперь:

У
Въ такомъ случай:

или /  (ж) = У (ар . 
Ф Й  ’

/  (жЧ- Щ —/  (ж) _  1 (у (жч-й) _  у (ж))
h h ф (ж)] ’

а это выражеше по приведенш къ общему знаменателю обращается въ:
1 у (ж ч- h) 4 (ж) — у (ж) ф (жч-К) 
h ф (ж) ф (ж ч- К)

Мы воспользуемся такъ же, какъ и въ предыдущемъ параграф^, 
искусственнымь пр1емомъ, а именно, въ числителй последней дроби 
прибавимь и вычтемъ членъ у (ж) ф (ж), тогда получимъ:

ф (ж) ф (ж ч- К) Ф О) у (жч-fc)— у (ж) _  _ , . ф (жч-fe) ф (ж)|
h h (

Подстановка h 0 даетъ:
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или
d

1

dx V

V

dii
dx

dv \ 
U ~dx\

1 du
v dx

и dv 
2 dx (о

V

Это равенство можно формулировать такъ: производная дроби 
равняется дроби, числитель которой равенъ разности произведетя 
знаменателя на производную числителя безъ произведешя числи
теля на производную знаменателя, а знаменатель равенъ квадрату 
знаменателя дифференцируемой дроби. Иногда оказывается более 
удобнымъ выражеше, написанное въ формуле (1) последними Знаки 
въ этой формуле легко запомнить,, замйтивъ, что при =  1 должно

du  d u
получиться тождество ~dx~ da'

При и — 1 формула (1) даетъ:

d -
V

dx v
1 dv .
_  ,

dx (2)

еще более частный случай:

d -  х
dx (3)х

§ 20. Линейныя дробныя функцш.
Изъ дробныхъ функщй проще всего те, числитель и знаменатель 

которыхъ линейны (ц’йлыя функцш первой степени); о не им'йютъ
ВИДЪ: а *  н -  р

У = ~;х 8

Ихъ называютъ линейными дробными ф ункщ ям и. Раньше
всего уяснимъ себе изменешя такой функцш, начертивъ ея кривую;

*

причемъ дадимъ постояннымъ не
который определенный значешя, 
напримеръ:

1 — х
У =  т X

. Чтобы начертить кривую по ея 
уравненш, мы сначала вычислимъ 
для выяснешя приблизительной 
формы кривой значешя у, .соответ
ствующая некоторымъ значешямъ 
х, и нанесемъ найденныя точки на чертежъ, пользуясь некоторой 
координатной системой. Эти значешя х  не следуетъ брать близкими 
другъ къ другу, такъ какъ только после ознакомлешя съ характе-
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ромъ кривой можно судить о томъ, въ какихъ областяхъ надо наме
тить больше точекъ. Вообще при выборе частныхъ значешй х мы 
будемъ руководствоваться величиной коэффищентовъ уравнен in, на 
примеръ, въ данномъ случае вычисляемъ и наносимъ на чертежъ 
положеше следующихъ точекъ:

X - = 0 2 4 6

1
1 3 5

у - 3 5 7

Для отрицательныхъ значен!й х находимъ:

6

7■ * 
5

Нанеченныхъ точекъ, какъ видно, еще недостаточно, чтобы вы
чертить кривую въ промежуткахъ между ними; мы можемъ лучше 
судить о виде кривой, если найдемъ производную у по х. 

Применяя правило предыдущего параграфа, получаемы
d y _ 1

dx (1 -н ) 2
{(! -ь  ж) ( (1 — ж) . 1}

Такъ какъ это выражеше остается отрицательнымъ при всехъ 
значешяхъ х, то теперь очевидно, что кривая должна опускаться 
по мере возрасташя х. На основанш этого замечашя можно уже 
довольно хорошо указать видъ кривой между точками х =  — 6 и 
х  =  — 2 , такъ же, какъ и между точками =  2 и 6 , по край
ней мере въ томъ случае, когда дело идетъ о первомъ наброске 
кривой; намъ нетъ надобности вычислять еще каюя-либо точки въ 
этихъ областяхъ. Но если кривая должна все время опускаться, то 
какимъ же образомъ она переходитъ отъ точки — 2 , у =  — 3 
вверхъ къ точке х  =  0 , у —  1? Для этого -необходимо, чтобы она 
претерпевала где-нибудь разрывъ, и поэтому наше изследоваше 
приводить насъ къ вопросу: «всякому ли данному значенда х  соот
ветствуете определенное значеше ? действительно ли мы можемъ 
выполнить действ1я, указанный для получешя у, при любомъ зна- 
чен1и ж?» На это надо заметить следующее: четыре осповныхъ дей
ствия-можно применить ко всякимъ числамъ; всяшя два числа можно 
сложить, вычесть, перемножить и разделить (мы, конечно, считаемъ, 
что дробныя и отрицательный числа уже введены); но есть одно и 
только одно исключеше: нельзя, делить на нуль. Следовательно, 
каждый разъ, когда для образовашя функщи нужно произвести и 
делеше, мы должны убедиться, не придется ли при некоторыхъ
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частныхъ значешяхъ х  делить на нуль. Согласно этому, въ нашемъ 
примере мы должны поставить вопросъ, не обращается ли знамена
тель дроби при некоторыхъ значешяхъ х въ нуль, т. е. мы должны 
решить уравнеше:

х  -н- 1 =  0.

Реш ете его х — — 1 . При этомъ значенш х нельзя выполнить 
дМствШ, необходимыхъ для получешя у. Числитель отличенъ отъ 
нуля, а именно равенъ 2 ; а ведь нельзя подобрать числа , кото
рое, будучи помножено на 0 , давало бы 2 .

Значитъ, на нашей кривой вообще н1зтъ точки, лежащей на ор
динате, соответствующей х  =  — 1 . -

Уравнеше кривой даетъ намъ для х — —  1, кроме этого отрица
тельная результата, однако и нечто положительное.

Въ самомъ деле, дадимъ х  значеше, очень близкое къ ( — 1);
I

тогда знаменатель будетъ очень малы а числитель обратится въ
число, очень мало отличающееся отъ 2 . Следовательно, дробь npi-

%

обрететъ очень большое значеше и притомъ темъ большее, чемъ 
ближе х  к ъ — 1 . Этотъ результата мы выражаемъ такъ: у де
лается безконечно большимъ при — 1 и соответственно 
этому пишемъ:

/ ( -  1) = ° = .
Итакъ, последняя фраза не имеетъ какого либо метафизическая 

смысла, а есть только сокращенное выражеше вместо следующая: 
если х давать значешя очень близюя къ отъ— 1 , то у прюбретаета 
очень болышя значешя; взявъ для а; значешя достаточно близю я 
къ—1 , получимъ для у значешя сколь угодно болышя.

Напр., если бы кто либо пожелалъ получить значеше у не меньше 
1 0 , то можно ему сказать: для этого надо только позаботиться о
томъ, чтобы ж +  1 было по абсолютной величине меньше ^ ; а если
кто этимъ не удовлетворяется и желаета получить у не меньше 1 0 0 0 ,
то и этому требование можно удовлетворить, для чего только надо

1
положить ж+ 1  по абсолютной величине меньше 5^ ;  и т. д.

Теперь остается разобрать еще одинъ вопросъ, а именно: мы уже 
знаемъ, что для значешй х  близкихъ къ — 1 получаются очень 
болытя значешя у, но следуета разсмотреть, будута ли эти значе- 
юя отрицательными или положительными. Для этого положимъ:

X  — . —  1 -4— S,

Разумея подъ е очень малую величину, мы получаемъ:
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Здесь числитель иоложителенъ, знаменатель того же знака, какъ 
е; а следовательно, и дробь имГ.етъ знакъ числа в. Положительное 
значеше е соответствуем точкамъ направо, а отрицательное — точ- 
камъ налево отъ х  =  — 1 . Поэтому мы можемъ, разсматривая зна
чешя х  очень близтя къ — 1 , высказать следующее поможете: при 
значетяхъ х , алгебраически меньшихъ ( — 1), получаются очень 
болышя отрицательный значешя у , напротивъ при болыпихъ 
( — 1), — очень болытя положительныя значения у . То же самое по- 
ложен!е выражаютъ и въ такой форме: наша кривая при приближе
нии х  къ ( — 1) удаляется въ безконечность въ сторону отрицатель- 
ныхъ у-овъ, затемъ перескакиваетъ къ со и опять опускается 
внизъ, причемъ пересекаетъ ось у-овъ въ точке -ь  1 .

Теперь ясно, что для того, чтобы найти видъ кривой въ этой 
области, намъ надо вычислить еще, положимъ, две точки между

Глава II. Дифференцирована ращональныхъ функцш.

Я =  - -  2 И X =  —- 1 и две точки между х — 1 и х  =  0 . По-
лезно также знать поможете одной или двухъ точекъ между х  —  0
Ж X —- 2 . Вычисляемъ ТОЧКИ: «

X =  — 3 5 3 1 1 - 1
2 4 4 2 +  2 _+

у =
у*- Э 9 -+- 7 —1- 3 2

^ 3 0 .

Такъ какъ мы знаемъ, что найденная выше производная всегда 
отрицательна, т. е. возможность колебашй взадъ и впередъ, вверхъ 
и внизъ исключена, то, нанеся эти точки на чертежъ, мы можемъ 
достаточно точно для предварительнаго ознакомлешя вычертить нашу 
кривую въ области между х  =  — 6 и ж =  6 .

Невыясненнымъ еще остается вопросъ о томъ, ^какова форма 
кривой вне этой упомянутой области. Такъ какъ невозможно, давая 
х  все новыя и новыя значешя, вычислять соответствующая г/, то мы 
поставимъ вопросъ въ такой форме.- «какой видъ принимаетъ кривая 
для безконечно болыпихъ значешй ж?» Мы можемъ решить этотъ во
просъ относительно всякой ращональной функцш при помощи сле
дующая npieMa: делимъ числитель и знаменатель на высшую встре
чающуюся степень х; значить, въ данномъ случае на х \ получаемы

х

Если давать х  очень болышя значешя, то -j- прюбретаетъ очень 
малыя значешя; числитель последней дроби будетъ близокъ къ
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( — 1), знаменатель къ -+- 1 ; следовательно, значеше дроби будетъ 
мало отличаться отъ ( — 1) и притомъ тгбмъ меньше, чемъ ж больше. 
Можно сказать, что у сколь угодно мало отличается отъ ( — 1), при 
всЬхъ достаточно болыпихъ значешяхъ х, какъ положительныхъ, 
такъ и отрицательныхъ. Этотъ и только зтотъ смыслъ вкладываютъ 
въ утверждеше: при безконечно больш ихъ у равно ( — 1), и 
записываюсь этотъ результата въ такомъ виде-.

/  (°о) =  — 1-

Такъ какъ значешя у, который мы получили при крайнихъ зна
чения хъ х(для которыхъ мы еще производили вычислешя), хотя
и малы, но все же заметно отличаются отъ ( — 1), то, пожалуй, вы-
числимъ еще два значешя у съ правой и левой стороны отъ на-

• •

меченныхъ уже точекъ; находимъ:

х — — 20 — 10  -ь  10  -н 2 0

_  21 11 9 19
У ~  ~  19 ~ Т  ~  И  ~  21*

Теперь уже найдено достаточно точекъ. Такъ какъ кроме ПОЛО
НЯ/жешя этихъ точекъ мы знаемъ еще, что отрицательно, то можемъ

достаточно хорошо судить о положеши точекъ кривой, лежащихъ на
право и налево отъ разсмотренной области.

Кривая эта называется гиперболой, а обе прямы я — 1 и
у =  — 1 , къ которымъ кривая неограниченно приближается, назы
ваются ассимптотами.

Подобнымъ же образомъ можемъ трактовать всякую линейную 
дробную функшю. Геометрически все эти функцш будутъ пред
ставлены гиперболами; производная любой функщи этого вида со- 
храняета свой знакъ, независимо отъ значешя х, потому что х не 
входитъ въ числитель производной, каковы бы ни были значешя 
коэффищентовъ а, (3, у, 8; действительно:

dy
dx

1
о) 2

\
\(''{X -ь о)

(уж-ч-З)5 {('(Я -+- 8) а —  («ж -Ь  Р) у}
ао
(уж ч- 8)2

§ 21. Дифференцировате степени съ ц4лымъ отрицательнымъ по- 
казателемъ.

Если придерживаться первоначальнаго определешя степени, какъ 
произведешя п равныхъ сомножителей, то выражеше х~п при поло- 
жительномъ п не цмеетъ смысла, такъ какъ нельзя говорить о (—и)
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множителяхъ: но уже въ алгебре оказалось полезнымъ символомъ 
'  1

х ~ п обозначать величину — . Можно показать, хотя это и не всегда
ОС

делается при элементарномъ изложенш, что все алгебраичесюя пра
вила, выведенный для степеней съ целыми положительными пока
зателями, справедливы и для степеней съ целыми отрицательными 
показателями. Вопросъ о томъ, относится ли то яге самое и къ фор
муле дифференцирован!я, выведенной въ § 15, не можетъ быть рй- 
шенъ a priori; само по свой это не очевидно, а выводъ, сделанный 
нами для положительныхъ показателей, не можетъ быть непосред
ственно распространенъ на случай дробныхъ показателей.

Можно однако при помощи теоремы § 19 показать, что та же са
мая формула справедлива и для цйлаго отрицательнаго показателя; 
а именно:

cl ^
х п 1 d x n п х п~ 1 пш

clx x ln d x  х 1п ж’,н' 1
Пользуясь приведеннымъ обозначешемъ, можемъ последнее вы- 

paжeнie переписать въ виде:

Эта формула получается изъ формулы § 15 заменой п на (—?г); 
поэтому нйтъ надобности вводить новыя правила для дифференци- 
ровашя степени съ цйлымъ отрицательнымъ показателемъ, и мы 
лучше просто скажемъ:

П равило д и ф ф ерен ц и роваш я степени, вы веденное въ 
§ 15, годится и для степеней  съ ц елы м и  отри ц ательн ы м ъ  
показателем ъ.

Точно также правило § 19, относящееся къ дифференцированно 
степени какой-нибудь функцш отъ х, оказывается справедливыми и 
для случая отрицательныхъ показателей. Действительно:

d — ■
ап 1 dun imn~l du n du

— - * '  ~  _ *  *  _ — ■ 1    •

dx u2n dx u2n dx un~Kl dx ’
вместо этого можемъ написать:

Напримеръ:
d 1
dx (1 —ж2)3

ЗдФсь можно сделать замечаше, которое оказывается очень по-
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лезньшъ въ практическихъ примерахъ, такъ какъ даетъ возмож
ность избежать лишнихъ вычислешй.

При помощи вышеупомянутого обозначешя можно каждую дробь
, знаменатель который есть степень, переписать въ виде и

дифференцировать, какъ произведете. Если дифференцировать это 
выражеше,, какъ дробь, то получимъ:

d и
V

П
clx

1 ( n du---  \ V ---
v 2n [ clx

nuvп_ 1 &v\
d x j v

,  *
1 j du
54-1 [г d x

d v \
7lU d x  j  ;

дифференцируя же его, какъ произведете, им'бмъ:

d u v~ п
d x

nuv —п—1 dv
clx

V
—Пdu

d x

На данномъ примере видно, что при первомъ способа въ числи
теле и знаменателе появляется лишшй множитель, на который 
дробь сокращается; при второмъ способе сразу получается простейппй 
результатъ, и поэтому удобнее пользоваться последнимъ способомъ.

Г Л А В А  III.

ифференцирован1е ирращональныхъ функцш.

§ 22. Обратный функщи и ихъ дифференцироваше.
Уже въ § 13 мы обратили внимаше на то, что большею частью 

не самая сущность вопроса требуетъ разделешя переменныхъ на 
независимую х  и зависимую у, это разделеше вводится нами только для 
более удобнаго трактовашя вопроса. Обыкновенно дело обстоитъ такъ: 
первоначально просто задана некоторая зависимость между перемен
ными, какъ напримеръ, зависимость между упругостью и объемомъ опре
деленной массы газа при постоянной температуре въ виде равенства:

pv =  const-,

затемъ уже мы, решивъ такое уравнеше, находимъ выражеше одной 
переменной при помощи другой. Но мы можемъ очень часто такъ же 
легко выразить вторую переменную черезъ первую; въ данномъ при
мере мы можемъ сказать: чтобы сжать данную массу газа до опре- 
деленнаго объема, надо произвести давлеше обратно-пропорщональное 
требуемому объему; или вместо этого: объемъ, который занимаетъ 
данная масса газа, обратно пропорщоналенъ давленпо, подъ которымъ 
газъ находится.
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Вышеупомянутое разсуждеше им'Ьетъ общш характеръ. Если за
дана функщя у — f(х), то въ очень многихъ случаяхъ можно, ргЬ- 
шивъ это ypaBHeHie, выразить х  въ видй функщй отъ

% — 9
Функцш f  и ср называются обратными. 
Напримйръ, для функщй

У а х: а х :  —; х г: х 3\ х 10 X

обратными служить слйдуклщя:
у  ̂ 3 _

Vу\ logх

Теперь мы задаемся такимъ вопросомъ: «какимъ образомъ,
зная производную некоторой функцш, найти производную обратной

функщй?» О возможности такой задачи 
вообще можно заключить на основанш 
геометрическихъ представлений, приве- 
денныхъ въ § 1 1 ; тамъ мы указали за
висимость между производной по 
и угломъ наклонешя касательной къ 
оси х  (этотъ уголъ былъ обозначенъ
черезъ а): ■£■ есть тангенсъ этого угла.

Черт. 18. Совершенно такъ же
угла (3, образуемаго касательною съ осью у-въ:

dx
d y

есть тангенсъ

Но уголъ между осями координатъ прямой, такъ что:

и поэтому:

т. е.

a - t -  р =

tg В =  ctg а =  ——: * r у tg а '

d x_ 1

dy dy 
dx

Следовало бы еще решить, всегда ли при этомъ получается дол
жный знакъ; но мы оставимъ этотъ вопроеъ, потому что выведемъ 
формулу (2) кромИ этого еще аналитически. Съ этой пфлью разсма- 
триваемъ отношен1я приращешй:

ду _  У2 —  Ух Дя __ —  gi
Ах х 2 — х г ’ Ду у3 — у\
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Здесь хх и ух, такъ же, какъ х 2 и у2,—соответствующая значешя 
перем'Ьнныхъ; поэтому мы, зная, что эти буквы имеютъ одно и то 
же значеше въ обоихъ равенствахъ, можемъ заключить, что

А х_
А у' Ах

Чтобы теперь отъ отношешй приращешй перейти къ производ- 
нымъ надо положить въ правой части =  0, а въ левой Ау =  0; мо- 
жетъ показаться, что мы делаемъ различным подстановки въ каждой 
части; но это не такъ; ведь, при Ах =  0, Ау также обращается въ 
нуль и наоборотъ, по крайней мере въ техъ функщяхъ, которыми 
мы теперь занимаемся; следовательно, безразлично, которую изъ 
этихъ двухъ подстановокъ сделать; а выполнивъ ихъ, мы снова по- 
лучаемъ равенство (2), но теперь уже не сомневаемся более въ пра
вильности знаковъ.

Применеше этой теоремы къ первымъ тремъ функщямъ не даетъ 
новыхъ результатовъ, но мы можемъ проверить ея справедливость 
на этихъ трехъ примерахъ, пользуясь известными уже правилами:

dy II V—* V» 
• II dxУ — а I /У* ^

’ dx = y - -a , d y -  ■
dy У dx 1

У = ax, -f- =  dx r a; x =■ a ’ dy a

1 cly 1 i dx л 2 1
У = х  5 d x _  X 2 ’ x — - ,  

У dy
—  x  =  —

f
Напротивъ того, прилагая теорему къ четвертому и пятому при- 

мерамъ, получимъ новым формулы; но мы изследуемъ этотъ вопросъ 
въ более общемъ виде.

§ 23. Дифференцирование корня
Если

н степени съ любымъ показатедемъ.
«/-У х,

Следовательно:

и поэтому на основания теоремы § 2 2 :
cly  1
/7 /у> уь— 1ал, Пу

Такимъ образомъ здесь производная по выражена черезъ у, 
а не черезъ х, какъ во всехъ вышеразобранныхъ вопросахъ. Соб- •
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ственно, мы можемъ удовлетвориться этимъ р'Ьшешемъ; ведь, когда 
намъ нужно найти производную у по при опред1-.ленномъ значе- 
нш х, то большею частью намъ нужно также знать соответствующее 
значеше у, поэтому вычислять его все равно придется, а найдя его,
мы можемъ воспользоваться имъ для вычислешя значешя производ-

\

ной. Если, наприм'Ьръ, хотимъ построить касательную къ кривой въ 
некоторой точке, то нужно раньше найти самую точку; значитъ, въ 
конце концовъ, намъ безразлично, приходится ли вычислять напра- 
влеше касательной по ординате или абсциссе точки. Точно также, 
если требуется найти скорость въ некоторое время, то естественно 
разыскать положеше точки въ этотъ моментъ, поэтому мы не при- 
даемъ существеннаго значешя тому, выражаютъ ли наши формулы 
скорость въ данный моментъ или скорость въ данной точке. Все же 
мы предпочитаемъ, если это возможно, выражать производную черезъ 
независимую переменную. Въ разсматриваемомъ случае это можно 
сделать: для этого надо только заменить у въ формуле (2 ) его вы- 
ражешемъ, взятымъ изъ равенства (1). тогда получаемъ:

Напримеръ:

1

3\/х*
Далее, если дано: 

то, положивъ:

мы на основанш формулы (2 ) § 18, получаемъ:

*1~Ч| __ dy т dU уЕсли подставить въ ̂  выражеше, полученное для т- и заменить и 
черезъ у х ,  то можно написать:

п /

т—п
I

Следуетъ обратить вниман!е на то, что формула § 18, которой 
мы воспользовались при этомъ выводе, справедлива и для отрица-

I
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тельныхъ показателей от; следовательно, то же самое относится и къ 
только что полученной формуле.

п_ т
Уже въ алгебре обозначаютъ у хт черезъ аГ», хотя последнее вы- 

ражете по первоначальному определенно степени и не имеетъ смысла.
Применяя это обозначеше, можно переписать формулу (4) такимъ 

образомъ:
т - т —п т

dxn т п т ~п~
— =  — х =  — х ах п п

Если писать нашу формулу въ такомъ вид'б, то она можетъ быть 
получена изъ формулы (2 ) § 15 посредствомъ замены т черезъ
*)1Ъ—; отсюда следуетъ, что последняя (формула § 15) верна также и
для дробныхъ (положительныхъ и отрицательныхъ) показателей. По
этому намъ не нужно новой формулы для дифференцировашя корня; 
вместо этого, мы просто можемъ заметить, что правило дифферен
цироваш я степени, приведенное въ § 15, годится и въ томъ 
случае , когда показатель степени число дробное.

Можно еще прибавить:
Ж въ томъ случае, когда показатель — дробное отрица

тельное число.
Последнее потому, что отрицательное число можно разсматривать, 

какъ дробь, числитель которой отрицателенъ, а знаменатель поло- 
жителенъ; а нашъ выводъ пригоденъ и для отрицательнаго числителя. 

Примеръ:

d\/ х'6 
dx

3
dx
dx

3 i
=  2 * =“  2

3
d}/ х2 dx 2 _ 1 9

dx dx 1CO
1

Изъ функщй, которыя мы разсматривали въ этомъ параграфе, 
намъ нетъ надобности геометрически интепретировать те, которыя 
получаются, если от =  1 , потому что это функщй обратный функщямъ 
у — хп; а о геометрическомъ представленш последнихъ мы уже

п_
говорили. Чтобы получить кривую у =  ]/х, когда дана кривая у =  хп, 
надо только повернуть систему координата на 90° и изменить поло
жительное направлеше одной изъ осей на отрицательное. Изъ осталь-

О
О ______

ныхъ кривыхъ мы здесь остановимся только на кривой у =  V х 2 , 
которая носить назваше нолукубической параболы или параболы 
Нейля. Одинаковымъ численнымъ значешямъ х (отличающимся



только знакомъ другъ отъ друга) соответствуют на этой кривой 
одинаковый значешя у. Производная имеетъ тгЬыъ большее значе- 
ше, ч’Ьмъ меньше по абсолютной величине ж; при =  0 производ
ная становится (какъ принято говорить) безконечно большой, т. е.
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общая касательная къ двумъ в'Ьтвямъ кривой въ начале координатъ 
образуетъ прямой уголъ съ осью ж-овъ, или, что то же самое, совпа- 
даетъ съ осью у-овъ; об'Ь ветви сходятся въ начале координатъ, 
образуя такъ называемую точку возврата.

§ 24. Дифференцироваше функцш отъ функцш.
'В ъ  § 18 мы уже разсматривали тотъ случай, когда у было сте

пенью не самого х, а некоторой величины и, . которая въ свою оче
редь находилась въ какой-нибудь зависимости отъ х. Теперь мы 
обобщимъ найденную выше формулу, считая, что у не есть какъ 
разъ степень и, а просто зависитъ какъ-нибудь отъ и. Следовательно, 
мы считаемъ, что у есть функция м, причемъ и есть функщя х \  въ 
этомъ случае мы просто будемъ говорить, что есть ф у н к щ я  отъ 
ф у н кц ш  х. Разсматривая функцш такого рода, можемъ отношеше

I

заменить тождественно черезъ:
Д уД 
Дм Дж

(ибо на Дм можно сократить).
Если и есть функщя одного изъ видовъ, которыми мы вообще 

здесь занимаемся, то полагая Дж =  0, мы должны считать, что и Дм 
обращается при этомъ въ нуль. Если у такая функщя отъ и, и и
такая функщя отъ х, которыя можно дифференцировать (имеютъ

/

определенную производную), то оба отношешя последняго выраже-
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шя обращаются въ соответствующая производныя, и мы получаемъ 
формулу для дифференцировашя функщи отъ функцш въ следую- 
щемъ виде:

d y  d y  d u
d x  du  d x

§ 25. ДИФФЕРЕНЦИРОВАШЕ ФУНКЦ1И ОТЪ ФУНКЦ1Я.

Эта формула, какъ и ранее полученный формулы, во-первыхъ, 
показываетъ, что при упомянутыхъ допущешяхъ получается опре
деленный результата и во-вторыхъ, она даетъ самый результата.

Если возьмемъ у  =  и п, то =  пип~ 1, и мы снова получаемъ фор
мулу, приведенную уже въ § 18 (2).

Примеръ: пусть требуется продифференцировать

тогда положимъ:
У V I — Xs,

получаемъ:
--  J/ и , и  =  1 — Х 2\

и 1 du, — — — 2хщ .

и следовательно:
du 2Уй ’ dx

d y _ —-
d x  V 1 — ж2

Изъ этого результата можно вывести известную геометрическую 
теорему: касательная къ окружности перпендикулярна къ pafliycy. 
проведенному черезъ точку касашя.

Применяя этотъ методъ несколько разъ подъ-рядъ, можно диф
ференцировать и более сложныя функщи. Если, напринеръ, пред
ложена функщя:

У V 1 — 1 / 1 X
гогда сл'бдуетъ положить:

У ]/ и, и — 1 -"  v, V  — : 1/  Wy W  —

получаемъ последовательно:
dw 2x,dx

• dv dv dw _ — X

dx dw dx ] /  IV ’
du dv

•

X

•
dx dx У w ’

dy _ dy du X X

dx du dx ’ 21/ и ]/ w 2 ] / l — х 2У  1

х

V'i X
Г, Буркгардтъ.—Дпфференц. н пнтегр. псчпслешя. 5
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Такимъ образомъ можно трактовать всякую функцно, которая 
получается изъ х и постоянныхъ посредствомъ конечнаго числа 
сложений, вычитатй, умножений, дйлетй и извлечетй корня. Прежде 
эти функцш называли обыкновенно алгебраическими функщями, но 
теперь этотъ терминъ употребляется въ болйе широкомъ смысле.

Г Л А В А  IV.

Элементы интегральнаго исчислешя.

§ 25. Задачи интегральнаго исчислешя.
Уже въ § 3 было указано, что интегральное исчислеше зани

мается задачами, въ которыхъ требуется по частичному дййствда 
заключить о дМствш ц'Ьлаго. Напримйръ: найти притяжеше тЬла, 
зная законы притяжешя отдельной матер1альной частицы; найти 
разстояше, пройденное точкой въ некоторое время, зная скорость ея 
движешя; найти количество веществъ, получившихся при некоторой 
реакцш за известный промежутокъ времени, зная скорость реакцш. 
Задачи этого рода можно на основания введенныхъ нами определе
н а  формулировать такъ: требуется найти функцш по данному для 
ея прбизводной выражению.

ПростМппй случай тотъ, что въ выражеше производной входитъ 
только независимая переменная х и совсймъ не входитъ зависимая 
переменная у\ только на этомъ случае мы и остановимся въ этой 
главе.

На простомъ примере мы покажемъ, какъ можно приступать къ 
задачамъ такого рода, даже не зная ничего о дифференщальномъ 
исчиеленш. Пусть точка перемещается изъ некотораго положетя 
s =  0 со скоростью, которая въ каждый данный моментъ пропор- 
цюнальна времени, протекшему отъ начала движешя, т. е. равна gt.

Здесь черезъ д обозначена постоянная, причемъ мы можемъ, но 
не должны, считать ее равной ускорению отъ силы тяжести ((/=980); 
требуется найти, где точка находится въ данное время?

Мы можемъ подойти къ решенш этой задачи такимъ образомъ: 
въ течете первой секунды скорость точки была не меньше нуля и 

не больше д; значить, пройденный путь 
но меньшей мере =  О 
по большей мере =  д см.
Точно также путь, пройденный въ течете второй секунды: 

по меньшей мере =  д, по большей мере =  2 
въ течете третьей секунды:



§ 25. Задачи интегральнаго исчислены. 67

по меньшей мере =  2д, по большей мере 3 и т. д.; вообще путь, 
пройденный въ течете t-ой секунды по меньшей мере =  — 1) д,
по большей мере =  1д. Итакъ, путь, пройденный въ первыя t се- 
кундъ

не менее (0  +  1 +  2 н- ... +  (<— 1))
\

и не более (1 +  2 +  3 +  ... +  г) ^ см.

Теперь мы должны решить ариеметическую задачу, а именно, 
найти сумму натуральнаго ряда чиселъ отъ 0 до t. Для этого скла- 
дываемъ первый членъ суммы съ послйднимъ, второй съ предпо- 
слйднимъ и т. д., тогда мы получимъ:

t =  t 1

t
t

t +- 1 ,
2 =  1+ 1 ...

tЕсли t число четное, то такихъ паръ окажется какъ разъ и
вся сумма будетъ равна:

h* о
t ( t - i - i )

если же t
Hit членъ равный

нечетное, то паръ будетъ
г ч-1

i — 1
9 и еще отдельный сред- 

; следовательно, сумма въ этомъ случае равна:

t
- ( * - И )  *

t 1
9 9 {* lb

а это выражете опять таки равно:

t(t  ч- 1)
— 1 •

2

Итакъ, сумма первыхъ t чиселъ натуральнаго ряда всегда равна:

независимо отъ того, четное t или нечетное.
Применяя этотъ результатъ къ нашей задача, мы видимъ, что

. N

путь, пройденный точкой въ первыя t секундъ, равенъ: 
по меньшей м'Ьр'Ь:

(t — 1 ) tg _  gt2 gt
2 2 2 !

по большей мере:
ttj-h -l)  g 2 gt 

2 2 2

5*
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Отсюда можемъ вывести такое заключение: если мы скажемъ, что
»

этотъ путь содержитъ ровно:

то сделаемъ ошибку не больше, ч'Ьмъ Дсм., т. е. равную по боль
шей мере t-ой части значен!я, принятаго нами за длину пути.

Если полученная точность достаточна для насъ, то вопросъ ре- 
шенъ; если мы не удовлетворяемся ею, то им’Ьемъ возможность по
лучить большую точность; для этого надо проследить движете бо
лее подробно, по более мелкимъ частямъ, такъ сказать, микроско
пически.

Разбирая движете черезъ каждую n-ую часть секунды, мы ви- 
димъ, что въ первую п-ую часть секунды скорость была по мень
шей мере 0 , по большей мере см. въ секунду; следовательно, путь, 
пройденный въ первую n-ую часть секунды, равенъ:

по меньшей мере 0 , по большей мере см. *).7Ъ
Такимъ же образомъ, путь, пройденный во вторую n-ую часть 

секунды, равенъ по меньшей мере Д ;, по большей мере Щ , см. и 
т. д.; наконедъ, путь, пройденный въ (nt')-yio по счету часть се-

9

кунды равненъ: 
по меньшей мере

по большей мере

9 (nt — 1) nt 1
Cl

1 gt
п2 1 2 2 2 n 5

9 nt (nt - 1)_ _ gt2 , 9 *  .
п2 2 2 2 n

Мы видимъ такимъ образомъ, что путь, пройденный въ перыя t 
секундъ, отличается отъ значешя (1) наверно не более, чемъ на
~ ; а такъ какъ число п можно взять сколь угодно большимъ, то
2п oi2заключаемъ, что путь вообще не можетъ не быть равнымъ • Если
бы кто либо вздумалъ утверждать, что пройденный путь отличается 
отъ последняго значешя на некоторую величину е, то мы можемъ 
опровергнуть это утв'ерждеше, взявъ п столь большимъ, чтобы было
удовлетворено неравенство gt

2 п <С £•

*) Если бы точка перемещалась со скоростью — , то разстояше, пройден*
а п

ное въ 'течете одной секунды, было бы равно — см.; а следовательно, раз-
 ̂ п - g i gстояше пройденное въ я-ую часть секунды, было бы равно — . — =  ~

7 Ь  7 1

Примгъч. переводчика.

см.
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Вышеизложенньшъ способомъ Галилей еще до установки прин- 
циповъ дифференщальнаго исчислешя трактовалъ законы падешя; 
и уже въ древности Архимедъ вьшислилъ площадь, заключенную 
между ветвями параболы, способомъ, не отличающимся по существу 
отъ вышеуказаннаго.

, Не трудно усмотреть, что нужно, чтобы можно было идти тГмъ 
же путемъ дальше и решать более сложныя задачи; для этого мы 
должны, если дана функщя f(t),  раньше всего получить формулу 
суммировашя, т. е. должны постараться представить въ удобномъ 
виде сумму:

5

и затЬмъ следовать, что делается съ --  когда п неограниченно
возрастаетъ. Однако уже первая часть задачи представляетъ значи
тельный трудности; для f  (t) =  if2, if3, t* выражеше суммы еще до
вольно простое, но для степеней съ болыпимъ показателемъ при t 
оно значительно усложняется, а для другихъ функщй задача стано
вится еще более трудной.

Но ведь намъ нГтъ надобности идти по этому пути. Действи
тельно, требуется только найти функщю, производная которой по t 
равна gt-, а такую функщю мы уже знаемъ изъ дифференщальнаго
исчислешя, производная отъ Дг равна gt. Посмотримъ: обратимо ли
это положеше и имйемъ ли мы право заключить, что, если произ
водная некоторой функщй равна gt, то сама функщя равна, непре
менно, ■§- д№

§ 26. Неопределенность задачъ такого рода. Постоянная интегри
рования.

Очевидно, что такого заключешя делать нельзя. Ведь ^ 9^  не
единственная функщя, производная которой равна ту же самую
производную имеютъ функщй ^  gt2-+- 1 , — 3 и вообще i  2 -+-
С, гдгЬ С обознчаетъ постоянную независящую отъ t. Эта постоян
ная отпадаетъ при дифференцироваши (производная постоянной 
равна нулю). Мы можемъ высказать вообще, что задачи инте- 
гральн аго  исчислен in въ томъ виде, какъ оне формулированы 
въ § 25, по самому сущ еству своему неопределенны ; данное 
выражете производной не вполне определяетъ исходную (первооб
разную) функщю. Это легко усмотреть также изъ механическихъ и 
геометрическихъ представлешй: въ самомъ деле, если нащ> известна 
только скорость, съ которой точка движется въ течете нгЬкотораго
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промежутка времени, то мы никоимъ образомъ на основанш только 
этого даннаго не можемъ решить, где находится точка, если намъ 
не дано положешя точки въ начальный *) или вообще въ какой- 
нибудь моментъ времени, точно также, зная направлеше касательной
къ некоторой кривой при любомъ х, мы можемъ найти видъ и форму 
этой кривой, но не можемъ определить ея положешя потому, что 
отъ перемйщешя ея параллельно оси овъ наклонеше касательныхъ 
для отдельныхъ значешй х  не изменяется. Итакъ:

И н тегр и р о ваю е  данной ф у н к ц ш  не вп о л н е  оп ределен 
ная задача; д ан н ая  производная  о п р ед ел яетъ  не одну, а 
сколько  угодно функпдй, отличаю щ ихся другъ  отъ друга 
только на постоянную  величину .

Эта постоянная, которой никогда не следуетъ забывать, носитъ
назваше п роизвольной  постоянной  и н тегри роваш я.

На основанш соображешй, которыя будутъ приведены далее, ин- 
тегралъ данной функцш / ,  т. е. функцш F, производная которой 
равна / ,  обозначаютъ знакомъ:

Значитъ, мы можемъ дать следующее определеше «неопределен- 
наго интеграла»:

Когда въ приложешяхъ анализа встречаются задачи интегриро- 
вашя вроде указанныхъ выше, то всегда сущеетвуютъ еще вспо
могательный условщ, по которымъ является возможность въ каждомъ 
частномъ случае определить постоянную; въ задачахъ механики это 
обыкновенно начальный услов!я, т. е. услов1я, которыя определяютъ 
состояше системы въ некоторый начальный моментъ; въ геометри- 
ческихъ задачахъ можетъ быть задано вообще какое-нибудь число, 
зависящее отъ положешя кривой, или точка, черезъ которую прохо
дить кривая съ даннымъ направлешемъ касательныхъ.

Эта неопределенность въ задачахъ интегрировашя является основ
ной во всемъ нашемъ воспр1ятш природы. Все законы природы— 
законы дифференциальные; они только говорятъ, каково будетъ со
стояше системы въ следующей моментъ, если ея состояше въ на

*) Начальнымъ называютъ тотъ моментъ, отъ котораго ведутъ счетъ

J f  (ж) dx.

Е сли

то

времени.



стоящий моментъ такое то. Если мы хотимъ определить состояние 
въ определенное время, то должны знать состояше въ' некоторый 
начальный моментъ. Законы природы не даютъ намъ этого послед
н я я  состояшя и не могутъ его дать: действительно, какъ бы да
леко назадъ мы ни отодвигали это начальное состояше, мы всегда 
должны считать, что оно обусловлено предшествовавшими состоя
щими, а законы природы могутъ только выяснить эту зависимость.

Однако, вернемся къ нашей математической задаче. Исчерпаемъ 
ли мы, действительно, все решешя, если введемъ эту постоянную 
интегрировашя? Если мы знаемъ некоторую функцш, имеющую 
заданную производную, то можемъ ли мы прибавлешемъ произволь- 
ныхъ постоянныхъ получить все функцш, имеюпця ту же произ
водную, или существуютъ еще каюя-нибудь решешя? Скажемъ 
проще: необходимо ли, чтобы разность двухъ функщй была постоян
ная для того, чтобы эти функщй имели одинаковую производную?

Если две функцш F t и F 2 имеютъ ту же производную, то про
изводная ихъ разности

ф (х) =  F , (ж) — Р г (х)

по положенно (2) § 17 равна нулю.
Следовательно, предложенный вопро’съ приводится къ следую

щему более простому: будетъ ли функщя, имеющая производную 
равную нулю, обязательно постоянной?

На основанш соображешй механическаго и геометрическаго ха
рактера можетъ казаться, что на этотъ вопросъ следуетъ ответить 
безусловно утвердительно. Если точка не обладаете скоростью, то 
она остается въ покое; такимъ же образомъ лишя, направлеше ко
торой везде параллельно оси ж-овъ, есть прямая параллельная оси 
ж-овъ. Однако, при более внимательномъ изследованш можно убе
диться, что въ этихъ выводахъ скрыто некоторое невысказанное 
нами предположеше, а именно, что не встречается разрывовъ функ
щй, что все изменешя функщй, какъ принято выражаться, непре
рывны. Если допустить прерывныя изменешя функщй, то надо, на- 
примеръ, считать, что функщя, сохраняющая отъ — до Ъ 
постоянное значеше А  и отъ х — Ъ до х =  с постоянное значеше В, 
имеете производную равную нулю. Можно допустить возможность 
получешя функщй съ очень болыпимъ числомъ очень налыхъ пре- 
рывныхъ изменений, разрывовъ; къ такимъ функщямъ вышеприве
денный заключешя неприменимы. Но мы. не будемъ заниматься раз- 
смотрешемъ такихъ функщй, не будемъ также делать попытокъ дать
аналитическое определеше непрерывности, о которой здесь идете

»

речь. Непрерывность мы просто будемъ считать геометрическимъ

§ 26.' Неопределенность задаче такого рода. Постоянная интегрирования. 71



72 Глава III. Элементы интегральнаго исчислены.
х

свойствомъ, которое не нуждается въ дальнМшемъ определены! и 
соответственно этому безъ подробнаго доказательства выскажемъ та
кую теорему:

Н еп реры вн ая  ф у н к щ я , производная которой везд е  равна 
нулю, есть  постоянная.

Для всехъ важнейшихъ приложетй анализа достаточно приве- 
денныхъ соображений: более подробный изследовашя должны быть 
развиты въ лекщяхъ и учебникахъ для спещалистовъ математиковъ.

Если допущена справедливость последней теоремы, то на осно
вами вышеизложеннаго получаемъ еще следующую теорему:

Въ непреры вной  ф ун кц ш , производная которой дана, 
н еоп ределен н ой  я в л я е т с я  только постоянная.

Или:
Д ве непреры вны й  ф ун кщ и , производны я которы хъ  все 

время равны , отл и чаю тся  другъ  отъ друга только на по
стоянную .

Заметимъ, что эти еоображешя не решаютъ вопроса о томъ, 
всегда ли существуетъ функщя, для которой данная функщя 
является производной.

§ 27. Формулы приведешь
На основанш заключешй § 26 можно изъ каждой формулы диф- 

ференщальнаго исчислешя получить соответствующую формулу инте
гральнаго исчислешя; напр., изъ теоремы § 17 о почленномъ диф- 
ференцированш суммы и разности заключаемъ, что сумму или раз
ность можно и н тегри ровать  почленно: другими словами:

или
-ъ ф (х) ) dx —

dx = v dx

Справедливость этой формулы доказывается дифференцирова- 
шемъ обеихъ частей; производная левой части равна и -\ v, потому
что согласно определенно J  (и ч  ?;) dx есть одна изъ функщй, про
изводная которыхъ равна м +  ®. Правая часть представляетъ собой 
сумму; ея производная равна сумме производныхъ обоихъ слагае- 
мыхъ, т. е. равна и -+- v.Следовательно, обе части равенства (1) 
имеютъ одинаковый производныя и могутъ различаться только на 
постоянную; но мы всегда считаемъ, что неопределенная постоян
ная подразумевается въ самомъ знаке интеграла и поэтому ея не 
нужно отдельно приписывать, если въ обеихъ частяхъ есть знакъ 
интеграла.
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На основанш
чаемъ. что

/

совершенно аналогичныхъ разсуждешй заклю-

аи dx —

т. е. постоянны й множитель можетъ быть вы несенъ  за з]накъ 
и н теграла .

Изъ правила дифференцирования произведешя получаемъ при 
помощи интегрирования:

или

Правда, эта формула не приводитъ интегрировашя произведения 
къ интегрированш отдел ьныхъ множителей, но она даетъ правило 
для замены даннаго интеграла другимъ, или вернее двумя интегра
лами, которые, можетъ быть, известны намъ или проще, чФмъ дан
ные, а можетъ быть, и нФтъ. Этотъ способъ называютъ неудачно 
выбраннымъ, по общераспространеннымъ терминомъ интегрирова
ш я  по частямъ.

Правило дифференцировашя функцш отъ функцш даетъ сле
дующую формулу интегральнаго исчислешя, носящей назваше фор
мулы подстановки:

1»f  /О) de =  f  /(<? (х)) J  d x ................(4)

Для доказательства беремъ производныя обФихъ частей по 
производная правой части равна:

/  (<Р (*)) 5

производная левой части по равна:

значитъ, производная ея по х равна:

и совпадаеть съ производной правой части. Отсюда слФдуетъ, что 
обе части могутъ отличаться другъ отъ друга только на постоянную, 
которой нетъ надобности выписывать, такъ какъ она подразуме
вается въ знаке интеграла. И это правило приводитъ интегрирова- 
Hie одной функцш къ интегрированно другой, но вопросъ о томъ, 
который изъ интеграловъ проще, остается открытымъ.
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§ 28. Интегрироваше цЬлыхъ рацюнальныхъ функцШ.
Изъ равенства (2) § 15 посредствомъ интегрирования получаемъ:

J пхп~1 dx =  хп ч- С,

вместо чего, вынеся п за знакъ интеграла и раздйливъ на него обй 
части, можемъ написать:

%

хп~ 1

С(Совершенно безразлично напишемъ ли, мы здЬсь — или просто С,11
потому что 11-я часть произвольной величины сама произвольна). 
Заменяя ii черезъ п-4- 1 , получаемъ (формулу въ томъ видй, въ ка- 
комъ ею обыкновенно пользуются:

Эта формула такъ же, какъ и формула дифференщальнаго исчи
сления, изъ которой она получена, имйетъ мйсто для'всякихъ положи- 
тельныхъ и отридательныхъ, дйлыхъ и дробныхъ показателей п 
съ однимъ исключешемъ: при 'выводй ея мы дйлимъ на п и затймъ 
замйняемъ п черезъ п +  1 , значить нашъ выводъ непримйнимъ, 
когда и ч- 1 =  О, т. е. когда п =  — 1 . Съ помощью этой формулы 
и формулы (1) § 27 можно проинтегрировать всякую цйлую рацю- 
нальную функцш ж; наприм’Ьръ:

ж3 +  а ч -  С.

§ 29. Определенный интегралъ и геометрическое значете его.
Если F  (ж)—одна изъ тйхъ функцш, производныя которыхъ 

равны /(ж ), то подъ опред’йленны м ъ интегралом ъ:
X *

мы разумйемъ разность
F  (ж2) — F  fo).

При этомъ совершенно безразлично, которую изъ функцШ, им'йю- 
щихъ одинаковый производныя, взять за F  (ж), потому что постоян-

. I

ная, на которую онФ отличаются другъ отъ друга, при вычитанш
пропадаетъ. Наприм^ръ:

2

9ж2 -+- 5) dx =  [ж4 -+- Зж3 ч- 5ж -+- C]j2 =

=  (16 ч- 24 ч- 10 ч- С) — (1 ч- 3 ч- 5 ч- С) =  50 — 9 =  41.
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Если въ интегрируемой функцш нйтъ другихъ буквъ кроме х, 
а входятъ только еще численные коэффициенты, то определенный 
интегралъ равенъ некоторому совершенно определенному числу. По- 
ложимъ, что мы разсматриваемъ уравнеше:

. V =  f  О),

какъ уравнеше некоторой кривой, отнесенной къ прямоугольнымъ 
координатамъ; сначала мы разберемъ тотъ случай, когда у для всйхъ 
разсматриваемыхъ нами значешй х  остается положительнымъ. Мы 
постараемся вычислить площадь, ограниченную осью ж-овъ, началь
ной ординатой, соответствующей х — кривой и конечной ордина
той, соответствующей произвольному х\ при этомъ мы оставимъ не
изменными кривую, ось ж-овъ и начальную ординату; въ такомъ 
случае величина площади зависитъ отъ х, 
она есть функщя х; мы обозначимъ ее че- 
резъ Ф (я). Если дадимъ х малое прираще- 
Hie, то площадь тоже увеличится на малую 
величину, которую по аналогш съ прежними 
обозначешями можно назвать черезъ ДФ (х).
Принемъ за геометрически очевидное, что изъ 
двухъ площадей, изъ которыхъ одна целикомъ 
заключена въ другой, охватывающая более Черт. 20.
охватываемой. Обозначимъ въ промежутке
отъ х  до х-ь Дж наибольшую ординату черезъ М, а наименьшую
черезъ т и заметимъ, что площадь ДФ (х) больше площади прямо-

»

угольника съ основашемъ Ах и высотою т ,  но меньше площади пря
моугольника съ т'Ьмъ же основашемъ и высотою Ж, следовательно:

тАх <  А Ф (а?) <  ЖА#, или т < А Ф (х ) 
Ах < Ж .

Если будемъ делать Ах все меньше и меньше, то т и М  будутъ 
все ближе подходить къ тому значенно, которое у принимаетъ при 
аргументе равномъ х\ такимъ образомъ:

с1Ф (х)
dx /  (®),

т. е. Ф (х) есть одна изъ техъ функщй, производная которыхъ 
равна /  (ж).

. Если F  (х) одна изъ такихъ функщй, то

ф (х) — F  н- С,

где С—постоянная. Для того, чтобы найти эту постоянную, надо
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воспользоваться непринятымъ еще во внимаше условюмъ, что иско
мая площадь ограничена слйва ординатой —

Изъ этого услов1я слйдуетъ, что площадь обращается въ нуль 
при х =  а, т. е. должно быть:

Если взять значеше постоянной, полученной изъ этого равенства, 
то выражете площади получается въ такомъ видй:

X
ф (X) =  F  (X) — F  (а) — (ж)

а
§ 30. Приближенное вычислеше площади.
Когда намъ удается найти функщю (ж), то последняя формула 

предыдущего параграфа даетъ возможность вычислить площадь, ко
торую мы разсматривали тамъ. Съ другой стороны на основанш по- 
слйднихъ соображений можно указать методъ, даюпцй возможность 
найти, по крайней мйрй, приближенное численное значеше опредй- 
леннаго интеграла и въ томъ случай, когда выражете функцш F  (ж) 
нельзя найти элементарными щлемами или когда это намъ не удается, 
или когда полученное выражете слишкомъ сложно. Для простоты 
разсмотримъ сначала функщю, возрастающую отъ х — а до и
введемъ произвольное число промежуточныхъ точекъ . . .  ж„; осно
вываясь на предыдущей геометрической аксюмй, получимъ съ одной 
стороны:

f  (х) dx <  (жх — a) f  (жД -1- (ж2 — жД f  (ж2)
а

— (жта_1 Х п—2) f (Хп—l)  —Ь" (Ь Х п—1) f  ( Ь \  ■ • • • ( 1 )

съ другой стороны:
о

J  f  (х) dx >  (хг —- a) f  (а) (х
а

(Жи_ х  Х п—2) f  (Ж „_2) -I- (Ъ

Xl) f ( Xl) - * - • • •

xn- i)  f  {xn—]) . . .  (2 )

Если точки на оси ж-овъ выбраны достаточно близко другъ къ 
другу, то эти послйдшя величины, между которыми заключенъ инте- 
гралъ, будутъ мало отличаться другъ отъ друга; поэтому мы имйемъ 
право каждую изъ этихъ величинъ считать за приближенное значе- 
Hie интеграла.

Проще всего, хотя это не всегда самое целесообразное, взять 
точки на равныхъ разстояшяхъ другъ отъ друга и отъ крайни хъ
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точекъ, тогда разность каждыхъ двухъ рядомъ стоящихъ ж равна
11-ой части всей разности Ъ — а.

>

Вышеприведенный формулы обращаются въ слфцуюпця:

f  {х) dx < Ъ а
п {Vi У2 • • • ~+~ Уп-1 2/J • • • (з)

а

л / \ 1 Ъ — а .
Т W  dx >  ——  {уо -ь  ух • • •п Уп—% Уп—\) • • (4)

а

Во многихъ случаяхъ можно получить достаточно близкое при
ближенное значеше, если взять вместо послйднихъ выражешй ихъ 
ариеметическое среднее, т. е.:

ь
f  (' х ) dx со У\ ■+■ У 2 ■+■ • • • "+" Уп—2

(Въ приближенныхъ равенствахъ, какъ здесь, такъ и дальше, мы 
будемъ пользоваться знакомъ <х>). Сумма, написанная во второй части, 
имйетъ простое геометрическое значеше: она представляетъ собой 
сумму площадей трапещй, который получатся, если соединить пря
мыми концы ординатъ выбранныхъ точекъ. Эта сумма меньше или 
больше искомой площади, смотря по тому, повернута ли выпуклость 
кривой вверхъ или внизъ.

Если /  (ж) по н'Ьр'Ь возрасташя х убываетъ, то можно вывести 
аналогичным слйдств1я, надо только обменить слова «меньше» и 
«больше» везде, кроме последней фразы.

Если /  (ж) возрастаетъ отъ ж =  до некоторого хк, а затймъ 
снова убываетъ, то Можно разбить искомую площадь на две части
и применить къ каждой изъ нихъ формулу (5); такимъ образомъ 
получается:

f  (ж) dx со п
а (1
-  о * Уг • • Ук-i  + х й

Ъ — a 
~ ( 2 ^11 2/лн-г • • У п - 1 \ у}

Г
а это не что иное какъ:

2 У* ч~ Уь • • Ук-1 -+- Ук ~+- У м •  •  а 1 ЛЬ Уп- 1 -Ь У„1 ,

т. е. формула (5) применима и въ данномъ случай. Такимъ же обра-
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зомд> поступаешь, если f  (х) нисколько разъ переходить отъ возра- 
сташя къ убывание или наоборотъ; очевидно, что когда этотъ пере- 
ходъ происходить между двумя выбранными точками, то применение 
«формулы трапепдй» (5) въ этомъ промежутка даетъ большую 
погрешность, чемъ въ томъ случае, когда ф»ункц!я въ данномъ про
межутке только возрастаетъ или только убываетъ; однако, если вы
брать промежутки достаточно малыми, то погрешность, происходя
щая вследств1е последняго обстоятельства, будетъ въ конечномъ 
результате незначительна.

Если отбросимъ эти случаи и ограничимся теми случаями, когда 
функщя только возрастаетъ или только убываетъ въ каждомъ йзъ 
промежутковъ, то мы будемъ въ состоянш указать, какимъ нужно 
взять п, чтобы быть увереннымъ, что погрешность не превзойдетъ 
некоторой напередъ заданной величины. Разность выражешй (3) 
и (4), которыя можно назвать формулами прямоугольниковъ, равна:

(Уп — Уо)-

Одно изъ последнихъ выражешй даетъ, наверное, слишкомъ боль
шой результата, другое, наверное, слишкомъ малый. Погрешность, 
получающаяся при вычисленш по формуле трапещй (5), въ худшемъ 
случае равна половине этой разности. Въ большинстве же случаевъ, 
когда кривая не очень искривлена, ошибка значительно меньше, въ 
чемъ можно непосредственно убедиться при первомъ взгляде на ка
кой-нибудь чертежъ.

Положимъ, требуется вычислить съ точностью до двухъ деся- 
тичныхъ знаковъ интегралъ

2
* dx

котораго мы не можемъ выразить по способамъ, указаннымъ выше.
Здесь: ■

а — 1, == 2 , ГФ ) = 0,5 / ( а )  =  1,

поэтому, если взять ( 
больше

- ы ) ордината
1

, то погрешность будетъ не

1 (1 -п 4
-  0,5) = 1

2п

Чтобы быть увереннымъ, что эта погрешность меньше 0,005, 
надо взять п =  1 0 0 ; но, въ действительности, можно обойтись несра
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вненно меньшимъ значешемъ п,наприм-йръ, -гг =  1 0 ; тогда получимъ:

У о =  1
ijx =  0,909

у 2 =  0,833
Уз -  0,769
Vi =  0,714
Уз — 0,667
Уз — 0,625
Уч =  0,588
« 8 =  0,555
1/а =  0,526
1/ю ==______  0 >̂

6,186 1,5
-+- 0,75 

6,936

Это вычисление даетъ 0,6936, между гймъ какъ бол-fee точное
вычислеше, выполненное по другому бол-fee удобному методу, кото
рый мы дал-fee укажемъ, даетъ 0,69315. Значитъ, д-Метвительно, 
norpfeniHOCTb нашего вычислешя меньше одной единицы, стоящей 
на третьемъ MfeCTfe посл-fe запятой.

§ 31. Оп р е д е л е н а  и свойства натуральнаго  логариома .

Г Л А В А  У.

Логариемъ и показательная функц1я. Интегрироваше
рацюнальныхъ дробныхъ функцш.

§ 31. ОпредЬлеше и свойства натуральнаго логариома.
Совершенно такъ же, какъ въ предыдущемъ прим-fepfe, для част- 

наго значешя х — 2 , мы можемъ вычислить величину опред-Ьлен- 
наго интеграла

для любого значешя х.
Мы можемъ этотъ интегралъ разсматривать, какъ н-Ззкоторую 

функцш отъ х. Такъ какъ эта функщя намъ будетъ часто встр-fe- 
чаться и такъ какъ ее невозможно выразить при помощи уже ран-fee 
введенныхъ знаковъ (чего мы тутъ, впрочемъ, доказать не можемъ), 
то полезно будетъ для этой функщй дать особое назваше и обозна-

MitskevichOA
Прямоугольник
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чете. Назовемъ ее «натуральнымъ логариемомъ» и для обозна, 
чешя ея введемъ знакъ log (или еще: log или: In, или просто: I).

Называя эту функщю такъ, мы несколько забегаемъ впередъ- 
ибо только въ дальнМшемъ будетъ видна связь этой функщи съ 
установленнымъ въ элементарной алгебре поняпемъ: «log отъ 
при данномъ осн о ван ш  а.

Если мы дали определеше некоторой функщи, то естественнымъ 
является воиросъ о ея свойствахъ. Изъ самаго определетя нату- 
ральнаго логариема, какъ определенная интеграла, сразу вытекаютъ 
следующая его свойства:

I. Это есть определенная функщя для каждаго положительнаго 
значешя х.

(Что касается до отрицательныхъ значешй х, то введете ихъ 
требуетъ более подробныхъ развитШ. Ибо на границе между поло
жительными и отрицательными значешями х находится значеше 
х  =  0 , для котораго. подинтегральная функщя становится безко- 
нечно большой. Въ этомъ месте теряется понятае о площади. Такъ 
что въ этихъ лекщяхъ мы не будемъ вдаваться въ воиросъ о томъ, 
что нужно понимать подъ логариемомъ числа отрицательнаго).

II. Эта функщя положительна при >  1

равна нулю при =  1 

отрицательна при <  1.
III. Съ возрасташемъ х  эта функщя растетъ, ибо производная 

этой функщи для всехъ разсматриваемыхъ нами, т: е. положитель- 
ныхъ, значешй х  — положительна. Однако, мы не можемъ безъ 
дальнейшихъ разсуждешй решить вопроса о томъ, возрастаешь ли 
эта функщя при этомъ безпредельно или стремится къ некоторому 
.определенному пределу.

Очень важно бываетъ при ознакомивши съ природой некотораго 
еще неизвестнаго закона зависимости найти некоторую функщо- 
нальную зависимость, которая удовлетворяетъ закону; другими сло
вами, найти зависимость между значешями функщи для различныхъ 
значешй независимаго переменнаго, справедливую тогда, когда между 
самими значешями независимаго переменнаго существуетъ одна или 
несколько зависимостей.

Такую зависимость мы можемъ найти и тутъ следующимъ образомъ:
Введемъ въ нашъ интегралъ новую переменную интегрироватя

7), при помощи подстановки /
т) =  Ъ. ......... . (2)

где z  обозначаешь некоторую постоянную, но произвольную поло
жительную величину.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Прим'Ьнимъ тутъ формулу (4) § 27.
При этомъ нужно соответственно изменить и пределы интегри- 

ровашя. Значешю % — 1 соответствуете т) =  z.
Значение ? =  х соответствуете значеше т) =  xz.
Мы получимъ тогда:

X
ell

XZ

8
хв

dr\
z

1
#i

dr{
'П i

dr\
ri

Другими словами
log xz =  log x -+- log z (3)

Это равенство справедливо для любыхъ положительныхъ значе- 
ченШ х и z.

Эта формула выражаете собою такъ называемую теорему сло
жен in логариемическихъ функщй, ибо она позволяете намъ сумму 
двухъ логариемовъ выразить помощью одного логариема.

Эта формула сейчасъ нами выведена въ предположены, что подъ 
в разумеется величина, не зависящая отъ х.

Такъ какъ, однако, эта формула справедлива для каждая по- 
ложительнаго значешя £, то это z мы можемъ разематривать и какъ 
величину переменную, а затемъ даже можемъ положить ее равной 
я, но тогда:

log х2 =  2 log х ................................ •. . (4 )

Полагая далее въ формуле (3) z — х2, мы получимъ сначала:

log х8 =  log &2 log х,
а применяя формулу (4),

1

log х г — 3 log х .................... . (5)

Продолжая такимъ образомъ далее, мы можемъ получить для не
которая целая, положительнаго числа п формулу:

log х п log х ........................................ (6 )

PI справедливость этой формулы для всякая целая положитель
наго п мы можемъ установить общеизвестнымъ переходомъ отъ п 
къ (п -+- 1).

Если мы въ полученной формуле вместо X положимъ у'х, то мы 
будемъ иметь:

п

или:
log х =  п log ]/х,

-  1
log х п =  — log х ........................................ (7)вЪ

Г. Буркгардтъ.—Дцфференц. и шхтегр. печнелеииь с
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а связывая вмйстй формулы (6 ) и (7), мы для каждой ращональной
тдроби — по л учимъ формулу:
7 Ь т

log х п т
и log х (8)

что формулируется такъ: Формула (6 ) справедлива  не только 
для  каждаго цйлаго,  но также и для дробнаго положитель- 
наго рапдональнаго числа  п.

Справедливость - этой формулы для ирращональныхъ значетй п 
мы могли бы установить, исходя изъ того соображешя, что каждое 
ирращональное число путемъ приближешя можетъ быть заменено 
числомъ ращональньшъ, и что весьма малому измйеент х соот
ветствуешь весьма малое изнйнете log х. Однако, это заключеше 
должно быть болйе подробно развито въ руководствахъ для матема- 
тиковъ-спещалистовъ.

Справедливость формулы (6 ) для отрицательныхъ значетй пока
зателя утверждается самымъ простымъ образомъ, если въ исходной
формуле (3) положить z =  — .Тогда мы получимъ:-

ОС
ч *

log х  н- log =  log 1.
х

Но правая часть равенства равна нулю, что вытекаетъ изъ са- 
маго опред'Ьлешя логариома. какъ определенная интеграла.

Значить:
log (ат-1) =  — log х.

и значить вообще
log (х~ п) =  — 71 log х .................................(9)

*

Значить: УравненГе (6 ) справедливо и для отрицатель
ныхъ  показателей.

Съ помощью этихъ формулъ мы въ состоянш вычислить нату
ральные логариемы всякихъ положительныхъ чиселъ, если намъ 
извйстенъ натуральный логариемъ одного какого-нибудь положи- 
тельнаго числа 0 . Для этого нужно только определить такое число 
п, чтобы имело место равенство:

(10)

а это не представляетъ трудности, если мы имйемъ подъ рукою
такъ называемый Бригговы (съ основашемъ 10) или обыкновенный

/

логариемичесшя таблицы, ибо, .если имйетъ место ур-те (1 0 ), то на 
основаши элементарнаго способа реш етя логариемическихъ уравне
ний, должно иметь место равенство:

п log Ъггдд z =  log brigg х,
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откуда: п — log brigg х 
log brigg z (п )

Но тогда изъ формулы (6)

log х log brigg х 
log brigg 0

log 0
log 0

log brigg 0
log brigg x . (1 2 )

T. e. мы получаемъ натуральный логариемъ нгЬкотораго положи- 
тельнаго числа х , умножая табличный логариемъ этого числа {log. 
найденный въ Бригговыхъ 
таблицахъ) на н'Ькотораго 
разъ навсегда определен- 
наго и отъ #-са незави- 
сящаго множителя. Мы мо- 
жемъ найти этотъ множи
тель, если мы нашли ка- 
кимъ-нибудь образомъ на
туральный логариемъ ка
кого-нибудь числа.

\

Если мы воспользуемся
ириведеннымъ въ § 30 вы-
числетемъ натуральнаго логариема числа 2 , то мы п р л у ч и м ъ  для выше-

1упомянутаго множителя, который обыкновенно обозначается 
чете

1 0,694
Ж ’ зна-

М  0,301

ж =

2,303;

= 0,434 ........................................ (13)

Если мы захотимъ вычислить его значеше болПе точно, то намъ 
нужно будетъ болйе точно вычислить значеше log 2 , нанося на гра- 
фикй большее число дйлешй.

Результаты всего вышесказаннаго соберемъ въ слйдуюпця формулы:
X

log nat х dx
х 2,303 ... log briggx

dx
x log nat x -+- (7,

d log nat x 
dx

1
x

Въ силу этихъ формулъ и общихъ теоремъ §§ 17, 18, 19, 24 мы 
теперь въ состоянш продифференцировать любую функцию, которая

6*
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составлена изъ алгебраическихъ, логариемическихъ и показатель- 
ныхъ функщй.

Пусть, наприм'Ьръ, требуется продифференцировать функщю:

у — log ( х -ь  ]/х 2 =£ I).
Положимъ

у — log z  . z — х -+- и и =  \/ v 

II найдемъ теперь последовательно:

dv
dx

du  du dv
dx dv dx у  X : d r  1

dz 1 du l x _x ]/ x 2 I
dx  ̂ dx  ̂ ] /x2 ±  1 ]/ x 2 ±  1

d y_dy d z__ 1 x ~+~ V x2 ±  1 __  1

dx dz ’ dx z ] /x2 ±  1 У x2 ±  1
#

а значишь и обратно:

результата, которымъ мы воспользуемся въ § 75.

§ 32. ОпредЪлете и свойства натуральной показательной функцш.
Результаты предыдущаго § естеетвеннымъ образомъ выдвигаютъ 

вопросъ, нельзя-ли натуральный логариомъ числа разсматривать, 
какъ его логариомъ. при некоторомъ основанш въ установленномъ 
въ элементарной алгебра смысла этого понятая.

На этота вопросъ можно ответить утвердительно, если только су
ществуешь некоторое число е, натуральный логариомъ котораго ра- 
венъ 1. Ибо тогда мы будемъ иметь:

log ех — х log е — х ■ ................ •. . . . (1)

Тогда натуральный логариомъ некотораго числа у =  е* действи
тельно равенъ тому показателю степени х, въ которую нужно воз
вести число е, чтобы получить число у. Другими словами, мы бу
демъ иметь логариомъ въ алгебраическомъ смысле этого определешя.

Все сводится къ тому, можемъ ли мы найти такое число е.
Мы видели, что log 2 меньше, чемъ 1 . Темъ же путемъ мы безъ 

труда убедимся въ томъ, что log 3 больше 1 . Кроме того, въ § 31 
мы видели, что натуральный логариомъ растетъ съ возрасташемъ
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числа х, и кроме того мы упомянули, что для того, чтобы получить 
произвольное малое изменеше логариома, достаточно соответственно 
мало изменить число, логариемъ котораго ищется. Отсюда мы мо- 
жемъ заключить, что между 2 и 3 должно лежать одно и только 
одно значеше у , для котораго log у — 1.

Это число мы можемъ вычислить съ любой степенью точности'\

при помощи способа, который, правда, въ настоящемъ примере быль 
бы довольно затруднительным^., но который въ другихъ случаяхъ 
даже можетъ быть рекомендованъ для практическихъ целей. А именно, 
если намъ даны два числа, между которыми долженъ лежать корень 
уравнешя

/  (х) — а,и если функщя /  ( ) такова,

что для каждаго значешя х  мы безъ особеннаго труда можемъ 
вычислить соответственное значеше самой функцш, то мы можемъ 
вычислить искомый корень путемъ последовательныхъ приближений 
(последовательныхъ пробъ), что мы и покажемъ на нашемъ примере.

Испробуемъ сначала середину между числами 2 и 3 — значить, 
2,5. Мы увидимъ, что это число еще слишкомъ мало, ибо log 2,5 
меньше 1 . Итакъ, искомое число должно лежать между 2,5 и 3. 
Испробуемъ далее 2,7; мы можемъ убедиться, что и это число еще 
слишкомъ мало, ибо log 2,7 меньше 1.

Если же мы испробуемъ число 2 ,8 , то мы увидимъ, что log 2 ,8  

будетъ больше 1. Значить, е лежитъ между 2,7 и 2 ,8 . Значить, мы 
определили число е съ точностью до 0 ,1 . Если намъ эта точность 
не достаточна, то темъ же путемъ мы можемъ идти и дальше. 
Испробуемъ чйсло 2,75. Мы найдемъ, что это число слишкомъ велико. 
То же имеетъ место для чиселъ 2,73 И 2,72, число же 2,71 оказы
вается слишкомъ малымъ. -

%

Теперь число е определено у насъ съ точностью до 0 ,0 1 .
Подобный процессъ мы можемъ продолжать и далее и определять 

одну десятичную цифру искомая числа за другой. При этомъ, чймъ 
дальше мы идемъ, т. е. чймъ ближе подходимъ къ решешю нашего 
вопроса, тймъ съ большей и большей степенью точности намъ нужно 
вычислять самые логариемы.

Ибо въ противномъ случае могло бы случиться, что для неко
торая логариома, который на самомъ деле больше 1 , мы бы въ силу 
неточности нашихъ вычислений получили значеше меньшее 1 .

Впрочемъ, само вычислеше даетъ намъ указан]е на то, какая 
точность необходима.

Въ настоящемъ примере, какъ это было упомянуто, этотъ спо- 
собъ былъ бы несколько утомителенъ, ибо вычислеше каждаго ло-
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гариема, который мы пробуемъ, потребовало бы повторения вычи- 
слешй § 30.

Мы могли бы несколько облегчить нашу работу, если бы, зная, 
наприм'Ьръ, log 2, стали бы log 2,5 вычислять уже по формуле:

log 2,5 =  log 2 -t- log 1,25.

Но тогда бы те логариомы, изъ которыхъ мы исходимъ, должны 
были бы быть вычислены съ тою высокой степенью точности, ко
торую требуютъ отъ насъ дальнейшая вычиелешя.

Если бы мы, действительно, хотели применить въ данномъ слу
чае этотъ способъ, то было бы, можетъ быть, полезнее искать не
сразу число, котораго логариемъ равенъ 1 , а такое число, натураль-

„ 1 ,  , • ныи логариемъ котораго равенъ т ; тогда оы 4-ая степень этого
числа и была бы равна числу е. Это бы дало намъ более удобное 
вычислете, ибо по способу § 30 логариомы чиселъ, мало отличаю
щихся отъ 1 , получаются съ большей легкостью, чемъ логариемы 
чиселъ меныпихъ или болыпихъ.

Однако мы можемъ не продолжать более подробно развивать этотъ 
способъ въ силу того, что мы въ дальнейшемъ будемъ иметь спо
собы для более точнаго определешя числа е и вообще величины ех 
для какого-нибудь значешя числа х.

Число е, натуральный логариемъ котораго есть 1 , имеетъ въ 
высшемъ анализе такое же значеше, какъ число, выражающее отно- 
шеше длины окружности къ д1аметру; для этого числа разъ на
всегда принято обозначеше е, совершенно такъ же, какъ упомяну-

*

тое число выражается символомъ тс. Итакъ на вышепоставленный 
вопросъ мы имеемъ теперь утвердительный ответь: н атуральн ы е 
логарием ы  чи селъ  суть не что иное, к ак ъ  логариемы  чиселъ  
при осн ован ш  е въ  обы кновенном ъ алгебраическом ъ смысле.

Это формулами выражается такъ:

если ех =  у,

то х  =  log nat у.

Степень съ постояннымъ основашемъ и переменнымъ показате- 
лемъ называется показательной  функлдей.

Когда основате есть число е, то эта показательная функщя но 
ситъ назваше н ату р ал ьн о й  п о казательн о й  ф ункщ и

Свойства показательныхъ функщй мы получаемъ прямо изъ свой- 
ствъ логариемовъ, по отношешю къ которымъ они являются обратными.

Впрочемъ, эти свойства могутъ считаться установленными въ 
алгебре.
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Правило дифференцировали натур, показательной функши мы 
получимъ на основати 
общей теоремы § 2 2 .

Въ самомъ д'Ьлй мы 
получимъ:

1dy__
dx dx

1
У

dy у
Значитъ:

clex
dx ех.

И обратно:

dx С.

§ 33. Интегрироваше дробныхъ ращональныхъ функщй. Простейшие 
случаи.

Выведенная въ § 31 формула

dx
х log х -+- С ( I )

справедлива дли вс'йхъ положительныхъ значешй х. Какъ же намъ 
теперь поступить, если х приписываютси и отрицательный значешй? 
Чтобы ответить на этотъ вопросъ, мы можемъ прибегнуть къ спо
собу подстановки, изложенному въ § 27, полагай

х <-У* ,

тогда мы получимъ:
d x_
х

1 dx
dz dzz z (— 1) dz dz

■ ~Z~ 5

''dx
x log (— x) C (2)

для отрицательныхъ значешй x.
Къ этому интегралу мы можемъ привести интегралъ нисколько 

болйе сложнаг’о вида, а именно:
Г dx

Для этого положимъ
J х а

X а Z ИЛИ X а z
въ зависимости отъ того, будетъ ли х > а  или # < « .
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dec
1, во второыъ случай (1-2 г.docВъ первомъ случай ^

Значить для обоихъ случаевъ мы получаемъ послгЬ подстановки:

log / у С:

значить:
f log (х
1 %  О

а) ч - С 
х ) -+- С

при ж >  а 
при х< а

. • (3)

Интегралъ еще бол^е общаго вида, а именно

dx
ах

сводится къ предыдущему, если только на основанш (2) § 27 вы-
1нести постояннаго множителя — за знакъ интеграла; мы получимъ въ

этомъ случай:
dx

ах Ъ
1

а

dx

х Ь
а

отсюда получимъ:

dx
ах Ъ

1

а log (ах -+- Ъ) н- С

V

— log (—ах —Ъ) ~ь С
CL

Ъ *)при х>--а
^Ъпри X < -----а

(4)

Посмотринъ теперь, какъ поступить въ томъ случае, когда 
пень знаменателя относительно х- выше первой.

Разберемъ сначала простой примерь:

сте-

Интегрироваше такихъ выражешй удается легко благодаря тому, 
что кому то пришла удачная мысль попробовать дробь, стоящую 
подъ знакомь интеграла, разложить на сумму нйсколькихъ дробей; 
въ данномъ случае двухъ дробей — одну со знаменателемъ , а дру
гую со знаменателемъ (х -н 1). Очевидно, въ сумме эти две дроби 
дадутъ одну дробь со знаменателемъ х [х  1), т. е. подобную на
шей подинтегральной дроби. Неизвестные пока числители этихъ 
двухъ искомыхъ дробей обозначимъ буквами А  и В, тогда мы должны

') Зам4тимъ тутъ, что слагаемое log а
а у какъ постоянная, отъ х не за

висящая величина, включено въ составъ произвольной постоянной С.
Пргштьч. переводчика.
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получить равенство: 1 А В______   ■■——  —| ____  1 О I
х (хч-1) х х - + - 1 .................................к '

Причемъ это равенство должно быть тождествомъ, т. е. оно должно 
иметь место для всйхъ значенШ х  (замечаше это очень суще
ственно, ибо если две величины равны между собою не для всйхъ,

f

а только для нйкоторыхъ значенШ переменной, то мы не можемъ 
говорить о равенстве интеграловъ отъ этихъ выражешй). Если же 
это равенство есть тождество, то тождествомъ будетъ и то равенство, 
которое получится изъ даннаго (5), если мы обе части равенства 
умножимъ на общаго знаменателя обйихъ дробей, т. е. на -ь  1); 
мы будемъ, значить, иметь тождество:

1 =  А  (х -+- 1) -ь  Вх
ИЛИ' I =  Ах -+- Ан- Вх (6 )

Это тождество только въ томъ случай .можетъ иметь место, если 
въ правой части равенства вовсе не будетъ а свободный членъ 
равенъ будетъ 1 . Другими словами, оба неизвестныхъ коэффициента 
А, В  должны удовлетворять слйдующимъ двумъ уравнетямъ:

Эти же ур -тя  удовлетворяются следующими значешями А  и В:
А  =  1 Б  =  — 1 . . . I

Итакъ мы получаемъ:
1 _  1 1

х (х ч- 1) х х 1

(8)

(9)

Это тождество можно проверить, производя въ правой части ра
венства указанный дМств1я. Впрочемъ, этимъ мы бы только повто
рили предыдущая выкладки.

Такимъ образомъ, мы будемъ им^ть:
dx

х (х -ь-1)

log х  — log (х -+- 1) -+- С =  log х
х  -+-1

С при х >  0 .

log (— х) — log (х -+-1) -ъ С =  log х
X -ь 1 С при — 1 <  х <  0 .

log (— х) — log (• х 1 ) +  С=1од х
X-- 1

С при х <  — 1 .

Если мы пожелаемъ сделать проверку, то намъ нужно будетъ 
только продифференцировать полученное выражеше.
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Тогда мы получимъ:

d log - х
х 1 х л d ~1 X

X
X 1 х-\-1 X 1

dx х dx х (ж -Ы ) X —Ь- 1)
т. е. какъ разъ подъинтегральную функцто.

(Для дифференцировашя было бы удобн£е, если бы мы лога- 
риемъ дроби представили въ вид£ разности двухъ логариомовъ; но 
тогда бы мы проверили только часть предыдущихъ выкладокъ, т. е. 
не сд£лали бы въ сущности полной пов£рки).

§ 34. О'бщая Teopia.
Всегда-ли, однако, когда нужно проинтегрировать некоторую ращо- 

нальную дробь; можно поступить такъ, какъ въ только что разобранномъ 
прим£р£? На вопросъ приходится тотчасъ ответить отрицательно.

Во многихъ случаяхъ надо еще сделать предварительно н£ко- 
торыя подготовительны я д£йств1я.

Сумма какого угодно числа дробей съ постоянными числите
лями и знаменателями первой степени относительно х  будетъ пред
ставлять изъ себя всегда дробь, у которой степень числителя будетъ 
ниже степени знаменателя. А следовательно, дробь, у которой степень 
числителя равна или больше степени знаменателя, не можетъ быть пред
ставлена въ вид£ суммы прост£йшихъ дробей упомянутаго вида.

Мы можемъ однако дробь, у которой степень числителя равна 
или больше степени знаменателя, разбить на сумму некоторой целой 
ращональной функцш отъ х  и дроби, у которой степень числителя 
ниже степени знаменателя.

Для этого только нужно разделить числителя на знаменателя 
(процессъ подобный тому, когда мы неправильную дробь хотимъ 
обратить въ смешанное число), причемъ д£лете производимъ до 
т£хъ поръ, пока полученный отъ д£лешя остатокъ не будетъ степени 
бол'бе низкой, чЗзмъ делитель.

Д1шете многочлена на многочленъ мы знаемъ изъ элементарнаго 
курса; мы однако выполнимъ его полностью на частномъ прим'Ьр'Ь:

(х ь ч - 2х2) : (х 2 — 1) х X
X X

хъ ч- 2х2 -
хг — х

2х2 ч- х 
2х2 — 2

х 2
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Итакъ:
ж5 -+- 2ж2 
х 2 — 1

х  -+- 2
х 2 — 1

Целая часть можетъ быть проинтегрирована по правиламъ § 28. 
Мы, значитъ, въ дальн'Мшемъ можемъ предполагать, что во всбхъ 
дробяхъ, которыя намъ будутъ встречаться, уже выделена предвари
тельно целая часть, т. е. степень числителя ниже степени знаменателя.

Второе, что намъ надо сделать,—это разложить знаменателя на 
составные множители цервой степени. Въ примере, разобранномъ 
въ предыдущемъ параграфе, знаменатель уже былъ разложенъ на 
простейппе множители. Если же этого нетъ, то естественнымъ 
является вопросъ о томъ, всегда ли такое разложеше возможно и 
какъ его выполнить.

Для частичнаго ответа на этотъ вопросъ могутъ служить сле
дующая теоремы.

Пусть а есть некоторое определенное число. Если (х — а) есть 
множитель функцш /  ( х), т. е. если /  (ж) можно представить въ виде 
произведешя ( х—а) на некоторую определенную величину (вообще 
зависящую отъ ж-са), имеющую конечное значеше для х =  а, т. е.:

/  (ж) =  'х — а) / ,  ( х ) .................................(1)
*

то /  (ж) должно обращаться въ нуль при х =  а.
Итакъ, если (ж— а) есть множитель многочлена /  (ж), то а 

я в л яется  корнемъ у р авн еш я / ( ж )  =  0 .
И обратно: Пусть х — а есть корень уравнешя /  (ж) =  0 .
Будемъ делить /  (ж) на (ж — а) до техъ поръ, пока Не получится 

остатка. Такъ какъ делитель первой степени, то остатокъ уже не 
будетъ содержать ж (будетъ степени нулевой); но целая функщя 
нулевой степени есть число постоянное. Значитъ, мы можемъ деле- 
ше довести до того, что въ остатке получится только постоянное 
количество.

• Значитъ, будетъ иметь место тождество:

/  (®) =  О —»  Л (х) ь .............................(2 )
Положимъ теперь въ этомъ тождестве х — а. Тогда изъ услов1я, 

что х — а есть корень ур-шя f  (ж) =  0 , мы получимъ:

6 =  0.

Итакъ Ъ должно быть равнымъ нулю при ж =  а.
А такъ какъ Ь вовсе не зависитъ отъ ж-са, то Ъ должно быть 

вообще равнымъ нулю. Тождество (2), когда ж =  есть корень ур-шя 
f (ж) =  0 , должно иметь форму (1); т. е. другими словами f  (ж)

MitskevichOA
Прямоугольник
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должно делиться на ( х -—а). Значитъ, мы доказали и обратную тео
рему. Обе эти теоремы формулируются такъ:

К огда а есть корень ур-н1я то (ж— а) я в л я е т с я  мно-
ж ителем ъ м ногочлена f  (х).

Итаке, задача разложешя полинома f ix )  на простгМшихъ мно
жителей тождественна съ задачей реш етя ур-шя f  ( ) =  0 . Послед
няя же задача составляете предмете алгебры, или въ более узкомъ 
смысле—теорш уравнешй.

I

Изъ этой теорш безе доказательства мы примемъ следуюпця 
теоремы:

I. А лгебраическое у р авн еш е  n-наго порядка не можете 
им еть более п корней.

П. У равн еш е «-наго п орядка и м еете  ровно реш еш й , 
если при этом е п ри н ять  во вним аш е: а) т а к е  назы ваем ы е 
ком плексны е (мнимые) корни, Ъ) каж ды й кратны й  корень 
считать в е  чи сле  п о к азател я  его кратности.

Причеме х =  а называется й-кратныме корнеме ур-шя f  (х) =  О 
или решешеме порядка к, если многочлене делится на ( — а)к, 
но не делится на {х — a)k+l.

(Заметиме туте кстати, что если ж =  а представляете многократ
ный корень, напр., если:

f  (») =  (® — af  А (ж),
то

ах 1 dx

Значите, и делится на (ж — а).dx
Этими теоремами устанавливается теперь возможность любую ра- 

щональную функцш разложить на линейныхе множителей, но эти 
теоремы не даюте наме средства выполнить эту задачу на са- 
моме деле.

Для квадратныхе уравнешй мы знаеме изе элементарной алгебры, 
каке представить решеше ве виде действШ наде ращональными. 
количествами и извлечешя квадратнаго корня.

TaKie же обпце методы существуюте для уравнешй III  и IY 
степени, которые однако даюте решешя ве комплексной форме 
именно ве техе случаяхе, когда все корни вещественны.

Что же касается общихе уравнешй вЫсшихе степеней, то по
добный обпця формулы при помощи радикалове вовсе невозможны.

Другой вопросе, каке найти численныя решешя уравнешй се 
численными коэффициентами се любой степенью точности.

Ве дальнейшеме мы покажеме способы для этой цели.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Теперь же мы будемъ разсматривать примеры, въ которыхъ раз- 
яожеше на множители знаменателя или уже дано, или можетъ быть 
зд'Ьлано простыми средствами.

Мы тутъ будемъ предварительно разсматривать только те слу
чаи, когда вс1з множители вещ ественны.

Если мы знаменатель дроби, которую намъ нужно разложить на 
простМппя, разбили на простМппе множители, то является еще 
грет1й вопросъ, всегда ли можно разложить данную дробь на про- 
стЬйпия, т. е. на сумму дробей съ линейными знаменателями.

Сначала мы разберемъ тотъ случай, когда въ знаменателе н1зтъ 
кратныхъ корней, т. е. въ разложенш

f (х) =  а0 — а) ( — Ъ) {х — с)..

Числа а, Ъ, с ...все между собою различны.
Тогда должно иметь место тождество:

у ( х ) _  А В С
7Г"7— г = ------------- Ь  ----------г  Ч---------------+~ . . .f  \х) х — а х — о х — с

Но тогда должно иметь место и следующее тождество (по умно- 
женш обеихъ частей равенства (6 ) на общаго знаменателя всехъ 
дробей):

9  ( х) =  Аа0 (х — Ь) (х — с). . .  и- — а) (х — с)__ -+-

-4- Са0 (х — и) (х — Ъ). . . -+-...............................(7)

Это тождество должно иметь место и для
Но для этого значешя ж-са все члены правой части, кроме одного, 

обращаются въ нуль, и мы получаемъ:
ср (а) - Аа0 (а — — с) .. .

откуда
А = ________ ТМ................ ..................................(8)

ао (а — Ь) (а — с) . . .
I

Тождество (7) должно иметь место и для х — Ъ, откуда:

t Ф (й) - Ва0 (Ъ— а) (6 — с) . .
откуда

В  = Ф (Ь)
«о (Ь- а) (- с) . . .

Такъ же найдемъ:

С =
*

Ф 00
а0 (с — а) (с — Ъ) . . .

Если мы коэффишентамъ А, В, С . . .  дадимъ вышеупомянутый 
значешя, то равенство (7) наверное будетъ справедливо для х =  а, 
х =  Ъ, х =  с . .. и т. д. Значитъ, всего для значешй неизвестнаго.
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Но это есть уравнеше (п — 1) степени; если же оно удовлетворяется п 
различными значешями ж-са, то оно по теоремй I должно быть 
тож дествокъ, т. е. удовлетворяться для вейхъ значений ж-са. Зна
чить, мы достигли того, чего хотели достичь.

Значить, въ томъ случай , когда вей множители знам ена
теля  линейны , разлож еш е дроби на простййнпя всегда 
возможно.

Доказательство этой теоремы дало намъ въ то же время и спо- 
собъ, при помощи котораго мы въ каждомъ сюда относящемся слу
чай можемъ на самомъ дйлй произвести разложеше дроби на про- 
стйй пня.

Для вычислетя иногда бываетъ удобнйе другой способъ:
Равенство (7) будетъ справедливо для вейхъ значешй ж-са, если 

только коэффиц1енты въ- обйихъ частяхъ равенства при одинаковыхъ 
степеняхъ ж-са между собою ровны.

Это услов1е даетъ намъ равно уравнешй для опредйлешя не- 
извйстныхъ А, В, С ... и т. д. Притомъ вей уравнешя линейныя 
(первой степени). Значить, ихъ можно рйшить элементарными сред
ствами. Тутъ, конечно, возникаетъ вопросъ о томъ, во вейхъ ли 
случаяхъ это рйшеше возможно: вйдь можно опасаться, что полу
ченный уравнешя будутъ противорйчить другъ другу или одно или 
нйсколько изъ нихъ будутъ являться слйдств1емъ остальныхъ. Бо- 
лйе подробное изелйдоваше даетъ намъ поводъ утверждать, что ода- 
сешя такого рода излишни. Величины, на которыя намъ приходится 
дйлать .дйлеше (входящая въ составь знаменателей неизв. вел. 
А, В, С . . .), будутъ состоять только изъ произведен^ разностей ве- 
личинъ а, Ъ,...взятыхъ по двй, но мы уже предпослали ycnoBie. 
что каждая изъ разностей (а — Ь) — с) (Ь — с') ... не равна нулю, 
такъ какъ вей числа а, Ъ, с ... между собою различны.

Впрочемъ, намъ и не надо особенно углубляться въ эти разеуж- 
дешя, такъ какъ на основаши предыдущаго вычислешя мы видимъ, 
что рйшеше задачи возможно.

§ 35. Примеры.
Пусть намъ предложенъ интегралъ

Степень числителя въ данномъ примйрй ниже степени знамена
теля, такъ что тутъ не надо дйлать предварительнаго дйлешя чи
слителя на знаменателя.

Значить, намъ надо начать задачу съ разложешя знаменателя на 
множители. Рйшеше уравнешя 3-й степени не входить въ число

6жа -+- i 1 х
Зж -+- 4

6 дх.
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вопросовъ, известныхъ изъ элементарной алгебры, но въ данномъ 
случай мы легко можемъ справиться съ этимъ уравнешемъ, ибо мы 
видимъ,что знаменатель х3 — 6 х1 ч- И х  — 6 обращается въ нуль, 
если въ немъ положить х — 1.

Значить ( х — 1) есть одинъ изъ делителей знаменателя.
Произведемъ д1злете на самомъ дЬл1;:

(ж3 — 6ж2 -+- И х  — 6 ) : (х —  1) =  —  6

— Ьх2 -ч— L\х
— Ьх2 -1- 5х

-ч- 6 ж — 0 '
-4- 6 ж — 6

Теперь остается только разложить ж2 — ох -ч- 6 на множители. 
Для этой цгЬли р1зшимъ квадратное уравнеше:

х2 —  5ж -ч- 6 —  0.

Р'Ьшешя этого ур-шя суть х — 2и 3. 
Значить нашъ знаменатель разлагается на три множителя:

(х — 1) (х — 2) (х — 3).

А такъ какъ коэффищентъ при въ этомъ полином^ равенъ 1 , 
то мы им’Ьемъ тождественно:

х 3 — 6ж3 -ч— 1 1х — 6 =  (х — 1) (х — 2) (х — 3).

Положимъ теперь

Зх ч-4 А  С----------------------------- игг--------- 1----------- 1--------- •
х ъ — 6 # 2 ч- И х  — 6 х  — 1 х  — 2 х — 3 

Освободимся отъ знаменателей; будемъ имгЬть:

Ъх -+- 4 =  А  (х —  2 ) (х — 3) ч- В  (х — 1) (х — 3) ч- С (х — 1) (х— 2).

ГГолошимъ въ этомъ равенств^ х == 1 , тогда мы будемъ им'Ьть:
*

7 =  А( 1) ( 2 ); А  =  ~

Если положить х =  2 , то мы будемъ имгЬть:'

10 =  В  . 1 . ( — 1); В  =  — 10.
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Наконецъ, полагая 3, получимъ:

13 0 . 2  . 1 ; С 13
2

Значитъ, мы определили все три неизвестныхъ.
Если же мы применимъ другой способы то получимъ сначала, 

ВЫПОЛНЯЯ все действ1я:

За; -+- 4 =  А  ( х2 — Ъх-+- 6 ) -+- В ( , 2 — 4а; -+- 3) -+- (аг — За; -+- 2 )

отсюда, сравнивая коэффициенты при одинаковыхъ степеняхъ, по- 
лучимъ;

0  == 1 + 5 - +- С 3 2

з - 5 А - 4 J5 3 С 1

4 = 61 + 3 Вн-  2 С 1

Производя умножетя на указанные сбоку множители и делая сло- 
жеше, получимъ:

и далее

3 = = 2 А В
4 - -- 4А■+-В

7 =  2 откуда А -_  7 
“  2

В  - 1IIСОот 1 0 ; С 1 1 bj 13
2

т. е. величины, полученныя выше. 
Такимъ образомъ мы получимъ:

7 ■ 13— — log ( х  — 1 ) — 1 0  log (х — 2 ) -+- — log (х — 3) -+- С.Л Л
*

Для второго примера разсмотримъ:

Тутъ числитель той же степени, что и знаменатель.
Значитъ нужно сначала выполнить делете числителя на знаме

нателя.
2а;2 — 2 _ 8а; — 8

2а;2 — 8х ч -6  2х2 — 8а; -+- .6
Теперь разложимъ знаменателя на множители. 
Решимъ для этого ypaBHeHie:

2а:2 — 8а? -+ 6 =  0 .
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Его корни суть ж —  1 и х =  3 .
Значитъ 2 ж2 — 8 ж -+- 6 делится на (х — 1) и (ж — 3), но такъ 

какъ тутъ коэффищентъ при х 2 равенъ 2 , то мы имйемъ тожде
ственно

2 ж2 — 8 ж -+- 6 =  2 (ж — 1 ) (ж — 3 ).
Значитъ

1

откуда

отсюда

отсюда

8 ж — 8  =  2 А (ж — 3) -+- 2 (ж — 1)

8 =  2 4  +  2 £

— 8 =  — 6̂ L — 2В

А  =  О,

Тутъ оказывается, что дробь со знаменателемъ второй степени 
равняется дроби со знаменателемъ 1-й степени. На самомъ деле 
тутъ возможно сокращеше дроби на (ж — 1).

Значитъ:

ж —f- 4 loy (ж -I— 3) —Ь- (7.

§ 36. Многократные корни.
Способъ, изложенный въ нослйднихъ §§, былъ основанъ на пред

положении, что вей линейные множители знаменателя между собою 
различны. Если же въ немъ встречаются одинаковые множители, то 
этотъ случай требуетъ нйкотораго видоизменешя методы.

Тутъ одному многократному корню не будетъ соответствовать 
одной дроби; если бы мы это предположили, то определеше коэф- 
фищентовъ привело бы насъ къ уравнешямъ, которыя бы противо
речили другъ другу.

Каждому многократному множителю знаменателя вида (ж — а)к 
будутъ соответствовать дроби со знаменателями (ж— a f,  (ж—а)’1- 1... 
(ж — ау,(ж — а) съ некоторыми постоянными въ числителяхъ. Всего
к дробей.

Пусть, напримйръ, намъ нужно проинтегрировать:

J

Мы должны тутъ предположить такое разложеше:

ж
ж (ж н- 1)

А
х

В С
ж 1 (жн-1)

Г. Бургкардтъ.—Дифференц. ц лнтегр. исчпсдешя. 7
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откуда им’бемъ тождественно:

1 — х =  А {х ч - I ) 2 ч- В х (х ч- 1 ) ч - С х .................(3)

1  и С легко определяются, если одинъ разъ положить =  О, 
другой разъ х  =  — 1 .

В  можно определить по тому же способу, если только принять 
во внимаше то обстоятельство, что коль скоро равенство (3) спра
ведливо для всехъ значешй ж-a, то тождественно справедливымъ 
должно быть и то равенство, которое получается изъ равенства (3) 
путемъ почленнаго дифференцировашя обеихъ частей равенства
по X - J .

Значить, должно иметь место тождественно равенство:

—  1 =  2 ^ 1 ( ж ч - 1 ) ч - - В  (2 ж  ч -  1)  ч -

Тутъ проще воспользоваться вторымъ изъ указанныхъ въ § 34 
способовъ и приравнять коэффищенты при одинаковыхъ степеняхъ 
ж-са въ обеихъ частяхъ равенства.

Это дастъ намъ уравнешя:
0 =  Ач- В  

- 1  =  24  +  В  +  С
1 =  А

который дадутъ намъ:

А  =  1 В  =  — 1 С =  — I — 2Л — В  =  — 2. 
Значить, окончательно мы получимъ:

Значить, интегралъ подобной дроби содержитъ не только лога- 
риемичесюе, но и дробные алгебраические члены.

Примкнете поел^днихъ результатовъ къ хими-
чеекимъ явлешямъ.

§ 37. Сахарная инверйя.
*

Большая часть химическихъ реакщй происходить не мгновенно, 
но требуетъ некотораго времени для своего завершешя. Если пре
рвать реакцию вскоре после начала ея, то можно убедиться, что срав
нительно незначительная часть взятыхъ веществъ вступила въ но- 
выя соединешя, а большая часть еще осталась въ прежнихъ. Чемъ
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дольше реакщя продолжается, тгЬыъ большее количество вещества 
вступаетъ въ реакцш, если только позаботиться о достаточно хоро- 
шемъ смешенш; но при этомъ скорость реакцш большею частью 
уменьшается. Наблюдешя показываютъ, что скорость реакцш зави- 
ситъ отъ количествъ веществъ, не вступившихъ еще въ реакцпо. 
Для выражешя закона этой зависимости норвежсгае ученые, Гульд- 
бергъ и Вааге, почти 40 летъ тому назадъ построили гипотезу, сл'Ьд- 
ств1я которой во многихъ случаяхъ согласуются съ опытными дан
ными. Мы им1земъ дело съ простейшимъ случаемъ прим'Ьнешя этого 
закона действ1я массъ при изученш внутреннихъ молекулярныхъ 
перемещений; но и въ другихъ случаяхъ его приходится применять, 
какъ наприм'Ьръ, въ случай сахарной инверсш; въ этихъ случаяхъ 
скорость реакцш прямо пропорщональна количеству вещества, не 
вступившаго еще въ реакцш. Положимъ, въ моментъ t =  0 имеется 
всего а граммолекулъ неинвертированнаго сахара; пусть въ моментъ t, 
х граммолекулъ инвертированы и а — х не инвертированы еще; въ 
такомъ случай скорость реакцш во время t, для которой мы уже

docраньше (§ 6 и § 13) нашли выражете -гг, пропорщональна а — х, 
Назовемъ коэффищентъ пропорщональности буквой тогда:

~  =  к (а — х ) .................................... (1)

Изъ этого равенства надо получить х въ виде функцш отъ t. 
Эта задача предложена въ нисколько иной форме, ч'бмъ задачи, 
разобранный въ предыдущихъ параграфахъ; здесь производная х 
по t получена не въ виде функцш независимой переменной t, но 
въ виде функщи переменной х, которая сама есть величина зави
симая. Не трудно однако, привести эту задачу къ обычному виду; 
действительно, правило § 22  даетъ возможность написать равен
ство (1) въ такомъ виде:

dt _ 1

dx к (а—х) ’

а это задача, уже разобранная въ § 33. Здесь соответственно усло- 
В1ямъ задачи надо брать только <  Поэтому, изменяя въ фор
муле (3) § 33 въ обеихъ частяхъ знакъ и разделяя на к, находимъ:

Постоянная не определяется закономъ дейеттая массъ; но въ за
даче есть еще данное, на которое мы пока не обратили внимашя: 
во время t =  0 не было еще инвертированнаго сахара, т. е. х  =  О,

7*
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такъ что должно иметь место равенство:

или

log а -ь  С,

Подставивъ найденное значеше' G въ равенство (3), получаемъ:

г

1

Уравнеше въ такомъ виде сразу даетъ ответа на вопросъ: сколько 
времени нужно, чтобы определенная масса сахару была инвертирована? 
Если мы обратимъ внимаше на последнее выражен1е, то увидимъ,
что искомое время зависитъ только отъ отношешя —, чего и надо

ОС

было ожидать.
Чтобы ответить на обратный вопросъ: какая масса оказалась 

инвертированной по истечении определеннаго времени? надо решить 
последнее уравнеше относительно х. Мы получаемъ последовательно:

У

и наконецъ:
х =  а (1 — е~ы)

Построимъ кривую, соответствующую данному уравненш въ коор
динатной системе х я t. Заметимъ при этомъ, что насъ интересуютъ 
только положительный значешя t;мы видимъ, что кривая проходитъ 
черезъ начало координата, образуя съ осью х  уголъ, тангенсъ ко- 
тораго равенъ ак; онъ получается изъ уравнен1я:

£  =  а Ы * . --------- ------------ . . .  (7)

если положить t =  0 . Такъ какъ производная х  по t все время
✓

остается положительной, то съ возрасташемъ t, х  также возрастаете 
но не безгранично; для очень большихъ t, 1 — — становится очень 
малымъ, т. е. х  очень мало отличается отъ а. Соответственно этому
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прямая х - = а  есть ассимптота кривой, и последняя приближается 
къ этой прямой снизу.

Легко убедиться изъ этихъ формулъ, что множитель f- им'Ьетъ
простое физическое значеше; онъ обозначаетъ то время, которое 
нужно, чтобы масса не перешедшаго еще въ друйя соединешя ве
щества а — х  равнялась е-ой части первоначально взятаго вещества. 
Впрочемъ, для разныхъ реакщй, къ которымъ применимы эти вы
кладки, i  им'бетъ очень различный численныя значешя.

Такъ какъ х ,  какъ это видно изъ формулы (6), не можетъ сде
латься равнымъ а  ни при одномъ конечномъ значеши t, то реакщя, 
протекающая точно по приведенному здесь закону, никогда не окан-

Ч

чивается, но скорость ея все время уменьшается. Конечно, на опыте 
этотъ результата несколько изменяется благодаря различнымъ по- 
бочнымъ обстоятельствамъ, въ особенности благодаря изменешю тем
пературы. Но собственно практически интересъ имеетъ вопросъ 
совсемъ не о томъ, сколько времени нужно, чтобы все вещество пе -
решло въ новыя соединешя, а только о томъ, черезъ сколько вре
мени перейдетъ столько вещества, что остатка нельзя будетъ обна
ружить химическимъ анализомъ. Конечно, это зависитъ отъ того, 
какое количество можно еще обнаружить; если оно известно, то 
интересующей насъ вопросъ решается уравнешемъ (5).

Предыдущее выводы сделаны въ предположенш, что известно 
изъ ранее сделанныхъ наблюдений той же реакщй и что речь идетъ

Ч

только о примененш уже известнаго закона или о проверке его на 
опыте. Съ другой стороны, если мы думаемъ или убеждены, что мы 
въ праве считать, что реакщя протекаетъ по этому закону, но не 
знаемъ значешя к, то для определешя его нужно решить уравне- 
ше (5) относительно к- оно даетъ:

'Затемъ, надо сделать одно наблюдете, чтобы получить одну пару
\

соответствующихъ значешй х  ж t; подставивъ эти значешя въ ра
венство (8 ), получимъ к. Но если мы хотимъ одновременно сделать 
то и другое, т. е. найти к и проверить, действительно ли процессъ 
происходита по этому закону, то одного наблюдения недостаточно; 
намъ придется взять и испытать, по крайней мере, две пробы въ 
разное время, чтобы такимъ образомъ получить две пары соответ
ствующихъ значешй (ф, х 1) и (t.2, х 2). Подстановка обеихъ паръ 
въ (8 ) должна дать для к одно и то же число; 'въ действительности,
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вследств1е неизбежныхъ ошибокъ • наблюдений полнаго совпадешя 
никогда не будетъ; • придется удовлетвориться приблизительнымъ 
совпадешемъ. Впрочемъ, чтобы получить надежное число для 7с, сл’Ь- 
дуетъ сделать не два наблюдешя, а больше и затймъ по числамъ, 
полученнымъ такимъ. образомъ, найти среднее по способу, о кото- 
ромъ скажемъ впоследстрщ.

При этомъ все же надо обратить внимаше на одно практическое 
затруднете: не всегда удается точно определить моментъ начала 
реакцш и кроме того часто съ самаго начала въ смесь входятъ ве
щества въ обоихъ химическихъ соединешяхъ. Въ этихъ случаяхъ 
нельзя найти постоянную подстановкой О, а приходится брать 
некоторое значеше х, равное х0,и соответствующее значеше t, рав
ное t0. Это даетъ:

\  1о9 (а — «о) -+- С ...(9)

Подставивъ значеше С, полученное отсюда, въ формулу (3), на- 
ходимъ:

t - tо ~ к 1°я
а  - х0
а  —-  X

Имея это уравнен1е, мы опять-таки можемъ определить Тс изъ 
двухъ наблюдешй, независимо отъ начала счета времени.

Наконецъ, сл^дуетъ обратить внимаше еще и на тотъ случай, 
когда намъ менее важно знать численное значеше /с, чемъ прове
рить, действительно ли процессъ происходитъ по упомянутому за
кону. Чтобы привести формулы къ виду удобному для этой цели, 
возьмемъ три наблюдешя во времена £0, tx и t2 и выпишемъ следую
щая два равенства, соответствующая этимъ наблюдешямъ:

i l — tо
1 , а  — х

-г log —г—  
к а  — х

о t t
h h s

а - -  х1
а  —-  Хо

1 . . . (10)
1

Значешя к, получаюпцяся изъ этихъ равенствъ, должны совпа
дать; следовательно, должно быть:

(А — К) ■ (А —  =
а  - .г-1
а - -  X*

а  - х0
а  - -  х л ■ • - (и )

Процессъ будетъ происходить по принятому закону, если только 
это равенство справедливо для трехъ какихъ-нибудь паръ соотвйт- 
ствующихъ значенШ х  ж t.

Такъ какъ, большею частью, отъ насъ зависитъ, кох’да делать 
испыташе, то мы можемъ устроить такъ, чтобы

L А =  к —  #0,
т. е. делать испыташя черезъ равные промежутки времени. Тогда
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равенство (1 1 ) упрощается и приводится къ виду:

а
а

Это можно выразить такъ: если время растетъ  въ  ариемети- 
ческой fiporpeccin , то количество вещ ества, не вступивш аго  
въ реакщ ю , ум еньш ается въ  геом етрической прогрессш . 
(Положимъ, черезъ полчаса осталась половина первоначально взя- 
таго вещества; тогда черезъ часъ останется четверть, черезъ 1 * / 2 часа— 
восьмая часть, черезъ 2 часа — шестнадцатая часть и т. д., черезъ 
5 часовъ приблизительно тысячная часть).

§ 38. Полныя химичесия реакцш.
Мнопя химическ1я реакцш, при которыхъ нисколько веществъ 

дМствуютъ другъ на друга не прекращаются, пока еще остается 
хоть что-нибудь отъ первоначальныхъ веществъ. Оказалось, что ско
рость н’йкоторыхъ изъ этихъ реакщй пропорщонаяьна произведешю 
количествъ веществъ, еще не вступившихъ въ реакщю.

Пусть а, Ь,...число граммолекулъ различныхъ, д'Ьйствующихъ 
другъ на друга веществъ, которыя были въ начале счета времени 
налицо; х — число вступившихъ въ реакщю ко времени такъ что 
въ этотъ моментъ уже оставалось а — х, Ъ — х , . .. граммолекулъ 
первоначально данныхъ веществъ. Въ такомъ случай можно напи
сать для скорости выражеше: '

х) (Ъ — х)

Мы разсмотримъ только случай двухъ взаимодМствующихъ ве
ществъ, тогда:

dt _ 1

dx к (а — х) (Ь — х)
Для разложешя на простМппя дроби:

1 _  л в

надо положить:
(а—-х) (Ь— х) а — X 1 Ъ — х

следовательно:
1 =  А (Ъ — х) -ь  В {а -

\
X),

• 1 — ЛЪ -+- JBco 1ч 1

0  — АВ а ъ
Рйшая эти уравнешя, получаемъ:

■ч

(5)
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Подставляя и интегрируя, имеемъ:
dx

------------------  — |—

а — х

Чтобы решить, которыя изъ приведенныхъ въ § 33 значешй 
этихъ интеграловъ надо взять, замйтимъ, что можно брать только 
т а т я  х, которыя меньше а и меньше Ъ, поэтому надо положить:

t • 1 \ 
к (а—Ъ) [

t к ( а—Ъ){log (а — х) — log (Ъ — г ) ( + С  . . . .  (8 )

(Въ этомъ виде формула написана въ предиоложенш, что черезъ а 
обозначено большее изъ чиселъ аж т. е. количество того веще
ства, которое было въ избытку если бы это было не такъ, то удоб
нее изменить знакъ числителя и знаменателя; тогда числитель и 
знаменатель сделались бы положительными, а величина дроби оста
лась бы безъ изм1знешя).

Постоянную можно определить такъ же, какъ и въ предыдущемъ 
случае. Если наблюдете началось съ момента начала реакщи, то 
при t — О, хтакже равно 0 , значить:

О к (а— {log а — log Ь\ -+- С (9)

Принимая во внимаше это равенство, получаемъ:

t log Ъ (а—х)
к (а—Ъ) а (Ъ— х)

. . . . (1 0 )

Р^шеше этого уравнёшя относительно х даетъ последовательно:

к (а — Ъ) t =  log

Ъ (а—х) 
а (Ъ—х)

Ъ (а—х)
а (Ъ — х) 9

х аЪ (ек(°— ъ) t
аек (а —  Ъ) t

g k  (а — Ъ )  t

i )  ,  1 — e - k ( a - b ) t

Ъ — аЪ * ' ' *

Съ возрасташемъ t, х также все время возрастаетъ, пока при 
очень большихъ t, при которыхъ

q —к (а — 6) t ^

аЪочень мало, х не сделается равнымъ =  6 . Следовательно, ре-
7 Л .

аквщ идетъ далее, пока все то вещество, число граммолекулъ кото- 
раго меньше, не будетъ израсходовано (отсюда обозначенье полная 
реакщя). Но если реакщя происходитъ по приведенному закону, то 
теоретически такой моментъ наступить черезъ безконечно большое
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время. Практически интересъ имеетъ опять таки, только вояросъ о 
томъ, черезъ сколько времени отъ Ь совсбмъ не останется зам’Ьт- 
наго остатка. Чтобы ответить на этотъ вопросъ надо въ уравне- 
Hie (10) подставить вместо х  число, отличающееся отъ Ъ на вели
чину, соответствующую погрешности наблюдений. Конечно, ответъ 
будетъ очень значительно зависить отъ которое для различныхъ 
реакщй, следующихъ этому закону, имеетъ очень различный значен1я.

Если начало реакцш не было точно определено или если уже въ 
начале входили продукты реакщй, то для определешя постоянной 
надо взять два кашя-нибудь соответствующая х0 и £0, это даетъ:

=  к(а — Ъ) {log (а — х0) — log (Ъ — х0)} -ь  С, (12)

или черезъ исключеше

t 1
к (а — Ъ)

(а — х) (Ъ — х0)
(Ъ — х) {а — х0) '

Если мы, не интересуясь определетемъ числа , хотимъ вообще 
испытать, происходитъ ли реакщя по приведенному закону, то 
опять таки лучше всего выбрать три равноотстоящихъ момента на- 
блюдешя t0, tx, t2 такъ, чтобы

Применяя уравнеше (13) одинъ разъ для t0 и tv другой разъ для 
и t2, и исключая к,находимъ, что въ этомъ случае должно иметь 

место равенство:

Для случая

(15)

(16)
когда даны одинаковыя количества взаимодействующихъ веществъ, 
наши формулы непригодны. Въ этомъ случае получаемъ:

a t_ 1

dx к (а — х) 3

И отсюда посредствомъ интегрировашя:

/

Определимъ опять постоянную изъ того услов1я, что для t =  О 
х  также должно быть равно 0 , получимъ:

MitskevichOA
Прямоугольник
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И отсюда 1 _, 1-------— let —ь* —
а — х  а

а
1 —ь- diet

2 • • * (19)
aid

Здесь также х  делается точно равнымъ а тогда и только тогда, 
когда t =  со.Практически вопросъ о времени, которое нужно, чтобы
все вещество, поскольку это можно обнаружить, вступило въ реак- 
цда, можетъ быть разртбшенъ съ помощью формулы (18) сообразно 
требуемой точности.

Если начало реакцш не было точно определено, то можно найти 
С при помощи двухъ какихъ-нибудь соотвйтствующихъ зн ачетй  х  
и t, мы получаемъ:

t —  <„ =  4  ( —  ------------- — ) ........................... (20)к \и  — х  а — х 0/ 4 7

х а 1
а2Ы а

1 +- аЫ аЫ

Если £0, tL, t2—три равноотстоящихъ другъ отъ друга момента, а 
# 05 #! 5 #2— соотвйтствуюпця значешя х. то посредствомъ исключешя 
Те получимъ аналогично прежними результатами:

1 ' 1  1 1 '✓

а — х 2 а — х г а — x i а — х 0

И так ъ ,. въ этомъ случае, если времена растутъ въ ариеметиче- 
ской прогрессш, то величины, обратный количествамъ веществъ, не 
вступившихъ въ реакщю, также растутъ въ ариометической nporpeccin.

§ 39. Неполный химичесыя реакцш.
Въ более сложныхъ случаяхъ реакщя не и детъ ' такъ далеко й 

не все то вещество, число граммолекулъ котораго меньше, перехо
дить въ новыя соединешя, но въ результате наступаетъ состояше 
равновешя, при которомъ въ смесь входить определенное количе- 
ство веществъ, какъ техъ, которыя были даны въ начале реакщи, 
такъ и продуктовъ реакцш. Чтобы объяснить подобныя явлешя, при
няли, что вы реж ете для скорости состоитъ изъ двухъ членовъ, при- 
чемъ одинъ пропорщоналенъ произведешю количествъ взаимодей- 
ствующихъ соединенШ, а другой —  произведешю количествъ вновь 
получающихся соединенШ; каждый членъ входить съ особымъ коэф- 
фищентомъ пропорциональности. Простейшимъ случаемъ оказывается 
опять таки тотъ, когда дело идетъ о внутренней перемене въ строе- 
ши каждой молекулы; этого рода изменешя поступаютъ при обра
зования такъ называемаго лактона (внутренняго ангидрида) изъ ки

MitskevichOA
Прямоугольник
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слоты. Чтобы сразу перейти къ общему случаю, допустили, что въ 
начале реакщи было аг граммолекулъ кислоты и а2 граммолекулъ 
лактона, а ко времени t еще х граммолекулъ кислоты перешли въ 
лактонъ, такъ что въ этотъ моментъ имеется — х граммолекулъ 
кислоты и а2 х граммолекулъ лактона. Наше допущете даетъ 
для скорости реакщи выражеше:

~Tt ~  К  ( а 1  * Х)  К  ( а 2 + * )  =  К а1   К а2   (^1 ~+* К ) ■ (1 )
V

где черезъ lct и /с2 обозначены коэффициенты пропорщональности. 
Последнее равенство того же вида, какъ равенство (1) § 37, только 
значеше коэффищентовъ другое; поэтому намъ щЬть надобности по
вторять выкладки, а можно сразу выписать результата:

или, если решить это уравнеше относительно х, то:

При изслйдоваши сл'йдуета различать два случая.
1 . Если смйшиваемыя массы находятся въ такомъ отношенш, что

к1а1 — к2а2 > 0 ,  .....................................(4)
dxто -т сначала положительно, т. е. количество лактона увеличивается; 

это увеличете происходить до тйхъ поръ, пока не будетъ:

такъ какъ остается до этого времени положительнымъ. Но изъ
равенства (3) видно, что х (теоретически) достигаетъ этого значешя 
черезъ безконечно большое время; и здесь процессъ, разъ начавшись, 
продолжается все время въ томъ же направленш. При этомъ однако 
не вся кислота обращается въ лактонъ; если реакщя, действительно, 
протекаетъ по принятому закону, то, какъ бы далеко мы ни про- 
должали наблюдешя, мы никогда яе получимъ лактона больше, чймъ 
то количество, которое указывается правой частью равенства (б). 
Продолжительность того времени, которое требуется, пока это, въ 
предйлахъ точности наблюдений, будетъ достигнуто, зависита ота по- 
стоянныхъ \  и /с2, или, лучше сказать, ота ихъ суммы; если она не 
очень мала, то для этого требуется не очень продолжительный про- 
межутокъ временщ Посредствомъ наблюдешя этого наступающаго въ 
конце концовъ приблизительнаго состояшя равновешя можно опре-
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делить значеше дроби, стоящей въ правой части равенства (5) и
котсюда, если а, и а2 известны, отношеше j1 ; когда это отношеше

определено, то наблюдеше протекашя реакщи даетъ значеше к1 -+- /,-2 
такъ же, какъ въ § 38 наблюдете даетъ число к.

2 . Если въ начале реакщи
к1а1 — к2а2 > 0 ..........................................(6)

docто -г, отрицательно; количество лактона уменьшается, и часть лак-
тона переходить снова въ кислоту; изследоваше, совершенно ана
логичное предыдущему, показываетъ, что этотъ процессъ продол
жается безконечно долго. Но намъ нетъ надобности отдельно трак
товать этотъ случай: мы можемъ просто привести его къ предыду
щему, переставишь величины, относящаяся къ кислоте и лактону.

Нзъ неполныхъ химическихъ реакщй, при которыхъ происходить 
взаимодейств1е двухъ веществъ, мы разсмотримъ только получеше 
какого-нибудь эфира изъ кислоты и спирта и притомъ только тотъ 
случай, когда въ начале реакщи даны эквивалентный количества 
того и другого вещества и еще совсемъ не образовалось эеира. Въ 
этомъ случае можно первоначально данныя количества кислоты и 
спирта принять за 1 ; если ко времени t получилось граммоле- 
кулъ эеира, то принятый нами законъ даетъ уравнеше:

Aj (1 —  х2—  к2х2

а отсюда получается:

Вешая уравнеше:

имеемъ:
<

а корни уравнешя получаются въ такомъ вид^:

(ЗамЬтймъ, что черезъ а обозначенъ болышй, черезъ (3—менышй 
корень

При разложенш на простМпия дроби (ср. § 34) слфдуетъ обра
тить внимате на то, что въ знаменатель выражешя (8) входить не 
просто произведете множителей (х  — а) (х — (3), а это произведете 
помноженное на коэффшцентъ при высшей степени х  въ выраженш
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(9), т. е. на \  — к2. Такимъ образомъ получаемы
1 _  1______  I 1

— К) (а — Р) U —
1

kl (1 — х) Ь (К а х PJ
Если подставить въ (а — (3) значешя а и [3, приведенный въ (10). 

то получается:
1 |  1 1

2 } / \1с2 \% — а Р)
а отсюда посредствомъ интегрировашя, пока х меньше (3:

t \ log а х
2 Y h k 2 \ Р — « 109 ц

log
[3 (сс — х)

2]/ к\к2а  ( Р  — х) • (12)

Р'Ьшимъ это уравнеше относительно х, сначала получимъ:

а затгЬмъ

Р (g Ж) — рыУ 
a (J3 — х) ’

При t — со, х =  [3; наблюдая это наступающее, въ конце кон- 
цовъ, равновЗзше, можно найти j3 и по данному (3 вычислить отно- 
шеше коэффищентовъ \и к2. Когда это отношеше известно, то 
можно по даннымъ двумъ соотв'йтствующимъ значешямъ и t на 
основан1и равенства (13) найти произведен1е этихъ множителей и 
наконецъ вычислить отдельно кг и

J *

Напримйръ, для уксусной кислоты и этиловаго спирта v1 =  4,
9  ^2

значить а =  2 , р =  , a
1   е-2«V * а

«

ч

Г Л А В А  YI.

Производныя высшихъ порядковъ. Теорема о сред-
немъ значенш. Формула Тайлора.

§ 40. Производныя высшаго порядка.
' Производная функцш у =  f  (х)въ тйхъ случаяхъ, съ которыми 

мы имйемъ дело, для вс'Ьхъ разсматриваемыхъ значешй х, за исклю- 
чен1емъ, быть можетъ, нйкоторыхъ отд'йльныхъ значен!й, имйетъ 
вполне определенное значеше. Значить, мы можемъ эту производ
ную, соответственно съ определешемъ понятая о функцш (§ 13),
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тоже разсматривать, какъ некоторую функщю ж-са. Какъ таковую 
обозначимъ ее символомъ / '  (ж) *).

Во всйхъ тйхъ случаяхъ, когда /  ( ж ) представляетъ изъ себя 
функщю, принадлежащую къ известными нами классами, и / '  (ж) 
будетъ тоже известная намъ функщя. Мы можемъ поэтому веб вы
веденный нами правила дифференцировашя применить и тутъ, и мы 
получимъ новую функщю, которую мы назовемъ: «второй производ
ной /  (ж)» и обозначимъ черезъ

0  = / ” w .............................о)
(место значка 2 при букве d въ числителе и соотв^тств. место 
значка 2 въ знаменателе, после буквы х, будетъ разъяснено въ § 63). 

Значитъ, если, напримеръ,

/  (х) =  хп 
то

/ '  (х) =  пх п ~ г

а потому
f "  (х) =  п (п — 1) хп~~'2.

Если, напримеръ,
/  (ж) =  еж,

то не только / '  (ж) =  ех, но и / "  (ж) =  ех.
Если

/  ( х ) =  log ж,
то

■ . / '( * )  =  -  J к J X
и

Значитъ, какъ было сказано, для определешя второй производ
ной, намъ не нужно знать никакихъ новыхъ правили, а только 
дважды нужно воспользоваться известными намъ правилами диффе- 
ренцироватя. Мы остановимся более подробно на одной формуле, 
а именно на формуле для второй производной отъ произведешя 
двухъ функщй.

Пусть /  (ж) =  9  (ж). ф (ж).
1

Тогда по § 18 мы получимъ сначала:

/ '  И  =  9 О) Ф' (ж) -ь  ср' (ж) ф (ж).

*) Вводя такое обозначеше, мы въ дальнййшемъ уже будемъ избегать 
ставить значокъ наверху въ другомъ смысла, напримеръ какъ отличительный 
знакъ двухъ разн. величинъ.
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Если мы еще разъ продиффереяцируемъ обй части этого равен
ства, то получимъ:

/ "  (ж) == [<р (ж) ф" (ж) -+- у ' (ж) ф' (ж) ] -+- [<?'' (ж) ф (ж) -+- <р' (ж) ф' (ж) ]. 
Соединяя подобные члены, будемъ имйть:

/ "  (ж) =  9  (ж) ф" (ж) -я- 2<р' (ж) ф' (ж) -+- ф" (ж) ф (ж) , . . (2)
Г

Вторая производная имйетъ тоже очень простое геометрическое 
значеше для кривой, которая задана въ прямоугольныхъ декарто- 
выхъ координатахъ уравнешемъ у =  (ж). 
Мы видЬлй раньше, что съ возрасташемъ 
ж-са растетъ и /  (ж), пока / '  (ж) остается 
положительной. Если же мы это соображе- 
Hie приложимъ къ / '  (ж), то мы увидимъ, 
что пока / / '  (ж) остается положительной,
/ '  (ж) будетъ возрастать съ возрасташемъ 
величины ж, а это значитъ, что скорость 
возрасташя функцш увеличивается съ воз- 
расташемъ самого ж-са. Возрасташе и убы-
ван1е мы должны понимать алгебраиче-

%

ски, а не по абсолютному значешю, счи
тая, напримйръ, изъ двухъ отрицатель-
ныхъ чиселъ большими то, абсолютное значеше котораго меньше.

Если мы примемъ во внимаше знаки, то мы должны различать 
слйдуюпце четыре случая:

и

Ш
Черт. 24.

I. Если / '  >  0 , / "  >  0 , то /  растетъ, притомъ сначала тише, потомъ
скорйе.

II. Если / '  >  0 , / "  <  0 , то /  растетъ, но сначала скорйе, а потомъ
тише.

Ш . Е с л и / ' <  0 , / "  >  0 , то /  убываетъ, сначала скорйе, потомъ тише.
IV. Если / '  <  0 , / "  < 0 , то /  убываетъ, сначала тише, потомъ скорйе.

Въ случаяхъ I  и III кривая выпукла книзу и вогнута кверху. 
Въ случаяхъ II и ГУ кривая вогнута книзу и выпукла кверху. 
Значитъ мы можемъ сказать, что если

/ "  >  0 , кривая вогнута кверху.
/ "  <  0 , кривая вогнута книзу.

(Встречающееся здйсь термины «кверху» и «книзу» должны ч со
впадать съ условными отсчетомъ положительныхъ и отрицательныхъ 
значешй у-ка). И съ механической точки зрйшя значеше второй 
производной очень просто. / '  выражаетъ скорость измйнешя / ;  
будетъ выражать скорость измйнешя скорости. Эта величина назы
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вается у с к о р е ш е м ъ . Мноия явлеш я движешя легче всего поддаются 
описанш, если намъ известно ускорен1е; въ силу того, что ускоре- 
Hie зависитъ отъ состояшя тела только въ данный моментъ и отъ 
окружающей его среды, скорость же только тогда можетъ быть опре
делена, если знать предшествующее состояние тела.

(НаприюЬръ, въ случае падешя тела, можно лишь тогда опреде
лить скорость въ данный моментъ, если намъ известно, падаетъ ли
тело свободно или оно было брошено, тогда какъ ускорете въ томъ

\

и другомъ случае одно и то же). Для того, кто отъ задачъ матема
тической физики переходитъ къ задачамъ химш, должно казаться 
весьма страннымъ, что въ этихъ вопросахъ пока еще не встрети
лось необходимости ввести въ разсмотреше ускорете.

Процессъ, который мы совершили для нахождешя 1 и 2 произ
водной, мы можемъ повторить сколько угодно разъ подъ-рядъ и такимъ 
образомъ мы получимъ производныя сколь угодно выеокаго порядка.

Эти последшя (производныя высшихъ порядковъ) не имеютъ . та
кого простого геометрическаго и механическаго смысла, но оне 
играютъ большую роль въ выводе формулъ, которыя имеютъ въ 
анализе крупное значеше.

§ 41. Теорема Ролля и теорема о среднемъ значенш.
Р о л л ь  (Rolle), современникъ Лейбница и Ньютона, въ продол- 

жеше своей жизни держался въ стороне отъ исчислешя безконечно 
малыхъ, которое тогда было еще совершенно новой научной дисци
плиной, ибо эта дисциплина казалась ему недостаточно строго 
обоснованной. Такъ что можно усмотреть небольшую иронию исторш
въ томъ, что одна изъ теоремъ, найденныхъ Роллемъ, представляетъ

%

одну изъ основныхъ теоремъ дифференщальнаго исчислешя, если 
эту теорему обосновать чисто аналитически, не пользуясь соображе-

I •

шями геометрическими.
Эта теорема гласить такъ:
Е с л и  и м е ю т с я  д в а  з н а ч е ш я  х х и х 2, д л я  к о то р ы х ъ  н е к о 

то р а я  ф у н к щ я  /  ( х) д в а  р а за  п р и н и м а е т ъ  зн а ч е ш е  н у л ь , т. е.

/ ( 0  =  0 и /  (О =  о,
то между хх и х 2 должно найтись по крайней мере одно значеше 
х  =  L для котораго

/ ' 0  =  0 .........................* . . . .  (1)
причемъ предполагается, что /  {х) и / '  (х) непрерывно меняются въ 
промежутке отъ х х ДО х 2.

Откажемся отъ аналитическая способа доказательства, а удоволь
ствуемся геометрическими соображешями. Если /  (х) для всего про
межутка отъ х х до х2 равна нулю, то теорема сама собой очевидна.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Если же /  (ж) не равна нулю на всемъ промежутке, то предпо- 
ложимъ, что она положительна. (Предположеше, что она отрица
тельна, трактуется совершенно такъ же). Такъ какъ /  переходить 
отъ нуля къ положит, значешямъ, то значить, /  (ж) въ н!зк. проме
жутка должна расти, а значить / '  (ж) должна иметь знакъ -ь. Но 
/ '  (ж) не можетъ все время оставаться положительной, ибо въ этомъ 
случай /  (ж) росла бы все время и никакъ не

Ж • А

ж е т ь  п ер ей ти  отъ  о т р и ц а т е л ь н ы х ъ  з н а ч е ш й  к ъ  полож и- 
тельн ы м ъ , не п рой дя ч е р е зъ  н уль . Значить, между и ж2 / '  (ж) 
хоть одинъ разъ должна обратиться въ нуль. Т. е. наша теорема 
доказана. Легко видеть, къ чему бы свелось доказательство теоремы 
Ролля, свободное отъ геометрическихъ соображешй.

Для этого нужно было бы геометрическому представлешю, кото
рое мы выражаемъ словами «непрерывный переходъ» дать настолько 
точный смыслъ, чтобы изъ такого опредйлешя «непрерывности» не
посредственно вытекала необходимость обстоятельства, отмйченнаго 
ж и р н ы м ъ  ш риф том ъ (а именно, что некоторая величина не можетъ 
перейти отъ отрицательныхъ значешй къ положительнымъ, не пройдя- 
черезъ нуль).

Простымъ обобщешемъ теоремы Ролля является известная «тео
рем а д и ф ф е р е н щ а л ь н а го  и с ч и с л е ш я  о сред н ем ъ  зн ач еш и » . 
Геометрически эта теорема можетъ быть выра- /
жена такъ: н а  н еп р ер ы вн о й  в е т в и  кривой , \ /
съ н еп р ер ы вн о  м е н я ю щ е й с я  к асател ь н о й , / \  /
и м е е т с я  по к р а й н е й  м йрй одна точка, в ъ  / У
которой  к а с а т е л ь н а я  || хорде, соединяю - /  У
щ ей ко н ц ы  в е т в и  (фиг. 26) / /

Обозначимъ уголъ, подобно тому, какъ мы '
это делали въ § 11, который хорда образуетъ Черт. 26.
съ осью ж черезъ а12; уголъ, который касат. въ нйк. точке обра- 
зуетъ съ осью ж,—черезъ а. Тогда мы будемъ иметь:

Теорема о среднемъ значен1и говорить: между х х и ж2 имеется

/  (»2) — /  (®i)

И

tg « =  / '  ($), где а

Г. Вуркгардтъ.—Дцффереиц. п пнтегр. псчислетя. 8
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по крайней мере одна точка И, для которой

или, что то же:

Г  (6) /  Ог) — /  оо
£ X

/  (*») =  /  (®х) -+- (®S — *i) Г  (6).
Доказательство этой теоремы можно получить какъ следствк' 

теоремы Ролля, если упомянутую хорду совместить съ осью ж.Или 
можно дать чисто аналитическое доказательство, применяя теорему 
Ролля къ искусственной функции:

? (* ) =  /  (я) — /  (ж,) — {х — жД ---- -у-—

Производная которой
*

ср' (ж) =  / '  (ж)
/ ( ж 2) —  /  (ж,)

Ж2    Жх
такъ какъ жг и ж2, у (ж,) и /  (ж2) должны при дифференцирова- 
нш разсматриваться какъ постоянный.

Въ механическомъ смысле теорема о среднемъ значеши можетъ 
быть формулирована такъ: Скорость въ данный моментъ на протя
жении некотораго промежутка времени не можетъ быть все время 
меньше или больше средней скорости движешя въ течете этого 
промежутка времени.

ч

Относительно числа £, которое встречается въ нашихъ форму- 
лахъ, мы не можемъ сказать ничего более определенная (кроме,того, 
что оно лежитъ между х 1 и ж2), пока намъ неизвестно чего-нибудь 
определеняаго про /  (ж). Можно дать примеры, когда это значете 
£ будетъ весьма близко къ х у или очень близко къ ж2 или где-ни
будь въ напередъ заданномъ месте между ж, и ж2.

Пусть, напримеръ, дана функщя:

f  {х) — х  (ж —  3) (ж — Зс) — х 3 — 3 (с -+- 1) ж2 9сж.
При хх =  0  и ж2 =  3 выполнены услов!я теоремы Ролля. 
Уравнеше:

ж2 — 2 (с -+- 1) ж н- Зс =  О
имеетъ по крайней мере одинъ корень, лежапцй между 0  и 3 , ка
ково бы ни было с.

Этимъ свойствомъ будетъ обладать реш ете

ж4 =  с -+- 1 -+- ] / ( е  -+- I ) 2 —  Зс,

когда с лежитъ между —  оо и, 1 и р е ш е т е

ж2 =  с-+- 1 —  I )2 —  Зс
✓

когда с лежитъ между 0 и -4 - 0 0 .
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ПоследнШ корень очень близокъ къ нулю, когда с очень мало; 
х х лежитъ очень близко къ 3, когда с близко къ единица.

Если с положить равнымъ

где % есть число, лежащее между 0  и 1 , то одинъ изъ корней бу- 
детъ иметь значеше близкое къ %. \ '

Для многихъ целей, какъ мы это увидимъ выше, вовсе и не 
нужно знать точнее число %; важно только знать, что такое число, 
подчиненное даннымъ услов1ямъ, вообще должно сущ ествовать.

Когда намъ известно, что для вс'Ьхъ значешй % между и 
должно существовать неравенство:

то мы отсюда тотчасъ сдйлаемъ заключен1е о необходимости суще- 
ствован1я и такого неравенства:

т (ж2 — жД <  /  (х2) — /  (ж,) <  М  (ж2 — ж,),

Если же на протяженш всего промежутка отъ х х до х 2 / '  ( ;)  от
личается отъ величины / '  (ж,) меньше, чемъ на величину е, то мы мо- 
жемъ заключить отсюда, что разность /  ( ) — /  (ж,) отличается 
меньше, чемъ на s (ж2 — x L) отъ величины (ж2 — хх) / '  (ж,). Если 
съ одной стороны е, съ другой стороны (ж2 — x L) настолько малы, 
что мы можемъ, при требуемой степени точности, произведешемъ 
е (ж2 — x j  пренебречь, то мы можёмъ написать:

f  (^2) f  (®i) ^  0̂ 2 —— ®i) i f  ......................... (4)
Причемъ знакъ оо употребленъ нами, какъ въ § 30, для выра

жения приближеннаго равенства. Такъ какъ х 2 и ж, въ приближен-
/ '

номъ равенстве (3) выражаютъ совершенно произвольный значешя - 
х-са, если только выполнено услов1е непрерывности для этихъ зна- 
чен1й, то мы можемъ совершенно откинуть индексъ 2 и разсматри-

I \

вать х2 какъ переменную величину ж; индексъ 1 зам-йнимъ знач-
комъ 0 ; тогда равенство (3) приметь видъ:

\

f  (х) со f  (ж0) -+- (х —  ж0) / '  (ж0)

Это равенство выражаетъ следующее: Если мы желаемъ предло
женную функщю /  (ж) выразить приближенно черезъ целую функ
щю первой степени:

д (ж) =  Лх -+- В
(геометрически: приближенно кривую представить въ виде прямой),

8*
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то мы можемъ положить

А  —  fО 0)  BОо )  —  / '  («<>)•
Причемъ для х  =  х0 мы им!земъ тождественныя равенства:

/  (®0) =  9  («о)

/ '  ( « о )  =  9' О о ) -
§ 42. Формула Маклорена.

'  Только что полученные результаты выдвигаютъ следуюпцй во
просы Если намъ дана некоторая функд1я /  (ж), то не можемъ ли 
мы найти -некоторую целую ращональную функцда д ( ), которая бы 
для нйкотораго частнаго значетя — не только сама и ея пер
вая производная имели бы те же значетя, что и /  (х) и / '  (х), но 
чтобы подобный равенства имели бы место и для нйкотораго опре- 
д’йленнаго числа производныхъ высшаго порядка? Проведемъ такое 
вычислеше для некоторой ращональной функции четвертой степени 
и притомъ для простоты выкладокъ возьмемъ х 0 —  0 . Положимъ въ 
искомой функцщ сначала коэффициенты неопределенными, т. е.:

д (х) — Ан- В х  -+- 2 -+- В х 3 -1-  ..(1)

Путемъ послйдовательныхъ дифференцировашй мы будемъ иметь:

д' (*) == В  -+- 2 Сх нь 3 В х 2 1ь 4 Е х 3,

д" (х == 2 О н
1

ь 6 В х  нь 12  Е х \

д1" («) = 6 В  нь 24 Ех,
91Чх) = 24 Е.

Значить
д (0 ) =  А, д' (0 ) =  В, д" (0) =  2С, д"' (0 ) =  6Д )

д 1У(0) =  24 } ‘
I

(При этомъ подъ д" (0), напримеръ, нужно понимать величину, 
которая получится, если мы два раза продифференцируемъ д [х) и 
уже въ полученномъ результате положимъ х  =  0 ).

Если коэффициенты А, В, С ... должны быть определены такъ, 
чтобы имели место равенства:

/  (0) =  9(0), f  (0 ) =  д' (0 ), / "  (0 ) =  д" (<0), / " '  (0 )
/ i v  (о) =  д п  (о),

то для этого необходимо, чтобы:'  I

•  A = f ( 0 ) , B = f ( 0 ) , C , =  Y± - f ' ( 0 ) , D  =

9'" (0), (3)

1 . 2 . 3 Г  (0),

Е
1 . 2  3 . 4 Г  (0)

( 4 )



§ 4 2 . Ф о р му л а  М а к л о р е н а . 1-17

Итакъ, на поставленный вопросъ мы им-бемъ следующей ответь: 
Ц ел ая  рац1ональная ф ун кщ я четвертой степени, кото

рая для ж =  О вм есте  съ ея четы рьм я первыми производ
ными тождественно совпадаетъ съ данной (ж)и ея соотв. 
производными, им ^етъ видъ:

9  0*0 =  /  (0) -+• ж / '  (0) ж3

1.2.3 1.2.3.4/ У1(0) • (5)

То, что нами проведено на функцш 4-й степени, можетъ быть
I

перенесено на функцш любой степени; если мы желаемъ совпадешя 
производныхъ функцш д (ж)и /(ж ) до п-ой включительно при х = 0 ,  
то мы въ формул!; (6) должны прибавить соответственное число чле- 
новъ, составленныхъ по тому же закону; причемъ въ этомъ случае 
последнимъ членомъ будетъ:

/ (и) (0 ).

(То, что при-/ значокъ п выражаетъ у насъ знакъ производной, от
мечается нами скобками при этой букве, чтобы не смешать этого 
символа со степенью).

Пусть, напримеръ,

Тогда мы последовательно получимъ:

значитъ

/0*0 =
л

l- t - ж ’

/ '  0*0 =
1

(1 -+- х)2 5

/ "  оо =
1 . 2

1 (1 -+- ж)3 ’

/ '"  о*о -
1 . 2 . 3
(1 -1- ж)4 ’

/ IV 0*0=
1 .2 .3 .4
(1 -+- ж)5 ’

/  (о) == 1,

/ '  (0) == - 1 , -

Г  (о) == ч - 1 .2 ,

/ " '  (о) == — 1 . 2 . 3 ,

< II= - « - 1 . 2 . 3 .

1
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Если мы теперь эти значешя подставимъ въ общую формулу, то 
мы получимы

д (ос) =  1 — ж -н х* — ж3 ч - ж4. . . . . . . . (6 )

Эта ф у н к щ я  не только сама, но и ея четы ре первы я 
производны я для ч астн аго  зн а ч е ш я  0  совп адаю тъ  съ
зн ач еш я м и  ф у н к щ и r-i— и ея четы рьм я первыми производ
ными.

Теперь является такой вопросъ: можетъ быть, и для другихъ зна- 
чешй. кроме значешя х =  О, между функщей д (ж) и функщей г-——

4 ' 1 +  X
будетъ иметь место упомянутое соотв,Ьтств1е?

Въ данномъ простомъ случай мы можемъ ответить на этотъ во- 
просъ путемъ непосредственнаго вычислетя.

Если бы д (ос) было равно частному отъ делешя 1 на 1 н- для 
всЬхъ значетй х, то мы должны были бы иметь тождество:

д (ж) . (1  -+- ос) =  1 .
Однако мы им'Ьемъ въ настоящемъ случай

откуда
д (ж) . (1  -+- х) =  1 -+- х ъ .

1 , х ' х ь-----------  д (х) =  — --
1 -+- X 4 ' 1 + ж  1

1Значить обе функцш д (х) и -----вообще не равны между со-
L ■ |  ■ СС

бою, а отличаются другъ отъ друга на величину

X
X

Значить, мы тогда и только тогда можемъ одну изъ нихъ заме
нить другой, когда упомянутая разность между ними такъ мала, что, 
при данномъ требованш точности, можетъ быть отброшена.

А это будетъ иметь место въ техъ случаяхъ, когда х  само мало; 
причемъ х  вовсе не должно быть столь малымъ, чтобы мы могли 
пренебречь первой его степенью.

Напримеръ, если отъ насъ требуется точность до 4-хъ десятич- 
ныхъ знаковъ, то мы можемъ пренебречь (самимъ ж-сомъ лишь въ
томъ случае, если х  <  0 ,0 0 0 1 ; х2 мы уже можемъ пренебречь, если

/

х  <  0 ,0 1 . Что касается до ж5, то этой величиной, въ пределахъ тре
буемой точности, мы можемъ пренебречь, если <  0 ,1 .

Поэтому мы можемъ сказать:
Равенство \

-t- ж2 — ж3 -+- ж4 . .
1 - оо 1 ж , , . (9)
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строго справедливо только для ж =  0 . Оно верно съ боль- 
шимъ приближен1емъ, если х очень мало. Оно справедливо 
съ грубой степенью  точности, если х  зам етно м еньш е 1 . 
И оно совсбмъ не справедливо, когда х близко къ  1 или 
больше 1 .

Напримеръ, 0 ,8 5 ф 0,3 *) а напримеръ 1 ,2 s Ф 2,4. Значить при 
х =  0,8 ошибка простирается до 0,3, для же =  1,2 эта ошибка бу- 
детъ почти въ 2 1/ 2 раза больше настоящей величины нашего выра- 
жешя.

Мы должны тутъ сделать одно общее замйчаше. Равенство эле-, 
ментарной алгебры справедливо или для нйкотораго конечнаго числа 
значешй переменной или оно справедливо для всехъ значенШ пере
менной; если некоторое алгебраическое равенство строго справед
ливо для всехъ значешй ж-са, которыя, напримеръ, <  i , то оно спра
ведливо будетъ вообще для всехъ  значешй ж-са, для которыхъ обе 
его части имеютъ вещественное значеше. Если же некоторое равен
ство только приближенно справедливо для некотораго промежутка 
значенШ ж-са, напримеръ, для всехъ значенШ ж-са, меныпихъ, чемъ 
некоторая определенная величина а, то изъ этого ни въ коемъ 
с'лучае не следуетъ, что равенство будетъ существовать и вне этого 
промежутка.

Разсмотримъ еще на численномъ примере, какъ будетъ обстоять 
дело съ нашимъ равенствомъ (9), когда мы ж-су дадимъ не очень 
малое значеше, напримеръ ж =  0,3. Тогда мы будемъ .иметь:

1 -  1

ж2 — 0,09
ж4 =  0,0081

1 +  Р  +  ж* =  1,0981
— х — ж3 = — 0,327 

д (ж) =  0,7711
Истинное же значеше равно

1
0,7692

ж - 0,3 
ж3 =  0,027 

ж -+- ж3 =  0,327

• •

Значить ошибка приближенной формулы тутъ равна 0,0019. Вы
числяя ж5, имеемъ ж5 =  0,00243:

f

5Ж
ж

(приблизительно).

0,00243
1,3

0,0019

) Приближенный равенства съ точностью до 10
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Значить оба результата совпадаютъ.
Сд'блаемъ теперь некоторый обпця заключенia на основанш по- 

лученныхъ нами свойствъ формулы Маклорена.
Если значешя функщй /  (ж) и при =  0 тождественно

равны другъ другу, то, конечно, если предположить некоторую «рав
номерность хода» этихъ функщй, значеш я этихъ функщй для зна- 
чешй ж-са, близкихъ къ нулю будутъ другъ къ другу ближе, чймъ 
значешя двухъ любыхъ функщй, которыя при х  =  0 не были тож
дественно равны другъ другу. Конечно, это замйчаше справедливо 
только для малыхъ значешй ж-са. Ибо при дальнМ ш емъ измененш 
двй лервыхъ кривыя (у =  /  (ж) и у — д (ж)) могутъ другъ отъ друга 
удалиться весьма значительно; а вторыя, наоборотъ, сблизиться другъ 
съ другомъ.

Если еще, кроме того, обе кривыя у =  /  (ж) и у — д (ж) при 
ж =  0 имеютъ обпця касательныя (значешя f  (ж) и д' (ж) при ж =  О 
тождественно равны другъ другу), т. е. одинаковое начальное на- 
правлеше, то недалеко отъ ж =  0 ихъ взаимное оближете будетъ 
более глубокое, чемъ въ томъ случае, когда касательныя не одина
ковы. Оне въ этомъ случае, близко отъ начала координатъ, мало 
будутъ уклоняться другъ отъ друга и, значить, область, въ которой 
оне мало отличаются одна отъ другой, будетъ простираться дальше, 
чймъ въ томъ случае, когда эти кривыя имеютъ только одну общую 
точку въ начале съ различными касательными въ ней, если, опять
таки, предположить более или менее равномерный ходъ этихъ кривыхъ.

*

Если при ж =  0 и обе вторыя производныя нашихъ функщй
( -

имеютъ одинаковыя значешя, то все то, что было сказано про /  (ж) 
и д (ж), можетъ быть теперь перенесено на / '  (ж) и д ’ (ж), и отсюда 
можно будетъ заключить опять-таки, что самыя функщй /  (ж) и д ( ) 
въ этомъ случае будутъ близки другъ къ другу еще на бблыпемъ 
протяженш, чемъ въ предыдущемъ случае. Такъ можно разсуждать 
и далее; чемъ больше производныхъ при ж =  0 имеетъ равныя зна- 
чешя, темъ больше, при прочихъ равныхъ услов!яхъ, можно раз- 
считывать на близкое совпадете обеихъ функщй (кривыхъ).

Однако безъ дальн'Ьйшихъ разсуждешй видно, что въ этомъ раз- 
сужденш мало математическихъ основашй, ибо мы делаемъ тутъ 
постоянно прибавку: «более или менее равномерный ходъ функцш», 
что собственно не представляетъ изъ себя понятая математическаго.

Значить на эти выводы мы только тогда можемъ ссылаться, 
когда мы будемъ уже убеждены въ такой равномерности хода явле
ния изъ основашй естественнонаучныхъ. Къ вопросу о более точномъ 
математическомъ определенш условШ справедливости нашихъ при- 
ближенныхъ равенствъ мы еще вернемся ниже.
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§ 43. Формула Тайлора.
Формула Маклорена даетъ некоторую ращональную целую функ

цию, которая сама и производным которой до п-лто порядка включи
тельно совпадаютъ въ своихъ значешяхъ съ данной функщей и ея 
п первыми производными для частнаго значен1я ж =  0, Прибли
женно этой ращональной функщей мы можемъ заменить данную.

Если бы мы хотели получить упомянутое совпадете не для 
частнаго значешя х  =  0, а для нФкотораго значешя х  х0, то мы 
легко можемъ достичь этого, вводя новую переменную ? подстанов
кой —  х  — ж0. После этой замены перемФннаго, /(ж ) становится'у 
насъ функщей новаго переменнаго ?, и эту новую функщю мы обо- 
значимъ знакомь <р (I).

Производная / '  (ж) равна въ этомъ случае производной функцш 
Ф (?), взятой по с, что мы обозначимъ знакомь ср ’ (?), умноженной на 
производную величины ? по переменной ж; но эта последняя вели
чина равна 1.

Значить, мы просто будемъ иметь:

( 0  = / '  (*)
причемъ нужно только помнить, что дифференцироваше левой части 
совершается по I, а правой по х.

Такъ же:
ф" (9 = / " ( * )И т. п.

Положимъ теперь £ =  0; это все равно, что положить
S

X =  х0.

Тогда мы изъ формулы Маклорена для ф (?) и получимъ формулу 
Тайлора для /  (ж), а именно:

/  (ж) со/(ж 0) (ж — ж0) / '  (ж0) •+■(*—^о) 
1 . 2 Г Ы • • •

(ж—ж0)" 
1 . 2 . . .  п / (й) Оо)-

Изъ этой формулы мы снова можемъ получить [ф. Маклорена, 
если положить ж0 =  0. (Собственно ф. Маклорена представляетъ изъ 
себя лишь частный видъ ф. Тайлора, и то, что эта формула имеетъ 
свое собственное назваше, не вполне правильно, ибо открьте Тай- 
лоромъ его формулы предшествовало работамъ Маклорена).

§ 44. Три важныхъ частныхъ случая формулы Маклорена.
Если мы въ формуле Маклорена вместо /  (ж) возьмемъ какую- 

нибудь определенную функщю, то мы получимъ частные случаи 
этой формулы.

Изъ этихъ спещальныхъ случаевъ мы остановимся на трехъ въ 
силу большого числа приложешй этихъ формулъ.

MitskevichOA
Прямоугольник
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1) Положинъ /  (х) =  (1  +  х)т, гд1з т будетъ представлять любое 
(не только ц'блое и положительное) пиело; тогда мы будемъ им^ть:

/ ' («) == Ш (1 -+- X)т~ \

/ " 0*0 =~ ш (т~-1 )  (1 -ь х-)™-2,

0*0 == т (ш - -1) (т — 2) (1 н-

ч

/ (0) == i,
Г (0 )--  т , •

Г (0) =— ш {т--1 ) ,
г (о)' == т (т - 1) (ж 2),

Откуда и получимъ формулу бинома Ньютона:

(1 -Ь х)т ОС 1 т (т — 1) „ щх н---- )— -—- X"
JL • А

т (т — 1) \(т 
1 . 2 . 3

2 ) Положимъ /  (х) =  ех.
Веб производным этой функцш равны между собой, а  при х — 0 

равны 1 ; мы получаемъ такимъ образомъ формулу Ньютона и Ивана 
Бернулли для показательной функцш ёс\

ех оо 1 -+- х
1 . 2 . 3

4

2 . 3 .

Если мы желаемъ получить такую же формулу Для разложешя 
натуральнаго логариема въ рядъ, то функщя log х  для этой цРли 
непригодна, ибо при х =  0 эта функщя имЗзетъ безконечно большое 
значеще, но мы можемъ разематривать функцш /  (х ) =  log (1 +  »); 
тогда мы получимъ:

/  (х) =  log (1 -t- х),

/ "  (*)
1 . 2 . 3
( 1 + * )



123§ 4 4 .  Три важные частныхъ случая формулы Маклорена.

Значить: /  (0) =  О, ■

Г'(0 ) =  1 ,
. / "  (0) =  -  1,

Г  (О) =  +  1-2,
/ ‘V (о) =  — 1 . 2 . 3 .

/
»

Отсюда получается формула Н. Меркатора:

log (1 (X) X

/

Съ помощью формулы для показательной функцш мы безъ осо- 
беннаго труда можемъ вычислить значеше е, и гораздо проще, чймъ 
на основанш раз'суждешй § 32.

Для этого только въ формул!? (2) достаточно положить 1. 
Отдельные члены формулы тогда очень легко вычисляются одинъ 
за другимъ, причемъ для того, чтобы получить каждый послфцую- 
щШ членъ изъ предыду^аго, достаточно этотъ послфцтй разделить 
на н!зкотораго простого множителя.

Если мы желаемъ вычислеше сделать съ точностью до 4-хъ де- 
сятичныхъ знаковъ, то намъ нужно отдельные члены ряда вычислить 
съ точностью до 5 десятичныхъ знаковъ изъ опасешя, что ошибки 
вычислешя, полученныя на каждомъ член!;, въ сумм!; могутъ дать 
довольно значительную величину. Мы будемъ им!>ть:

1 =  1

1 =  1

|  =  0,5 &

=  0,16667

•л =  0,04167 4!

~  =  0,00$33

1 0,00139

_1

7!
1 _
8 !

0,00020

0,00002

в =  2,7183
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Мы можемъ удовольствоваться меньшимъ числомъ членовъ ряда,
если мы положимъ х  —  4  и будемъ, значить, вычислять сначала 
величину Уе:

1^
3!

4!

0,02083

0,00260

— 0,00026

б! V  =  0,00002

г

V  е =  1.6487;

правда, намъ остается еще произвести умножете этого числа на 
самое себя, чтобы получить число е.

Формулой (3) Меркатора мы можемъ воспользоваться для вычи- 
слешя натуральныхъ логариемовъ чиселъ; сама формула, собственно, 
не особенно удобна для непосредственнаго пользовашя ею, ибо намъ 
при этомъ нужно будетъ брать слишкомъ большое число членовъ 
для того, чтобы достигнуть достаточной степени точности.

Но изъ этой формулы мы можемъ получить и полезные для прак
тики результаты; для этой ц’Ьли положимъ въ ней сначала вмЬсто 
— х\ тогда мы будемъ им^ть:

/ у » 2  ф Ъ  / у » 4

log (1 — х) со — х ------------- --------— — .................... (4)

Эту формулу свяжемъ съ формулой (3) путемъ вычиташя. Будемъ 
имбть:

_ i

Если мы желаемъ,
S  7

К

напримбръ, вычислить log 2 , то для этого
нужно положить:

»

1откуда х  =  — •

MitskevichOA
Прямоугольник
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0.33333

0,01235

0,00082

0,00007

0,34657
Значить

log 2 =  0,6931
какъ и § 30.

Если мы желаемъ вычислить логар'иемы и дальнТзйшихъ чиселъ, 
другими словами, составить цТзлую логариемическую таблицу, то мы, 
насколько это возможно, будемъ пользоваться уже вычисленными 
логариемами.

Мы им’Ьемъ, напримТръ:
3

log 3 — log 2 ч-  log •
ПолОЖИМЪ:

Тогда мы будемъ им'бть:

-  =  0,33333
о

1 \» 
3

1 \ 8  
3

1 \ 7

3

0,03704

0,00412

0,00046

5
1

3

I f  
1\ 5 
3
1 \ 7 

3

х
х

3 '- ;  для этого нужно ПОЛОЖИТЬ X

Тогда мы будемъ им'Ьть:

1

5

и

Значитъ

5 = ° ’ 2

1\3 
5
1 \ ®

5

0,008

0,00032

Ч т ,

I
3
1

5

0,4055

log 3 =  1,0986.

— =  0 ,2

з
5
1

5

Для того, чтобы вычислить логариомъ 4, 
ваться или равенствомъ:

log 4 =  2 log 2

0,00267

0,00006

0,20273

мы можемъ воспользо-



1 2 6 Глава VI.- Производима в ы с т и х ъ  порядковъ.

или равенствомъ:
log 4 =  log 3 ■to'I

Если мы сдЗзлаемъ вычислеше по той и другой формул^, то 
у насъ тймъ самымъ будетъ и желательный контроль верности на- 
шихъ вычислений и т. п.

Конечно, работу можно сокращать различными искусственными
«

упрощетями.
Логариемы Бригга, которыя мы имйемъ въ обыкновенныхъ табли- 

цахъ (ср. § 31), получаются изъ натуральныхъ логариемовъ путемъ 
умножешя этихъ послйднихъ на нбкотораго полученнаго въ упомя- 
нутомъ параграфа множителя. 1

§ 45. ДМств1я надъ «малыми» величинами.
Мы будемъ называть «малыми» такая величины, первыми степе

нями которыхъ мы не можемъ пренебречь въ нашихъ выкладкахъ, 
но квадратами которыхъ или произведешями этихъ величинъ по 
дв'Ь, а также произведешемъ этихъ квадратовъ или попарныхъ про
изведений на не очень болыше численные коэффициенты (наприм’йръ, 
до 5 или 6) мы уже будемъ въ состоянш пренебречь. Какъ малы 
должны быть эти величины, зависитъ, конечно, раньше всего отъ 
требуемой точности вычислешя.

Если,' напримйръ, точность требуется до двухъ десятичныхъ зна- 
ковъ, то величина можетъ считаться малой, если она не превы- 
шаетъ 0 ,0 2 .

Есля 8, е, % суть ташя «малыя» величины, то приближенно им'йютъ 
силу слфцуюпця равенства, которыя частью получаются непосред-
ственной поверкой (умножешемъ), частью же на основании § 44.

(1-»- 8) (1 -+- е) с о  1 - Ь
сч0 *4“  £ .......................................................  ■ . (1)

(1 - н 8) ( 1 ч- е) (1  ■+  9 с о  1 —f- 8 +  6 4 - 1 .....................(2 )

(1 -1- 8)” с о  1 - Ь пЬ . . ......................... (3)
Въ особенности же Ф

(1 -ь 8 Г 1 с о  1 ---- 8 .  . ......................... (4)

( Ц 1-8 у с о  1 -ь 28 . . ......................... (5)
'

1 /1
•
ч- 8 с о  1 -ь 8

2
......................... (6)

1

V I
1

со  1 ----
0

----- # • • • - • • . . (7)
-4- о 2

- еь с о  1 + 0 .  . ..................... .... (8 )
t

log (1 +  8) СО 0 , .........................(9)
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Всеми этими формулами очень часто пользуются, когда при раз
работка опытныхъ данныхъ имйютъ въ виду принять во внимаше 
различный постороння обстоятельства, вроде изменешя темпера
туры или барометрическаго давлешя или плотности земного магне
тизма и т. п.

Формулы эти точны «до ч л е н о в ъ  второго п о р я д к а  и с к л ю 
чительно» .  Это значитъ, что мы въ этихъ формулахъ уже прене
брегли квадратами и произведешями малыхъ величинъ, взятыхъ
по ДВ15.

Очень часто приходится иметь дело съ величинами, которыя не 
такъ малы, чтобы мы, при поставленномъ условш точности, могли 
пренебречь произведешями ихъ по две (или квадратами); кубами же, 
или произведешями этихъ величинъ по три, мы пренебречь уже въ 
состоянш. Въ этихъ случаяхъ мы им1земъ формулы, «точный до 
ч л е н о в ъ  второго п о р я д к а  в к л ю ч и т е л ь н о »  (до членовъ третьяго 
порядка и с к л ю ч и т е л ь н о ) .

Такъ наприм'Ьръ,

(1  -+- ао -ь &о2)2 со 1 -+- 2 ао -+- (а2 -+- 2Ъ) о2 . . . .(10)
ИЛИ:

cvo 1 -ъ- (а — Ъ) 6 ч- (62 — ab) 82 .....................(11)

Последнюю формулу прим'Ьняютъ при случай и въ обратномъ 
смысле: :она можетъ дать намъ выражен1е целой функщи второго 
порядка въ виде дробной функщи съ числителемъ и знаменателемъ 
перваго порядка.

Сдйлаемъ, напримйръ, эту операцш для функщи:

1 + / 5  +  ?5!.

Величины а и Ъ найдутся изъ слйдующихъ уравнешй:

а

Ъ (а — Ь)

Тодда мы получимъ изъ нихъ:

а следовательно,

1 -+- /8  -I- <78а со

/

9

I  а - 1 -
Г  /

9

/  ±  ( Г  ~ 9 )  5 
f  — 9b

• (1 2 )

Изъ различныхъ комбинащй данныхъ формулъ мы можемъ по
лучить и друия, которыя даютъ намъ приближенныя формулы для
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более сложныхъ случаевъ; напр.

Однако при этомъ нужно следить за т’Ьмъ, чтобы при комбини
ровали  членовъ, которыми мы потомъ пренебрегаемъ, не получить 
столь болыпихъ коэффищентовъ, которые выходятъ за пределы, до
пускаемые точностью; такъ что осторожнее будетъ вычислять отдель
ные члены съ большей точностью, чемъ того требуетъ конечный 
результаты

Въ прикладной математике очень часто это не делается. Но тогда 
нужно иметь въ виду, что мы исходимъ въ этомъ случае не изъ 
математическихъ, а естественно научныхъ заключешй.

§ 46. Приближенные способы р£шешя ур-шй.
Если намъ нужно решить численно некоторое уравн ете  съ чи

сленными коэффищентами, то при решенш уравнешй высшихъ сте
пеней эта задача не можетъ быть сделана при помощи общихъ фор- 
мулъ, составленныхъ изъ коэффищентовъ уравнешя. Во многихъ

V

случаяхъ такихъ общихъ формулъ нетъ  вовсе.
! Въ другихъ случаяхъ имеющаяся обпця формулы весьма плохо 

приспособлены для численныхъ применений. Въ этихъ случаяхъ 
намъ на помощь приходятъ методы приближенныхъ вы числетй  кор
ней, которыя даютъ намъ возможность последовательно ближе и 
ближе подходить къ истинному значению корня.

При это не нужно думать, что такой процессъ приближешя но
сить менее математичесшй характеръ, чемъ пользовате [формулой; 
потому что, напримеръ, какъ мы имеемъ въ случае квадратнаго 
уравнешя, извлечете квадратнаго корня, которое требуется форму
лой, можетъ быть сделано только лутемъ последовательныхъ пробъ, 
при чемъ одна десятичная цифра определяется за другой и при чемъ 
весьма часто можетъ случиться, что некоторая ранее определенная 
цифра должна быть потомъ увеличена на 1 или 2 единицы.

Ч
Ибо по существу уже даже простое вычиташе и д е л е т е  имеютъ

вышеупомянутый характеръ.
___ •

Большинство этихъ приближенныхъ методоВъ предполагаютъ а 
priori, что намъ известно некоторое приближенное значеше корня. 
И  даютъ намъ методу—изъ этого даннаго корня ^получить л у ч п п й  
корень.

Въ приложешяхъ анализа въ большинстве случаевъ изъ самой 
природы задачи мы ■ можемъ наметить границы, въ которыхъ необхо
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димо долженъ лежать искомый корень. Для алгебраическихъ ур-шй 
дается алгебраичесгай методъ, при помощи котораго мы во всйхъ 
случаяхъ можемъ найти тагая границы. (Для не алгебраическихъ, 
такъ называемыхъ трансцендентныхъ, уравнений—по самому суще
ству дела, не можетъ существовать какой-нибудь общей методы). 
Самой простой изъ зтихъ методъ является та, по которой, путемъ 
простыхъ пробъ, уменьшается промежутокъ, въ которомъ долженъ 
заключаться корень. Дадимъ на это примерь.

Пусть дано уравнен1е
ж3 — Зж ч- 1 =  0 ..................................... (1)

Обозначимъ левую часть этого уравнешя черезъ ( ).
Задача реш етя этого ур-шя сводится такимъ образомъ къ сле

дующему: нужно найти значешя ж-са, для которыхъ соответствен
ный значешя у-ка равны нулю. Геометрически это значитъ: найти 
точки пересечешя кривой, yp-Hie которой есть =  /  (ж), ■ съ осью 
ж-совъ.

Для ж1 — О, у 1 — 1 . Значитъ число положительное. Значитъ около 
ж1 == 0  кривая проходить надъ осью ж-совъ.

При ж2 =  1 , у2 =  — 1 , т. е. величина отрицательная. Значитъ, 
около ж2 =  1 кривая проходитъ подъ осью ж-совъ. Но эта кривая 
непрерывна. Значить по теореме, которую мы уже часто упоминали, 
эта кривая изъ области положительныхъ у-ковъ не можетъ перейти 
въ область отрицательныхъ у-ковъ, не пересекая оси ж-совъ.

Значитъ, между ж =  0  и ж =  1 находится, по крайней мере, 
одинъ корень уравнешя.

Этотъ корень мы нашли, такимъ образомъ, съ точностью до 
единицы.

I

Если эта точность недостаточна, тогда мы можемъ, путемъ пробъ, 
сузить промежутокъ, въ которомъ долженъ лежать корень.

Мы можемъ взять на пробу любое значеше ж, лежащее между О 
и 1 , и затемъ-посмотримъ, будетъ ли для этого значешя ж-са у по- 
ложителенъ или отрицателенъ.

Если мы не имеемъ никакихъ спещальныхъ данныхъ, то есте
ственнее всего попробовать ж3 =  ^ .

Тогда мы получимъ:

, / 1 \ 1 3 , 1 - 1 2 -1 - 8  3
2/ з — / ( 2J  — 8  2 8 — — 8 ’

/

это величина отрицательная. Значитъ между ж, и ж3 есть по край
ней мере одинъ корень. (Напротивъ для насъ совершенно остается 
открытымъ вопросъ относительно того, есть-ли корень между ж2 и ж3;

9Г. Буркгардтъ,—Дпффереиц. п пнтегр. нсчисдешя.

MitskevichOA
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можно только сказать, что въ зтомъ промежутка или совсймъ н'Ьтъ
корней, или четное число ихъ, либо кратные корни, сосчитанные по

\

числу показателя ихъ кратности).
Такимъ образомъ, промежутокъ, въ которомъ необходимо долженъ 

лежать корень, уменыпенъ на половину.
Повторешемъ подобнаго разсуждешя можно испробовать значешя

а>са, равныя i , 4 .  . . . , т. е. уменьшая все болйе и болйе проме
жутки, въ которыхъ долженъ лежать корень, причемъ этотъ проме
жутокъ можно сделать сколь угодно малымъ. Напримйръ, достаточно 
было бы подобное дййсттае сделать 10  разъ, чтобы свести этотъ про- 
межутокъ до 0 ,0 0 1 .

Часто бываетъ полезнымъ нисколько видоизменить этотъ способъ. 
Погрешность значен!я у-ка, которая получилась, когда мы положили

хх =  0 , была равна 1 ; погрешность, которую мы сделали, полагая
1 3хъ =  была (по абсол. знач.) -q .£ О

Отсюда видно, что значете хг лучше, ч'бмъ х1У и что искомый 
корень ближе лежитъ къ значенпо х3, ч'Ьмъ къ х х и приблизительно 
въ томъ же отношенш, въ какомъ находятся самыя погрешности. 
Поэтому является бол'Ье ц'Ьлесообразнымъ для х4 (новой пробы) взять 
то значете, которое делить промежутокъ между хг и х3 въ отноше
нш погрешностей, т. е. другими словами вычислить х4 изъ пропорции

— х4) : (х^ — хх)

откуда получается
8 1 4 '

2 ~~ ТТ ‘»
Этотъ способъ носить назвате, «способа двухъ чашекъ весовъ»

ч

и былъ известенъ уже арабскимъ математикамъ; теперь его обыкно
венно называютъ «двойнымъ ложнымъ допущешемъ».

Для дальнейшаго рекомендуется еще найденное значете ад обра- 
тить въ десятичную дробь; но при этомъ было бы совершенно без- 
полезнымъ определять много десятичныхъ знаковъ этой дроби, ибо 
мы можемъ наверное ручаться только за очень небольшое число зна
ковъ, а потому небольшое отклонеше отъ истиннаго значешя ад не 
имйетъ никакого значешя при дальнййшихъ вычислен!яхъ.

Совершенно достаточно, если мы возьмемъ для

что намъ дастъ для
=  0,047 — 1,08 -+- 1 =  — 0,033,

т. е. погрешность значительно меньшую, чймъ прежде.

MitskevichOA
Прямоугольник



§ 46. П ри бл и ж ен н ы е  способы р ъ ш е н ш  у р а в н е н ы . 131

t

Мы можемъ теперь величины

ау =  О и х4 — 0,36 
опять связать вместе со звачешемъ

= 1  Уа =  — 0,033
ч

по вышеуказанному способу, и такимъ образомъ получить новое 
число х ъ.

Впрочемъ, когда мы уже зашли такъ далеко, больше рекомен
дуется дальше следовать способу, данному Ныотономъ. Значеше 
х — х4 есть приближенный корень. Пусть истинное значеше корня 
ровно будетъ Xi -+- 6, где 3 есть величина малая, квадратомъ и выс
шими степенями которой мы можемъ пренебречь.

По формуле Тайлора
/  (х4-+- о) т с /  ( x j  - н о / '

Выберемъ теперь 3 такъ, чтобы /  (х4

тогда . /  (х4)
J 0-0

о) =  0 ; мы должны иметь

.....................................(3)

Въ этомъ и заключается способъ Ньютона.
JO

Геометрическое значеше этой методы очень просто; она сводится 
(см.‘§ 41) къ тому, что вместо точки пересечешя кривой у =  f  (х) 
съ осью ж-совъ, ищется пересечете съ осью х касательной къ этой 
кривой въ точке, соответствующей Это обнаруживается еще
тймъ, что очень часто способъ этотъ приводитъ насъ къ ошибоч
ному результату: а именно, когда и ордината кривой въ точке ау 
очень мала и когда эта точка лежитъ уже очень близко къ точке 
пересечешя кривой съ осью ж-совъ, все-таки возможно, что кривая 
все время идетъ очень параллельно къ оси х  и только потомъ заги
бается, такъ что пересечете касательной въ точке х4 съ осью ж-совъ 
лежитъ дальше отъ точки пересечешя кривой съ осью ж-совъ, чемъ 
сама точка х4. И следовательно, новое приближенное значеше не 
лучше, а хуже прежняго.

Значить, всегда при пользованш этимъ способомъ при нахожде
нии каждаго новаго приближешя полезно проверить, будетъ ли новое 
значеше лучше раньше найденныхъ.

Для нашего примера:
х.1 =  0,36./

/  (.гу) у насъ уже вычислено: -
/  (х4) =  0,033.

Возьмемъ теперь с
(4)/ '  (х) — Зж2 — 3 «

/



132 Глава  VI. П роизводны й  в ы с ш и х ъ  п о ря д к о в ъ .

Значить

Значить

а потому 
• •

/ '  (ж,,) =  0,39 — 3 =  — 2,61.

0,033 0,013,

— xi ■+■ о — 0,347.
Для пробы вычислимъ

I

уъ =  0,04178 — 1,041 +  1 =  0,00078.
Значить, на самомъ деле, ошибка сделалась еще меньше, хотя 

еще не очень мала. СдчЕзлаемъ этоть процессъ еще одинъ разъ; мы 
получимъ:

/ '  (яг,) =  0,361 — 3
„ _  0,00078 _  
° — 2,639 —

— — 2,639 

0,0003.

хв =  х- ч- о =  0,3473.
У

Если мы хотимъ идти еще дальше, то воспользуемся логарие- 
мами; мы получимъ:

log хй — 0,54070 — 1 2 log х6 0,08140 — 1
3 log х6 0,62210 2 0,1206

/у* 3 -- 0,041889 Зтв2 —  0,3618
1 +  X* ^ 1,041889 / '  ( х6) —  Зх62 3 —  2,6382

IIО

со 1,0419
/  0 6) —  - -  0 , 0 0 0 0 1 1

0,000011
2,6382“ 0,000005,

значить
. х, == .т6 -ь  о =  0,347295.

Тутъ мы не можемъ быть уверены за последнюю цифру. Ыожетъ 
быть, она и верна, однако для верности нужно было бы вести вы-

Ч
числен!е съ более многозначными логариомами. Какъ показываетъ 
данный примерь, этоть способъ очень быстро ведетъ насъ къ цели, 
если только сделаны первые шаги. Можно безъ доказательства при
нять къ св^дЬтю: если не встречается на нашемъ пути особенно не- 
благопрьятныхъ случаевъ, то молено расчитывать на то, что когда мы 
правильно нашли п дееятичныхъ знаковъ, то следуюшдй шагъ дастъ 
намъ еще ( п — 1) знакъ, такъ что мы будемъ уже иметь определен
ными 2 п — 1 знаковъ; однако при этомъ нужно иметь въ виду те
ошибки, которыя мы сделали при промежуточныхъ вычислешяхъ.

«

Ввиду этого нужно заметить, что на первыхъ порахъ отдельные
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Прямоугольник



члены /  (ж) нужно вычислять очень точно, ибо обыкновенно эти 
члены взаимно уничтожаются.

При вычислен!!! / '  ( х) можно ограничиться меньшею точностью, 
ибо обыкновенно отъ одного шага къ другому ( меняется не 
очень заметно.

Нужно только исключить тотъ случай, когда / '  вблизи иско
мой точки имйетъ очень малое значеше.

Въ этомъ случай обстоятельства вообще неблагонр1ятны, ибо не-
/

ресйчеше касательной съ осью ж-совъ даетъ такъ называемое (въ 
графикй) скользящ ее сйчеше. Въ этихъ -случаяхъ болйе рекомен
дуется примйнеше иерваго способа («двойного ложнаго предположе- 
шя»), который именно въ подобныхъ случаяхъ даетъ очень xopoinie 
результаты.

§ 47. Рйшеше уравненШ путемъ послйдовательныхъ приближений
Мы дадимъ тутъ еще другой способъ рйшешя уравнений, кото

рый во многихъ случаяхъ можетъ быть весьма полезнымъ.
Для того, чтобы.применить этотъ способъ, приведемъ наше ур-ше 

къ такому виду, чтобы въ одной частю оставался одинъ ж, т. е.:
V

X =  <? (ж), ........................................( 1)

что можно сдйлать весьма различными способами.
Начнемъ тогда съ какого-нибудь совершенно произвольна™ зна- 

чешя х. Практически, конечно, лучше взять значеше, близкое къ 
искомому, и вычислимъ рядъ значешй:
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x i —
-- ? (хоЪ

Хо ==-- ? Он),
хъ —-- <Р (Х2 ) , ....................... . . . . .  (2)

• •

Хп -

• • * t

- '•? (Xn-i).
1

Во многихъ случаяхъ весьма скоро два значения ж„_1  и при 
требуемой степени точности, будутъ имйть одно и то же значеше. 

Мы имйемъ въ этомъ случай приближенное равенство:

хп — ¥ (xnh . . . . . . . . . .  (3)

т. е. мы нашли значеше ж-са, которое «почти что» обращаетъ дан
ное равенство въ тождество.

I

Можемъ ли мы заключить изъ этого, что хп есть приближенный 
корень ур-шя. Очевидно, что во всйхъ  случаяхъ мы этогсь утвер
ждать не можемъ.
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ВЪдь кривая у =  f  ( х) могла олень близко подойти къ оси а-овъ,
однако не пересечь ея, а снова отъ нея удалиться.

Это заключете мы вправе сделать въ одномъ случай, а именно, 
когда:

/ '  (ж) == 1 — о' ( ж ) .................................(4)

вблизи разсматриваемой точки не мала, т. е. когда <р' (ж) значительно 
меньше 1 .

Если мы прим'Ьнимъ этотъ способъ къ выше нами разсмотр'Ьн- 
ному примеру, то мы будемъ им4 ть:

ж3 - + - 1

3
Тогда

<?' О) =  ж2,

т. е. значеше <р' (ж) будетъ значительно меньше 1 , если только х 
хотя бы немного меньше 1 .

Поэтому въ данномъ примйрй мы можемъ применить упомяну
тый способъ.

Мы начнемъ со значешя х =  ; тогда мы получимъ:

Дал4е:

_8
27

35
81 0,43 * *).

0,43 . 0,43
0,172

13
0,185 . 0,43

74
5

Ж13 =  0,079
I

(Вполнй достаточно умножение вести съ точностью до двухъ деся- 
тичныхъ знаковъ).

Поэтому:
✓

Дал4е будетъ бол^е д'Ьлесообразнымъ вести счетъ при помощи
________« _________________________________

*) Мы имЪемъ въ данномъ м-Ьстй и дальше приближенный равенства.
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логариемовъ и счетной машины. Мы будем!. иметь:

log 0,36 =  0,5563 — 1
3 log 0,36 =  0,6689 — 2

1 -+- х 23 == 1,0467
— = 0.349*

IIсо -  0,5428 1

3 log хг - = 0,6284 - _ 0

1 -ь  ж33 == 1,0425
Х 4 - = 0,3475

log х4 - = 0,54095 - - 1

3 log Xi -  0.62285 2

к* 4- 1 ** СО II= 1,04196
хъ —= 0,34732

log х. ~-  0,540726 1
3 log х 5 == 0,622178 2

1 (- х53 - = 1,041897
х6 —= 0,347299.

Предпоследняя цифра можетъ тутъ считаться верной.
За последнюю цифру, при пользоваши пятизначными таблицами,, 

мы вообще ручаться не можемъ.
Мы видимъ уже по этому примеру, что этотъ способъ, когда не 

требуется большая степень точности, быстро приводитъ насъ къ хо
рошему практическому результату; но, начиная съ некотораго места, 
гораздо тише ведетъ насъ къ цели, чемъ способъ Ньютона.

Значйтъ, этотъ способъ рекомендуется применять тогда, когда 
мы можемъ и хотимъ довольствоваться небольшой степенью точ
ности.

Передъ способомъ Ньютона, этотъ способъ имеетъ то преиму
щество, что его очень легко применить и къ решенш системъ 
уравнешй съ несколькими неизвестными. Особенно следуетъ обра
тить внимаше на тотъ случай, когда мы имеемъ дело, что очень 
часто имеетъ место, съ системой уравнешй линейныхъ, и притомъ 
такихъ, что въ каждомъ изъ уравнешй коэффищентъ при одной не
известной величине значительно больше коэффищентовъ при другихъ 
неизвестныхъ, причемъ это обстоятельство имеетъ место въ каждомъ 
ур-нш для новой неизвестной; напримеръ, пусть дана система:

7х •+■ у =  38 
ж + 5  у =  2 0 .
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Возьмемъ, какъ первое приближеше:

ж — 0 и — О.
*

Тогда второе приближеше будетъ:
38х  =  — =  5.4; 20  лУ — -=- =  4

Третье приближеше:

38 — 4 | 0 . 20 — 5,4ж =  — ---- =  4,86; у = ------
t 5

2,92.

Четвертое:
ж

У
Наконецъ пятое:

х

У

38- -2,92
7

_ 35,08 __ 
7 ~

_  20  -— 4,86 __ 15,14 __
5 Г*0

38- 3,03
7

_ 34,97 _  
7 —

2 0 - ел vi О
 

•—ь II_ 14,99 _

5,01

3,03.

4,996

5 5 2,998.

На самомъ же деле точны:! реш етя суть:

х — 5 и у — Ъ.

Въ настоящемъ случае этотъ споеобъ, какъ легко видеть, 
не такъ быстро приводитъ насъ къ цели, какъ обыкновенное ре
ш ете уравнетй по обыкновенному способу. Но, когда имеешь 
дело съ болыпимъ числомъ уравнетй, этотъ способъ значительно 
короче.

§ 48. Приближенный формулы дйлешя.
Когда некоторая фувкщя у отъ х, до членовъ определенного по

рядка, точно представляется целой ращональной функщей, свобод
ный членъ которой не равенъ нулю, то мы можемъ также — съ точ-
ностью до членовъ того же порядка представить подобной же функщей- 

Свободный членъ мы всегда можемъ считать равнымъ 1 . (Въ про- 
тивномъ случае произведемъ делете на свободный членъ).

Пусть съ точностью до членовъ 4-го порядка включительно:

у  =  1 -+- ахч- par2 -+- у 3 -н- 6ж4 -I- (ж5) , ...(1)

тогда мы можемъ правую часть этого равенства положить ровной 
1 +  г, где

8 — ах -+- [Зж2 -+- уж3 -+- ож4 -+- (ж5).
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По формул!» (1) § 44 мы получимъ сначала:

=  1 — z  -+- я2 — £3 ч- z i ч- (яь):
У

а затбмъ, такъ какъ
• ---2 —  — ах — fix2 — ух3 — ох4 Ч- (л?°),

z 2 =  а2х 2 ч- 2«(3л;3 ч- ([З2 ч- 2ау) л;4 ч- (х ь),
— £3 =  — а3л;3 — 3а2(3л;4 ч- (л;5),

£4 =  а4л;4 ч- (я5),
И  =  ч- (ж5);

то, собирая все вм'ЬстЪ, получимъ:

— =  1 — ал; Ч- (а2 — 9) л;2 ч- (— а3 ч- 2а{3 — у) х 3 Ч- у
Ч- (а4 — 3a2fi ч- fi2 ч- 2ау —  о) л;4 Ч- (л;5),

\

что и даетъ намъ искомую форму результата.
Когда мы такимъ образомъ убедились, что реш ете задачи вообще 

возможно, то настоящее вычислеше можно сделать еще по другому 
способу. А именно, мы можемъ сначала ввести неопределенные коэф- 
фищенты, т. е. положить:

-  =  1 +  Ах  -+- Вх3 ч- ч- ч-
У

и затЪмъ определить эти коэффициенты изъ того соображешя, что 
произведете этого выражешя и даннаго у, до членовъ четвертаго 
порядка включительно, должно быть равно единице.

Это даетъ намъ:

1 =  1 ч- (А ч- а) х ч- (В ч- А« -+- ,8) х 2 ч- {С -+- Во. ч- Ар -+- у) х 3 ч-

ч- (D  ч- Са ч- В $  ч- Л у ч- о) х* ч- (х ъ).
Значить:

А -ь а =  О 
JS -и Act ч- р =  О

Gч— Во.ч— Aj3 ч- =
В  Ч- С<х Ч- В р  4- Ау 4 -6  =  0.

Первое изъ этихъ уравнешй тотчасъ даетъ намъ А =  —  а. Второе:

J5 =  — Аа — (3 =  а2 — |3
и т. и.

Мы применимъ этотъ саособъ для разложешя въ рядь функцш 
е~х изъ известнаго намъ ряда для ет.

\
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Мы будемъ иметь:

1 СО 1 +  1 +  -г +•I
X
9

X"
и

X*
24 (1 н- А х  -+• В х 2 -+- Схъ -|- 1 ) х  4).

Значить:
А

В -ь  А

О,
I

2 О,

С В ^  1
2 ^  6

О,

D +  C + 1 -р 1 . 1
2 В +  6 А Ч - й о,

откуда подъ рядъ:

А 1, В А 1
2

1 С9> ° Б 1

6
1

6

D С В 24 24
Значить:

—X СО 1
о  ̂ оX -+- — X- — — 3 -■

2 о
1

24г X 4.

Такъ, какъ оно и должно быть.

§ 49. Обращеше приближенныхъ формулъ.
Пусть у  определенъ приближенно некоторой ращональной функ

цией отъ х ,  причемь въ этой функщи не встречается свободнаго- 
члена, но зато имеется членъ съ первой степенью х. Въ этомъ слу
чае и х  можетъ быть приближенно выраженъ некоторой ращональ
ной функщей у.

Нисколько не нарушая общности нашихъ разсуждешй, мы можемъ 
предположить, что въ выраженш для у  коэффищентъ при первой 
степени х  равенъ 1 . Ибо, если бы это не имело места, то мы всегда 
могли бы достичь этого, вводя на место старой переменной новую 
переменную, кратную первой. Тогда, при достаточно малыхъ х  и у,  
обе эти величины суть величины одного и того же порядка; такъ 
что если мы не будемъ принимать во внимаше некоторыхъ степе
ней х, то намъ придется не принимать во внимаше и соответствен- 
ныхъ степеней у. Поэтому мы тутъ можемъ пользоваться способомъ 
неопределенныхъ коэффищентовъ.

Пусть дано, напримеръ:

У х ах 2 уX4 -ь- (х г°) ( 1)



Тогда положимъ:
к..

х =  у ч -Ау2 ч- By2 ч- Су4 (у3) ..........................(2 )
Это дастъ намъ:
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X2 — у2 ч-  2 Ау3 ч (А2 ч - 2 В) у* -ь  (у3)
х ъ =  у2 ч - 3Ау* ч1-  (у5)

=  y i ч-  (уъ) .

(хь) =  О5);
Следовательно:

У =  У (А ч- а) у2 ч-  (В ч -2 ч-  Р) у 3 ч-  

+  [ С + а  (А2 -+- 2В) -+- 3[ЗА -+- у] У* -+- (у5)

но, если это равенство должно иметь место, то должны иметь место 
и следуюпця равенства:

А ч-  я =  О В  ч-  2 а А  -ь |3 =  0  С ч- я (А2 ч-  2 В) ч-  3f A  ч- у =  О,
/

т. в*
А =  — я В  =  2я2 — р — 5а3 -ь  Ба  ̂ — у

' И искомая формула будетъ:

х  —  у  —  я у 2-н  (2а3 — Р) у 3 — (5а3 — Бар -+-у) у*  ч- ( у 5)

Мы бы могли и обратно: выразить целыя ращональныя степени 
у черезъ ращональныя функцш х(при помощи равенства 1) и эти 
величины подставить въ равенство (2 ).

Для вычислешя во многихъ случаяхъ удобенъ еще другой спо- 
собъ, который мы покажемъ на томъ же примере.

Въ первомъ приближенш мы совсемъ можемъ пренебречь вели
чиной х2 и положить

, хсо у.(3)

■ Мы получимъ второе приближеше, если мы малую величину 2 

не совсемъ откинемъ, а заменимъ ее первымъ приближешемъ (3); а 
х 3 отбросимъ вовсе; это дастъ намъ тогда (на осн. рав. 1 ):

х  со  у  —  а у 2.

Третье приближеше мы получимъ, если мы для х 2 примемъ вто- 
рое приближеше, а для х 3 — первое; х*  откинемъ вовсе; мы будемъ 
иметь (на осн. рав. 1):

X  со  у  — а [у — А у2) 2 — р у3со  у  — я у 2 ч~ (2а2 — Р) у 3.

Такимъ образомъ шагъ за шагомъ мы можемъ продолжать дальше;
*



сл^дующй шагъ въ нашемъ развитш дастъ намъ:

% ос у  — а ( у  — а у 2 -ь  (2ос2 — (3) у3)2 — [3 (у — «у2)3 — XУ* °° 
оэ у  — а у 2 -ь  (2а2 — Р) у3 — (5а3 — 5aj3 -ь  у) у4.

У

То есть какъ разъ предыдущей результата.
Мы видимъ, что этотъ способъ очень удобенъ въ тбхъ случаяхъ, 

когда намъ нужно только небольшое количество членовъ; съ каж- 
дымъ последующимъ шагомъ этотъ способъ становится более за- 
труднительнымъ.

Такъ же можно поступать, между прочимъ, и въ томъ случай, 
когда между у-комъ и ж-сомъ дано уравнеше вида:

О =  х -+- ау ч- Ьх* ч- сху ч- dy2 ч - ехг ч - . . . .  ,

не содержащее члена, свободнаго отъ х  и у, но содержащее членъ
съ ж-сомъ въ первой степени, свободный отъ у.

/

§ 50. Обобщенная теорема о среднемъ значенш и остаточный членъ 
формулы Маклорена.

Въ посл’Ьднихъ §§ мы мало заботились о томъ, какъ велика бу- 
детъ ошибка, которую мы д'Ьлаемъ, заменяя нашу функщю одной 
изъ нашихъ приближенныхъ формулъ.

Оценка этой погрешности или указате числа, больше котораго 
не можета сделаться ошибка, было бы дйломъ въ высшей степени 
желательнымъ во всехъ областяхъ анализа.

Но эта задача часто решается очень трудно.
Мы поэтому удовольствуемся только темъ, что на некоторыхъ

*

простейшихъ примерахъ покажемъ, какъ на самомъ деле делается 
эта оценка погрешности.

Для этой цели мы сначала дадимъ обобщеше теоремы о сред
немъ значенш. Это обобщеше касается  двухъ ф ункщ й и
G(ж), которыя обе при х =  0 принимахотъ значеш е 0  и кроме 
того обе въ промежутке отъ х — 0 до =  вм есте  со своими 
первыми производными непрерывны.

Составимъ изъ этихъ функщй новую функщю
Н (ж) =  F  (х) G (a) — F  (a) G ( х ) ........................ (1)

Эта функщя не только для х — 0 обращается въ нуль, но и ,для 
значешя х — а, т. е. Н (0 ) =  0  я Я  (а) =  0 ; значить, существуета, 
по теореме Ролля, между 0 и величиной а, по крайней мере одно 
число Ъ, для котораго

И 1 (Ь) =  0 .
Значита:

F' (Ъ) G (а) — F(a) =  О,

140 Глава VI. Производныя высшихъ порядковъ.

MitskevichOA
Прямоугольник
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откуда F(a) _  F'(b)

Этотъ результатъ имеетъ очень простое геометрическое значеше. 
Его моисно геометрически выразить такъ: если обе кривыя y=G{a) F(x)  
и у — F(a) G (ж) перес/Ькаются при ж О и =  то въ этомъ про
межутка одна кривая не можетъ все время подыматься круче другой, 
но должно существовать между О н а  хотя бы одно место Ъ, где 
обе кривыя одинаково круто направлены.

Если обе функцш F ' (ж) и G'{oc) при х =  0 обе обращаются въ 
нуль и если, кроме того, F"(x) и G"(x) непрерывны для проме
жутка 0 —  а, а следовательно, въ частности и для промежутка 
О. . . .  Ь, то мы можемъ по отношешю къ первымъ производнымъ при
менить только что установленную теорему и написать:

F'(b)__ F"(c)
G ’( b )  ........................................1 ;

где число с заключается между 0 ......Ь.
Если мы этотъ результатъ свяжемъ съ раньше полученнымъ и 

притомъ заметимъ, что величина, лежащая между 0 и необходимо 
будетъ лежать и между 0 и а, то мы получимъ следующую теорему:
Е сли ф ункцш  F(oc) и G(x) въ промеж утке 0 ___а вм есте  со

• *

своими первыми и вторыми производными непреры вны  и
если кроме того _F(0 ) =  0  и G(0 ) =  0  и ^ '( 0 ) =  0  и б '( 0 ) =  О,

' *

то между 0  и а наверное находится по крайней м ере одно 
число с, для которого им еетъ  место равенство:

F(a) _  F ^ e )  ш
G{a) G " ( c ) ........................................ 1 '

Если и дальнейпня производныя обеихъ функцгй при О 
обращаются въ нуль, то подобное заключеше можно повторить не
сколько разъ и мы придемъ къ следующей общей теореме-. Е сли
две ф ункцш  F (х) и G(x) въ промежутке 0 __ а вм есте  со
своими ( » +  1 ) производными непрерывны, а кроме того 
при х =  0 какъ  самыя ф ункцш  F(x) и б  (ж), такъ  и все  ихъ 
производныя, до ?гтыхъ производны хъ вклю чительно, равны
нулю, то между 0 ---- а наверное есть некоторое число £,—
такого рода, что им еетъ  место равенство:

Fja) _  FW(Q
б  (я) 6 <ft- l)(S) * •' ‘ • - .................... w

Ч астны й видъ этой теоремы мы можемъ получить, полагая пола
гая функщю G (ж) равной ж"-!-1, которая удовлетворяетъ всемъ услов1ямъ,.
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наложеннымъ въ общей теореме на G(x).
Тогда

G(»+i) (?) =  (» +  1) ! .....................................(6 )

совершенно независимо отъ числа £; мы будемъ иметь въ этомъ 
случай теорему:

Е сли Fix)  для промеж утка отъ 0  до =  съ ея (пн-1) 
производными непреры вна и если при О не только F(x), 
но и в се  ея производный F {k\x), где  к — 1 ,2  .. .«, обращ аются 
въ  нуль, то между 0 и а сущ ествуетъ  по крайней м ере одно 
число %, для котораго им еетъ  место равенство:

/ .рчп-ы) (t\

Эту теорему приложимъ теперь къ разности:

(7)

F(x) = f ( x )  —  д(х) . . . . . . . . . .  (8 )

между некоторой функщей f(x)и , суммой -+-1) первыхъ членовъ 
ея разложен1я (по строке Маклорена), которую мы обозначимъ черезъ 
д (х), ибо эта разность удовлетворяетъ требовашямъ непрерывности, 
если только f i x )  имъ удовлетворяетъ, кроме того на основанш § 42:

Д О ) =  9(0) 
а следовательно и

/ ' ( 0 )

F (  0) =  О

д \  о) /(»)(0) =  <7(п)(0),

=  0 JPW(O) =  0

Наконецъ
F '(  0 )

F n+l (х ) =  / ( п-ы)(х),

такъ какъ д(х) есть функщя «-той степени, (п -+- 1) производная 
которой уже обращается въ нуль.

Отсюда следуетъ:

или

Fix) хПН-1

(п +  1 )!

/О )  — 9 {%)
Xп-ь1

('П -+- 1)!
откуда

f(x) — д(х) Xпн-1

(?г —f— 1)!
/(»-ы)(г),

где % лежитъ между 0  и х
Значить: если некоторая  ф ун кщ я въ промеж утке отъ О 

до некотораго х  сама непреры вна и непреры вна ея -+- 1) 
производная, то между 0 и ж сущ ествуетъ  хотя бы одно зна-



§51. П р и л о ж е н ы  п р е д ы д у щ а я  р е зу л ь т а т а  к ъ  п р и м -б р а м ъ  §  44. 143

чеш е Z, для котораго тождественно им'бетъ мФсто равенство:

f{x)  =  /(0 )  -ь  x f i o )  -4- ~  / ”(0) -ь  . • • -н 2  / ( 'O(0) ^
✓

Тутъ мы, на самомъ д'бл'Ь, име&емъ желаемую возможность оце
нить ту ошибку, которую мы д’Ьлаемъ заменяя данную функцш 
{ п -+- 1) членомъ ея разложешя въ рядъ по формул^ Маклорена. 

Н аибольш ее зйачеше этой ошибки ровно произведешь) величины
/рН+1

(п -+- 1)!

на наибольшее значеше,’ которое можетъ принять (и -ь  1)-ая произ
водная функцш f{x)  для промежутка значешй 0  . . . .  х.

§ 51. Приложешя предыдущего результата къ примЬрамъ § 44.
Для бином!альнаго разложен1я (1 -+ мы получимъ, если вве- 

демъ обозначеше: •
т о

п
_ т (т — 1 п

1 . 2  . . .  п
1) .................(1)

хПЧ-1

(и -ь  1)! Г а~'лЦ)
т о х«4-1

П С1 -+- ч

Для показательной функщи:
х«4-1

(п 1)! f ^ H f ) 1

t \т—п—1

(» н- 1)!
хп~*~1 е

(Ю

(3 )

и наконецъ для логариемическаго ряда
х«4-1

(п н- 1)! / (и + 1)( 0
XW+1

(« +  1 ) ( 1  +  е)
Съ помощью этихъ формулъ молено убедиться, что въ вычисле- 

шяхъ § 44 пропущенные члены на самомъ дйл'Ь не оказывали вл1я- 
шя на результатъ при поставленномъ тамъ условш на степень 
точности.

Но тутъ возникаетъ новый вопросъ, можемъ-ли мы, сделавши п 
достаточно болыпимъ, сделать ошибку сколь угодно малой.

На этотъ вопросъ очень легко дать отвЪтъ для показательной 
функщи на основанш формулы (3): ибо какъ бы великъ ни былъ 
х, мы всегда можемъ взять п столь болыпимъ, чтобы величина

хП-4-1

>

(п -ь  1)!
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• Ч

была бы меньше любой напередъ заданной величины. Ибо пусть у 
будетъ наибольшее целое число, которое заключается въ ж.

Тогда мы можемъ представить

причемъ первый множитель им'Ьетъ независимое отъ вполне опре
деленное значение; что же касается до второго множителя, то въ 
этомъ произведенш каждый последующей множитель меньше своего 
предыдущего; значитъ, произведете вс’Ьхъ этихъ множителей меньше 
перваго изъ нихъ, взятаго въ степени, равной числу этихъ множите
лей. А такъ какъ этотъ последшй меньше единицы, то мы для лю
бого напередъ заданнаго числа е (столь угодно малаго) всегда можемъ 
такъ подобрать число п ,что не только все произведете, но и то, ко
торое получится отъ умножешя* его на нйкотораго постояннаго, не- 
зависящаго отъ п множителя,—будетъ меньше е. Конечно, при этомъ 
при данномъ значенш ж, пнамъ придется брать тгЬмъ большими, 
чймъ больше число ж; но определить п можно для всякаго ж.

Более сложными является соответственное изследовате для обе- 
ихъ остальныхъ формулъ § 44.

Мы примемъ безъ доказательства, что для техъ значешй х, кото
рый меньше 1 , можно, соответственными выборомъ значешя сде
лать ошибку меньше любой напередъ заданной величины е; но мы 

, не можемъ этого сделать для техъ значешй ж, которыя больше 1 . 
Что касается значешй ж =  1 и ж =  — 1 , то суждеше о возможности 
или невозможности въ этомъ случае определить соответственное зна- 
чете числа пзависитъ еще отъ самого числа п.

§ 52. Maxima и minima. ПроетМпие случаи.
' Мы видели уже раньше, что при нашемъ выборе координатной 

системы, при которомъ ось ж-совъ положительна направо, а ось у-ковъ—
вверхъ, кривая, заданная ур-шемъ у =  /  (ж), подымается слева на
право для техъ значешй ж,/для которыхъ / /  (ж) положительна. И 
наоборотъ, спускается слева направо для техъ значешй ж, для ко
торыхъ / '  (ж) отрицательна.

Теперь мы обратимъ наше внимаше на те точки, где кривая 
переходить отъ подъема къ спуску или отъ спуска къ подъему, или, 
что то же самое, на те точки, где функщя переходить отъ возраста- 
шя къ убыванию или отъ убывашя къ возрастание.

(н —н 1)!
въ виде произведенья такихъ двухъ множителей:

MitskevichOA
Прямоугольник
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Первыя изъ уйомянутыхъ точекъ мы назовемъ точками m ax im a ,  
вторыя — точками minima.  Следовательно m a x i m u m  есть  т а к о е  
з н а ч е ш е  ф у н к ц ш ,  которое  б ольш е  с о с е д н и х ъ  з н а ч е ш й  ф у н к 
цш,  a m i n i m u m  такое  з н а ч е ш е ,  которое  м е н ь ш е  с в о и х ъ  со
с е д н и х ъ  з н а ч е ш й .  Изъ вышесказаннаго следуетъ, что maximum 
или minimum не можетъ иметь места для техъ значешй , для ко- 
торыхъ / '  (х) положительна или отрицательна, иначе говоря: 1. M a

x im um  или  m in im u m  м о ж е т ъ  и м е т ь  м есто  (пока / '  ( ) со- 
х р а н я е т ъ  к о н е ч н ы я  з н а ч е ш я )  т о л ь к о  д л я  так о го  з н а ч е ш я  
х  — х0,д л я  котораго

/ '  («о) =  0 ................................. .... • • (1)
Но не всякое такое значеше х  даетъ намъ непременно maximum 

или minimum *). Если долженъ получиться maximum, то для этого 
недостаточно, чтобы въ данномъ месте / '  (х) обращалась въ нуль. 
Для этого еще необходимо, чтобы до этого места / ' (  ) была поло
жительна (признакъ возрасташя функцш), а потомъ стала отрица
тельной (признакъ убывашя функцш).

Если же она отъ положительныхъ значенШ переходить къ отри- 
цательнымъ черезъ нуль, то она, значитъ, съ этого места начинаетъ 
убывать, а значитъ, въ точке х  =  хея производная должна быть 
отрицательной; но производная первой производной есть вторая про
изводная нашей функцш / '  (х); следовательно, мы имеемъ:

2. Е с л и  д л я  н е к о т о р а г о  з н а ч е ш я  =  мы и м е е м ъ  одно
временно

/ ' О о )  =  °  " и  / ” ( О < 0 ......................... (2)

то д л я  этого з н а ч е ш я  х  —  х0мы и м е е м ъ  maximum ф у н к ц ш  
/  (*)•

Если же для даннаго значешя х  вторая производная положи- 
тельна, то значитъ — съ этого места первая производная начинаетъ 
возрастать. Если же она, по условно, для этого значешя равна нулю, 
а затемъ начинаетъ возрастать, то она должна была раньше быть 
отрицательной; значитъ, сама функщя сначала убывала, а затемъ

*) Условге необходимое, но не достаточное.
Г. Буркгардтъ.—Дпфференц. и питегр. псчпсдешя. 10
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начала возрастать; но это есть характерная особенностью in i rau т ’а; 
следовательно мы имеемъ:

3. Е сли  для некотораго  значен1я мы им еем ъ одно
временно

/'(* о ) =  0  и / " ( * „ ) >  0 .................' ■ • (3)
то д л я  этого зн ач еш я  х — х0мы им еем ъ mi n i mum ф у н к щ и  
/(« )•

Значить, для того, чтобы определить maximum minimum предложен
ной функд1и f ( x ) ,  намъ нужно раньше всего решить yp-Hie f ' ( x ) =  
относительно х; и затемъ для каждаго реш етя этого уравнешя изсле- 
довать знакъ f "  ( х). Те изъ корней, которые дадутъ отрицательный 
значешя второй производной, соответствуютъ maximum’aMb функцш; 
те же изъ корней, которые дадутъ положительный значешя второй 
производной, будутъ соответствовать гщщшит’амъ функцш.

Возьмемъ простой примерь и определимъ maximum, minimum 
функцш:

f  (х) =  х (а — — 2 .........................(4)

Тутъ f  (х) =  а — 2х; значить мы будемъ иметь / '  (х0) — 0 , если 
положить х0 — •

Далее вторая производная / "  (х) =  — 2 , причемъ это значеше
*

даже вовсе отъ х  не зависитъ. Значить, вторая производная для 
всякаго значешя х, а въ частности и для Ц- есть число отрица
тельное. Мы имеемъ, значить, для значешя х — ~  maxi mum функ
щи; значеше этого maximum’a будетъ:

Надо Отличать задачу отыскашя maximum’a и minimum’a функцш 
отъ вопроса отыскашя наибольш аго или наименьш аго значешя, 
которыя можетъ получить эта функщя. Если /  (х) есть вполне опре
деленная функщя для всякаго значешя х  и если она имеетъ не
прерывную производную, то конечно, последшй вопросъ сведется на 
первый. Ибо величина, которая больше всехъ возможныхъ значешй 
функщи, будетъ, конечно, больше своихъ соседнихъ значешй, т. е. 
будетъ значешемъ maximum; значить, наибольшее значеше функщи 
нужно искать среди всехъ maximum’oBb функщи, выбирая изъ нихъ 
наиболышй. Значить, все дело сводится къ тому, чтобы найти наи- 
болышй изъ всехъ maximum’oBb функщи.

То же относится и къ наименьшему значешю функщи.
Совсемъ иначе обстоитъ дело, если f ( x)  есть вполне определен

ная функщя не для всехъ возможныхъ значешй , или, если на не-



’
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зависимую переменную х,по причинамъ геометрическаго или физи- 
ческаго свойства, наложены некоторый ограничешя.

Для край н и хъ  значешй промежутка, въ которомъ мы можемъ 
разсматривать независимую переменную, предыдущая заключешя те- 
ряютъ смыслъ. Такое крайнее значеше можёть дать намъ наиболь
шее значеше функцш, если это значеше больше значешй функцш, 
соответствующихъ значешямъ х,лежащимъ только влево отъ раз- 
сматриваемаго значешя (а не съ обеихъ сторонъ, какъ того требуетъ 
самое определеше); ибо такъ какъ мы разсматриваемъ крайнее зна
чеше промежутка, то все значешя х, лежапця вправо отъ разсмат- 
риваемаго, въ расчетъ не идутъ. Для такихъ исключительныхъ слу- 
чаевъ можно было бы дать обпця правила; но проще въ этихъ слу- 
чаяхъ просто посмотреть, не будутъ-ли крайшя значен1я функцш 
больше всехъ maximum’OBB или меньше всехъ т ш т и ш ’овъ.

Пусть, напримеръ, требуется изъ всехъ прямоугольниковъ, имею- 
щихъ периметръ равный 2а, найти такой, который имеетъ наиболь
шую площадь. За независимую переменную мы примемъ одну изъ 
сторонъ искомаго прямоугольника; тогда другая сторона будетъ ( —х), 
а искомая площадь будетъ:

/  ( х) =  (а — ) х,
т. е. функщя, ранее нами разобранная.

Геометрически допустимый границы для переменной независимой 
суть О ... а.

Функщя для этихъ крайнихъ значешй промежутка обращается 
въ нуль, ибо

' /  (0 ) =  0  и /  (а) =  0 .
Значить имеетъ значешя менышя, чемь найденный maximum 

функцш. Тутъ, значитъ, действительно, maximum функцш совпа- 
даетъ съ наибольшимъ значетемъ функцш, т. е. съ наибольшею 
изъ площадей, которую можетъ иметь прямоугольникъ съ перимет- 
-ромъ 2а. Такъ какъ геометрическая соображешя указываютъ намъ, 
что, по смыслу задачи, долженъ существовать maximum и такъ какъ, 
съ другой стороны, мы нашли только одно значеше х, для кото- ' 
раго можетъ получится maximum или minimum', то въ настоящемъ 
случае это, очевидно, и есть maximum, и мы могли бы въ этомъ 
случае не определять знака второй производной.

Мы могли бы сделать заключеше о правильности настоящаго 
результата и безъ помощи дифференщальнаго исчислешя, ибо мы 
имеемъ на самомъ деле:

ю*
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т. е. величина положительная для всехъ значенШ х, кроме х =  •
а2Значить, действительно, — больше всехъ другихъ значенШ функцш. 

§ 53. Исключительные случаи.
Изследовашя предыдущаго § не коснулись еще случая, когда одно

временно / '  (О  = И /" (О = О» • (1)
Въ этомъ случае мы должны сделать еще одинъ шагъ дальше 

и составить / " ' (х).
Тутъ могутъ представиться следующая возможности, который 

надо отличать другъ отъ друга:
I. / '  ( х 0)  =  О / "  (л?0) =  0  / " ' ( х 0)  >  0 .

Въ этомъ случае начиная съ 
Такъ какъ для даннаго значешя х

х0, / "  ( х) начинаетъ возрастать.

Черт. 29.

остается положительной

=  х0 она была равна нулю, то, 
значить, она была сначала отрицательной, 
а затемъ становится положительной.

Итакъ / '  ( ) сначала убываетъ, а на
чиная съ точки х =  — начинаетъ воз
растать. Такъ какъ эта последняя функ- 
щя при равна нулю, то значить она
сначала была положительной, но такъ 
какъ она при х =  х0 начинаетъ возра

стать, то она и остается положительной; значить, / '  (х) все время
а это обозначаетъ, что /  (х) все время 

возрастаетъ . Въ этомъ случае при (х) не им еетъ  ни
m axim um ’a, ни m inim um ’a.

II. Такъ же можно обнаружить от- 
cyTCTBie шах. или min. въ случае 
одновременнаго существовашя трехъ 
условШ:

/ 4 0  =  0 / " ( 0  =  0
Въ предыдущихъ заключешяхъ 

пришлось бы только заменить слова: «возрасташе, величина поло
жительная» словами: «убываше, величина отрицательная».

Ш . Если для некотораго значен1я существуютъ равенства:

Г (О =  о /" (О  =  о / '"  (О =  о, •
»

то нужно сделать еще одинъ шагъ впередъ и образовать /IV (х). 
Тутъ могутъ иметь место следуюпце подслучаи:
Ш а. Къ услов1ямъ (1П) присоединяется еще одно:

Л

fn (О  > °-
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Значить (ж0), начиная съ точки ж =  х0, начинаетъ возрастать. 
Такъ какъ при х =  х0f "  (ж0) =  0, то это обозначаетъ, что / '"  (ж) 
была сначала отрицательной, потомъ становится положительной; 
значить / "  (ж) сначала убываеть, а, начиная съ точки х =  х0, на
чинаетъ возрастать. Следовательно (ж) (такъ какъ f "  (ж0) =  0), 
была сначала положительной и остается положительной. Значить, 
/ '  (ж) возрастаетъ, какъ до точки ж =  ж0, такъ и после.

Но такъ какъ / '  (ж0)= 0 , то это обознаетъ, что / '  (ж) была сначала 
отрицательной, а потомъ становится положительной. Функщя f  (ж) въ 
этомъ случае при точке 00 ■ 00 q переходитъ отъ у б ы ваш я  къ  воз-

IIIЬ. Такимъ же образомъ мы покажемъ, что, если наряду съ 
услов1ями (III) имеетъ место yoioBie:

то нужно сделать еще шагъ дальше и изследовать функцш / v (ж) 
и т. д.

Ясно, что при каждомъ новомъ случае намъ приходится разби
вать вопросъ на несколько подслучаевъ; и при этомъ среди этихъ 
подслучаевъ постоянно будутъ встречаться 
тате  (ср. Шс), которые будутъ требовать 
дальнейшаго развитая.

(даже, если ничего неизвестно про значеше f  (ж0)) то въ этой точке 
функщя / '  (ж) достигаетъ своего maximum’a или minimum’a. Въ та
кой точке кривая наклонена къ оси ж-совъ больше или меньше, чемъ 
до этой точки и после нея.

Такая точка носитъ назваше точки изгиба (перегиба).

§ 54. Неопределенный формы алгебраическихъ функцШ.
Иногда случается, что некоторое выражеше, вполне определен

ное для всехъ значен1й ж, или, по крайней мере, для определеннаго 
промежутка значешй ж, для некоторыхъ отдельныхъ значенШ этого 
промежутка, перестаетъ быть определеннымъ.

Самымъ важнымъ является тутъ случай, когда мы имеемъ дело 
съ алгебраическою дробью, числитель и знаменатель которой для 
некотораго значешя ж одновременно обращаются въ нуль.

/ 1Т (ж0) <  О,
то /  (ж ) при ж =  ж0 имеетъ maximum.

I l l с. Если же одновременно выполнены четыре услов1я:
/ '  (ж0) =  0  / "  (ж0)  =  0 (ж0) =  О / 1Т (ж0) =  О,

Важно еще заметить, что если для не
котораго значешя ж =  ж0

/ "  (*0) =  О
Черт. 31.
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Если мы имеемъ д'Ьло съ ращ ональною  дробью, то такое 
обстоятельство всегда можно легко устранить; ибо если некоторая 
целая ращональная функщя при некоторомъ значенш х =  обра
щается въ нуль, то на основанш теоремы § 34, она должна делиться 
на ж — ха. Значить, если числитель и знаменатель некоторой ращо- 
нальной дроби при х — хй одновременно обращаются въ нуль, то 
оба должны содержать множителя ( — х0), на который и можно 
сократить дробь. Если и после такого сокращешя числитель и зна
менатель снова обращаются въ нуль, то сокращеше можно повторить.

Путемъ повторныхъ сокращешй мы дойдемъ, наконецъ, до того, 
что числитель и знаменатель не будутъ оба обращаться въ нуль 
при х =  х0 одновременно.

Если теперь числитель и знаменатель имеютъ значешя, отлич- 
ныя отъ нуля, то дробь будетъ иметь некоторое вполне определен
ное и отъ нуля отличное звачеше. Если числитель равенъ нулю, а 
знаменатель нулю не равенъ, то величина дроби будетъ нуль. На
конецъ, когда знаменатель равенъ нулю, а числитель не равенъ 
нулю, то, на основанш введеннаго въ § 2 0  способа выражаться, мы 
скажемъ, что дробь при х =  х0 имйетъ безконечно большое значеше 
(равна безконечности).

Более сложнымъ является случай, когда мы имеемъ дело съ 
ирращональною алгебраическою дробью. Тогда зачастую нельзя про
извести сокращешя дроби. Нужно въ этихъ случаяхъ предварительно 
преобразовать дробь.

Пусть, напримеръ, дана дробь:

f r t i - y — X ' ........................ (О
X

' о
которая при х  =  0  обращается въ выражение вида •

Тутъ дробь нельзя сразу сократить на но мы можемъ удалить 
знаки радикаловъ изъ числителя (§ 13), умножая и числителя и 
знаменателя дроби одновременно на

j / l- t -ж н- j / l  — ж.
Тогда мы будемъ иметь:

'У
( l - t -ж) — (1 — х) 2х

х О/ 1 X V l  —  х) X 0 / 1 X V l - X )
или

У
V i X | / 1

• • • • •
X (2)

Если мы теперь въ этомъ выраженш положимъ 0 , то мы
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получимъ въ результате 1 ; такъ что теперь при дробь полу-
чаетъ совершенно определенное значеше.

Однако, прежде чймъ делать какое-нибудь заключеше, отдадимъ 
себе отчетъ въ томъ, что мы собственно тутъ сделали.

Мы сначала разделили дробь на —х0), а затемъ положили х = х 0, 
т. е. х — х,, =  0. Но разве это можно делать? Это вопросъ совер-0
шенно родственный тому, съ которымъ мы встретились уже въ § 5.

На него можно подобнымъ же образомъ ответить:
1) Раньше всего мы можемъ сказать: выражешемъ (1) опреде

лена функщя не для всехъ значенШ х въ некоторомъ промежутке 
(напримеръ, промежутокъ отъ [•— 1 до + 1), а для всехъ значенШ, 
за исключешемъ одного, а именно х  =  0 . Значить, неть никакого 
смысла спрашивать, чему равно это выражеше при х — 0. Мы даже 
не можемъ утверждать, что выражеше (2) равно выражент (1) для 
всехъ значешй х, а только: «для всехъ значенШ, кроме х =  О».

2) Становясь на точку зрешя чистаго анализа, мы можемъ сказать 
далее: именно въ силу того, что выражеше это не определено у насъ 
для значешя х =  0, мы можемъ совершенно произвольно условиться

S

придавать этому выражешю определенное значеше для х =  0 ; мы 
можемъ сказать: нашу функщю мы определяемъ такъ, чтобы при 
х ^ О  она была равна выражешю (1), а при х =  0 она была равна 1 .

3) Однако, нужно спросить далее, чего, собственно, мы достигаемъ 
такимъ на первый взглядъ совершенно произвольнымъ услов1емъ?

Чемъ отличается такъ нами определенная функщя отъ всякой 
другой, которая бы при х ^  0 определялась выражешемъ (1 ), но 
которой бы при х — 0 мы приписали то или другое значеше?

На это мы ответимъ: наше услов1е даетъ намъ возможность по
лучить непреры вную  функщю.

Значеше, которое получаетъ выражеше (2) при х =  0 тесно при- 
мыкаетъ. къ темь значешямъ, которыя имеетъ это выражеше для зна- 
ченШ х, весьма близкихъ къ нулю; такъ что если мы нашей функ- 
щи (1) не только для ж ^  0 , но и для х =  0, будемъ приписывать 
те же значешя, что и выражент (2), то мы этимъ достигнемъ непре- 
рывнаго (теснаго) перехода значешй функцш при переходе перемен
ной х  черезъ нуль *) Мы можемъ сказать, что значеше 1 , при х = 0 ,  
есть именно то значеше, которое даетъ непрерывный переходъ отъ 
значенШ функцш, соответствующихъ отрицательнымъ ж-самъ, къ зна
чешямъ, соответствующимъ положительнымъ ж-самъ. Геометрически

*) Т. е. что значеше функцш при ж =  0, будетъ т*Ьсно примыкать къ 
т^мъ значен1ямъ, которыя функщя будетъ им£ть при весьма малыхъ положи- 
тельныхъ и весьма малыхъ отрицательныхъ значешяхъ х.
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это представляется такъ: уравнеше (1) опред'Ьляегь кривую, которая 
имеетъ две ветви, одну въ области положительныхъ ж-овъ, другую 
въ области отрицательныхъ .х-овъ, причемъ обе эти ветви прибли
жаются къ оси у-овъ. При этомъ обе эти ветви безпред'Ьльно прибли
жаются къ одной и той же точке на оси овъ, а именно къ =  1 . 
Такъ что, если эту точку предположить лежащей на обйихъ вйтвяхъ, 
то мы можемъ это точку разсматривать, какъ точку, связывающую 
обе ветви, а потому обе ветви весьма естественно мы будемъ раз
сматривать, какъ части одной сплошной кривой.

4) Приложешя анализа къ задачамъ требуютъ отъ насъ, чтобы 
мы имели дело съ непрерывными функщями. Мы, такимъ образомъ, 
только идемъ навстречу этимъ требовашямъ.

§ 55. Неопределенный формы трансцендентныхъ функцШ.
Если некоторая трансцендентная (не алгебраическая) функщя для

нйкотораго определенна™ значешя х — х0 получаетъ видъ , то мы
простымъ преобразован!емъ, какъ это имело место въ случае алге
браической функщи, часто не въ состоянш решить задачи. Мы должны 
вернуться къ только что изложеннымъ соображешямъ и такъ поста
вить задачу: Мы должны найти такое значеше функщи, которое бы 
тесно примыкало къ значешямъ функщи, соответствующимъ зна- 
чен!ямъ х, тесно прилегающимъ съ той и другой стороны къ раз- 
сматриваемому значенш х  =  х0.

(Конечно, надо предположить заранее, что такое значеше суще- 
ствуетъ, что далеко не всегда имеетъ место въ трансцендентныхъ 
функщяхъ).

Чтобы решить эту задачу, намъ нужно, такимъ образомъ, знать 
те значешя функщи, которыя соответствуютъ значен!ямъ х, весьма 
мало отличнымъ отъ значенья х — х0. При определенш этихъ зна- 
чешй мы можемъ разность х — х0 считать величиной шалой» въ 
смысле § 54.

Пусть, напримеръ, намъ дана дробь
\

Эта дробь при а; 
Мы имеемъ

оО имеетъ форму к

ех e e l х

О

х‘
~2

х з
6 ’
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Значить: _ х 3е — е~х — 2

ех - л - е ~х— '2 с о х 2 ,

и следовательно

у со ...  ..................................... ....  (2)
3

I

Мы будемъ иметь желаемый непрерывный переходъ отъ значе- 
шй функцш, соответствующихъ положительнымъ ж-самъ къ значе- 
тям ъ, соответствующими отрицательнымъ ж-самъ, приписывая на
шей функцш при х — 0 значеше 0 .

Мы можемъ такими же образомъ поступать во многихъ случаяхъ, 
а именно, когда и числитель и знаменатель около даннаго значешя 
х  — х0 могутъ быть приближенно выражены некоторой ращональной 
функщей (разложены въ ряди).

Въ другихъ случаяхъ пользуются некоторыми спещальными фор
мулами, изъ которыхъ некоторый мы выведемъ:

1) Если х, принимая положительным значешя, растетъ безпре- 
дельно, то и ех будетъ расти безпредельно, ибо изъ ур-тя (2) § 44
следуетъ, что ёх >  1 х .Этотъ результата мы выразимъ такъ:

/ *

Пт ех =  оо . . „ .............................(3)
X  —  ■+■ оо

I

* 2) Изъ этого дал'Ззе сл'Ьдуетъ:
1 1

П т ех =  l im  e ~ z =  И м  — =  0 . - .................(4)
X  —  —  ОО 5 =  4 - 00  2  —  -+* ОО ^

3) Когда х  положительно, то для каждаго д'Ьлаго положительнаго п:

. х~п > X
(п -+- 1)!

Значитъ, для всякаго такого числа п (да и вообще для всякаго 
положительнаго п):

Пт сх х~п =  о о .....................................(5)
X  —  -+ - СО

и
Пт е~х хп — 0 . .....................................(6)
Ж — -ь  оо

4) Е сли мы въ предыдущихъ равенствахъ напишемъ — х , вместо х , 
то мы получимъ:

lim е~х . х~п =  r t o o ................ .... (7)
X  —  —  ОО

и
Пт ех . хп =  0 ................ .... . . .  . . . (8 )

X  —  —  ОО

(Двойной знакъ въ формуле (7) соответствует, двумъ случаямъ:



)

Глава VII. Интерполирован! в.

четному и нечетному щвъ первомъ случай нужно взять знакъ - ь , 
во второмъ случае знакъ —).

5) Если мы въ формулахъ (6) и (8 ) заменимъ ех величиной х', 
значитъ, величину х величиной v log х, и положимъ =  1 и затймъ 
упустимъ множитель v, то мы получимъ еще:

И
I

lim (pc'* log х) =  0 ...................... . . (9)
х ~  О

lim {x~'t log х) =  0 .................................(1 0 )
X  —  СО

\

Г Л А В А  УП.

И н т е р п о л и р о в а н !  е.

§ 56. Интерполирование посредствомъ целой ращональной функщи.
Естественно-научныя изсл'йдовашя часто приводятъ къ следую

щей задаче. Изъ наблюдетй известно несколько значешй у, еоот- 
ветствующихъ даннымъ значешянъ независимой переменной х; тре
буется найти такое уравнете:

У = /(« )>
чтобы при подстановке данныхъ х наблюденныя значешя у полу
чались изъ этого уравнешя. Если считать декартовыми коор
динатами точки, взятой на плоскости, то этой задаче соответствуетъ 
такая геометрическая: построить кривую, проходящую черезъ дан- 
ныя точки. При такой формулировке сразу обнаруживается, что за
дача далеко не определенная: черезъ данныя точки можно провести 
не одну, а произвольное число кривыхъ; значитъ, безчисленное мно
жество функщй даютъ при данныхъ значешяхъ х  требуемый зна
чешя у.

Задача делается определенной, если потребовать, чтобы у было 
выражено черезъ х  въ виде функцш определеннаго класса, чтобы 
это выражеше имело заданный видъ. Въ этомъ отношенш наше вни- 
маше прежде всего останавливается на пфлыхъ ращональныхъ функ- 
щяхъ. Итакъ, мы хотимъ представить данныя наблюдешй въ виде 
целой ращональной функщи отъ х:

у =  а -\-Ъхсх 2 -+- 3

т. е. такъ выбрать коэффищенты а, Ъ, с ____ чтобы эта функщя при
данныхъ значенгяхъ х  давала требуемыя значен!я у.  Это равно
сильно требование подобрать коэффищенты такъ, чтобы были удо-

MitskevichOA
Прямоугольник
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влетворены равенства:
а ч - Ъх{ ч- с х 2 чh с1хгг ч нII•••I

се —ь- Ъх 2 + to t
o _Lч Лх2ъ ч • • • У 2

• • •
а -л- Ъхп

• • •

-+- <™ -
• • •

н d x j  чп т • • • II 
: 

•

(Въ этихъ равенствахъ въ противоположность обычнымъ обозначе- 
шямъ неизв’Ьстныя оказались обозначенными первыми буквами алфа
вита, а известный—последними).

Если число коэффищентовъ, написанныхъ въ этой формуле, 
меньше числа наблюдений, то эти равенства будутъ, по крайней мере 
въ общемъ случае, противоречить другъ другу; нельзя подобрать 
такихъ значений для коэффищентовъ, чтобы они удовлетворяли всемъ 
даннымъ наблюдений; следовательно, нельзя выразить всехъ наблю- 
дешй формулой принятаго вида. Если бы въ частномъ случае это 
оказалось возможнымъ, то такое обстоятельство давало бы основаше 
предположить, что мы имеемъ дело уже не просто съ формулой 
интерполировашя, но что найденъ некоторый законъ природы.

Если число коэффищентовъ какъ разъ равно числу наблюдешй, 
то можно всегда решить уравнешя относительно этихъ коэффищен
товъ. Правда, и въ этомъ случае можно было бы опасаться, что не- 
которыя уравнешя будутъ противоречить другимъ; это проявилось 
бы въ томъ, что применеше общихъ формулъ для решен1я уравне- 
нШ потребовало бы делешя на нуль. Подробное изследоваше (ко
торому не место въ этой книге) показываешь, что въ нашихъ 
уравнешяхъ этого случиться не можетъ, если только все значе- 
шя х, выбранный нами (а они, конечно, такъ выбраны) различ
ны: при реш ети уравнетй приходится делить только на разно
сти между отдельными значешями х  или на произведешя такихъ 
разностей.

Вычислешя оказываются наиболее простыми, когда значешя х  
выбраны равноотстоящими, т. е. когда разности между ближайшими 
значешями х  равны между собой. Мы сделаемъ одинъ примеръ та
кого рода. Положимъ, наблюдены следующая пары соответствую- 
щихъ значешй х  ж у.

=  1 У == 0,6931
2 1.0986

4

3 1,3863
4 1,6094

•' 5 1,7917
6 1,9459

\
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' Если мы хотимъ представить эти наблюден ш формулой вида:

у =  ач- Ъх-+- еж2 ч- йж3 и- еж* -+- /ж 5,

то коэффищенты надо выбрать такими, чтобы были удовлетворены 
уравнешя:

а -+- 66 -+- 36с ч-- 216Й ч- 1296с ■ч- 7776/ =  1,9459
а -+- 56-+-25с ч-125й ч- 625е ч- 3 1 2 5 /=  1,7917
а ч-- 46 -+- 16с ч-- 64й ч- 256с ч- 1024/ — 1,6094 (Л \
а ч-- 36 -+- 9с ч 27 й ч- 81е ч- 243/ =  1,3863 ' ' * (•*■/
a -f- 26-ь  4с ч ч- 16е ч- 32 / =  1,0986
а ч-- 6 -+- с ч й ч- е -ч- / =  0,6931

Вычитая каждое уравнеше изъ предыдущего, получаемъ:

6 чн 1 1 с ч- 91й ч - 671е ч- 4651/ =  0,1542 ■
6 чh 9с + 61й ч - 369е ч- 2101/ — 0,1823
6 чь 7с ч- 37й ч - 175е ч- 7 8 1 /=  0,2231 . . . • (2 )
6 ч1 ь 5с ч- 19й ч - 65с ч- 2 1 1 /=  0,2877

ч
6 чч Зеч- 7 й ч - 15е ч- 31 / =  0,4055.

Если для исключешя 6 опять вычтемъ каждое уравнеше1 ИЗЪ
предыдущего, то получимъ:

2 с -ь- ЗОЙ ч-- 302е ■ч- 2550/ =  — 0,0281
2с -ь 2Ы ч-- 194е■ч- 1320/ =  — 0,0408 (СИ

с> 2с -ь* 18й ч - 1 1 0 е -+- 570/:=  — 0,0646 ................. - \°)
2с - н 1 2 й ч-- 50с-+- 180/:=  0,1178.

Коэффициенты лЗзвыхъ частей заключаютъ обпцй множитель 2 ;
мы можемъ (и это, конечно, слЗздуетъ сдйлать) разделить каждое изъ
уравнешй на 2 . Получаемъ: •

/
с -ч- 15й чн 151е ч- 1275/ — 0,01405,
с -+- Ш ч ь 97с ч- 660/ =  — 0,02040, (лл■ с -ч- 9й чh 55е ч- 285/ =  — 0,03230, * ' * • W
с -ч- 6^ чh 25е ч- 90 / =  — 0,05890.

Дал'йе посредствомъ новаго вычиташя находимъ:
Зй ч- 54е чн 615/ = : 0,00635. •
Зй чI- 42е -н 375/ = : 0,01190, .................... •(5)
Зй ч-  30с -ь  195/ = : 0,02660,

Или, разд!зливъ на 3:

й чь 18е чч 205/ == 0,0021167,
й нь 14с чч 125/ == 0,0039667, . . . . . . . ( 6)
й чн 1 0 е чь 65/  == 0,0088667. (4)



Чтобы и далее иметь дело съ десятичными, числами пришлось 
остановить д ел ете  на какомъ-нибудь десятичномъ знаке. Мы оста
новились при д'йленш на седьмомъ знатей; ошибка, происшедшая отъ 
этого, по большей мйрй равна четыремъ единицамъ восьмого знака. 
Мы пометимъ это маленькой четверкой, приписанной въ скобкахъ.

При новомъ вычитанш ошибки въ худшемъ случай сложатся; 
следовательно, мы имйемъ:
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4е ч- 80/ — - 0,0018500 . . . .(7 )
4 е -ь  60/ =  - 0,0049000 (8) * ' ‘ ‘

что после делешя на 4 даетъ:

-+■ 2 0 / =  -  
е -+- 15 / =  -

-  0,0004625
-  0,0012250 (2) • • • '. . . . ( 8 )

При деленш на 4 ошибка, сделанная выше, также разделяется на 
4, поэтому она не превосходить теперь двухъ единицъ восьмого де- 
сятичнаго знака. Наконедъ получаемы

5 / =  0,0007625 (4) .................................(9)
а следовательно

/  =  0,0001525 (1)
Теперь, когда/вычислено, удобнее всего для получешя остальныхъ 

коэффищентовъ воспользоваться последнимъ равенствомъ каждой си
стемы. Правда, при такомъ методе ошибки будутъ. довольно быстро на
копляться, но следуетъ заметить, что для того, чтобы наши равенства 
были верны съ определенной степенью точности, нетъ надобности на
ходить первые коэффициенты съ той же точностью, какъ последше- 
ведь, последше коэффициенты, по крайней мере въ некоторыхъ изъ 
этихъ равенетвъ, помножены на числа гораздо болытя, чемъ первые.

Выкладки даютъ последовательно:
- 0,0012250 (2)

-  15 / = 0,0022875 (15)
е  - 0,0035125 (17)

• 0,0088667 (4)
— 1 0  е == -+- 0.0351250 (170)

65 f  ~= — 0,0099125 (65)
d ' = = 0,0340792 (239)

— 0,0589000
- 0,2044752 (1434)

— 90/ == — 0,0137250 (90)
— 0,2771002

— 25е == -н 0,0878125 (425)
С == — 0,1892877 (1949)
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— 15е =
— Зс =

0,4055000
0,0526875
0,5678631

(255)
(6847)

— 7
— 31/

—  — 0,2385544 (1473) 
=  — 0,0047275 (31)

1,0260506 0,2432819 (1504)

- 0,2432819 (1504)
1

Ъ — 0.7827687• (8606)

наконецъ: •
0,6931000 - /  = 0,0001525 (l)

е — 0,0035125 (17) —  d  = — 0,03 4 0 7 92 (239)
с — 0.1892877. (1949) —  Ъ = — 0,7 8 2 7 6 87 (8606)

t 0,8859002 (1966) .0,8170004 (8846)

—  0.8170004 (8846)
а = 0,0688998 (10812)

Теперь видно, что въ (6) д1злеше надо было непременно про
должать до седьмого десятичнаго знака, такъ какъ въ противномъ 
случае ошибки, которыхъ можно ожидать, были бы еще въ 10  разъ 
больше. Если подставимъ найденный значешя коэффищентовъ въ 
общую формулу и сохранимъ въ каждомъ изъ нихъ одну цифру 
после последней, за которую можно еще ручаться, то получимъ:

у =  0.0689 -+- 0,78277а; — 0,18929а:I 2 -+- 
-+- 0,034079а;3 — 0,0035125а;4 -4- 0,0001525а:5 . . (11)

Если мы хотимъ испытать правильность вычислешй, то стоить 
только проверить, удовлетворяется ли одно изъ другихъ уравнешй
первой системы найденными значешями. Мы имеемъ, напримеръ:

/

а == 0 0689
5 Ъ == 3,9138

25 с = > -  4,7322
125 d== 4,2599
625 е = 2,1953

3125/ == 0,4766
8.7192

9

- 6.9275
\

1,7917
I
Получилось полное совпадете, хотя и могла получиться разница

на несколько единицъ четвертаго десятичнаго знака, потому что 
нельзя ручаться за верность четвертаго знака въ значенш, найден- 
номъ для числа а.

Следуетъ разсмотреть еще одно очень существенное' обстоятель
ство. Наблюдешя, котбрыя мы хотели выразить нашей формулой,



никогда не бываютъ совершенно тонными: невозможно достигнуть 
того, чтобы значешя х, для которыхъ мы наблюдаемъ соответствую
щее у, отличались другъ отъ друга точно на одинаковый величины; 
такъ же, какъ невозможно измерить значешя у совершенно точно: 
въ эти значешя, наверно, будутъ включены ошибки наблюдешя. 
Мы можемъ однако не разсматривать вл1яшя погрешностей х-овъ; 
действительно, если измерено у, соответствующее не выбранному 
значению х, а несколько отличному отъ выбраннаго, то вместо этого 
можно считать, что приближенно найдено у, соответствующее вы
бранному х. Поэтому для целей нашей задачи можно все погреш
ности приписывать, значенхямъ у. Возьмемъ определенный случай: 
допустимъ, напримеръ, что въ приведенныхъ значешяхъ у можно 
полагаться на столько знаковъ, сколько у насъ выписано, т. е. что 
ошибка не превосходить пяти единицъ пятаго десятичнаго знака; 
Но если вычесть два числа, причемъ каждое дано съ точностью 
пяти единицъ пятаго знака, то можно поручиться только за то, что 
ошибка въ разности не превзойдетъ десяти единицъ того же знака; 
ведь, можетъ случиться, что какъ разъ уменьшаемое на пять еди
ницъ слишкомъ велико, а вычитаемое на пять единицъ слишкомъ 
мало или наоборотъ; въ этомъ случае правыя части равенствъ (2) 
могутъ заключать ошибку на 1 0  единицъ, а правыя части равенствъ
(3) на 2 0  единицъ пятаго знака. Делеше на 2 опять уменыпаетъ

%

ошибку вдвое, и поэтому можно утверждать, что правыя части въ 
равенствахъ (4) приведены съ точностью до 10 единицъ пятаго знака, 
а въ равенствахъ (5) до 20  единицъ того же знака. При деленш на 
3 ошибка вновь уменьшается, но здесь присоединяется ошибка, про
исходящая отъ того, что делете прерывается; такимъ образомъ
можно ручаться за то, что ошибка въ правыхъ частяхъ равенствъ (6 ) 
не превосходить 6670 единицъ восьмого знака.

Продолжая такимъ же образомъ, заключаемъ, что ошибка, въ худ- 
шемъ случае, содержитъ:

въ равенствахъ (7): 13340,
» з> (8 ): 3335,
» равенстве (9): 6670,

и наконецъ, въ значенш, приведенномъ для / :  1334 единицы вось
мого знака после запятой.

N *

Если идти такимъ путемъ, то можно было бы прШти къ заклю-
*

чешю, что пока дойдемъ до первыхъ коэффищентовъ ошибки могутъ
*

накопиться такъ значительно, что относительно коэффищента а. по
жалуй, нельзя будетъ даже сказать, положителенъ ли онъ или отри- 
цателенъ. Въ действительности, дело ужъ не такъ плохо: более точ

§ 56. Интерполированш ПОСРЕДСТВОМЪ ЦЕЛОЙ РАЩОНАЛЬНОЙ ФУНКЦ1И. 159
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ное изследовате обнаруживает^ что при вычислен!и остальныхъ 
коэффид!ентовъ по найденному / ,  ошибки никогда не могутъ все 
складываться между собой. Мы можемъ судить о точности вычисле- 
н1я, если возьмемъ самый неблагопр!ятный случай, а именно, что 
все значен!я у заключаютъ ошибку равную половине единицы че
твертая знака и притомъ попеременно слишкомъ велики и слиш- 
комъ малы; пусть, напртгЬръ, истинныя значен!я у не те, которыя 
приведены въ равенствахъ (1), а следующая:

1,94596 1,79165 1,60945 1,38625 1,09865 0,69305,

въ такомъ случае во второй части въ равенствахъ (2) должно бы быть:
*

0,1543, 0,1822, 0,2232, 0,2876, 0,4056,
въ равенствахъ (3):

— 0,0279,

1
%

— 0,0410, — 0,0644, -— 0,1180,
въ равенствахъ (4):

0,01395, — 0,02050, — 0,03220, — 0,05900,
въ равенствахъ (5):

0,00655, 0,01170, 0,02680
въ равенствахъ (6):

0,0021833, 0,0039000, 0,0089333,
въ равенствахъ (7):

— 0,0017167, — 0,0050333,
V

въ равенствахъ (8 ):
— 0,0004292, — 0,0012583,

въ равенстве (9):
0,0008291

и для /  получилось бы значеше:

/ =  0,0001658.
Далее, отсюда получилось бы:

— 0,0012583 — 1 0 е =
— 1 5 / =  — 0,0024870 — 6 5 / =  —

е =  — 0,0037453 =
— 0,0590000

— Ы  =  —  0,2136558
— 9 0 / =  — 0,0149220

— 0,2875778
— 25е =  — 0,0936325

с =  — 0,1939453

0,0089333 
0,0374530 
0,0107770 
(/0356093
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15 е =
Зс =

0.4056000
/

0,0561795
0,5818359 — Id - = 0,2492651

Ъ =

1.0436154
/

— 0,2544049 
0,7892105

*

0,6930500

— 3 1 / - 0,0051398 
— 0,2544049

е — 0,0037453 .- /  =  --  0,0001658
— с = 0,1939453 . - d — --  0,0356093

0,8907406 .-  ь == --  0,7892105

а =
0,8249856 ‘ 
0,0657550

-  0,8249856.

Итакъ, въ этомъ случай вместо уравнения (1 1 ) мы получаемъ 
такое:

у =  0,0658 ч- 0,78921а? — 0,19395а:2 ч-
-1-  0,035609ж3 — 0,0037453ж4 ч- 0,0001658ж5 . . (12).

Изъ сравнешя съ прежнинъ результатомъ видно, что когда зна- 
чены у наблюдены съ точностью до одной десятичной, то ни одного 
изъ коэффищентовъ нельзя определить съ точностью до одного про
цента. Можно получить понятае о вл1янш отдйльныхъ ошибокъ на
блюдения на результаты, если составить функщю, которая при 
значетяхъ х  =  1, 2, 3, 4, 5 обращается въ нуль, а при х =  6 , 
равна 0,00005. Ыаходимъ:

у — — 0,0000504 ч- 0,0001151а? — 0,0000945а:2 ч- 
ч - 0,0000357ж3 — 0,0000063ж4 ч- 0,00000042а:5.

§ 57. Отдельное вычислеше членовъ четнаго и нечетнаго лорядковъ.
Въ такихъ случаяхъ, дакъ вышеприведенный, вычислен1е де

лается немного проще, если начать отсчитывать независимую пере
менную не отъ крайняго значешя, а отъ ариеметическаго средняго 
значенШ, выбранныхъ для х. Кроме того, чтобы не вводить лиш- 
нихъ дробей, молено отнести значешя новаго аргумента къ другому 
масштабу. Въ раземотренномъ нами примере положимъ:

Теперь можно считать у за функщю отъ £ и попытаться пред
ставить наблюдешя формулой вида:

У =  ? (Z) а ре I* о; вс£4 . . . . (2)

Отдйлимъ здесь члены съ четными и нечетными показателями,
г

Г. Буркгардтъ.—Дпфференц. и ннтегр. печпелешя. 11
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и пусть 

тогда

Такъ какъ

Т)1 =  а +  у$2 +  б?4 ................

Ъ =  Р н - -+- « 4,

У =  % -+- ^ 2 .............

<р (— Ё) =  а — Щ -+- — о!3 И- е£4 — ^ 5,

(3)

(4)

(5)
то получается:

=  \  {9 (.&) -+- 9 (— ?)},

•П2 =  , .............................(6 )

Итакъ, надо на основами наблюдетй определить обе величины 
и т|2 и затемъ каждую изъ нихъ представить формулой приве

денная) въ (3) и (4) вида. Съ этой целью составимъ таблицу:

X % У
1 5 0,6931 *

2 3 1,0986
3 — 1 1,3863 Сумма Дифференц. ц.
4 -+- 1 1,6094 1,3863 2,9957 0,2231 1,49785 0,11155
5 -+- 3 1.7917

Л
1,0986 2,8903 0 6931 1,44515 0,11552

6 -ь  5 1,9459 0,6391 2,6390 1,2528 1,31950 0,12528

Значить, коэффищенты а, у, е надо найти изъ следующихъ ра-
/

венствъ:
а -+- 25 7 -+- 625 е =  1.31950 
а -+- 9 y И- 81 е =  1,44515 
а -ь y -+- е =  1,49785.

Такъ же, какъ въ предыдущемъ параграфе, получаемы

16 у и- 544 е =  — 0,12565 
8 y -ь  80s =  — 0,05270

Y -+- 34 е =  — 0,007853
Y н - 10s =  — 0,006587

24 е =  — 0,001266
е =  — 0,00005275

— 10 s =  -+- 0,0005275
— 0,006587

Y =  — 0,006060

1,49785
— Y =  0,00606
— е =  0,00005

ос =  1,50396

Такимъ же образомъ находимъ коэффищенты выражешя ц2, а
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именно:
рн г- 25о ч- 625? - 0,12528 24? - 0,000114
рн н 98 ч- 81? == 0,11552 У0—= 0,00000475
р н ь 5 +  ? - -  0,11155 1 0 ? == — 0,0000475

168 ч- 544? - -  0,00976 ч- 0,000496
8 8  ч- 80? == 0,00397 О»0 -= 0,000449

о ч -  3 4 ? - -  0,000610
•

8 ч - 1 0 ? == 0,000496 0,11155
<\--  0 — 0,00045

- ? — 0 ,0 0 0 0 0

р =  — 0 ,1 1 1 1 0

Соединивъ результаты обоихъ вычислешй, получаемъ теперь 
въ вид!з:

у =  1,50396 ч- 0,11110? — 0,006060 ? * 2 ч - 0,000449 ?3 •—-
— 0,00005275 ?4-н 0,00000475 ?5.

Во многихъ случаяхъ н'Ьтъ никакого основашя отдавать пред
почтете разложетю у по степенямъ х передъ разложешемъ по сте- 
пенямъ ?; тогда мы можемъ удовольствоваться найденнымъ выраже- 
темъ. Если мы желаемъ им!зть для у  выражеше, расположенное по 
степенямъ х, то надо въ выраженш (6) заменить ? черезъ 2х — 7 и 
произвести вычислешя; послйдшя располагаются сл'Ьдующимъ об- 
разомъ:
у =  1,50396 и- 0,11110 (2а? — 7) — 0,006060 (4а:2 — 28х ч - 49) 

ч- 0,000449 (8 а:3 — 84а:2 -+- 294а: — 343)
— 0,00005275 (16а?4 — 224а:3 ч- 1176л;3 — 2744а: Ч- 2401)
ч- 0,00000475 (32а;6 — 560а:4 ч- 3920а:3 — 13720а;2 ч- 24010а:—16807)
=  1,50396
— 0,77770-М),22220а:
— 0,29694-М),16968а:—0,024240а;2
— О',15401-М),13201а?—0,037716а;2-М),003592а:3
— 0,12665-ьО,14475а;—0,062034а?2ч-0,011816а;3—0,0008440а;4
— 0,07983ч-0,11405а;—0,065170л?2ч-0,018620а;3—0,0026600а:4ч-0,0001520а;5

=  ч- 0,068834-0,78269а:—0,189160ж2ч-0,034028а;3—0,0035040а;4ч-0,0001520а;5.
А ранее у насъ было:

Г

' у =  0,0689 ч- 0,78277а? — 0,18929а:2 ч- 0,034079а:3 — 0,0035125а:4 ч-
Ч- 0,0001525а:5:

результаты отличаются другъ отъ друга не более, чгЬмъ можно было 
ожидать.

Такъ какъ проще решить две системы трехъ уравнен! й съ тремя 
неизвестными въ каждой, ч!змъ одну систему шести уравнений съ

И
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шестью неизвестными, то второй способъ, по крайней мере въ техъ 
случаяхъ, когда не требуется последнее преобразован!е, значительно 
удобнее, чемъ первый.. Последнее преобразовате представляетъ

N

собой, когда оно является необходимым^ неприятное усложнен1е вто
рого способа.

§ 58. ИзслЬдоваше значешя интерполировать.
Положимъ, мы нашли по одному изъ способовъ, указанныхъ въ 

предыдущихъ параграфахъ, соответствующее наблюдетямъ выраже- 
Hie для у.  Е сть ли основате думать, что и для другихъ значенш 
х, кроме наблюденныхъ формула, дастъ истинныя значешя у? или, 
имеемъ ли мы право считать, что найденная формула есть выраже- 
Hie некотораго закона природы?

Съ математической точки зрешя на первый вопросъ можно дать 
только следуюпцй ответь: нетъ никакого основашя думать такъ.

Въ самомъ деле, пусть F (ж) —неизвестное намъ правильное вы- 
ражеше искомой функцш, а /  (х)—то, которое найдено при помощи 
интерполировать, тогда мы можемъ только сказать, что.

D (х) — F  (ж) — /  ( х ) .................................(1)

для данныхъ значенш х обращается въ нуль. Если бы даже было 
известно, что эта разность пелая, ращональная функщя х, то все же 
можно было бы положить ее равной произведенш

(: х — 1) (ж — 2) ( х — 3) (х —- 4) (х — 5) (х — 6) ф (х),

где ф (х) — произвольная целая ращональная функщя ж; если бы не 
было дано и этого, то ф (ж) была бы произвольная функщя, ограни
ченная только темь услов1емъ, что при =  1, 2 , . . . .  6 она должна 
иметь конечный значешя.

Итакъ, надо сказать, что задача интерполировать, если ее раз- 
сматривать съ чисто математической точки зрешя, представляется 
совершенно неопределенной.

Однако дело совершенно изменяется, если встать на естествен
но-научную точку зрен1я; тогда можно основываться на принципе 
правильности изменений въ природе. Этотъ принципъ является пред
посылкой всякаго изучешя явлешй природы. Съ этой точки зрешя 
мы можемъ, какъ это было уже сделано въ § 7, разсуждать такъ: 
если рядъ точекъ одной кривой совпадаетъ съ точками другой, то 
эти две. кривыя не могутъ значительно уклоняться другъ отъ друга 
кроме того случая, когда одна изъ нихъ имеетъ очень неправиль
ный видъ. Теперь мы можемъ утверждать это съ болыпимъ основа- 
шемъ, чемъ раньше, такъ какъ мы убедились при вычислешяхъ, 
сделанныхъ выше, что даже небольших неправильности въ измене-
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б 1яхъ функцш влекутъ за собой значительный неправильности
въ измененш производной перваго и въ особенности высшихъ 
порядковъ.

<ч
Нельзя однако делать подобныхъ заключенШ относительно вида 

кривой вне той области, къ которой относились наблюдения: две 
кривыя, почти совпадающая между некоторыми границами, могутъ 
очень сильно разойтись вне этихъ границъ (ср. § 42). Значить, если 
наблюдешя относятся только къ значешямъ независимой переменной 
внутри некоторой области, то нельзя сделать никакихъ заключешй 
даже съ естественно-научной точки зрешя о значешяхъ функцш 
вне этой области. Это положете иногда высказываютъ въ такой 
форме: можно интерполировать, но нельзя экстраполировать. Впро- 
чемъ, нельзя не упомянуть о томъ, что мноия естественно-научныя 
открытая были сделаны при помощи смелаго экстраполировашя; но 
при этомъ надо помнить, что на результаты экстраполировашя можно 
полагаться только въ томъ случае, когда самые результаты или ихъ 
следств1я проверены непосредственными наблюдешями.

Приведенный соображешя решаютъ и второй предложенный во- 
просъ: а именно, мы можемъ считать формулу, найденную при по
мощи интерполировашя, только тогда за выражеше некотораго за
кона природы, если выяснена ея связь съ другими формулами.

§ 59. Интерполироваше посредствомъ всчислешя разностей.
Положимъ, на основанш наблюденШ у выражено въ виде функ-

ё

цш отъ х  по приведенному выше методу; въ такомъ случае для 
разыскашя какого нибудь наблюденнаго у надо только въ получен
ной формуле подставить вместо х  данное значеше и этотъ npieMb 
оказывается, действительно, самымъ простымъ, если требуется найти 
у, соответствующее только одному данному значешю ж; но если мы 
хотимъ определить для целаго ряда значешй х  соответствующая у, 
то это легче сделать иначе; причемъ даже нетъ надобности выво
дить общую формулу.

Въ особенности это просто, когда формула съ двумя членами
%

Ш Д а :  7 . . .у =  ах-+-Ъ . . . -................................ (1)

даетъ удовлетворительное coraacie съ наблюден1ями. Пусть (жп 
и (ж3, у2) две пары соответствующихъ значенШ, полученныя опыт- 
нымъ путемъ, а х  лежитъ между хг и ж2; въ такомъ случае можно 
написать следуюпця равенства:

II-  ахх -+- ъ \
У =— ах -ь  Ъ ................ .................... (2)
У» -_ ах2 -+- ъ *
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Если придерживаться способа § 56, то надо изъ перваго и по
следняго равенства определить коэффищенты а и & и подставить

* / ,

найденныя значешя во второе равенство; но можно вместо этого 
исключить а и Ъ изъ этихъ равенствъ, т. е. получить такое уравне- 
Hie, которое уже не содержитъ а и Ъ. Сначала посредствомъ вычи- 
ташя получаемъ:

У — у1 =  а (х — х , ) ................ _ _ _ . (3 )
Уъ — У1 =  а (ж 2 —  ^ l )

и затемъ деля одно на другое:

Для интерполировашя очень часто пользуются этой формулой, на- 
примеръ, ее можно применять въ большей части логариемическихъ

V

таблицъ; обыкновенно въ логариемическихъ таблидахъ приведены 
маленыая таблички съ заглав1емъ (Partes proportionates), кото
рый облегчаютъ вычислешя по последней формуле: — х1 есть та
постоянная разность, на которую изменяется независимая перемен
ная (она равна единице последняго знака); разность ОС 00̂ равна 
одному изъ чиселъ 1 — 9и обозначаетъ единицы знака следующаго 
за последнимъ приведеннымъ; у2— ух—«табличная разность», т. е.
разность между двумя рядомъ стоящими логариемами (значешями у)\ 
табличка «РР» содержитъ нужныя намъ произведешя —
(х  — хг). Вычиелеше можно производить такимъ образомъ, если ока
зывается справедливымъ допущеше, что между двумя рядомъ стоя
щими числами таблицъ интерполируемая функщя изменяется при- 
близительно, какъ линейная, т. е. равнымъ разностямъ х  — хх соот- 
ветствуютъ также равньш разности у — уи по крайней мере для 
несколькихъ следующихъ ближайшихъ табличныхъ значенШ. (При 
этомъ не следуетъ придавать значешя изменешю разностей у — ух 
на единицу последняго знака, такъ какъ такая погрешность можетъ 
произойти вследств1е откидывашя всехъ цифръ, стоящихъ за по
следней выписанной цифрой).

Обыкновенно обозначаютъ разницы отдельныхъ значешй х  и у 
черезъ Да; и Д у.Соответственно этому равенство' (3) можно перепи
сать въ виде:

Д«/ =  а \ х ............................................. (5)
Иногда нельзя удовлетвориться такимъ простымъ интерполиро- 

ван1емъ, но и въ этомъ случае можно воспользоваться разностями; 
тогда приходится брать разности не только перваго, но и высшихъ 
порядковъ, которыя получаются, если составить сначала разности 
ближайшихъ значешй у, затемъ разности этихъ разностей («раз
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ности второго порядка» или просто «вторыя разности») и т. д. Редко 
есть основан1е принимать во внимаше разности порядковъ, выше 
второго; но разберемъ тотъ случай, когда разности 3-го и 4-го по
рядковъ должны быть приняты во внимаше. Мы покажемъ ходъ 
вычислешй на одномъ примере, причемъ сдйлаемъ некоторый упро- 
щешя, которыхъ всегда можно достигнуть введешемъ новой пере
менной: пусть начало отсчета ж-овъ совпадаетъ съ среднимъ ариеме- 
тическимъ всйхъ взятыхъ х и пусть еще разность ближайпшхъ 
значешй х  равна единице. Если интерполируемую функцш въ раз- 
сматриваемой области можно съ достаточной точностью представить 
целой ращональной функщей 4-й степени:

у =  а -+- Ъх -+- сх2 ч - dx3 ч- ex*,
/

то мы возьмемъ пять наблюдешй:

У- 2 —: а — 2 Ь ч- 4с — 8 d чг- 16е

У- 1 —: а --- Ъ —1— с — d-i е

Уо ~ : а

У\ = а ч- Ь ч- с ч-\ d -i е

,« /2 - = а ч- 2Ъ -ч- 4с ч- 8 d чг- 16е

ч

Теперь составляемъ разности рядомъ стоящихъ равенствъ; при 
этомъ введемъ такое обозначеше:

тогда получаемъ
У72-1-1 Уп =  Ьуп . 1 ,

_ 3 = 2 = Ъ Зсч- I d - -  15в

> 1
ю

|м
. II~ Ъ — с чь d - в

% 1  =2 = Ъ ч- с ч-  й ч в

II00|
<1 = Ъ чь Зсчь- ld-  15е

\

(8)

• (9)

Вычитая вновь, получаемъ вторыя разности:
Д2г/_г == 2 с - — 6 й чк Ш

t> о II-  2 с в-  2е ............... ...  • • • (ю)
Д2г/1 == 2с ч-  6 eZ ч-  14е

Повтореше того же процесса даетъ:

Д 3г/_1  =  6d — ) 
5 ...................................... (П )

Дъу\ = 6  d ч- 12е )
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и наконецъ, четвертая разность равна:

Д4!/0 =  2 4 е ......................................... (12)

Съ помощью этихъ формулъ можно коэффищенты а, Ь.... выразить 
черезъ приведенный разности; выражешя принимаютъ наиболее про
стой видъ, если обозначить:

ЛиО

Л3г/О

2 <4* Ч  

\  <4’y -s

ДУ|)

A3«/l)
• • (13)

Въ такомъ случай:

Л л42/0, d =

1

с 1 1
2 А Уо 24 д4«/о>

д1/° — g A3l/°, а =  Уо (14)

Искомое выражеше для у представляется теперь въ такой форме:

У =  У о ® д2/О X.2 д22/о А*уО
24 ж' дз#

е
о

X ДУ
24

О (15)

Собирая члены съ разностями одного порядка, находимъ:

У =  Уо +  хАу.о
о а

✓ у »-  /У* о
«Л/ .  А  «Л/

2 .д Л - *  - 6

X
дз«/

Ж а;
о 24 Д4Уо • • (16)

Чтобы применить это къ примеру § 57, откинемъ тамъ послед 
нее данное и составимъ такую таблицу:

У Ау А*у А3 У А* у
0,6931
1,0986
1,3863
1,6094

0,4055
0,2877
0,2231
0,1823

- 0,1178 
• 0,0646
- 0,0408

0,0532
0,0238 0,0294

1,7917

Изъ этой таблицы получаемъ: •

д2/о — 0,2554, ДЧ  =  — 0,0646, А \  = 0,0385, А \ =  — 0,0294,

\4’Л  =  - 0,0323, Д3«/0 == 0,00642, 24 д Уо — - - 0,001225,

следовательно:

У 1,3863'+ 0,2490 (х —  3) — 0,0311 (х — 3)а -+- 0,00642 (х —  З) 3

— 0,001225 (х —  З)4.



§ 59. ИнТЕРДОЛИРОВАШЕ ПОСРЕДСТВОМЪ ИСЧИСЛЕН1Я РАЗНОСТЕЙ. 169

Если требуется найти только одно значеше у, соответствующее 
некоторому значенш х, лежащему внутри той области, для которой 
были произведены наблюдешя, то нужно просто подставить х  въ 
последнюю формулу. Но если хотимъ найти значешя , соответ
ствующая целому ряду значешй х, лежащихъ на равныхъ разстоя- 
шяхъ другъ отъ друга, то можемъ поступить следующимъ образомъ. 
Положимъ, мы ищемъ значешя у для значешй х, разности ох ко- 
торыхъ равны между собой, но составляютъ только ую часть раз
ностей Ах, наблюденныхъ х, для которыхъ известны значешя у. 
Для определенности положимъ п =  1 0 , такъ что

#

Въ такомъ случае мы можемъ формулу (15) сопоставить съ такой:

У =  У о -+' х

(18)

Но нужно заметить следующее: въ формуле (15) было принято, 
что х измерено въ такихъ единицахъ, что =  1 , соответственно 
этому формула (18) написана въ предположен^, что ох 1 . Чтобы 
имело въ обеихъ формулахъ одно и то же значеше; надо заменить
въ формуле (15) х черезъ ^ , такъ что эта формула принимаете видъ:

а2 / А \А Ч  \
100 \  2 24 j

10000
(19)

Такъ какъ значешя у, полученныя изъ обеихъ формулъ, должны 
быть одинаковыми, то сравнеше коэффищентовъ въ обеихъ форму
лахъ даетъ:

°Уо

9

0 Уо

О О
°Уо

А
°У0

1

~6~

1

12

IIо
соГО

“ 1 0 1

1
° У о  =

"  1 0 0

1

"  1 0 0 0

' 1

1

6

10000
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Посредствомъ этихъ формулъ можно найти разности 8, если даны 
разности Д; въ настоящемъ прим'Ьр'Зз гагбемь:

IIо60 0,00000294 О<1 0,2554

8*у0 = 0,0000385 1 л з  ‘

6 4  - 0,0064

0,2490

IIол<1 — 0,0646
1.  ̂о
6 °*« =

0,02490

IIо<1 -1-  0,00245 0 ,0 0 0 0 1

— 0,06215 IIО60 0,02491
О  О

0 Уо = 0,0006215

Посредствомъ сложешя и вычиташя получаемъ еще:

sу х =  S2/0 -+- 4  §2«/о =  0 ,02460,
2 "1

=  83г/0 -+■ I  8*у0 =  0,00003703.

Жм1зя эти значетя, мы можемъ построить таблицу совершенно анало
гичную той, которая помещена на стр. 168; но теперь намъ придется 
составить эту таблицу справа налево; при этомъ надо будетъ, и мы 
на это им'Ьемъ право, принять, что пятыя разности здгЬсь не оказываютъ 
вл1яшя, т. е. что четвертый разности вс£ равны между собой. Вы-
пишемъ сначала значетя у0У Ьу1Л о2̂ /0, Ьъу въ такую таблицу:

2 2

1.3863 — 0,0006215
* 0,02460 0,00003703.

По этой таблиц^ мы найдемъ у1 (т. е. з начете у при х =  3,1);
сложивъ оу съ у0, получаемъ 1,41090. Дал'йе можемъ написать:

2

и загймъ:

14 0 •
=  0 Уо -+-

14 о
°*у, =

2
0,0005845

ЬУ3 == 53/, ■
с\ о
0 У, == 0,02402,

2 2 2

у2 == У г ■■+■ ЬУ= 1,43492.
» 2

Теперь уже таблицу можно переписать въ такомъ вид^:

1,3863
0,02460

1,41090

0,0006215
0,00003703

0,0005830 — 0,00000294.

1,43492
0,02402
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Далее, последовательно вычисляемъ:
<\ о
°У  з — 0

о3г/, н- о H =
0
m i

'N О „ > Оо \  -Ь о3(/3 —- -
2

0,00003409,'

° 2«/2 —
- 0,0005504,

*

2

'N О О
0'У$ -+- ° у2 — 

2
0,02347,

Уъ :=Z У2 ■*"
2

1,45839.

Внеся эти результаты въ таблицу, получаемъ:

1,3863
0,02460

— 0,0006215
0,00003703

1,41090
0,02402

— 0,0005845
0,00003409

0,00000294

1.43492
€

0,0005554 • 0,00000294
0,02347 0.00003115

•

-
1,45839

Такимъ образомъ мы поступаемъ и далее, приписывая, какъ мы
уже говорили, четвертымъ разноетямъ всегда одно и то же значеше;
наконецъ, jиолучаемъ:

1,3863 — 0,0006215 *
0,02460 0,00003703

1,41090
0,02402

0,0005845
0,00003409

0,00000294

1,43492 0,0005504 0,00000294
0,02347 0,00003115

1,45839 • 0,0005192 0,00000294
0,02295

•
0,00002821

1,48134
0,02246

— 0,0004910
0,00002527

0,00000294

1,50380
0,02199

0,0004657
0,00002233

0,00000294

1,52579
0,02155

0,0004434
0,00001939

0,00000294

1,54734
0,02113

0,0004240
0,00001645

0,00000294

1,56847
0,02072

0,0004076
0,00001351

0,00000294 '

1,58919
0,02033

0,0003941

1,60952
•

\
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Последнее-» значеше у, соответствующее х =  4, должно бы совпа
дать съзаданнымъ, именно, у =  1,6094; эти значешя отличаются на 
единицу четвертаго знака после запятой, но большей точности и 
нельзя было ожидать. Совпадете найденнаго у съ заданньшъ слу
жить проверкой правильности вычислешй.

Те же значешя у можно получать еще иначе: будемъ исходить 
изъ значешя у, даннаго для х =  4, найдемъ соответствующая раз
ности и построимъ таблицу вверхъ. Вотъ требуемое вычиелеше:

Уо =  1,6094, Д̂ 0 = : 0,2027, Д*у0 = : — 0,0408, Д32/0 =  0,01825

IIО

<1
• — 0 ,0 1 1 1 , §*«/0 =  — 0 ,0 0 0 0 0 1 1 1 , 6Зу0 =  0,00001825,

О

(М<1
t

0,0408 д*/о — 0,2027 (

12  Л Уо ~ : -ь  0,0009 -  6 4-Л - 0,0030

0,0399 0,1997
& =\

— 0,000399 °Уо == 0,01997

ОУ_ 1 =
2

гч 1
=  °Уо — 2 0 Уо :=  0,02017

о3г/_ 1  : 
0

 ̂ С\ Л
=  0 Уо 2 ° Уй ''=  0,0000188

Исходя изъ найденныхъ значенгй,# строимъ таблицу:
1,38626

0,02474
1,41100

0,02413
—  0,000608

0,0000276
1,43513 — 0,000580 - 0 ,0 0 0 0 0 1 1 1

* 0,02355 0,0000265 *

1,45868
0,02300

— 0,000553
0,0000254

0 .0 0 0 0 0 1 1 1
*

1,48168 0,000528 0 ,0 0 0 0 0 1 1 1
0,02247 0,0000243

1,50415 0,000504 0 ,0 0 0 0 0 1 1 1
- 0,02197 0,0000232
1,52612 — 0,000481 — 0 ,0 0 0 0 0 1 1 1

0,02149 . 0 ,0 0 0 0 2 2 1
1,54761

0,0Й103
— 0,000459

0 ,0 0 0 0 2 1 0

— 0 ,0 0 0 0 0 1 1 1

1,56864
0,02059

— 0,000438
0,0000199

0 ,0 0 0 0 0 1 1 1

1,58923 — 0,000418 , - 0 ,0 0 0 0 0 1 1 1
0,02017 0,0000188

1,6094 — 0,000399 0 ,0 0 0 0 0 1 1 1



То, что первое число, выписанное въ этой таблице, получилось 
съ погрешностью равной только четыремъ единицамъ пятаго знака, 
служить проверкой сделанныхъ вычислешй. Изъ сравнешя таблицъ 
видно, что оне очень хорошо согласуются для крайнихъ значений х, 
но больше расходятся въ среднихъ частяхъ; значешя, соответствую
щая х = 3 ,5 , отличаются другъ отъ друга на 35 единицъ пятаго 
знака. Если такое несоглайе по требование задачи недопустимо, то 
при вычислены надо взять также пятыя разности, а не ограничи
ваться четвертыми.

Легко убедиться въ томъ, что уклонешя получились бы гораздо 
болышя, если бы разности высшихъ порядковъ не были вычислены 
съ бблынимъ числомъ десятичныхъ знаковъ, чемъ заданныя значе
шя у. Но съ другой стороны нетъ также смысла брать для значе- 
шй у большее число знаковъ, если за точность ихъ нельзя ручаться, 
потому что каждая погрешность въ значешяхъ функцщ переносится 
и на значешя, полученный изъ нихъ вычислешемъ. Въ нашемъ вы
числены не следуетъ полагаться на пятую цифру, но все-таки лучше 
ея не опускать, чтобы не увеличить эти&ъ ошибки еще больше.

§ 60. Интерполироваше на основаны болыпаго числа наблюдешй.
До сихъ поръ мы брали въ формулахъ интерполировашя, кото

рый должны были давать зависимость между двумя переменными, 
столько членовъ, сколько различныхъ наблюдешй было произведено; 
такимъ образомъ получалась система съ одинаковымъ числомъ урав- 
нешй и неизвестныхъ. Часто делаютъ больше наблюдешй, чемъ 
число коэффищентовъ въ принимаемой формуле интерполировашя, 
и это съ той целью, чтобы, во-первыхъ, лучше определить коэффи- 
щенты и во-вторыхъ,, чтобы этимъ уменьшить вл!яше ошибокъ на- 
блюден1й. Естественнее всего въ такомъ случае выбрать наиболее 
надежныя наблюден!я, представить ихъ формулой интерполировашя 
и затемъ уже испытать, справедлива ли эта формула для другихъ, 
не использованяыхъ при нахожденш ея наблюдешй. Если последнее 
имеетъ место, то это даетъ основаше считать; что формула пра
вильно перецаетъ ходъ явлен1й, по крайней мере въ той области, 
въ которой были сделаны наблюдешя; а если этого нетъ, то остается 
еще открытымъ вопросъ о томъ, нельзя ли, можетъ быть, внеся не
который неболышя изменешя въ коэффищенты, достигнуть того, 
чтобы формула хорошо удовлетворяла остальнымъ наблюдешямъ, 
не переставая въ то же время давать хоропие результаты и для техъ 
наблюденШ, на основаши которыхъ она первоначально получена. 
Въ этомъ случае пришлось бы сделать новыя вычислешя, выбравъ 
уже друггя наблюден1я за исходный. Поэтому теперь возникаетъ во-
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просъ, нельзя ли воспользоваться всеми наблюдешями и притомъ 
такъ, чтобы получить формулу, которая бы представляла наблюде
ш я лучше, чймъ всякая другая формула того же вида.

Чтобы ответить на этотъ вопросъ, надо раньше условиться, что 
значитъ, что одна формула «лучше» представляетъ наблюдешя, ч1змъ 
другая. Астрономы и геодезисты обыкновенно считаютъ, что та фор
мула лучше всего изображаетъ наблюдешя, которая даетъ наимень
шую сумму квадратовъ разностей между вычисленными и наблю
денными значешями. Чтобы практически провести этотъ приндипъ, 
требуется столько вычислений, что имъ место только въ тйхъ слу- 
чаяхъ, когда даны очень точныя наблюден!я, какъ это и бываетъ 
обыкновенно въ астроном!и и геодезш. Кроме случая очень точныхъ 
наблюдешй и противоположнаго ему столь ненадежныхъ наблюде
ний, что вообще не стоить делать много вычислешй, есть очень 
много случаевъ, когда оказывается возможнымъ и полезнымъ восполь
зоваться всеми наблюден!ями, но рпособъ наименыпихъ квадратовъ 
слишкомъ затруднителенъ.

Если требуется представить наблюдешя двучленной формулой:

у ■= ах-н Ъ,

то очень часто удобно прибегнуть къ графическому изображешю: 
для этого надо нанести результаты наблюдений на чертежъ и по
строить такую прямую, которая проходить возможно ближе ко вс^мъ 
намеченнымъ точкамъ. Конечно, этотъ способъ прим1знимъ только 
тогда, когда достаточна точность, которой можно достигнуть при чер
чении какъ это бываетъ при очень многихъ физическихъ наблюде- 
шяхъ; но и въ остальныхъ случаяхъ можно воспользоваться этимъ 
способомъ для приблизительнаго опред'Ьлешя функц!и и подвергнуть 
дальнййшимъ вычислешямъ только разности между значен!ями, по
лученными изъ наблюдешй и изъ графическаго изображешя. Если 
наблюдешя взяты черезъ равные промежутки времени, то можно 
такимъ же способомъ, отдйливъ члены четнаго отъ членовъ нечет- 
наго порядка, представить наблюдешя въ виде целой рацюнальной 
функщи второй и третьей степени. Во всехъ остальныхъ случаяхъI
можно съ успехомъ применить методъ, предложенный Коши. Этимъ 
методомъ, который не такъ известенъ, какъ онъ того бы заслужи- 
валъ, следуетъ пользоваться во всехъ техъ случаяхъ, когда наблю-

N

дешя настолько хороши, что нельзя удовольствоваться описаннымъ 
графическимъ методомъ, и не такъ точны, чтобы стоило применять 
методъ «наименыпихъ квадратовъ».

Со способомъ Коши мы ознакомимся на частномъ примере. По- 
ложимъ, дано шесть наблюдешй и' требуется представить эти наблю-
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дешя въ виде ращональной функцш по возможности низкой сте
пени; однимъ изъ преимуществъ этого метода является то обстоя
тельство, что не нужно съ самаго начала вычислешй предрешать 
вопроса о числе членовъ, которые должны быть включены въ фор
мулу. Вопросъ въ нашемъ случае приводится къ решешю следую- 
щихъ уравнешй:

а —• 2 Ъ чн 4  с - 1 00 I т • • =  0,94084
а  —■ Ъ чh . с - — (Ц | • » « — 0,95508
а • =  0,96887
а  -+- Ъ чь с ч d ч - . . . =  0,98223
а -+- 2 Ъчh 4с ч •••+001 =  0,99520
а ч- ЗЪ чh 9с чь 21d ч- . . . -  1,00779

Раньше всего следуетъ позаботиться о томъ, чтобы все коэффи- 
щенты при томъ неизвестномъ, которое мы хотимъ определить, были 
положительны; для этого въ случае надобности придется переменить 
знаки въ некоторыхъ уравнешяхъ; относительно а это требоваше 
у насъ выполнено. Сложивъ все равенства почленно, получимъ:

6 а -+- 36 19с -+- 27d =  5,85001 ................ (2)

За первое приближете мы будемъ считать то значете а, кото
рое получается изъ последняго равенства, если принять въ немъ 
все остальныя неизвестныя равными нулю; это значеше назовемъ 
черезъ ал. Имеемъ:

6 аг =  6а -+- ЗЪч- 19с ч- 21d ... (3)
то есть:

аг —0,97500 ....................................(4)
Далее обозначимъ:

4 У — «! =  А у ........................................ (5)
Знакъ Д имеетъ здесь другой смыслъ, чемъ раньше. Введемъ 

вместо х, х 2, . . .  ■ вспомогательный функщи, определяющаяся изъ 
равенствъ:

д Еж . з Еж2 ,„чД® =  х---— , Д w =  — ,  (6)

где Еж, Еж2, . . .  обозначаюсь суммы всехъ встречающихся значе- 
нШ ж, ж2, . . .  Въ данномъ примере:

Еж =  3, Еж2 =  1 9 ,... след., Д® =  ж — , Д — ^  • (7)
2 о

Общее равенство:
• •

2
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переходитъ въ такое:
а. Му а ЪМ•

6
сМи

или, такъ какъ:
а а Ъ

6
2 я2

"7Г
то

Ау =  &Дг> -ь сАг̂

2
С ' 6 • • •

• • ■>

(8)

Если подставить вместо х, у и функщй, полученныхъ изъ нихъ, 
результаты наблюдешй, то получается вторая система равенствъ:

5 , 5
_  6 _ н  с  ч _ -------------

!»

Т ,ь

\Ь

13
6

19
6

13
6

0,03416

0,01992

• • 0,00613
>

• • 0,00723

3 7 5
2 »н- - с + . .

5 , 35
—  О - 4 -  —  С 
2 6

0,02020

0,03279

(9)

Мы опять должны позаботиться о томъ, чтобы множители при Ъ 
были вей положительными, т. е. надо изменить знаки въ первыхъ 
трехъ равенствахъ; сложивъ ихъ, получаемъ:

95 -+- 9с =  0,12043 .................... • . (10)

Въ качеств^ перваго приближешя возьмемъ опять то значеше 5 ,,
9

которое получается, если пренебречь числами с, d,... т. е. положить что:

9 Ьj — 9 h-4- 9 с н— . . . ,  » . . • . . .(11)
значить:

\  =  0,01338 .........................................(12)

Наше допущеше (что с, d, . . .  =  0), равносильно предположешю, 
что Д у — bkv. Обозначимъ еще поправку черезъ Д т. е. положимъ:

Ду  =  5Д»; -+- Д2у
и введемъ обозначеше:

bdw =  Д го —
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Тогда общее равенство (8 ) переходить въ такое:

bj Дг> ч- к? у — ЬДг>

или, такъ какъ:

*1

ЕАw . 
ЕД^

ЕДг̂с —— Av

с А2 го • •

то
ЕА?;

А 2у =  сА2го

• •

(15)

Притомъ зд!зсь b?w х 19
6 х  — ^12 х X . Если

въ это равенство подставимъ снова результаты наблюдешй, то по- 
лучаемъ третью систему уравнешй въ вид'Ь:

1 0 0,00071

2
3 с
8
8 С_Ь

8
з с
2
з с

10

3 с

дО,00015

• • 0,00056
1

0,00054
(16)

0,00013

0,00066

Суммироваше этихъ равенствъ съ переменою знака у среднихъ четы 
рехъдаетъ: 4П„ -

. . . =  — 0,00275.

Поэтому въ качеств^ приближеннаго значешя для с беремъ:
с =  — 0 ,0 0 0 2 0 1  .................................... (17)

Подставивъ въ л^выя части равенствъ (16) вместо с это приближен
ное значеше и пренебрегая остальными'членами, получаемъ числа, пре
восходящая вторыя части этихъ равенствъ на ч- 4 , — 2 , — 2 , 0 , 0 , — 1
единицъ посл’бдняго знака; если мы можемъ приписать эти разности 
охпибкамъ наблюдетя, то н1зтъ надобности продолжать дал^е и выписать:

у =  0,97500 0,01338 х 1
2 0,000201 х 8

8
0,968846 ч- 0,013581ж — 0,000201ж2.

Г. Буркгардтъ.—Дифференц. и интегр. исчислетя. 12
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Г Л А В А  УШ.

Д1шств1я съ безконечно-малыми величинами.

61. Обпця опредЪлешя я теоремы.
Если мы оглянемся на выводы [основныхъ теоремъ дифферен- 

щальнаго исчислешя во второй и третьей главе, то убедимся, что 
въ сущности везде былъ примененъ такой методъ: независимую 
переменную х  заменяли черезъ ж -ь 7г., затемъ располагали выраже- 
ше /  (жн- h) — /  (ж) по степенямъ 7г, делили на и въ частномъ 
делали подстановку 7г. =  0 . При втомъ въ результате всегда отпа- 
далъ одинъ или несколько членовъ, которые надо было принимать 
во внимаше въ начале вычислешя. Поэтому возникаетъ вопросъ, 
нельзя ли съ самаго начала разсуждетя решить, каше члены по- 
вл1яютъ на окончательный результатъ и каше обратятся въ нуль; 
тогда еще до вычислешй можно было бы, оставивъ первые члены, 
откинуть последте. На этотъ вопросъ можно ответить утвердительно, 
если принять во внимаше следующая определешя и теоремы:

1) Определеше: В еличина, которую полагаю тъ  после в сех ъ  
вы кладокъ  равной нулю, н азы вается  безконечно-малой.

Поэтому никогда не следуетъ говорить: «эта величина безконечно- 
мала>, а можно только говорить: «въ данной задаче соответственно 
цели и смыслу задачи, мы принимаемъ ее за безконечно-малую». 
Пока дело касается чистаго анализа, всецело зависитъ отъ насъ, 
кашя величины считать безконечно-малыми; въ приложешяхъ ана
лиза это решается сущностью задачи.

2) Теорема: П р о и зв е д е т е  безконечно-малой на величину, 
которая при 7г. =  0 оказы вается  конечной, есть величина 
безконечно-малая.

Собственно эта теорема представляетъ собой очевидное следств1е 
того, что произведете, одинъ изъ множителей котораго равенъ нулю, 
также равно нулю; значить, полагая въ результате /г. =  0 , мы должны 
положить h f  (7г.) также равнымъ нулю, если только f  (К) имеетъ конечное 
значете. Мы все-таки формулируемъ это положете, чтобы подчеркнуть 
необходимость добавочнаго услов1я, которое часто опускаютъ. Напр.,

h
еh I—А

не безконечно-малая, когда h =  0 , потому что при 0  знамена
тель тоже обращается въ нуль.

8) Теорема: Сумма, разность и п р о и зв е д е т е  безконечно- 
малыхъ сами безконечно-малы.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Нельзя сказать того же самаго о частномъ. Чтобы ясно и опре
деленно формулировать положешя относительно частнаго, начнемъ 
съ такого опред1злешя:

4) Д ве безконечно-малыя назы ваю тся безконечно-малыми 
одного порядка, если ихъ отнош еш е конечно и не равно 
нулю.

Напр., при безконечно-маломъ h, величины hi1 -+- А3 и Ъ? -+- h* 
безконечно-малыя одного порядка, потому что ихъ отношеше:

А2ч - h 3_  1 ч-Л 
W-hh* “ н - V

> )
обращается въ 1 при h =  0 , т. е. оно конечно и не равно 0 .

Согласно этому определешю только тогда можно сравнивать по
рядки малости двухъ безконечно-малыхъ, если одна зависитъ отъ 
другой или обе зависятъ отъ третьей. Если нетъ никакой зависимости 
между hи к,то вообще ничего нельзя сказать о значенш отноше-
шя jc , когда к и к  обращаются въ нуль.

Методы, указанные въ предыдущихъ главахъ, даютъ возможность 
сравнивать между собой порядокъ двухъ безконечно-малыхъ тогда 
и только тогда, когда одна изъ нихъ есть целая рацюнальная функ- 
щя другой или можетъ быть представлена въ виде таковой, при 
помощи теоремъ §§ 42—44.

Если h и к—две зависимыя другъ отъ друга безконечно-малыя 
различныхъ порядковъ и если положить h и к равными нулю, то,

h кнаверно, одно изъ отношешй -г или ^  окажется равнымъ нулю.
5) Определеше: Е сли  h безконечно-малая перваго порядка, 

то величину  hn назы ваю тъ безконечно-малой м-го порядка; 
вообще всякую  величину того же порядка, какъ  hn, назы
ваю тъ безконечно-малой и-го порядка.

Напр., изъ формулъ § 44 следуетъ, что, когда h безконечно-малая 
перваго порядка, то eh — e~h безконечно-малая перваго, еь -ь  e~h — 2 
безконечно-малая второго, и eh — e~h — 2 безконечно-малая третьяго 
порядка.

Согласно определешю (5) порядокъ безконечно-малой величины 
есть поготе относительное; любую изъ безконечно-малыхъ величинъ, 
входящихъ въ наши вычислешя, мы можемъ считать безконечно-ма
лой перваго порядка; но лишь только такой выборъ сделанъ, то 
этимъ уже решенъ вопросъ о порядкахъ всехъ техъ безконечно-ма
лыхъ, которыя вообще по сравненш съ данной имеютъ определен
ный порядокъ. Следуетъ обратит^ вниман1е на то, что далеко не 
всякой безконечно-малой можетъ быть по сравненш съ данной при-

12*



180 Глава T i l l .  Д ъйствш  с ъ  б е зк о н е ч н о - м а л ы м и  в е л и ч и н а м и .

писанъ определенный порядокъ. Напримеръ, если h  безконечно-ма-
лая, то и Ш[ь, безконечно-малая; но изъ формулы (9) § 55 видно,

что последняя величина не имеетъ определеннаго порядка малости 
по сравненш съ /г.

6) Определен1е: Р авен ство  двухъ  м ногочленовъ, въ  ко
торые входятъ  только безконечно-м алы я р азн ы х ъ  поряд- 
ковъ, им еетъ  следую щ ей смыслъ: надо, р азд ел и в ъ  на одну 
изъ величинъ, порядокъ которы хъ  самый н и зю й —назовем ъ 
ее черезъ h, — зам ени ть отн ош еш я безкон ечн о-м алы хъ  
одного порядка ихъ конечны м и зн ач еш ям и  и положить 0 .

При этомъ отпадаютъ все члены, порядокъ которыхъ не самый 
низкй; такъ что съ самаго начала не было надобности принимать 
во внимаше этихъ членовъ. Поэтому мы получаемъ такое правило:

7) Въ м ногочлене можно при с у щ е с т в о в а л и  член овъ  
даннаго порядка малости оп ускать  все  члены  вы |сш ихъ по- 
рядковъ.

8 ) Если применете правила (7) приводитъ къ тождеству 0  =  0 , 
то это можетъ иметь очень различное значеше; это можетъ обозна
чать, что наши допущешя выполнены, или что требоваше задачи удов
летворяется не определеннымъ, а любымъ значешемъ неизвестнаго, 
или, что посредствомъ избраннаго метода нельзя получить определен
наго результата. Чтобы реш и ть который изъ  эти хъ  сл у ч аевъ  
и м еетъ  место, нужно снова произвести  вы кл ад ки  и п р и н ять  
во вним ан 1е члены  следую щ аго вы сш аго п орядка малости.

Правило (7) можно непосредственно прилагать только къ пфлымъ ра- 
щональнымъ функщямъ. Напр., неправильно было бы такое разсуждете:
въ числителе дроби ____  _

]/ h-t-h? —
]/h* .

можно определить h? по сравненш съ тогда числитель обращается 
въ нуль, а следовательно, и вся дробь равна нулю. Въ подобныхъ 
случаяхъ следуетъ встретившуюся функщю приближенно предста
вить въ виде ращональной целой функцш, для чего можно восполь
зоваться формулой Маклорена или формулами, полученными изъ нея. 
Въ приведенномъ примере-. / ’ 

h
2

\

|/  lb С\Э — |/Д 3

*

\/h  -+ =  V•

l/ Г + V -

Vh? 2



Для прим'Ьнешя вышеприведенныхъ определенШ и теоремъ къ 
дифференщальному исчисленпо полезно прибавить еще нисколько 
положешй, им'бющихъ значеше для такого примйнетя.

9) К огда независим ая перем енная получаетъ  безконечно- 
малое приращ еш е, то это приращ еш е назы ваю тъ «диффе- 
рен щ алом ъ  х »  и обозначаю тъ черезъ  dx (причемъ dx не 
обозначаетъ  произведеш я, а п редставляетъ  собой н ер азд е
лимый знакъ).

1 0 ) То приращен1е, которое получаетъ  н екоторая  функ- 
щ я  у, когда х возрастаетъ  на dx, обозначаю тъ черезъ  dy.

1 1 ) Определеше: Е сли  при безконечно-маломъ dx, dy такж е 
безконечно мало, то у.называется непрерывной ф ун кщ ей  х.

Выше мы уже пользовались терминомъ «непрерывный», но исхо
дили при этомъ изъ геометрическихъ представлешй; здесь мы дали 
аналитическое определение этого понятая.

1 2 ) Определеше: Д иф ф еренщ алъ независимой переменной 
считаю тъ  безконечно-малой перваго порядка, если относи
тельно этого не сделано  спещ альной  оговорки.

13) Определеше: Ф ункщ ю назы ваю тъ дифференцируемой, 
если  ея д и ф ф ерен щ алъ  есть безконечно м алая перваго 
порядка.

§ 62. Выводъ прежнихъ формулъ при помощи исчислешя безко- 
нечно-малыхъ.

Мы вновь выведемъ некоторый изъ прежнихъ формулъ, чтобы 
показать, какъ легко оне получаются, если пользоваться определе- 
шями и теоремами предыдущаго параграфа.

Е сли  ф у н к щ я и м еетъ  определенную  производную, отлич
ную отъ нуля, то согласно предыдущ ему параграф у ёя диф 
ф ерен щ алъ  есть безконечно-малая перваго порядка. Дей
ствительно, откидывая въ формуле Тейлора безконечно малыя выс- 
шихъ порядковъ, имеемъ:

§ 62. Выводъ ПРЕЖНИХЪ ФОРМУЛЪ ПРИ ПОМОЩИ ИСЧИСЛ. БЕЗКОНЕЧНО-МАЛЫХЪ. 181

/ (ж  +  dx) <Х) /  (ж) -+- / '  (х) dx,
значить

dy --=  / '  (х) dx,
и, следовательно, *

dy
dx =  / '  («),

т. е. отношеше дифференщаловъ зависимой и независимой перемен
ной равно производной первой переменной, взятой относительно вто
рой, какъ и было определено въ § 13. Поэтому можемъ высказать 
такое положеше:
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Д и ф ф е р е н щ а л ъ  п о сто ян н о й  р а в е н ъ  нулю  (безконечно ма
лая какого угодно порядка).

Пусть другимъ примеромъ дМствШ съ безконечно-малыми слу
жить дифференцировате функцш

у =
Мы нолучаемъ:

у -+- dy  =  (х -+- dx )2 =  и- -+- ((/ж)2.

Вычтемъ изъ обЗзихъ частей по у и откинемъ членъ (dx)2, какъ 
величину безконечно малую второго порядка, тогда просто получаемъ:

dy =  2х dx.
Сл^дуетъ заметить, что при этомъ вывода не обращается со-I

всймъ внимашя на то, есть ли dy безконечно-малая и какого по
рядка; напротивъ того, это видно только изъ конечнаго результата. 
Вообще dy является, какъ это видно изъ приведенной формулы, без- 
конечно-малой перваго порядка, кроме того случая, когда х  0. При 
х  =  0 безконечно-малая перваго порядка во второй части пропа- 
даетъ, и поэтому надо оставить безконечно-малыя второго порядка, 
следовательно:

dy =  (dx)2,
т. е. при х  =  
второго порядка. 

Далее, если

О величина dy, действительно,

1

Но

У н

если положить

безконечно-малая

*

т. е. s безконечно-малая второго порядка. Отбрасывая безконечно- 
малыя второго порядка, получаемъ:

или:



§ 63. П роизводныя высш ихъ  порядковъ.

Тотъ же результата можно получить еще и такимъ способомъ:

ху =  1

(х -+- dx) ( у-+- dy) =  1 .

После вычиташя получаемъ:

х dy-ь у dx- t -  dx dy =  О.

Если не останавливаться на томъ случай, что х  или О, и 
считать у непрерывной функщей х, то dy [становится одновременно 
съ dx безконечно-малыми; поэтому произведете dxdy высшаго по
рядка малости, ч'Ьмъ каждый; изъ множителей и, значить, этота 
членъ по сравненш съ другими надо откинуть, тогда:

Такимъ образомъ dy и здесь, кроме указанныхъ случаевъ, ока
зывается безконечно-малой того же порядка, какъ dx. ч

Такимъ же образомъ можно трактовать правила дифференциро- 
вашя произведешя и частнаго, а именно:

У == U V , у -ь- dy (и ■н- du) (у н- dv), dy - \iи +- vdu.
и vdy -+■- ydv =  du, dy = du ydv du udv

У == — , vy -
V  ’ 9

= и,
V

is __

V V V 2

При такомъ [трактованш [правила § 22 и § 24 получаются не
посредственно; следуешь только положить, что dx, dy, dz, которыя 
здесь имгЬютъ самостоятельный смыслъ, обозначаютъ соответствую
щая другъ другу приращешя переменныхъ и

Выкладки съ такими безконечно-малыми величинами очень удобны 
въ приложешяхъ къ геометрическимъ, механическимъ и друтимъ за- 
дачамъ, такъ какъ является возможность съ самаго начала откиды
вать члены, которые не повл1яютъ на результата. Следуешь однако 
внимательно раз смотреть, действительно ли откидываемые члены 
высшаго порядка малости, ч’бмъ оставппеся.

§ 63. Производныя высшихъ порядковъ.
Изъ уравнешя:

0*0
мы получили уравнеше:

у ч- dy =  /  (® -+- dx),
обозначивъ черезъ dy то приращеше у, которое соответствуешь при- 
ращенш х  на dx. Если теперь дадимъ х  еще разъ приращеше dx, 
то вообще у, конечно, возрастешь не на dy, но на величину, отли
чающуюся ота dy на величину безконечно малую (второго порядка,
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какъ мы сейчасъ увидимъ). Эту безконечно малую обозначимъ черезъ 
д?у и поэтому напшпемъ:

или:
у -+- dy -+- (dy d'2y) — f i x  -i- 2 dx), 

d2y =  f  (x  -+- 2 dx) — 2 / (x -+- dx) -+- /  (ж);

но съ другой стороны, по формулй Тейлора, 
ная съ третьяго порядка:

/ ( ж +  dx) =  /  (х) -+- 2 . / ' (ж)

откидывая члены начи-

dx2
Г  и ,

и также:
/  (ж ч - 2 dx) =  f  (ж)-+- dx. / '  (ж) -+- 2йж2 / "  (ж). 

Подставляемъ и сокращаемъ, тогда получается:

d?y =  / "  ( ж )  й ж 2.

Съ одной стороны эта формула показываетъ, что d2y безконечно- 
малая второго порядка, и съ другой стороны она дйлаетъ понятнымъ, 
почему вторую производную обозначаютъ черезъ

Я »,
dx2

Но здйсь надо устранить еще одно сомнйше: при составлены dy 
мы откинули безконечно-малыя высшихъ, чймъ перваго, порядковъ; 
не следовало ли ихъ снова ввести въ вычислешя, если мы подстав
ляемъ dy въ выражешя, которыя даютъ величины только второго 
порядка?

На это можно заметить следующее: d2y получено нами посред- 
ствомъ вы чи татя  двухъ значешй dy; если бы въ вы раж ете для dy 
мы включили члены второго порядка малости, то въ разности по
явились бы отъ этого члены только третьяго порядка, которые можно 
пропустить, когда остаются члены второго порядка.

Тймъ же способомъ, какъ мы получили дифференщалы второго 
порядка, можно составить дифференщалы высшихъ порядковъ. При 
этомъ мы будемъ считать, чт/о вей приращешя dx, которыя придется 
взять для этой цйли, равны между собой. Это выражаютъ тймъ, что 
говорить: дифференщалъ независимой переменной постояненъ, выс- 
mie дифференщалы ея равны нулю.

<Та п е р е м е н н а я , д и ф ф ер ен п д ал ъ  которой  п о сто я н ен ъ , 
н а зы в а е т с я  н езави си м о й » —это положеше обратное предыдущему 
и.можетъ служить опредйлетемъ независимой переменной.

Отсюда слйдуетъ, что, дока дйло касается дифференщаловъ пер-
i

ваго порядка, нйтъ надобности решать, которую изъ перемйнныхъ 
принять за независимую; но какъ только мы переходимъ къ диф-
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ференщаламъ высшихъ порядковъ, надо выбрать независимую пере
менную.

Правило § 40 для получешя второй производной произведешя 
получается посредствомъ вычислешй съ безконечно -малыми очень 
просто: у =  uv,

dy =  и dv-+- v ,

d2y =  (и d2v -+- du dv) -+- (v d2u -+- dv du) — и d2v -+- 2 dv v d2u.
/

Такъ же легко получить правило (еще не приведенное выше) для 
нахождешя второй производной функцш отъ функщи. Мы имеемъ:

У =  /  '(*)> * —  <Р (ж)>
dy =  / '  (я) dz, dz =  9 ' (ж) dx.

При новомъ дифференцировали следуетъ обратить внимаше на 
то, что z не есть независимая переменная; значитъ, нельзя считать, 
что dz есть постоянная, а нужно его дифференцировать. Это даетъ:

d2y — / "  ( z) dz2 -f- / '  ( z) d2z, d2z =  cp" (ж) dx2,
т. e. въ результате:

d2y 
dx2 / "  («) <p' и 2 -+■ / '  (*) ?" (®).

Отсюда ясно, что обозначеше сРг/ только тогда имеетъ опреде
ленный смыслъ, когда указано, какую величину принимать за не
зависимую переменную.

• •

§ 64. Перемена независимой переменной.
Иногда во время выкладокъ обнаруживается, что полезно отнять 

роль независимой переменной у той переменной, которая первона
чально была принята за независимую, и другую переменную при- 
нять за независимую. Для того, чтобы такое изменете было воз
можно безъ возобновлешя всехъ выкладокъ, надо установить неко
торый формулы, которыя позволяютъ отъ производныхъ разныхъ 
порядковъ, взятыхъ по одной переменной, перейти къ производнымъ 
взятымъ по другой переменной. Легче всего получить эти формулы 

•' посредствомъ вычислешй съ безконечно-малыми; притомъ нетъ на
добности считать одну изъ встречающихся переменныхъ за незави
симую, а лучше все переменный разсматривать, какъ функщи новой 
вспомогательной переменной t, которую затемъ можно отождествить 
съ любой изъ данныхъ переменныхъ. Ведь, вообще зависимость 
между двумя переменными ж и у можно всегда представить анали
тически темъ, что выразить каждую изъ переменныхъ посредствомъ 
вспомогательной величины t и притомъ считать соответствующими
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татя  значешя х ж у, которыя получаются"при томъ же значенш t. 
Напр., уравнен1е:

X2 Ч- у2 =  1 ......................... . . (1)
удовлетворяется, если положить:

1 —  t2 2 t
У ~  l 4 - t 2

Можно считать, что координаты точки определяются равенствами:

Я =  Ф (0. У =  Ф ( 0 ................................. (3)
Если исключить tизъ этихъ равенства., то получимъ уравнеше, 

выражающее связь между х  и у,это уравнеше будетъ уравнешемъ 
кривой, на которой въ любой моментъ находится разсматриваемая 
точка, т. е. она представляегь траэктор!ю движешя точки. Изъ урав- 
нешй (3) получаемъ:]

dx =1<р' (t)- dt, dy — ф' (i) d t , ......................... (4)

независимо отъ того, которую изъ переменныхъ принять за незави
симую. Когда мы [переходимъ -къ высшимъ дифференд!аламъ, то 
часто бываетъ полезно не условливаться относительно независимой 
переменной, а принимать во внимаше дифференщалы высшихъ по- 
рядковъ вс'Ьхъ трехъ переменныхъ х. у и Ц формулы, полученныя 
такимъ образомъ, справедливы, какую бы переменную ни принять 
за независимую, и могутъ быть легко упрощены при любомъ выборе ея. 
Поступая такимъ образомъ, получаемъ:

Щ2х  =  с р"(0 dt2 ч - <р' ({) АН, (Ру ф" (t) ф' (#) dH . . (5)
Если за независимую переменную принять t, то надоч положить 

dH =  0 , тогда эти уравнешя просто даютъ зависимость между диф- 
ференщалами и производными высшихъ порядковъ отъ у и х  по t. 
Но если выбрать х  за независимую переменную, то надо позабо
титься о томъ, чтобы во всехъ формулахъ было принято во внима- 
Hie ycnoBie d2x  =  0, тогда

_ ? "  О( )dH
ф' (Ol

dt (6)

Если подставимъ это выражеше въ выражете для d2y, то получимъ:

после приведешя къ одному знаменателю и разделетя на dx2, по-
%

лучаемъ эту формулу въ такомъ виде:

d2y — Ф1' (0 ф' ’(0 — Ф' 00 ф" СО
dx2 у ’ (t)3

MitskevichOA
Прямоугольник

MitskevichOA
Прямоугольник
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Наконецъ, если хотимъ, чтобы у было независимой переменной, 
то мы должны въ последней формуле везде обменить на и на- 
оборотъ, тогда получаемы

d2x    f"  (t) ф' (t) ■— 9 ' (t) ф" (t)
d y 2 ф' ( )3

Чтобы выразить черезъ производныя отъ х по у , надо связать 
равенства (8 ) и (9) и воспользоваться равенствомъ (4), тогда получаемъ:

и такъ же ооратно:

d2y
dx2

d2x
w

d2x _ fd x \3
dy2 ' 1

d2y . fd y \z 
dx2 * \dx

. ( 10)

. ( 11)

Примерь:
х — t - V y =  l - t 2,

dx
d t ~ l 3t2, dy _

dt

II — 6 d?y 9
d t2

d2y - 2 ( 1 - • 3?) 2t . 6t 2 Ы2
dx2 (1 312)3 ~(1 — 3

d2x  — 2 - 6 1 3
d f  - 8 t 3 413

Для исключешя t можно посредствомъ делешя найти значе-
XHie — и подставить это значеше въ одно изъ уравнешй; получимъ:

У
х-
У2 5 или х — Уу2— у3 (нахождеше у требуетъ решешя

уравнешя третьей степени). 
Дифференцироваше даетъ:

dx 1 2  у — 3 у 1 — — 
2

d y  2  ] / у 3— у 3 J/1 У

d2x
3
2

dy2 1 / 1 У
1
2

1 ! » ) ( - о

(l/i  — у)

2 {У1 — у)
з (1 - 2/) 1 — 2 У

1 Ч - 4  У
{ V I— у)

Если зд£сь подставить вместо у его выражете (1 — t2), то снова
d2xполучится для drj  выражете, выписанное выше.
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Г Л А В А IX.

Функцш вухъ перем'Ьнныхъ величинъ.

§ 65. Частныя производныя.
До сихъ поръ намъ приходилось иметь дело съ двумя перемен

ными величинами, между которыми существуетъ какая-нибудь за
висимость, такъ что каждую изъ нихъ мы можемъ разсматривать, 
какъ функцш  другой.

Немногимъ отличается отъ этого случая тотъ, когда п перемгЬн- 
ныхъ величинъ связаны между собою (п — 1) уравнен!ями. Ибо въ 
этомъ случае отъ этихъ уравненШ мы можемъ перейти къ другимъ, 
которыя будутъ содержать только две переменныхъ. И  тогда вс!; 
переменныя, за исключетемъ одной, могутъ быть разсматриваемы 
какъ функцш этой последней.

Если же чдсло зависимостей более, чемъ на единицу меньше 
числа переменныхъ, то вообще отъ этихъ уравненШ нельзя перейти 
къ уравнешямъ, которыя бы содержали только две переменныхъ; 
такъ что, если мы дадимъ одной изъ переменныхъ определенное 
значеше, то этимъ еще не будутъ определены значешя остальныхъ 
переменныхъ. Мы тутъ будемъ заниматься простейшимъ изъ сюда 
относящихся случаевъ, который однако обниметъ все существенное 
въ этомъ вопросе; а именно, мы будемъ заниматься случаемъ, когда 
между тр ем я  переменными существуетъ одна зависимость. Физи- 
ческимъ примеромъ на такого рода зависимость является газъ. Со
стоите ограниченнаго количества газа можетъ быть определено за- 
датем ъ  трехъ величинъ; объемомъ v, который занимаетъ данный 
газъ, его абсолютной температурой Т  и наконецъ упругостью jp (дав- 
лешемъ, которое газъ производитъ на 1 кв. см.).

Между этими величинами существуетъ зависимость, которая для 
случая «идеальнаго газа» выражаетъ собою комбинацию законовъ 
Б о й л я  и Гэ-Лю!ссака:

pv =  В Т ................................................ (1)

Причемъ В  (для даннаго количества газа) представляетъ изъ 
себя величину постоянную. Для обыкновенныхъ газовъ этотъ законъ 
имеетъ более сложный видь, на которомъ мы тутъ не будемъ по
дробно останавливаться.

Мзъ данныхъ величинъ р, v, Т  мы можемъ менять произвольно 
не одну только величину, а две; напримеръ, одновременно повы
шать температуру и увеличивать упругость (давлете). Третья вели
чина определится тогда изъ уравненш (1). Словами это,мы такъ вы-
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разимъ: изъ трехъ величинъ две въ наетоящемъ случай могутъ счи
таться переменными независимыми, третья же будетъ ихъ функщей.

Въ отвлеченныхъ математическихъ изследовашяхъ принято не- 
зависимыя переменный обозначать буквами ж и  а функцш  ихъ 
черезъ z.

Если мы хотимъ выразить, что z  есть функщя перем'1;нныхъ 
х  и у , не задавая самаго вида зависимости, а только указывая на 
нее, мы пишемъ:

z =  f ( x ,  у).

(Тутъ необходимо между хи у  поставить запятую, чтобы не сме
шать неопределенной функцш отъ и съ функщей отъ произве- 
дешя ху, что будетъ изъ себя представлять гораздо более частный 
видъ зависимости).

Теперь возникаетъ вопросъ, какая зависимость сущеетвуетъ между 
безконечно-малымя изменен1ями х  и у и соответственнымъ измене- 
шемъ функцш z?

Чтобы дать обгщй ответь на этотъ вопросъ, разсмотримъ сначала 
д ва  ч а с т н ы х ъ  сл у ч ая .

1. Изменимъ сначала х  на безконечно-малую величину у  же 
оставимъ безъ перемены; - z, въ техъ случаяхъ, съ которыми мы 
имеемъ дело, тоже изменится на безконечно малую величину. Эту

•к

величину мы назовемъ «частн ы м ъ  д и ф ф ер ен щ ал о м ъ  z  по ж» и 
обозначимъ его черезъ

^  .............................................. (3)
Если мы его разделимъ на dx, то мы получимъ «частную  про

и зв о д н у ю  z по ж», которую принято обозначать черезъ
\ dz

дх
ч

(Кругльш д, вместо прямыхъ d, какъ это принято было писать 
нами). Причемъ индексъ х  при z опускается, такъ какъ въ этомъ 
случае знаменатель дроби указываетъ на соответственную перемен
ную. Можно эту частную производную значить, определить такимъ 
образомъ:

Составимъ разностное отношеше:

• /  (ж -ь Аж, у) —/  (ж, у)
Дж

и затемъ посмотримъ, во что обратится оно, когда мы положимъ 
Дж =  0. Для составления такихъ частныхъ производныхъ намъ не 
нужно никакихъ новыхъ правилъ; какъ это следуетъ изъ самого 
определен1я, у  въ уменьшаемомъ и вычитаемомъ сохраняегъ одно
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и то же значеше, т. е. другими словами, его можно разсматривать 
какъ величину постоянную.

Это обстоятельство мы такъ формулируемъ словами:
Е сли намъ нужно сд ел ать  частное д и ф ф ер ен ц и р о в ате  

по х некоторой ф ун кц ш  отъ п ер ем ен н ы х ъ  н езави си м ы х ъ  
х  и у, то намъ нужно при этомъ поступать такъ , к ак ъ  будто 
бы у было числомъ постоянмымъ, a было бы только функ- 
щ ей одного х .

2 . Совершенно подобнымъ же образомъ мы можемъ разсмотр'Ьть 
вопросъ о томъ, что сделается съ функщей когда переменная 
останется безъ перемены, а у изменится на безконечно-малую ве
личину dy, Мы получимъ въ этомъ случае частный дифференщалъ 
d9z функцш zпо х,а также соответственную частную производную:

dz
ду

\ f  (ж, У -+-
I

Ау) — /  («. У)]
АУ I ' ‘

Дуг=0.
3. Наконецъ, мы можемъ спросить себя, какъ изменится г, если 

мы одновременно изменимъ ■— х  на безконечно-малую величину dx; 
у  безконечно малую величину dy. Эти две безконечно малыя ве
личины совершенно другъ отъ друга йезависимы и совершенно 
произвольны; мы не можемъ сказать, будутъ ли эти безконечно-ма- 
лыя одного и того же порядка или будетъ ли одна изъ нихъ без- 
конечно-малой величиной какого-нибудь определеннаго порядка по 
отношение къ другой; но именно въ силу того, что эти величины 
произвольны, предположимъ величины dx и dy безконечно-малыми 
одного и того же порядка. Предположимъ эти величины безконечно- 
малыми перваго порядка (ибо отъ насъ совершенно зависитъ вы- 
боръ порядка безконечно-малыхъ величинъ). Въ этомъ случае мы 
можемъ приближенно (пренебрегая безконечно-малыми высшихъ по- 
рядковъ) определить соответственное (для техъ функщй, которыми 
мы занимаемся, вообще безконечно-малое) изменеше z.

Применимъ для - этой цели дважды теорему о среднемъ значеши 
(§ 41).

Введемъ для простоты обозначешя:

Л (*» у) =  — ̂  -, /а (*, У)
д/ (х, у) 

ду . . . (7)

Тогда мы получимъ:
/  (х -ь  dx, у dy) — /  (х dx, у) =  / 2 (х -+- dx, у) dy -л- dy

Ч

=  ft(®, у) dy ч- (dx . dy), ч- dy2, 
f  (х ч- dx, у) — f  (:V, у) =  / ,  (х, у) dx ч - dx2.

MitskevichOA
Прямоугольник
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Значить, пренебрегая безконечно-малыми второго и высшихъ по 
рядковъ, будемъ имйть:

/  ( ж +  dx, у  ч - dy) — /  (ж, у) =  Д (ж, t/) <2ж -+- f2 (ж, «/) dy.

Правую часть этого равенства называютъ п о л н ы м ъ  диф ф е- 
р е н щ а л о м ъ  ф у н к ц ш  z. Нужно тутъ, впрочемъ, еще заметить, что 
мы применили теорему о среднемъ значенш не только къ функцш 
/ ,  но и къ функцш / ,  (или / 2); такъ, что по крайней мйрй, одна 
изъ этихъ функщй должна удовлетворять услов1ямъ, необходимымъ 
для примйнешй къ ней теоремы о среднемъ значенш.

66. Производныя высшихъ порядиовъ функщй отъ двухъ лере- 
мйнныхъ.

Если мы продифференцируемъ обй частныхъ производныхъ еще 
разъ по ж и у ,то мы получимъ в то р ы я  ч а с тн ы я  п р о и зво д н ы я , 
который обыкновенно обозначаются такъ:

df i  ,  df i  _  f  

дх ~  / ш  ду ~ /l2 ’

_  f

дх *'21’ ду ^ 22'

Однако, эти четыре частныхъ производныхъ для всйхъ тйхъ 
функщй, которыми мы занимаемся, не в е й  меж ду собою р аз
ли чн ы ; двй и зъ  н и х ъ  р ав н ы  м еж ду собою, а именно:

f  12 =  f  .................................................... (1)
Для этихъ двухъ величинъ употребляется еще обозначеше:

d2z
-------------- •

- дх ду

Доказательство этого послйдняго замйчашя не представляетъ ни
какого затруднешя, если мы /  (ж -+- ч - приближенно выра- 
зимъ цйлой ращональной функщей второй степени относительно ве
личинъ hий ;  мы получимъ тогда черезъ повторное примйнеше 
теоремы о среднемъ значенш следующее:

f(x +  h,y -+-k)=f{oc,y-*- 1 т ^
 •

И 4
#

1 + /; ) -* - (й3) =  (2)
1

=  /  («, у) -+- й / 2 (х. у) •+■  j / 220», ) -+- т  ч -

-ь  h f\ (ж, у) ч-- hkf12 (ж, у) ч - (Ш) ч -

- \  / 22 (*, у) -+- (Ш) -ь
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Если бы. мы начали разложете сначала по степенямъ к, а по- 
томъ отдельные члены стали бы разлагать по степенямъ h, то мы 
получили бы совершенно тотъ же результата; только / 21 на месте 
/ 12. Отсюда слЗздуета:

hk  / 12 (ж, у )  — hk  / 21 (ж, —  .(3)

где (h k )3 обозначаетъ сумму членовъ, которые по отношешю къ h  
и к по крайней мере третьяго порядка. Если мы теперь предполо- 
жимъ h и кбезконечно-малыми величинами перваго порядка, то въ 
уравненш (3) члены низшаго порядка, а именно второго, сами по 
себе должны быть равны нулю. Это же возможно, при совершенно 
произвольныхъ безконечно-малыхъ и лишь тогда, когда

f  12 =  /21
что и требовалось доказать.

Пусть, наприм’йръ,

Тогда
/  О, у) =  Ъд (ж -+- у )  — log (ж — у ) .

f i  1 (*> У)
1

(ж -ь  у)2 (ж — у)

f 12 (х , У) =  Д 10 ,  ) (ж ч - уУ  (ж — у )

(ж у ) 3 (ж — у )f  22 Д, «/) =  ~

§ 67. Неявный функцш.
Очень часто случается, что законъ зависимости между перемен

ными ж и г /  панъ въ виде тоавнешя:

F  (ж, у (1)

решить которое относительно у-ка вообще или невозможно или ре
ш ете котораго представляется въ очень неудобной форме.

Ч

Въ этихъ случаяхъ весьма желателенъ способъ, при помощи ко
тораго можно было бы найти производный у  по ж безъ того, чтобы 
нужно было решить уравнеше-(1) относительно у -ка.

Такой способъ действительно существуета и вытекаета изъ со- 
ображенШ § 65.
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Ибо, если переменный хи у связаны равенствомъ (1 ), т. е. мо- 
гутъ получать только татя  соответствующая другъ другу значешя, 
при которыхъ F  (х , у) постоянно сохраняетъ значеше нуль, то при- 
ращеще функцш (полный дифференщалъ) для всехъ прирахцешй 
dx и dy,удовлетворяющихъ данному условпо, должно быть всегда 
равно нулю, т. е. должно иметь место равенство:

dF
дх dx

Э то можно высказать и обратно: соответственный значешя при- 
ращешй х я у, dx и dy, постоянно должны удовлетворять услов1ю (2 ),
или, что то же самое:

dF
dy
dx

дх
dF

\

Такъ какъ отношешя соответственныхъ дифференщаловъ 
даетъ намъ производную у по х, то yp-Hie (3) какъ разъ и даетъ намъ 
искомую производную безъ всякой необходимости въ решенш ур-шя.

При этомъ надо заметить, что въ выражеше этой производной 
входить теперь не одно только х, какъ во всехъ ранее изученныхъ 
нами случаяхъ, но обе переменныхъ х и у.

По это совершенно делу не вредить. Ибо если мы хотимъ, на- 
примеръ, построить касательную къ кривой въ определенной точке
ея (для чего намъ и нужно знать , то мы должны раньше всего
знать эту точку, т. е. ея координаты. Вычислеше же у по данному 
численному значение х, какъ мы видели это въ §§ 46 и 47, есть
задача, которую во многихъ случаяхъ можно решить съ любой сте-

*

пенью точности и въ техъ случаяхъ, когда мы не имеемъ общихъ
ф орм улъ р е ш е т я  уравнешя.

___ \

Для примера возьмемъ такое уравнеше, которое мы умбемь ре
шить въ общемъ виде, для того, чтобы сравнить результаты, кото
рые мы получимъ, идя двумя различными путями.

Пусть дано:
x t -+- у2 =  1 .

Тогда дифференцироваше по способу дифференд. неявн. функщй 
даетъ намъ:

dy _ 2 х _ х
dx' 2у у

Решеше уравнешя относительно у даетъ намъ:

у =  V 1— 2

Г. Вуркгардтъ.—Дпфференц. п интегр. исчнслетя. 13
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отсюда

Чтобы изъ перваго найденнаго нами значешя для | |  получить вто
рое, нужно только въ первомъ у заменить его значешемъ Vх 1 — х'2- 

Темъ же снособомъ можно получать и производныя высшихъ по- 
рядковъ.

ГГродифференцируемъ равенство (2) еще разъ, мы получимъ тогда:

(F n dx ч - Ъ\аdy) dx ч - F 1d2x  -+- (. ч- ) dy ч - F 2d2y 0.
___  1

Если разсматривать x, какъ переменную независимую, то мы 
должны положить:

d2x =  0 .
Тогда мы получимъ:

I
J

или, принимая во внимаше y p -H ie  (2), будемъ иметь:

&У _  F llF 2i — 2Fl2F 1F 2 +  F 22F li 
dx2 F 23

и т. д.

§ 68. Функцш отъ функцШ двухъ перем4нныхъ.
Пусть переменная z зависитъ отъ двухъ переменныхъ и и да, кото

рый въ свою очередь суть функцш переменныхъ очевидно, что
z въ этомъ случае есть функщя переменныхъ независимыхъ и 

Формулами это выражается такъ:
z — f ( u , v \  и —  ср (х , у), =  ф . . . . (1)

Намъ нужно выразить производныя по и черезъ производ-
%

ныя z по переменнымъ и и v и производныя переменныхъ и и о 
по переменнымъ х я у.

Ответь на подобный же вопросъ для случая функцш отъ одной 
переменной независимой мы уже нашли въ § 24.

Подобный же способъ и тутъ приведетъ насъ къ цели, причемъ 
удобнее всего будетъ намъ прибегнуть къ составленш полныхъ 
дифференщаловъ. Мы будемъ иметь:
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Однако, во избежате возможныхъ ошибокъ, намъ надо хорошенько 
отдать себе отчетъ въ томъ, что обозначаютъ встречающаяся в ъэтихъ 
формулахъ величины.

Въ уравнен!и (2 ) du и dv выражаютъ произвольныя безконечно- 
малыя приращсшн и и v. dz выражаетъ то изм'Ьнеше г, которое 
оно получаетъ, когда и и vполучаютъ приращеше du и dv. Въ урав
нение же (3) dx и dy обозначаютъ нроизвольныя изменешя 
a du и dv—те изменешя и и v,которыя соответствуютъ измене-
шямъ хи у на dx и dy.

Значитъ, въ уравненш (2) du и dv имеютъ более широкий смыслъ 
(какъ величины совершенно произвольныя), чемъ въ уравнении (3)

Но именно въ силу полной общности ихъ значешй въ ур-нш (2), 
обнимающей собой всгЬ частные случаи, мы и можемъ съ помощью 
ур-шя (2 ) решить нашу задачу, т. е. найти то изменеше, которое 
получаетъ г, когда и и vполучаютъ приращешя du и соответ
ствующая изменешямъ хи у на dx и dy.

А именно, подставляя въ выражеше (2 ) для dz значешя (3) для 
du и dv, мы нолучимъ:

df /ду
du d .  №  dx

OV \ох

Съ другой стороны, мы имеемъ:
dzdz дх dx dz

dy
dy (5)

Если мы желаемъ, чтобы выражешя (4) и (5) были равны другъ 
другу для любыхъ значешй • dx и dy, то мы должны иметь равенства:

дй _ dz du dz dv '
дх du dx dv dx
dz dz du dz dv
dy ~ du dy dv dy J

. (6)

Этимъ самымъ мы и нашли искомыя выражешя для частныхъ 
производныхъ функцШ е по хи у ,формула § 24 получится отсюда, 
какъ частный случай, если мы предположимъ, что г зависитъ только 
отъ и, а « только отъ х.

ТогДа dz ди
=  0 и — =  0 .dv dy

Одинъ частный случай имеетъ особенный интересъ. Пусть не
которая величина, которая разсматривалась сначала какъ функщя

13*
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двухъ перемФнныхъ и И v, разсматривается затФмъ, какъ функщя 
двухъ перем-Ьнныхъ х н у ,  причемъ х  тождественно совпадаетъ съ 
другая же величина у остается неопределенной; намъ известно лишь, 
что функщя v сама есть функщя отъ х  (или что то же самое и) и у.

v (iz dz wВъ этомъ случаъ ^  не равно тождественно ^  , но изъ формулы 
(6) мы будемъ им'Ьть (въ силу того, что

du
dx

dz
дх

dz
ду

1 ,

dz
du
dz
dv

du
ду

О (7) )

dz dv 
dv dx

ч

dv
dy

• • • ( 8)

Если мы въ такихъ случаяхъ хотимъ въ нашихъ формулахъ со
хранить только одну изъ буквъ и или х, то необходимо, когда дело 
идетъ о производной г по х, прибавлять еще, которая изъ перемен- 
ныхъ v или у при этомъ разсматривается, какъ вторая переменная 
независимая.

Яамъ приходится отличать частную производную «при
постоянномъ у» отъ частной производной г по ж «при постоян- 
номъ V » ,  для чего служатъ оба значешя:

dz_
дх у zz. const

dz
dx V — const

или еще короче, но менее определенно, можно отличать между собою
оба эти случая, если условиться при знаке ^  для одного изъ этихъ
случаевъ сохранить скобку; напримеръ, писать, вместо первой изъ упо-
мянутыхъ производныхъ, просто ~ , а для второй уже тогда 
или наоборотъ.

Очень важныя применешя находятъ эти формулы, когда мы 
изучаемъ функцш состояшя некотораго газа.

Состояше газа, какъ было уже сказано въ § 65, определяется 
тремя переменными: упругостью р, абсолютной температурой Т  и 
объемомъ v, между которыми существуешь упомянутая зависимость:

pv =  RT, (9)

такъ что изъ этихъ трехъ переменныхъ только две могутъ разсма- 
триваться, какъ независимыя переменныя. Мы можемъ какую-нибудь 
величину, зависящую отъ состояшя газа, напримеръ, количество
тепла, содержащегося въ этомъ газе, Q, разсматривать, какъ функ
цш Т  и р  или какъ функцш Т n v. Небольшому измененш тем

MitskevichOA
Прямоугольник
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пературы dT  соответствуешь тогда небольшое извгёнете dQ; чтобы 
повысить температуру на dT, мы должны придать газу dQ тепла, 
пропорщональное dT, т. е. равное cdT.

Величину с, на которую нужно умножить увеличеше температуры dT,
✓

мы назовемъ теплоемкостью (специфической теплотой) газа.. Эту вели
чину мы можемъ также, на основами вышесказаннаго, определить, какъ 
частную производную отъ количества тепла, взятую по температуре, т. е.

Но это опред£леше лишь тогда получаетъ определенный смыслъ, 
когда мы укажемъ, какая изъ двухъ перемйнныхъ или v, рядомъ 
съ температурой, разсматривается какъ переменная независимая.

И то и другое само по себе возможно. Мы можемъ говорить 
о «теплоемкости при постоянномъ давлеш и» и о «теплоем
кости при постоянномъ объеме».

Мы имеемъ дело съ первой изъ нихъ, когда мы, увеличивая 
количество тепла, сохраняемъ упругость (давлеше) газа постоянной; 
со второй—когда объемъ газа остается постояннымъ.

Пользуясь выведенными нами формулами, мы получимъ:

Тутъ, на основанш ур-шя (9):

Далее, для случая идеальнаго газа, количество тепла, которое 
ему надо придать для того, чтобы увеличить его объемъ на d v  при 
постоянной температуре, равно р dv, значить:

ш  =
\  /  Т  =  c o n s t

Если мы для обеихъ теплоемкостей введемъ обычныя обозначе- 
шя: ср и с„, то уравнеше (1 1) можетъ быть переписано такъ:

ср ('v — T t ...................  . . . . . (14)
Это значить, что разность между обеими теплоемкостями равняется 

для даннаго газа величине постоянной.
Тутъ нужно заметить, что все разсуждеше относится къ единице 

массы газа, а за единицу тепла выбрано то количество тепла, ко
торое эквивалентно единице работы.
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Г Л А В А  X.

Тригонометрическая и круговыя функцш.

§ 69. ОпредЪлеше тригонометрическихъ функщй.
Некоторый изъ т!зхъ зависимостей, который просто определяются 

геометрически или механически, нельзя выражать посредствомъ выше- 
употреблявшихся обозначений. Къ этому роду зависимостей принад
лежать все законы, относящееся къ пер 1одическимъ явл еш ям ъ , 
т. е. къ такимъ явлешямъ, которыя, какъ напримеръ, астрономиче- 
ск1я и метеорологичесюя, повторяются черезъ некоторые промежутки

г

времени (пер1оды). Световыя, звуковыя и электричесгая явлешя 
также обнаруживаютъ такого рода пер1одичность; но перюдь ихъ 
гораздо короче, что, впрочемъ, для математическаго изследован1я не 
имеетъ значетя.

Для представлен1я такого рода явлешй нуженъ новый классъ 
функщй. Чтобы ввести тагая функщи, мы разберемъ одинъ простой 
вопросъ кинематики (учешя о движенш).* Представимъ себе, что 
(фиг. 32) некоторая точка Р  перемещается равномерно по кругу, 
рад1усъ котораго для простоты примемъ равнымъ единице длины. 
Пусть черезъ центръ круга проходять оси ортогональныхъ (состав- 
ляющихъ между собой прямой уголъ) координатъ. Вообразимъ кроме 
того, что съ точкой Р  связаны точки и перемещающаяся пер
вая по оси х-овъ, вторая по оси овъ такъ, что первая служить 
основатемъ перпендикуляра, опущеннаго изъ точки Р  на ось ж-овъ, 
а вторая — основатемъ перпендикуляра, опущеннаго на ось овъ. 
Легко понять, что обе точки будутъ совершать каждая по своей оси 
иерюдическое колебательное движете туда и назадъ, т. е. движете 
будетъ каждый разъ начинаться снова после того, какъ точка Р  
опишетъ полную окружность. Те законы, которые связываютъ 
абсциссу точки Q и ординату точки съ временемъ, мы будемъ 
считать простейшими перюдическими функщями и будемъ выражать 
другая перюдичесюя функщи посредствомъ этихъ.

Знаки для этихъ функщй уже введены въ тригонометрш; дей
ствительно, такъ какъ рад1усъ принять равнымъ единице, то 
или OR есть синусъ, a OQ или Е Р  есть косинусъ угла QOP. При
мемъ за начало счета времени тотъ моментъ, когда точка Р  прохо
дить черезъ положительное направлеше оси ж-овъ; такъ какъ уголъ 

Q ОРвозрастаетъ, согласно нашему допущешю, въ равный времена 
на одинаковый величины, то уголъ пропорщоналенъ времени, и мы 
можемъ, принимая во внимаше начало счета времени, выразить уголъ 
QOP черезъ <Щ, где ш—коэффищентъ пропорщональности. Тогда по-
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лучается: OQ =  cos Ы, OR =  sin <ot.

Эти равенства справедливы не только численно, но и по знаку’ 
где бы точка Р  ни находилась (это уже было выяснено въ § 10) и 
это потому, что соглашешя относительно знаковъ координатъ и зна- 
ковъ синуса и косинуса соответствуютъ другъ другу.

Относительно угловъ сл^дуетъ принять друия соглашешя; въ триго- 
нометрш углы измеряются обыкновенно въ градусахъ, минутахъ и се- 
кундахъ; за основной уголъ принимаютъ прямой уголъ, который разде
ляюсь на 90 градусовъ, а градусъ на 60 минуть, но для нашихъ целей 
лучше ввести другую единицу: за единицу измерешя угловъ мы при- 
мемъ такой центральный уголъ, длина дуги котораго равна pafliycy.

Величину этого угла легко найти изъ следующихъ соображенШ. 
Центральный уголъ, длина дуги котораго при pafliyce равномъ еди
нице равна тс, т. е. равна полуокружности, равенъ сумме двухъ 
прямыхъ угловъ и содержитъ 180°; если обозначить черезъ а1 число 
градусовъ, содержащихся въ нашей единице измерешя угловъ, то 
должно быть: а 180 1C.

Значить,
180а

1C

или съ точностью до минуть
а± =  57°18'.

Уголъ, который измеряется въ этихъ дуговыхъ единицахъ чис 
ломъ х, заключаетъ число градусовъ, выраженныхъ формулой

или

ос =  -  . 180°,
TZ

х  . 57°18'.

Обратно: уголъ въ а градусовъ измеряется въ дуговыхъ едини
цахъ числомъ

т ^  =  0 ’0 1 7 4 5  *-

Для облегчешя этихъ переходовъ отъ одного изм1зрен1я къ дру
гому въ логариемическихъ таблицахъ большею частью помещаются 
вспомогательныя таблички, въ которыхъ съ одной стороны приве
дены кратныя числа 0,0174533, соответствующая углу въ одинъ 
градусъ, и кратныя числа* 0,0002909, соответствующая углу въ одну 
минуту, съ другой стороны кратныя 57°18' — 3438'. При пользова- 
нш такими табличками нужно для перехода отъ одного измерешя 
къ другому выполнить только сложеше.

Положимъ, требуется выразить уголъ въ 14°24' (уголъ правиль
н а я  25-ти угольника) въ дуговой мере; тогда надо выполнить та-
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кое вычислеше: 10° =  0,17453
4° =  0,06981

20' == 0,00582 
____4 ' =  0,00116
14°24' =  0,25132.

Если съ другой стороны требуется найти, сколько градусовъ и 
минуть содержитъ уголь, имеюицй въ дуговой мере измерете 
0,14286, то надо выполнить следующее вычислеше:

0,1 == 343',78
0,04 =  137 ',51
0,002 =  6',88
0,0008 =  2',75
0,00006 -  0 ',2 1

0,14286 =  491',1 =  8 ° 11',1.
Когда мы далее будемъ говорить о sin х, подъ этимъ будемъ ра

зуметь синусъ того угла, дуговая мера котораго х. Нацримеръ, sin 1 
есть синусъ угла въ 57°17'7, следовательно, его логариемъ равенъ

9,92502 (— 10).

Приведемъ маленькую таблицу тригонометрическихъ функщй sinus, 
cosinus, tangens и cotangens, причемъ выразимъ углы въ дуговыхъ еди- 
ницахъ. Знакъ со надо понимать въ томъ же смысле, какъ въ § 20.

X sin х COS X tg x cot X
0 0 1 0 OO
тс
6

1
2 №

№
1 / 3

тс
4 \ V  2

1 / -  2 ^ 2  ■ • . 1 1

1Г
3

1
1

2 1/3

ТС
2 1 0 oc 0

•

2
3 i v s

1
2 1 / 3

✓

_ I . / T  3 V 0

5тг
6

1
2 ~ \ V b — 1 /3

тс 0 1 0 00

Зтс
2 — 1 0

•

oo 0

2тг 0 1 0 OO
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На основанш этой таблицы и бол'бе по
дробной численной таблицы можно по
строить графическое представлеше три
гонометрическихъ функщй въ вид'Ь кри- 
выхъ, отнесенныхъ къ прямоугольной де
картовой систем^ координатъ; это геометри
ческое изображеше приведено на чертеж^.



2 0 2 Гла ва  X . Т р и г о н о м е т р и ч е с к ш  и  к р у г о в ы я  ф у н к ц ш .

§ 70. Дифференцироваше функщи синусъ.
Для опред'Ьлешя производной sin по х мы выведемъ сначала

теорему, выражающуюся двумя неравенствами. 
Возьмемъ опять кругъ pafliyca равнаго еди
ниц^, некоторую точку этого круга соеди- 
нимъ съ центромъ и обозначимъ уголъ, ко
торый эта прямая образуетъ съ осью ж-овъ 
черезъ х. Черезъ точку пересйчешя положи- 
тельнаго направлешя оси ж-овъ съ окруж
ностью проведемъ касательную и продол-Фиг. 37.

жимъ ее до пересйчешя съ ОР въ точкФ Т.
Тогда изъ чертежа видно, что

пл. треуг. SOT >  пл. сектора POS >  пл. треуг. POQ.
v %

Выразимъ площади этихъ фигуръ на основанш теоремъ элемен
тарной геометрш, а именно:

пл. треуг. SOT =  i  OS . ST  =  l  tg x
2 2 y

пл. сектора POS =  -i O . =
A A

1 1
пл. треуг. POQ =  — OQ . O P =  sin x  cos x.

A A

такъ что получается:

или
tg х  >  х  >  sin x cos x ,

1 .
>

X

COS X  s in  X
>  COS X ,

или еще такъ:
sm x ^cos x  < ------<x cos X

Ho cos X  и
COS X

при достаточно маломъ x  сколь угодно близки
wi единиц^; следовательно, отношете smx

х которое всегда лешитъ
между этими значешями, тоже сколь угодно мало отличается отъ
единицы. При х =  0 oraon ieH ie

smx
х не имйетъ опред’йленнаго зна-

четя; однако совершенно такъ же, какъ мы делали въ аналогичныхъ 
вопросахъ § 55, мы дадимъ этому отношению при х =  0 такое зна- 
чете, которое бы непрерывно примыкало къ остальнымъ значешямъ 
этого отношешя; для этого надо положить, что это отношете при 
х =  О равно единиц^. Мы записываемъ это въ такомъ видФ:
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или еще лучше такъ: ,. «in х1гт____=  1.
х ~ 0  %

Последнее обозначеше выражаетъ, что отношеше — ^тем ъ  мень-X
ше отличается отъ единицы, чем ъ меньше само х.

Чтобы теперь получить производную функцш по х,
составимъ сначала отношеше приращенШ

Д у_sin (х -+- К) — sin х
Д х , h’

это выражеше по формуламъ тригонометрш преобразовывается въ 
такое:

Пусть теперь уголъ h  неограниченно убываешь, тогда ~  и по-
давно убываетъ неограниченно, причемъ по указанной теореме от- 
ношете:

. hsm —
2

h
2

неограниченно приближается къ единице; итакъ, мы нолучаемъ:

■dy
dx cos х.

*

Здесь намъ пришлось трактовать понятае о производной иначе, 
Ч'ймъ въ § 13. Тамъ мы считали за производную <то, что полу
чается изъ отношешя

/  ( х ч -h )  — f  (х)
h

если после всйхъ преобразован^ положить h равнымъ нулю». Въ 
данномъ случае никакимъ преобразовашемъ нельзя достигнуть того, 
чтобы можно было выполнить делете, и поэтому мы вынуждены 
воспользоваться представлешемъ §§ 54 и 55 и дать определение въ 
виде такого равенства:

df(x)
dx Km

h  —  О

/ ( ж  -ь  h) — / (ж )
h

т. е. разуметь подъ производной или значешемъ этой* дроби для 
h =  0  то значеше, которое заключено между двумя значешями этой 
дроби, взятыми для сколь угодно малыхъ отрицательныхъ и поло-
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*

жительныхъ значешй Д, если только вообще такое среднее значеше 
существуетъ. Раньше производило впечатлите, будто формула даетъ 
больше, ч$мъ разсуждеше; теперь видно, что формула сама по себе 
все-таки не даетъ всего.

§ 71. Дифференцироваше остальныхъ тригонометрическихъ функщй.
После того, какъ мы вывели правило дифференцировашя синуса, 

дифференцироваше сГстальныхъ тригонометрическихъ функщй уже не 
представляетъ затруднешя. Правило дифференцировашя косинуса 
можно вывести способомъ, совершенно аналогичнымъ тому, который 
быдъ прим'Ьненъ для дифференцировашя синуса, или же можно при
вести эту задачу къ дифференцировашю синуса такимъ образомъ:

следовательно:

d cos х 
dx cos sin x .

Для дифференцировашя тангенса и котангенса можно просто вос
пользоваться формулой, приведенной въ § 19; она даетъ:

d tg х 
dx cos2x

d sin x . d cos x cos x — ---------sm x -dx dx

— 5— (cos2 x cos2 x sin2 x) cos2 x  ’

d cot x  
dx sm* x sm x d cos x 

dx cos x -d sin x 
dx

sznA x (— sin2 x — cos2 x) sm x
Эти и друпя ранее приведенный формулы даютъ возможность 

продифференцировать любую функцш, которая ращонально выра
жается черезъ показательныя, логариемичесюя и тригонометричесшя t 
функщй. Мы удовольствуемся несколькими примерами, а затемъ 
предложимъ читателю обратиться къ сборникамъ £задачъ. Примеры 
мы сделали, пользуясь дифференщалами:

d (х sin х) =  х d sin х  -t- sin х dx =  (х cos х  -+• sin х) dx\ 
d (sin 2x) =  cos 2x d (2x) =  2 cos 2x dx,

или:
d (sin 2x) — d (2 sin x cos x) =  2 (sin x d cos x  -+- cos x d sin x) =

=  2 (— sin2x  -+- cos2x) dx =  2 cos 2x dx\
d cos2x  = 2  cos x d cos x =  — 2 sin x cos x dx — sin 2x dx;
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или:

d cos2x — d
1  - + - co 2  ж — d cos 2x

Ы
— 2 sin 2x dx 
2 sin 2x dx;

d (6хsin x) =  exd sin x  -+- sin x  dex =  ex ( -+- =  2 sin I x-\
it

§ 72. Интегрироваше тригонометрическихъ функщй.
Изъ формулъ дифференцироватя, приведенныхъ въ предыдущемъ 

параграфа, получаемъ сл'Ьдуюпця формулы интегрировашя:

/ "sin х dx cos х С, ^  cos х d x =  sin x  -ь  С,

dx
SVttfX

cot x ■+■ С dx
cos2 x tg x 4- C.

Эти формулы въ связи съ теоремами, приведенными въ § 27, 
даютъ возможность проинтегрировать очень мноия изъ функщй, въ 
выражеше которыхъ входятъ тригонометричесшя функщй. Мы раз- 
беремъ только следуюпце примеры.

1 . Если положимъ въ формуле (4) § 27:

г =  ? (х) =  2х, значить, dz
dx и /  (0) =  sm я,

то получимъ:

/ -sm 2 # . 2d# / “sin z dz cos z C,

следовательно:
sin 2x dx 1— cos 2x 

2 c,

и такимъ же образомъ:

cos 2 xdx =  — sin 2x -+- C.
2

2 ) Интегралы:
sm2 x dx, COS2 Ж 6&Г

можно привести къ предыдущимъ посредствомъ формулъ

sin2 # cos 2х cosJ # cos 2#

3) Всякая ращональная функщя • отъ cos х и sin х можетъ быть 
обращена въ ращональную функцш отъ переменной z посредствомъ 
подстановки ‘ х

* =  Ф т; *
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тогда получаемъ: »
1 —я2 

1 ' ~2 5
COS X sm xz

Напримеръ,
У

можно преобразовать въ

2 е dz 1 1 __ i
-+-02 ’ dx 2 9 хcos2 —Л

“ 2

Г dxJ ач-Ъ cosx

(1  + z2) dx

Z2)

(1 ч— #2) -|- Ъ (1  — £ 2) 5

а это по формуле (4) § 27 равно:
dz

а b -ь  (а — Ь) z‘

Если (а +  Ь) и (а — Ъ) разныхъ знаковъ, то можно положить:

z =  и dz

и тогда получимъ:

У
а du

Ъ ч -а  у Ъ — а
(ср. § 34).

4) Интегралъ вида:

1 — и Уъ 2 ~  а2
7 1 ■+ и _
' ° > 7 = i + c

х sin х dx

можетъ быть взять при помощи интегрировашя по частямъ; пусть:

х — и, sin х dx =  dv,
тогда

и, следовательно,
• 0

х sin х  dx

du =  dx, v cos x ,

x cos x cosx dx x cos x  4 -  sin X  Hh C.

5) Въ интеграл^:
e** sin Ъх dx

интегрироваше по частямъ не сразу приводить къ цели; действи
тельно, полагая

=  sin Ьх dx,и =  е®*, dv

du =  аеах dx, * v
получаемъ:

cos Ъх
~ Т “ ’

еах sin Ъх dx 1 еах cos Ъх еах cos Ъх dx, аЪ | b2.
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Такимъ образомъ предложенный интегралъ выраженъ черезъ дру
гой интегралъ, который не проще предложеннаго. Мы достигнемъ 
цели если въ новомъ интеграле произведемъ тагая же преобразова- 
H in . Пусть:

и — еах, dv =  dx
, 1 sin Ъхdu =  ае dx, v =  —=■— ,

тогда получаемъ:

еах cos Ъх dx — ~ еах, sin Ъх — ~а  С ^

ъ ] е ' 81sin Ъх dx; I Ъ2 I аЪ.

РЗзшая эти два уравнешя относительно искомыхъ интеграловъ, 
получаемъ:

/Я sflX
Ъ sin Ъх)1* еах cos Ъх dx -

а хе
~ а2-+- Ъ'1

/Я а х

1 еах sin Ъх dx - е
~ а2-УЪ2 (— Ъ cos Ъх -+- a sin Ъх).

§ 73. Круговыя функцш.
Если две переменный х ж у связаны уравнешемъ:

х  =  sm у,
то у есть дуга, синусъ которой равенъ х. 

Прежде это записывали такимъ образомъ:
у =  arc (sin .

но затймъ стали писать просто

(1)

(2)

у =  arc sin х ........................................ (3)

Уравнеше (3) имеетъ совершенно такое же значеше, какъ урав
неше (1); зависимость между х ж у принято писать въ виде урав
нешя (1), если считаютъ хи въ виде уравненш (3), если счи- 
таютъ у за независимую переменную; здесь следуетъ вспомнить, 
что было сказано о произвольности выбора независимой перемен
ной въ § 13.

Вводя новый знакъ arc sin для изображешя некоторой функщо- 
нальной зависимости, мы должны раньше всего разсмотреть одно
значна ли функщя, изображенная этимъ знакомъ, т. е. соответ- 
ствуетъ ли данному значенда синуса только одно значеше дуги. 
Уже въ элементарной алгебре встречаются примеры многозначныхъ 
функщй; если, напримеръ, х — у2, то, представляя реш ете этого 
уравнешя въ виде:

у =  Ух,

MitskevichOA
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мы находимъ, что у есть двузначная функщя х и что вообще у  
обозначаетъ двузначную функцию, такъ какъ каждому значенш х 
соответствуют^. два значешя у; оба значешя обладаютъ т'бмъ свой- 
етвомъ, что квадратъ каждаго изъ нихъ равенъ х  и связаны сле
дующей простой зависимостью: они численно равны, но противо
положны по знаку.

Функщя arc sin есть прим'Ьръ безконечно-многозначной функцш; 
каждому значенш х, взятому между границами — 1 и + 1  соответ- 
ствуетъ не одна дута, а безчисленное множество дугъ, синусы кото- 
рыхъ равны х. Изъ определения непосредственно следуете, что, 
если у0 есть некоторая дуга, синусъ которой равенъ х, то не только 
все дуги вида:

Уо -+- ......................................... (4)
но и все дуги вида:

к —  Уо-ь  27с-, ..............................(5)

где 1с—любое целое положительное или отрицательное число, имеютъ 
тотъ же синусъ. Ж такъ, мы можемъ высказать следующее положеше:

Ф ункщ я, обозначенная черезъ  arcsinx  безконечно много
зн ачн а для вр ех ъ  з н а ч е т й  х, в зяты х ъ  въ  Области (— 1 ...-+ -1) 
значения этой ф ун кщ и , соответствую щ ая одному опреде
ленному з н а ч е т ю  аргум ента, расп адаю тся  на два ряда: зна- 
ч е т я  одного ряда можно п о л у ч и ть  изъ  одного какого-нибудь 
зн ач еш я  посредством ъ формулы (4), п о д став л яя  вм есто 1с 
всевозможный ц ел ы я , к ак ъ  полож ительны й, так ъ  и отрица
тельны й числа, а зн а ч е ш я  другого ряда таким ъ  же обра- 
зомъ изъ  формулы (5).

(Если за у0 принять одно изъ значенШ второго ряда, то изъ фор
мулы (4) получились бы те значешя, который теперь дала фор
мула (5) и наоборотъ).

Въ некоторыхъ случаяхъ полезно выбрать и принять за главное 
одно изъ безконечнаго числа значешй, которыя принимаете безко- 
нечно-многообразная функщя при определенномъ аргументе. При 
извлечении квадратнаго корня можно положительное значеше при
нять за главное; для функцш arc sin можно принять за главное зна
чеше наименьшее по абсолютной величине; въ такомъ случае глав
ное значеше изменятся, возрастая отъ — ^  до +- 5- въ то время,
какъ х  растетъ отъ — 1 до -4-1. Следуете впрочемъ обратить вни- 
маше на то, что выборъ главнаго значешя совершенно произволенъ. 
Геометрическое представлеше функщи у =  arc sin х  въ виде кривой 
въ декартовыхъ коорДинатахъ получается, если чертежъ § 69 повер
нуть въ той же плоскости на 90° вокругъ начала и загймъ повер-

<
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нуть плоскость чертежа на 180° вокругъ оси овъ. Обведя еще разъ 
часть полученной кривой, соответствующей главному значенда, мы 
убеждаемся, что такимъ образомъ выделяется некоторая совершенно 
произвольная часть геометрически неограниченной кривой.

Такимъ же образомъ можно трактовать функцш, обратный осталь- 
нымъ тригонометрическимъ функщямъ. Что касается функцш:

у — are cos х . ......................................... (6)

то все ея значешя для даннаго х  получаются изъ одного значешя у0 
изъ формулы:

и формулы

при чемъ 7с можно давать всевозможный целыя положительный и 
отрицательный значешя. Какъ видно изъ этихъ формулъ нельзя при 
помощи такого же соглашешя, какъ для синуса, выделить здесь одно 
главное значеше, потому что среди различныхъ значешй arc cos х 
есть два, которыя являются наименьшими и при томъ равными по
абсолютной величине; но можно условиться считать за главное то

/

изъ этихъ двухъ, которое оказывается положительнымъ; при такомъ 
выборе главное значеше убываете отъ -  до 0 , когда х  растете 
отъ — 1 до -+- 1 .

Функцш arc tg хи arc cotg х определены для всехъ значешй х; 
эти функцш также безконечно многозначны, но все значешя, кото
рыя оне принимаютъ при определенномъ аргументе, получаются 
изъ одного значешя у0 посредствомъ одной формулы

у0 -+- 7стт, .............................................(9)

где опять-таки к можно давать всевозможный цЬлыя, положительныя 
и отрицательный значешя. За главное значеше arc tg х примемъ наи-
меньшее по абсолютной величине; оно возрастаете отъ — до и-
въ то время, какъ х  растете отъ — оо до -+- со. Применить то же 
соглашеше къ arc ctg х неудобно, потому что этимъ была бы опреде
лена функщя, которая убываете отъ 0  до — S-, когда х  растете 
отъ — оо до 0 , затемъ вдругъ перескакиваете отъ — ~ къ ^  и
снова убываете до 0 , когда х возрастаете отъ 0  до + о о ;  следова
тельно, arc cot х  при такомъ определенш главнаго значешя претер
певало бы разрывъ при х =  0. Если мы хотимъ избежать этого, то 
надо принять за главное значеше то, которое лежите между 0  и г.

Все эти функцш, обратный тригонометрическимъ, называются 
круговыми. Если требуется найти ихъ значеше для даннаго аргу
мента, то надо во первыхъ розыскам, въ логариемическихъ табли-

14Г. Буркгардтъ.—Днфференц, п интегр. исчпсдетя.
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цахъ логаривмъ этого аргумента, во вторыхъ, найти этотъ логариомъ въ 
таблице логариомомъ соответствующей тригонометрической величины 
(принимая, конечно, во внимаше прибавку десяти единицъ, которую дб- 
лаютъ въ определенныхъ случаяхъ въ этихъ логариемахъ); наконецъ, 
остается выписать изъ этихъ таблицъ требуемый уголъ въ градусахъ, 
минутахъ и секундахъ и перевести при помощи вспомогательныхъ 
табличекъ эту угловую меру въ дуговую, какъ объяснено въ 8  69.

§ 74. Дифференцировате круговыхъ функцш.
Такъ какъ круговыя функцш являются обратными тригонометри- 

ческимъ, правила дифференцировашя которыхъ мы уже дали, то 
правила дифференцировашя круговыхъ функщй можно вывести на 
основанш § 2 2 . Особеннаго внимашя требуетъ только выборъ опре- 
деленнаго значешя изъ различныхъ значешй многозначной функщй.

Изъ равенства:
dx
dy

d sin у 
dy — cos ,

получаемъ:
d y __d arc sin x __  1

dx dx ’

или если выразить cosy черезъ sin у, который равенъ х, то:

dare sin х _ 1 . .
Тх ................................. w

Остается решить, какой изъ двухъ знаковъ при корне следуетъ 
взять.

Если подъ arc sin х  разуметь главное значеше, т. е. то значеше,
которое заключается между — ^  и -+- ^ , то вопросъ решается сразу;
ведь, при этихъ значешяхъ дуги косинусъ положителенъ. Следо
вательно:

Въ уравн ен ш  (1) следуетъ  взять  корень со знаком ъ 
если только подъ arc sin р азум еть  главное зн ач еш е этой 
безконечно-многообразной ф ункцш .

Отсюда видно, что это же самое правило применимо для всехъ 
значенй arc sin, которыя получаются изъ главнаго посредствомъ 
формулы (4) § 73; напротивъ того, знакъ минусъ следуетъ взять 
для всехъ значешй, получающиеся изъ главнаго по формуле (5 ) 
того же параграфа. Действительно, въ цервомъ случае функщя 
arc sin возрастающая, во второмъ убывающая.

Подобнымъ же образомъ получается-изъ

d cosy 
dy =  — sin у



§ 75. Об р а щ е ш е  э т и х ъ  л р а в и л ъ . 211
I

производныя оборотной функщи:

d arc cos х _ 1 _ 1
dx — sin x V i -  -  x2

r

Но здесь уже сл’Ьдуетъ брать корень отрицательнымъ *), если подъ 
тс cos х разуметь главное значете или одно изъ г£хъ, которыя по
лучаются изъ главнаго посредствомъ формулы (6) § 73; напротивъ 
того, корень сл’Ьдуетъ брать положительнымъ, если подъ arc cos 
разуметь одно изъ значешй, получающихся на основанш формулы (7); 
это видно изъ того, что первый рядъ убываетъ, а второй возро- 
стаетъ при возрастали х.

Для arc tg и arc cot не требуется такого различешя знаковъ; при 
дифференцировали получается просто:

d arc tg х
dx

i

d arc cot x 
dx —  — sin2 у =

§ 75.. Обращеше этихъ править. Интегрироваше новаго класса алге- 
браическихъ функцШ.

Формулы дифференцировашя, приведенныя въ предыдущемъ пара
графе, даютъ сл'бдуюпця формулы интегрирования:

= =  arc sin х2

=  arc tg x -+-

-+- (7, =  — arc cos x -+- . . . (1) 

Cx =  — arc cot x-+- C2. . . . (2)

На первый взглядъ кажется страннымъ, что для каждаго изъ 
интеграловъ получаются по два совершенно различныхъ значешя. 
Но нетрудно убедиться, что эти результаты совершенно согласуются 
съ общей теоремой § 26, по которой две функцш, имЗлопця одинаковый 
производныя, отличаются другъ отъ друга только на произвольную по
стоянную. Действительно, такъ какъ косинусъ и котангенсъ служатъ 
соответственно синусомъ и тангенсомъ дополнительнаго угла, то:

arc sin х  -+- arc cos х =  — ,О ?

%

arc tg х  -ь arc cot х =
\

*) Поэтому обыкновенно пишутъ:

d  arc. cos х  
d x

— 1 
1/1 —

14*
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следовательно:

/

arc cos х —- arc sin x - 7Г
2 ’

arc cot x --  arc tg x -

*-•
7Г. . . _ v
2

Пользуясь этими формулами интегрировашя, можно проинтегри
ровать функцш, которыхъ раньше не удавалось интегрировать, по
тому что знаменатель дроби разлагался только на мнимые множи
тели. Мы ограничимся тЬмъ случаемъ, когда числитель интегрируе
мой функщи первой, а знаменатель второй степени; пусть предло- 
женъ интегралъ:

Если применить къ знаменателю тотъ же пр1емъ разложешя на 
два слагаемый, которымъ пользуются при реш ети квадратнаго урав- 
нешя, то можно предложенный интегралъ переписать въ виде:

Случай

a (gx н- h) dx
(ax -+- b)2 -t- (ac —

ac — ■*== 0

I

уже разобранъ (§ 33—36); остается разсмотреть случай

— Ь2 >  0.

Въ этомъ случае введемъ для интегрировашя вспомогательную 
переменную:

тогда получаемъ:

J иди
1-н и2 а у'

ah — Ъд
ас V

дм
и

Второй изъ полученныхъ здесь интеграловъ по формуле (2) ра- 
венъ arc tg и, а первый легко можетъ быть взятъ посредствомъ под
становки

1 -+- и2 =  V,
тогда онъ обращается въ

Подобнымъ же образомъ

с
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приводится къ одному изъ сл'Ьдующихъ:

dll du du
Vi и2 У  и у и

первый изъ этихъ интеграловъ равенъ по формул^ (1) arc sin  и  

а для второго и третьяго мы уже нашли въ § 31 значеше
G,

log (и Vи i) -+- с .

1 ■ ■ я

фуныцямъ.
1. Обозначимъ черезъ С п сумму:

тригоноиетрическимъ

° - Ч cos х  -+- cos 2х • • • cos п х ................ (1)

XУмножимъ обтб части на 2 sin и заметить произведения черезъ
разности синусовъ, тогда .получимъ:

2 С п sin  -
. х ( . Ъх sm — -ь  I sm —  

2 \ Л
. х 

sin — 
2

. Ъх sm — sm Ъх
• •

. 2?гч- 1 . 2 п — 1sm— т—  х — sm — -—  х \ •

Здесь все члены, кроме предпоследняя, сокращаются и поэтому:

с =  1
sm 2 п

. х sm —

2. Если положимъ

Sn =
\

то аналогичнымъ способомъ получимъ:

I

sin х ч- sin 2х

. X2Sn sm —n 2
х . Зх\ cos — — cos —2 2

x

cos
Ъх cos Ъх

(2)

sin nx, .................... (3)

2n — 1 cos — -— x cos 2n-±- 1 x xcos — 
2

\

2 sin
n 1 . nx-  x sm —

cos 2 n x

и следовательно:
. n  

sin —
1 . n x-  x sm —

S
n . Xsm —

(4)
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3. Взявъ въ первой формул^ для х частное значете

х 2тъ
п

гд’Ь будемъ считать т  цйлымъ, получимъ:

п  = 1
“ 2

sm
(2п -ь  1)ттс

п

sm
п

(5)

Е сли  m не д ел и тся  на?г, то эта дробь равна ^-'значить, имеемъ:

cos
2 ж -

COS
4 штс

п • f •
(2п— 2)mir л ,лЧ

cos ----------------ь  cos 2>шт =  0 . (6)п
Е сли же т д ел и тся  на щ то дробь принимаетъ неопределен

ный видь Если для нахождешя истиннаго значетя этого выра-
жен1я мы применимъ правила § 55 или просто будемъ почленно раз- 
сматривать сумму (1), каждый членъ которой кроме перваго ра- 
венъ 1, то получимъ формулу:

cos 2 тк
п cos

4 miг
п • • • cos (2п—2) жтс

п cos 2жтг =  п . (7)

4. Вторая формула при той же подстановке даетъ:
. 2 miz

s m ----- :п
. 4 miz

s m -----п • •
. (2 п —  2

s m  ----------- ------■п sin 2 тъ =  0 . (8)

причемъ эта формула справедлива и для того случая, когда т делится 
на п, потому что тогда каждый членъ суммы (3) обращается въ нуль.

§ 77. Тригонометрическое интерполироваше.
Положимъ, дана конечная сумма вида:

У 2 ^о А х cos ж +  1 ,  cos 2х

В х sin х  -+- sin 2х
пт ^ -

•  • К

• •

А т cos тх 

В т sin тх
. . о )

Обозначимъ черезъ ук то значете, которое эта сумма принимаетъ,
2 Jctzесли заменить х черезъ — . Выпишемъ и сложимъ равенства, ко-п

торыя получаются, если давать & всевозможныя делыя значешя, на
чиная съ 0 до п — 1, тогда:

п 2 Jctz
У0 +  У1

п А
Уп—1 =  о А 0 А cos п

уА 2 /  cos
к

4 Jctz
п

. 2 1с 1Zs m -----п к
. 4 1скs in -----п •  •
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Во второй части этого равенства вей члены, кромй перваго, обра
щаются на основании формулъ (6) и (8) въ нуль, следовательно:

Уо У\  ̂ У»—1
п

т. е. въ формуле вида (1) членъ, въ который не входятъ тригоно- 
метричесшя функцш, есть среднее ариометическое тйхъ значешй, 
которыя функщя принимаетъ для точекъ, равномерно распредйлен- 
ныхъ между 0 и 2тг. (Отсюда можно заключить, что перюдическая 
функщя только тогда можетъ быть представлена въ виде суммы (1), 
когда это среднее ариометическое не зависитъ отъ выбора начала 
дугъ).

При помощи простого искусственнаго npieMa можно на осно
вами опредблешя А 0 найти и остальные коэффищенты. Помно- 
жимъ обе части равенства (1) на cos гх [г ^  т) и заменимъ снова- 
произведешя тригонометрическихъ величинъ черезъ суммы и раз- 
ности, тогда:

у COS ТХ =  — А 0 cos гх ч- — А г {cos (г ч- 1) X ч- cos (г — 1) х) ч- .. .

ч - ^  A r {cos 2 гх ч- 1} ч~ . . .  

ч- В х {sin (г ч- 1) х  ч- sin (г — 1) х) Ч- . ..А

ч- ~ Br sin 2 гх ч- .. .А

Отсюда мы заключаемъ следующее; если у можно представить 
формулой вида (1), то у cos гх представляется формулой того же
вида, въ которой однако уже членъ А гУ а не членъ ^  А 0, не со-
держитъ тригонометрическихъ функцгй. Если воспользуемся въ этой 
формуле прежнимъ результатомъ, то найдемъ:

yl cos 2 гтг 
п

4пг
Vo cos ----п

и такимъ же образомъ

ч- у2 sin

Итакъ, мы приходимъ къ следующему заключенно: если nepio- 
дическую функцш надо представить въ виде (1), то коэффищенты 
этой формулы должны быть связаны равенствами (2), (3) и (4) съ
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значешями, которыя эта функщя принимаетъ при

х О,
2 х  4 х (2п — 2) тг.
п п /5 • • • п

Если требуется найти такую функщю вида (1), которая бы при
нимала при этихъ значешяхъ х напередъ заданныя значешя то 
должны быть удовлетворены равенства:

Уы 1 А
2 А ° •Ах cos2  lex

п A 2cos
4 кх

п • • •
' . 2  fo r  . 4  к хВх sin—̂ ----{- sm -----п и

Это уравнеше первой степени относительно неизвйстныхъ коэф
фищентовъ, и число ихъ равно числу неизвйстныхъ. Действительно, 
если п—нечетное число, равное 2г -н 1, то кроме А 0 имеется еще 
коэффищентовъ А  ж г коэффищентовъ значить, всего 2г -+- 1; а 
если ii—четное число, равное 2г, то В г совсемъ не входить въ эти

2 j* Ictzуравнешя, потому что sin - 9—- при любомъ целомъ равно нулю;
такимъ образомъ и въ этомъ случае число неизвестныхъ равно числу 
уравнетй. Эти уравнешя или даютъ одно реш ете для каждой си
стемы значешй ук, или для некоторыхъ системъ значешй ук не до- 
пускаютъ решешй, а для другихъ даютъ безконечно-болыпое число 
решешй. Но изъ предыдущаго видно, что эта система уравнетй ни
когда не даетъ безконечно-болыпого числа решешй, значить, они 
должны давать для любой системы у одно решеше, а именно то, 
которое дается равенствами (2), (3) и (4J.

Итакъ, мы получаемъ следующШ результатъ: коэффищенты фор
мулы (1) можно всегда определить при помощи равенствъ (2), (3) и

4ти(4) такъ, чтобы функщя при значешяхъ аргумента- 0, — , — , . . .
(2л— 2) тс . ,  „ . „—  ■ - прюбретала значенш у0, ух ... Уп—v, следовательно, вся
кую перюдическую функщю можно при помощи интерполировашя 
представить въ виде формулы (1).

Если, действительно, желаютъ найти численныя значешя коэф
фищентовъ А  и В ,то надо выбрать для п, по возможности, какое- 
нибудь четное число и лучше всего кратное четырехъ. Возьмемъ 
п — 8; такъ какъ В 4 пропадаетъ, то мы имйемъ формулу:

У 1 А
2 Л °

А х cos х-4- А г cos 2х
В. sin х  -ь  В 2 sin 2х

А  з cos Зх -+- А 4 cos 4х

В г sin Зх.
Коэффищенты этой формулы надо вычислить по значешямъ 

функцш, которыя она принимаетъ при

х х  х  З х  Ъ х  Эти 7  тс

° ’ 4  ’ 2  ’ Т  ’ * ’ Т  ’ Т  ’ Т  ;
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получаемъ:

Уо =  \ а , 2 с) ч- А х ч- А 2 -
•

+■ П3 ч- А 4

Ух - Уч — A q ч- 2А.̂  cos — -+-
з~

2 A ,  cu s—- — 2J.t 3 4

У2 ~+" ?/б ' ^0 % А 2 ч— 2И4

2/з '+- Уъ =  л -
. Зтсь 2 A  cos —  ч- 1 4

- 2А о cos-^ — 2П43 4

Ух --  Ух =  2 В , sin  — н- 2 5 , - 4 2
от? • Зтс4- 2Д, sin  —3 4

У 2 -  У6 =  2 Д * -  2 5 ,

У г Уь =  2 5 , sm ^  — 2 Б 2 4 2-+- 2 5 , sm А  3 4

2/4 **
- 1 ^
— 2 0

ч- А 2
•

П3 ч- И4.

Если еще принять во внимаше, что

3 тс it , 3 it
cos — =  — cos — , sm  —

4 4 4
sin — 

4 5

то получается:
2/о н1- У4 = ^•о +- 2 А-  2-44

Уо У4 - -  '2 4 , ч -  2^43

(Ух Н 2/7 ) ”4- (Уз -Ь -Уз) = ■ 2 И 0 - 4 ^ 4

(Ух J1- Ут) - (Уз - * - у 5) - = ( 4 - 4  - 4 -4 3)  cos

( 2/1 “ — 2/7 ) +- (Уз У*) - = (4 В ,  -+- 4 5 3)  sm  А

(Ух Ут) - (Уз Уз) - = 4 В 2

(Уо нЬ У х ) - (^2 Уо) = = Ч н -  4А4

(Уо Нь у4) Су * ■+■ Ув) = = 4 П 2.

Положимте», дано:

Уо ^5 У\ ---- Уъ 3, Уъ У± 3, Уъ — : Уб ---- Уч

тогда выпишемъ значешя функцш въ сл^дующемъ порядка:

Уо — 0  2/i  =  2 у а =  3 уз =  4 2/4 =  3
ч

2/7 =  — 4 ув =  0 у, =  2

и составимъ сумму каждыхъ двухъ у, стоящихъ другъ подъ другомъ:

S 0 1̂   2 , S2   3, --  б, §4   3
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и такимъ же образонъ выпишемъ разности:
%

dt =  6 =  3 2.
Для того, чтобы найти члены, содержание косинусъ, напишемъ

*

аналогичнымъ образомъ:
s0 =  0 si =  — 2 s2 =  3

— 3 $з — 6
опять составимъ суммы членовъ, стоящихъ одинъ подъ другимъ:

Sо 3 =  4 S,
и такимъ же образомъ разности:

D0 — —- 3 D1 =  — 8.
Тогда получаемъ:

4А0 _ ^ о - ь ■s2 = 10 w -
_ 5 
“ 4

V W 00 = s0- - 8 , + А  = 2 A i =_ 1 
" 4

4А, ■■*4= s0- -8 , — 0 ■A-2 == 0
2 А 1 -+■ :=  А — 3. A - -f- А. з — 1,5

(4Л - - 4 Л )
ТС

COS — :4 =  D  i --e_ - 8 Ay --  A  = 2,82

Л  =  — 2,16
2̂ 3 =  -+- 0,66.

Т4мъ же пр1емомъ находимъ члены, содержание синусъ:
dx —= 6 d2 =  3
dz —= 2

Сумма == 8
Разность == 4

2 Д  - -  2J53 =  d2 == 3 - B 3 == 1,5

(4Бх нh 4B3) sin |  ==  dj H-  d3 =  8 = 2,82

4B2 =  * - -  d3 =  4 = 2,16
J A  == 0,66

Д  == 1.

Следовательно искомая формула прюбретаетъ видъ:
у =  1,25 — 2,16 cos х  -+- 0,66 cos -+- 0,25 cos

-ъ 2,16 sin х  ч - sin 2х -+- 0,66 sin Ъх —

1,25 ТС3,05 sin\ х  — — sin 2х ТС0,93 sin\ Зж-ь — 0,25 cos 4х.
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§ 78. Гармоничесшя колебашя.
Очень часто приходится иметь дело съ движешями, который 

происходите по закону:
х  —  В Ы , .(1)

где t обозначаетъ время, х—какую-нибудь величину, изменяющуюся 
во времени, какъ напримеръ, разстояше подвижной точки отъ поло- 
жешя равнов'ЬОя, В  и со—постоянныя. Такое движеше называется 
проетымъ гармоническимъ колебашемъ; заметимъ, что колебашя 
маятника, по крайней мере, приближенно происходятъ по этому за
кону. Постоянная В  называется амплитудой колебашя; это наиболь
шее значеше, котораго достигаете такъ какъ синусъ по большей
мере равняется единице. При возрастали t на —-, х  получаете снова 
то же самое значеше, которое оно имело раньше, значите — — про
должительность или перюдъ колебашя; обратная величина этой 
дроби есть число пер1одовъ или (число. колебашй въ единицу

Ct ТС
времени (въ одну секунду).

Формула (1) написана въ предположенш, что начало счета вре
мени отнесено къ одному изъ техъ моментовъ, когда —  0 и при- 
томъ, если В  положительно, къ такому, когда х  переходите оте от- 
рицательныхъ къ положительнымъ значен1ямъ. Если мы разсматри- 
ваемъ одно такое движеше, то мы всегда можемъ достигнуть этого; 
но если мы имеемъ дело съ несколькими движешями, въ которыхъ 
переходъ черезъ нуль совершается не одновременно, то нельзя до
стигнуть того, чтобы все движешя одновременно были представлены 
формулой вида (1). Въ этомъ случае надо заменить t черезъ t — 
причемъ t0, одинъ изъ техъ моментовъ, когда х  переходите оте от- 
рицательныхъ къ положительнымъ значешямъ. Тогда уравнеше (1)
переписывается въ виде:

х  —  В  sin  [со (t — f0)]; ... (2)

здесь часто опускаюта квадратныя скобки. Если положить

— <4 =  <Р»............................................... (3)
то можно написать вместо (2):

СО ■ И  SbTb («>г с р ) ........................................................ ( 4 )

Выражеше
-+- <?,................................................... (5)

представляющее собой линейную функщю оте t, называется фазой 
движешя во время t. Разность фазъ двухъ простыхъ гармониче- 
скихъ колебашй съ одинаковымъ перюдомъ не зависите оте вре
мени и равна разности значешй се.
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Если развернуть выражете (4) и положить:
В  s in  ср =  А, В  cos ср =  В , .........................(6)

то уравнен1е (4) принимаетъ видъ:
х  =  A  cos catч - В  sin ...  (7)

Если уравнен1е движешя дано въ форме (7), то обратно, его можно 
переписать въ вид!з (4), для чего надо воспользоваться равенствомъ (6);
получаемъ: _______  »

В  =  \ /А 2 -+- В 2, =  ^ ... (8)
JD✓

При этомъ сл'Ьдуетъ однако обратить внимате на то, что уголъ 
не вполне определяется тангенсомъ: углы, имеюпце равные тангенсы, 
отличаются другь отъ друга на числа кратныя тс (а не на 2тс), и по
этому для полнаго определешя четверти, въ которой лежитъ иско
мый уголъ, надо воспользоваться еще однинъ изъ равенствъ:

s in  ср
А  В

—7= -----—■ , COS ср —  . ----- : ,
1/ А 2 ч-  В 2 1/ А 2 -+- В2

въ которыхъ при корне надо взять знакъ плюсъ. Отсюда следуетъ, 
что всегда возможно определить В  и ср, значитъ уравнен1е (7) 
всегда  п ред ставляетъ  собой у р авн ею е простого гармониче- 
скаго колебаш я.

Если мы интересуемся вопросомъ о силахъ, который въ состоя- 
нш вызвать такое движете, то мы должны дифференцировать; мы 
находимъ: ,

- щ  —  — Аса s in  o)i ч- В сл cos to .(10)

и посредствомъ второго дифференцировашя:
d 2x

d t2 Аса2 cos cat — В  to2 s in  c a t .(11)

Такимъ образомъ:
d 2x

d t 2
ca2x ,

т. e. ускореше въ каждый моментъ пропорщонально разстояшю отъ 
положен1я равновешя. Чтобы матер1альная точка перемещалась по 
напередъ указанному закону, на нее должна действовать сила про
порциональная ускоренно; поэтому сила, действующая на точку, со-

t

.вершающую простое гармоническое колебательное движете, пропор- 
щональна удалению точки отъ положешя равновесгя:

f ти>2% .................4 ..................... (13)
/

Множитель, на который надо помножить отклонеше точки отъ 
положены равновеая, чтобы получить силу, называется коэффищен-
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томъ упругости; уравнеше (13) показываетъ, что онъ равенъ произ
ведешь) массы на квадратъ числа колебанШ.

Итакъ, мы им'Ьем'ь право утверждать: Всегда, когда мы наблю- 
даемъ простое гарм оническое колебаш е точки, можно заклю 
чить, что на точку д ей ств у етъ  н ек о то р ая  сила упругости , и 
найти  эту силу на основанш  наблю деш я чи сла колебаш й .

Но движете не вполне определено силами, действующими на 
матер1альную точку; чтобы вполне определить его, нужно еще знать 
начальное положеше и начальную скорость точки. Этими величи
нами определяются значешя, которыя следуетъ придать въ общихъ 
формулахъ постояннымъ А и В  или В  и ср. Мы остановимся на раз
боре двухъ случаевъ.

1) Если точка находится въ моментъ 0 вне положешя равнове- 
cifl въ некоторой точке х0, но не имеетъ начальной скорости, то уравне- 
шя (7) и (10), которыя должны быть удовлетворены и для момента О,
даютъ. А — ж0, =  0 ...................................... (14)

Подстановка этихъ значенШ въ (7) и (10) даетъ:

х — хп cos (оt, v =  =  — (ох„ sin out.................. (15)и at
2) Если точка въ моментъ t =  0 находится въ положенш равно- 

вес1я и имеетъ начальную скорость v0, то получаемъ:
А  =  0, Всю — v0 .........................(16)

Подстановка этихъ значенШ въ (7) и (10) даетъ:
va . .— sm Ы,О) v =  v0 cos a

§ 79. Затухаюпця колебашя.
Въ предыдущемъ параграфе мы разсмотрели таюя колебашя, въ ко- 

торыхъ амплитуду можно 
было считать постоянной.

I
Въ действительности, ам
плитуда большею часть не 
постоянна, но убываетъ во 
времени и притомъ такъ, что 
отношете двухъ следую- 
щихъ другъ за другомъ мак-
симальныхъ отклоненШ по-

\

стоянно. Чтобы предста
вить это въ видЗз форму
лы, напишемъ сначала: Фиг. 38.

х  —  f  (f) (4  cos (tit - ь  Б  s in  Ы ) ( i )
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Тогда надо определить функщю f(такъ, чтобы при

2 т: 4тт бттI — и, > * ) * • • •
СО СО (О

она принимала значешя
а, аЪ, аЪ2,  • .(3)

Множитель а можно пропустить; для этого вместо и Ба  на- 
пишемъ А и В-, введемъ еще «логариемичесгай декрементъ>, т. е. 
логариемъ отношешя двухъ следующихъ другъ за другомъ макси- 
мальныхъ отклоненЩ въ одну сторону, и обозначимъ его черезъ а.

« =  — log Ъ (4)
Тогда вместо ряда (3) получаемъ:

1, е~а, е~2а, е~3%......................................... (5)

Определеше функцш f  (() такъ, чтобы она принимала для зна- 
чешй t, данныхъ рядомъ (2), значешя (5) — есть задача интерноли- 
ровашя (§ 58); ея простейшее решеше

аш
f(t) =  Г  * ............................. (6)

Положивъ еще для упрощешя:

v

получаемъ уравнеше движешя въ такомъ вид^:

х =  е Xt (A cos (tot -ь  В  sin (tot)......................... (8)

Д в и ж ете , происходящ ее по этому закону, н азы вается
затухаю щ им ъ гарм оническим ъ колебательны м ъ движ еш емъ.

*

Чтобы разсмотр^ть, к а т я  силы вызываютъ такое движете, про- 
дифференцируемъ (по правилу дифференцировашя произведешя, при
веденному въ § 18). Мы получаемъ:

dx
dt (— А со sin (tot В<£> cos (tot) Xe~~lt (A cos (tot -4- В  sin (tot)

и если соединимъ члены, заключаю шде синусъ, и члены, заключаю
щее косинусъ, то:

dx
dt е к {(— -4- B(to) COS (tot -f- (— A(to — BX) s in  o>£} . . (9)

Вторичное дифференцироваше даетъ:
d2x
dt2 e U {— (— ■+* -B110) <*> sin (tot (— A(to — BX) (to cos o>£}

— Xer~xt {(— AX -t- В cos (tot -+- (— A(to — BX) sin <*)£},
r
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или

A ±  =  e~xt {[4 (X2—о)2) — 2J?Xo>] coso>t-h[2AX(o-i-B (X2—со2)] sin Ш]. (10)
&Т

Мы видимъ, что здесь нНтъ простой зависимости между ускоре- 
шемъ и удалешемъ точки отъ положешя равновейя; но можно ука
зать такую зависимость между этими двумя величинами и скоростью; 
а именно, можно такъ подобрать значешя и чтобы равенство:

* £ - - * 1 - * ' ..............................( ш
было удовлетворено тождественно, т. е. для любого момента времени; 
для этого нужно, чтобы было:

т [А (X2 — со2) — 2ВХо>] =  L (Лк — Вш) — В,А ) 
т [2у1Хсо В  (X2 — со2)] =  L  (4а> -+- ВХ) — В В  /

Замечательно, что эти равенства удовлетворяются значеншми 
т, L, В, не зависящими отъ начальнаго состояшя, а именно:

1
L  =  2тХ, В  =  т(X2 -+- со2) ...(13)

Такимъ образомъ, мы пришли къ следующему результату: Точка 
соверш аетъ  затухаю щ ее гармоническое колебаш е, если на 
нее кроме силы, пропорщ ональной р а з с т о я н т  точки отъ 
полож еш я равн овеш я, д ей ств у етъ  сила, пропорщ ональная 
скорости и н ап р авл ен н ая  въ обратную сторону, т. е. сила, 
вы зы ваю щ ая зату х аш е  колебаш й.

Величины силы упругости и затухашя определяются изъ урав-
2тснешй (13) по продолжительности перюда колебашя -В. и логариеми- 

ческому декременту, равному, какъ видно изъ равенства (7), .
Если мы, наоборотъ, зададимся вопросомъ, всегда ли получаются 

движешя описаннаго рода при действш некоторой силы упругости 
и затухашя, то на этотъ вопросъ следуетъ ответить отрицательно, 
потому что, если по даннымъ значешямъ и хотимъ определить 
изъ уравнений (13) продолжительность одного колебашя и логариеми- 
ческгй декрементъ, то не всегда получается вещественное значеше 
для (о, а только тогда, когда

4 В т  —  >  0 ......{14)
Следовательно, затухающее гармоническое колебаше получается 

только тогда, когда сила, вызывающая затухаше, не слишкомъ ве
лика по сравненпо съ силой упругости; въ противномъ случае урав- 
неше (11) удовлетворяется

х Ae~x,i Ве~х*1, (15)
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2т ]/L- — 4 Вт), . (16)

а числа Л ж В  произвольны. При такомъ сильномъ затуханш точка 
неограниченно приближается къ положенно равновйс1я послй того, 
какъ она по большей мйрй одинъ разъ прошла черезъ положеше 
равновйшя.

§• 80. Вынужденныя колебашя.
Мы еще разсмотримъ случай, когда на точку кромй силы упру

гости и затухашя дййствуетъ еще внешняя сила, не ’зависящая отъ 
положешя точки, а только отъ времени. Общее рйшеше этой задачи 
не можетъ быть дано въ предйлахъ тйхъ средствъ, которыми мы 
располагаемъ, но одинъ случай, а именно тотъ, когда внешняя сила 
есть гармоническая функщя времени, — легко разобрать. Въ этомъ 
случай движете происходитъ по закону:

Вх  -ь  Е  .

Этому уравненш можно удовлетворить, полагая, что х есть функщя 
времени, имйющая тотъ же перюдъ, какъ внйшняя сила; но при 
этомъ нельзя принимать, что точка проходить черезъ положеше 
равновйшя въ тотъ самый моментъ, когда внйшняя сила равна нулю; 
при такомъ допущенш нельзя было бы удовлетворить уравненш; 
поэтому надо принять, что между внйшней силой и движешемъ 
точки существуетъ некоторая разность фазъ. Мы положимъ:

х  =  A  cos a t -+- В  sin оЯ ................................. (2)

Для того, чтобы уравнеше (1) было удовлетворено, нужно, чтобы 
было:

— Ат а2 cos a t — Втоу sin at = Ею sin — В  cos —
— А  В  cos a t — В  В  sin и- sin ..(3)

и действительно, уравнеше (3) удовлетворяется для всякаго момента, 
если коэффшценты при sin a t и cos по обй стороны равны, т. е. 
если А  ж В  служатъ рйшешями уравненШ:

Ат а2
Вт а2

В  L a  — А В  
A  L a  — В  В  -+- Е  [

В та
La

L a
В т а2.

Посредствомъ умножешя на множители, приписанные съ правой 
стороны, и сложешя получаемъ:

A  {(j? — та2)2 
В  {(В —

L2a 2}
L 2a 2}

Е  L a
JJ {(.К — m a y  -+- L*a2) =  — mo>2) J '

Если подставить въ равенство (2) значешя для А  ж В, получ

. - . (4)
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ныя отсюда, то получаемъ:

х Е L<s> cos u>t ч- (R  — жю2) sin (Dt 
(R — mo)2)2 -b  i 2a)2 ““ • (5)

Это выражеше можно переписать въ виде:

х Е
Я, sin (Ы — ф ),

для этого нужно только положить:
COS ф

Г вГ
В шоу sm ф

(Я •— ши2)2 и- Z,2o>2 ’ jBj
i« )

(i? --- ОТО)2)2 i 2(l)2 • (7)

Если разделить эти равенства почленно другъ на друга, то по
лучается:

Ф -  arc tg Z<D
Я то> (8)

По возвышенш равенства (7) въ квадратъ и сложенш имеемъ:

В 1= У (Я  —  то>2)2 -+- I V ............................. (9)
Равенство (8) даетъ разность фазъ между внешней силой и по

лучающимся перюдическимъ колебан1емъ; равенство (9) даетъ отно- 
шеше наибольшаго численнаго значешя внешней силы къ наиболь
шему численному значенда удалешя точки отъ положешя равнове- 
cia. Итакъ, мы заключаемъ следующее: точка, н ах о д ящ аяся  подъ 
д,£й ств 1емъ силы  упругости, пропорциональной отклоненпо 
точки, силы зату х аш я  пропорциональной скорости, и вн еш 
ней силы, представляю щ ей гармоническую  ф у н к ц ш  вре
мени, можетъ соверш ать просты я гар м о н и ч еск и  колебаш я;

I

притомъ пер1одъ этихъ к о л е б а т й  равенъ  пер1оду изме- 
н еш я  вн еш н ей  силы, ф аза ихъ отстаетъ  отъ фазы  вн еш 
ней силы  на величину, даваемую  вы раж еш ем ъ (8), и ампли
туда ихъ  п олучается  изъ  ам плитуды  вн еш н ей  силы  по- 
средством ъ д е л е ш я  на вы раж еш е (9).

Реш ете задачи, полученное нами, не есть общее решете: точка 
не всегда будетъ двигаться по приведенному закону, а только тогда, 
когда существуетъ определенная зависимость между ея начальнымъ 
положешемъ и ея начальной скоростью. Мы упомянемъ только, не 
приводя доказательства, что движете, возникающее при другихъ 
услов1яхъ, съ возрастатемъ времени все более и более прибли
жается по характеру къ описанному и притомъ темь скорее, чемъ
быстрее происходить затухате.

♦ ___ \

Три случая заслуживаютъ особаго внцмашя:
1) Если L  —  0, то затухашемъ можно пренебречь; тогда раз

ность фазъ равна 0, и выражеше (9), на которое приходится делить,
Г. Буркгардтъ.—Дифференц. п ннтегр. исчислетя. 15
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приводится къ виду:
В, =  В  — пт

т. е. амплитуда вынужденныхъ колебашй делается тймъ больше, 
чймъ ближе перюдъ изменешя внешней силы къ перюду свобод- 
ныхъ колебашй, который определяется согласно § 78. Если перюдъ 
вынужденныхъ колебашй, то В [ — 0, а ср делается неопределен- 
нымъ; решете, которое мы нашли, неприменимо къ этому случаю. 
Подробное изследовате показываетъ, что въ этомъ случае ампли
туда колебашй точки растетъ сверхъ всякаго предела.

2) Если першды вынужденныхъ и свободныхъ колебашй равны 
между собой, а затух аше не равно нулю, то <р делается равнымъ О, 
а В г делается равнымъ Laо, т. е. наибольшее действ1е наступаетъ 
какъ разъ тогда, когда внешняя сила равна нулю.

3) Если массою ж можно пренебречь, то получается:

значить, въ этомъ случае тангенсъ разности фазъ пропорщоналенъ 
числу колебашй внешней силы.

Выкладки последнихъ двухъ параграфовъ находятъ применеше 
не только къ движенш точки, подверженной действда некоторой 
силы упругости, но и ко многимъ явлешямъ, которыя можно раз- 
сматривать какъ колебашя около точки равновешя. Въ особенности 
формулы (10) служатъ оеновашемъ теорш переменныхъ токовъ.

Впрочемъ, въ заключеше следуетъ обратить внимаше еще на 
одно обстоятельство, которое въ предшествующихъ изследовашяхъ 
было преднамеренно опущено. Сила, действующая на движущуюся 
точку, исходить отъ другихъ телъ; но движущаяся точка оказываетъ
противодейств1е на эти тела, и вследств1е этого силы, оказываемый 
ими, не будуть вполне независимы Ьтъ движешя точки, какъ мы 
это принимали. При более подробномъ изследованш следовало бы 
принимать во внимаше и это вл1яше, но практически оно часто 
столь мало, что имъ можно пренебречь.

L ao
(10)

B t =  V &  Н- TJiO2;



<

Д 0 П 0 Л Н Е Н 1 Е .
Интерполироваше при помощи показательной

функщи.
Если желаютъ представить наблюденный значенш некоторой ве

личины х, зависящей отъ t,въ виде-.

х  -  А е~ и ч-
где не только А  и В,но и X и ц. неизвестным, то для определешя 
ихъ нужно произвести по крайней мере четыре наблюдешя вели
чины х. Мы остановимся только на случае равноудаленныхъ наблю- 
дешй, т. е. будемъ считать, что разности всякихъ двухъ ближай- 
шихъ значенШ t равны между собой; обозначимъ разности t между 
каждыми двумя наблюдешями черезъ 8 и пусть начало счета t сов- 
падаетъ съ первымъ наблюдешемъ, тогда получаемъ значешя для t:

и значешя для х:
О, о, 23, 335

Следовательно требуется решить четыре уравнешя

хк =  А е~ ш  Ве~^кЬ ................................... (2)
относительно четырехъ неизв'бстныхъ. Если положимъ для <еокра-

.........................(3)щенш: -Хо и e-Y-o v5 v

то эти уравнешя переписываются въ виде:
\

х0 == А  чн В
хх -= Аи  чh Bv
щ -= А и2 —I- B v 2
Хъ —= Аи3 чv- B v3

(О

Для р е ш е тя  этихъ уравнешй составимъ следующая выраженья:

а =  х 0х 2 — хД Ъ — х0х3 — х гх 2, с —  х гх 3 — х 2 . . .  (5)

Подставляя вместо х-оъъ значешя, даваемыя равенствами (4), и 
собирая члены съ одинаковыми степенями А  и В , убеждаемся, что 
члены, содержащее А 2 и В 2, сокращаются, и получаемъ:

а =  А В  (и2 ч - v2 — 2 uv) =  А В  ( — г;)3 
Ь — А В  (и3 ч- v3 — u2v — uv2) =  А В  (и — v)3 (и 
с - - А В  (u3v ч- uv3 — 2u2v2) — А В  (и — v)2 uv
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Посредством^ долевая имеемъ:
Ъ с

и  - + -  V =  — , UV —  — . ., а а
и следовательноГ

]/Ь2 — 4 1
v 2 а { ъ - \ / ъ 4 ас . (8)

Когда такимъ образомъ найдены и и тЬмъ самымъ опреде
лены X и р., то А  и В  можно найти по способамъ, указаннымъ въ
главе седьмой.

Если а =  Ъ =  с — 0 , то следуетъ заключить, что наблюдешя
можно представить одночленной формулой:

если же Ъ2 — 4ас =  0, но а,Ъ, с въ отдельности не равны нулю, то
наблюдешй нельзя представить формулой вида (1), а следуетъ изо
бразить формулой:

ж =  (А -+- ВО ; ................................. (10)

Совершенно аналогичнымъ образомъ можно поступить, если тре
буется представить наблюдешя формулой вида:

х — е~и (A cos Ы -+ В  sin Ш ) ............................. (11)
. \

(Ср. § 79). Вместо уравнешй (4) получаются теперь уравнешя:
Х0 —= А
% =-  e~~u (A cos coo -ь В  sin о>8)
X2 —_ £-2X5 (Д cos 2о)о -1- В  sin 2о)§)
Х3 —= (A cos Зо)о нь В  sin Зо>о).

Посредствомъ простыхъ цреобразовашй получаемъ:
а == —  ( Л 2 - \- Б 2) и2 sin2 о>о
ъ  == ~  (А 2 н1- Б 2) иг sin о)о sin 2о)о

1

С —= (А 2 нн Б 2) иА sin2 о)о
и следовательно:

Ь_  ̂ с — =  2и cos too, — =  и . а а
Последшя равенства определяютъ X и со. Правда, одному значе- 

нш  cos0)8 соответствуем безчисленное множество значешй о); но 
только съ помощью пятаго ^наблюдешя, отделеннаго отъ первыхъ 
числомъ некратнымъ о, можно решить, которое изъ этихъ значешй 
о) надо взять.

'e g '
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— обратныхъ функцш 59.
— степени съ любымъ показателемъ 61.
— корня 61.
— функцш отъ функцш 64.
— неявныхъ функцш 192.
— функцш синусъ 202.
— остальныхъ тригонометрическпхъ 

функцш 204.
— круговыхъ функцш 210. 

Дифференцировать 43. 
Дифференцируемый 181.
Дифференщалъ 181.

— частный 189.
— полный 191.

Дифференщальное исчислеше 8. 
Допущеше, двойное ложное 130. 
Дуговая мера 200.
ДМствхя надъ малыми величинами 126.

— надъ безконечно - малыми величи
нами 178.

Зависимая переменная 10, 40. 
Зависимость функцюнальная 80.
Законъ падешя 69.

— действ1я массъ 99.
— Бойля и Гэ-Люссака 188.

Затухаше 223.
Затухаюпця колебашя 221.
Значешя соответственным 9.

— отрицательным координатъ 26.
— интерполировашя 164.
— главное 208.

Изменяемость величинъ 2.
Измереше угловъ 199.
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Изгибъ, точка 149.
Изображеше графическое 174.
Инверая сахарная 98.
Интегралъ 70.

— неопределенный 70.
— определенный 74.

Интегральное исчислеше 8.
-------, формулы приведешя 72.

Интегрироваше, постоянная 69.
—, задачи 70.
—, по частямъ 73.
— посредствомъ подстановки 73.
— щ£лыхъ рацюнальныхъ функцш 74.
— тригонометрическихъ функц1й 205.
— дробныхъ рацюнальныхъ функцш 

87, 212.
Интерполироваше 154.
— посредствомъ целой рацюнальной 

функцш 154.
—, его значеше 164.
— посредствомъ исчислешя разностей 

165.
— на основанш большого числа наблю- 

дешй 173.
— по методу Коши 174.
— тригонометрическое 214.
— при помощи показательной функцш

227.
Исчислеше интегральное 8.

— разностей, интерполироваше 165.

Касательная, проведете ея 34. 
Квадрантъ 23.
Квадраты, наименьшая сумма 174. 
Колебашя гармоническ1я 219, 220.

— маятника 219.
— перюдъ 219.
— затухаюшдя 221.
— вынужденный 224.

Координаты 24.
—, отрицательный значешя 26.

Корень, дифференцироваше 61.
Корни'кратные 92.
Косинусъ 198.

!Ш
Коэффищенты 46.

— упругости 220, 221. 
Кратные корни 92.
Кривая, уравнеше 25.

— вогнутая 111.
— выпуклая i l l .

Круговыя функцш 207.
—, дифференцироваше 210.

Яейбницъ 9, 112.
Линейная .дробная функщя 53.

Логариемическш декрементъ 222. 
Логаривмы, вычислен!е 124.

— натуральные 79.
—, теорема сложения 81.

Маклоренъ 116, 140.
Малыя величины 126.
Массы, законы дМств1я 99.
Maxima 144.
Маятникъ, колебашя 219.
Меркаторъ 123.
Minima 144.
Многократные корни 97.
Моментъ, скорость въ данный 12.

Наименьшая сумма квадратовъ 174. 
Натуральный логариемъ 79. 
Натуральная показательная функщя 84. 
Напряженность 1.
Начало координатной системы 23. 
Независимая переменная 10, 40, 184. 
Нейль 63.
Неопределенность задачъ интегрирова- 

шя 70.
Неопределенный интегралъ 70. 
Неопределенным формы алгебраиче- 

скихъ функцш 149.
— — трансцендентныхъ функцш 152. 

Неполным химическая реакцш 106. 
Непрерывный 113, 181.
Неявным функцш 40, 192.
Ныотоиъ 9, 112, 122, 13Д.

I
Обобщенная теорема о среднемъ зна- 

чеши 140.
Обратным функцш 59.

— —, дифференцироваше 59. 
Обращеше приближенныхъ фор му л ъ

138.
Окружность, уравнеше 33. 
Определенный интегралъ 74.
-------, геометрическое значеше 74.

Ордината 24.
—. ось 23.

л

Остаточный членъ формулы Маклорена 
140.

Ось абсциссъ 23.
— ординатъ 23.
— х-овъ 23.
— у-овъ 23.

Отношеше приращенш 42. 
Отрицательным значешя координатъ 26.

Падеше телъ 11, 69.
Парабола 33.

— Апполошя 33.
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— Не иля 63.
Перемена переменной 185.
Переменным независимыя 10, 40, 184.

— завпснмыя 10, 40.
— связанным 39.
—, перемена 185.
—, функцш отъ двухъ 188.
—, функц1и отъ функцш отъ двухъ 194. 

Перюдъ колебашя 219.
Перюдичесюя явлешя 198.
Площадь, приближенное вычислеше 76. 
Подстановка, интегрироваше посред- 

ствомъ 73.
Показательная функщя 84.

— —, формула 122.
— —, интерполирование 227.

Полный дифференщалъ 191.
Полным химическая реакцш 103. 
Порядокъ целой функщи 4&
— безконечно малой 179. 

Последовательным лриближешя 133. 
Постоянная 10.

— дифференцировашя 48.
— интегрировашя 69.

Представлеше, графическое 19. 
Приближеше безграничное 16.

— последовательное 123. 
Приближенное вычислеше площади 76.

— способы решешя уравнешй 128.
— формулы делешя 136.
— — обращешя 138.

Приведете, формулы 72.
П роведете касательной 34. 
Произведете, дифференцироваше 51. 
Производным 43, 181.

— высшихъ порядковъ 109, 191.
— частным 189, 191.

Простое гармоническое колебаше 220. 
Прямая, уравнеше 32.
Прямоугольники, формула 78.

Разности перваго и второго порядка 
166, 167.

Разность, дифференцироваше 49. 
Распространеше, скорость 19. 
Рацюнальныя функцш 45.

— — целым, дифференцироваше 45.
— — дробным, дифференцироваше 46.
— — целым, интегрироваше 74.
— — дробныя, интегрироваше 87, 212. 
 целым, интерполироваше 154.

Реакцш, скорость 19.
— химическая полным 103.
— — неполным 106.

Ролль 112.
Решеше уравнешй, приближенные спо

собы 128.

Сахарная инверс!я 98.
. Связанным переменным 39.

Синусъ 198.
—, дифференцироваше 202.

Скорость 9.
— средняя 12.
— въ данный моментъ 12.
— угловая 18.
— распространешя 19.
— реакцш 19.

Со ответов енным значешя 9.
Способы приближеннаго решешя урав

нешй 128, 133.
Среднее^ значеше, теорема 113.
— —, обобщенная теорема 140. 

Степень целой функцш 46.
— съ целымъ положительнымъ пока- 

зателемъ, дифференцироваше 46.
— съ целымъ отрицательнымъ пока- 

зателемъ, дифференцироваше 57.
— съ любымъ показателемъ, диффе

ренцироваше 61.
Сумма, дифференцироваше 49. 
Суммироваше, формула 69.

Тайлоръ 121.
Теорема сложешя логариемическимъ 

функцш 81.
— о .среднемъ значенш 113.
— обобщенная о среднемъ значенш 

140.
Теплоемкость 197.
— при постоянномъ давленш 197.
— при постоянномъ объеме 197.

Точка изгиба 149.
Точность абсолютная 15. 
Трансцендентным функцш 152.
Трапецш, формула 78.

1 Тригонометрическая функщи 198.
— —, дифференцироваше 202, 204.
— —, интегрироваше 205.
— —, некоторым теоремы 213. 

Тригонометрическое интерполирова-
ше 214.

Угловая скорость 18.
Углы, измереше 199.
Упругость, коэффищентъ 220, 221. 
Уравнеше кривой 25.

— прямой 32.
— окружности 33.
— параболы 33.
—, приближенные способы решешя 

128, 133.
Ускореше 112.
Услов1я вспомогательным 70.
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Фаза 219.
Формула суммирования G9.

•— подстановки, интегрироваше 73.
— прямоугольниковъ 78.
— трапецш 78.
— Маклорена 11G.
— Таило ра 121.
— бинома Ньютона 122.
— для показательной функцш 122.
— Меркатора 123.
— д!>лешя, приближенная 13G.
— Маклорена, остаточный членъ 110. 

Формы неопределенным алгебраиче-
скнхъ функцш 149.

— — трансцен дентныхъ функцш 152. 
Функцш 10.

— явныя 40.
— неявныя 40.
— рацюнальныя 45.
— рацюнальныя целым 45.
— рацюнальныя дробныя 45.
—, степень или порядокъ 4G.
— линейныя дробныя 53.
— обратный, дифференцироваше 59. 
—, дифференцироваше функцш отъ G4.
— алгебраичесюм GG.
—, интегрироваше ц^лыхъ ращональ- 

ныхъ ф. 74.
— логаривмичесюя, теорема сложе- 

н!м 81.
— натуральная показательная 84.
—, интегрироваше дробныхъ ращо- 

нальныхъ ф. 87, 211.
— производная 109.

— алгебраичесюя, неопределенным 
формы 149.

— трансцендентным, неопределенным 
формы 152.

— пнтерполироваше при помощи цФ- 
лыхъ ращональныхъ ф. 154.

— непрерывная 113, 181.
— двухъ переменныхъ 188.
— — —, производным высшихъ по

ря дковъ 191.
— отъ функцш двухъ переменныхъ 194.
— тригонометричесюм 198. .
—, дифференцироваше тригонометрп- 

ческихъ ф. 202, 204.
—, интегрироваше трпгонометрнче- 

скихъ ф. 205.
— круговым 207.
— — ' дифференцироваше 210.
—, некоторым теоремы о тригономе- 

трическихъ ф. 213.
Функцюнальная зависимость 80.

Химичесшя реакц1я полным 103.
-------неполным 106.

Целая рацюнальная функщя 45.

Частное, дифференцироваше 52.
Частный дифференщалъ 189.
Членъ, остаточный формулы Маклорена 

140.

Экстраполироваше 165.
Явлешя перюдичесюя 198.
Явная функц1я 40.
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Невсшй проспекшъ, 14,

Начала статики* Лекцш, читанпыя слушагельницамъ жеяско-стррительныхь 
куреовъ проф. А. Н. Митипскимъ. Съ 85 рис. 1906, ц̂  90 к.

Термодинамика съ  приложенвями къ  газамъ, парамъ и тепло* 
вы мъ машииамъа Сост. А, Погодит, 2-ое дополненя. издаше. Съ 65 ряс. 1905, 
ц. 3 р. въ перепл. 3 р. 50 к.

Кокструировате и расчеты* Hoco6ie при пракгическихь работахъ кон- 
структоровъ и обучающихся инж. Г, Гедера. Перев. съ 2-го н^мецк. изд. инж.-мех. 
Л. Я. Бершадскаго. Съ 970 фиг. и 9 табл. черт. 1904,, щ. 5 р., въ перепл. 5 р, 80 к.

Книга эта является въ виде краткаго учебника или пособ1я; она можетъ слу
жить одновременно мояодымъ техникамъ руководствомъ въ школе при проектиро
вании и пособ1емъ и советникомь, сберегающимъ время, для старыхъ техниковъ на 
поприще йхъ практической деятельности.

Такъ какъ книга эта съ другой стороны имеетъ своею целью не только сообщать 
знашя, но сообщать уменье учиться, то она даетъ возможность и лицамъ, не полу- 
чившимь спещальнаго техническаго образовашя, дополнить свои познан1я и на
учить ихъ въ то же время относиться сознательно къ выполняемымъ ими работамъ.

Лишь тотъ техникъ, который пользуется опытомъ другихъ и который въ то же 
время не пренебрегаешь и коммерческой стороною дела, быстро достигаетъ успе- 
ховъ и сокращаешь неизбежный для каждаго начинающего «перк)дъ разочаровашя».

Парораспред'йлеше. Справ, книга при проектироваши и практическое по- 
,co6ie при изученш парораспредЬленш вентильнаго, золотниковаго, реверсирнаго и 
Кор лиса инж. Г, Гедера. Перев. съ, 6 нем. изд. и дополн. инж.-тех. Л. Я. Бершад- 
ск!й. Тексть и отд. атл. съ 42 листами черт. 1903, ц. 3 р. 20 к.

Э тотъ трудъ имеешь главною целью проектироваше, то-ёсть, здесь предпола
гаются уже известными те теорет. обоснован1я и кинемат. ycnosia, которымъ дол- 
женъ удовлетворять предложенный къ проектированию типъ машины. Въ этомъ и  
заключается отлич1е книги Гедера отъ другихъ куреовъ механики, въ которыхъ 
рассматриваются уже существукшця системы парораспределешя. Книга издана- 
прекрасно и изложеше не оставляетъ желать ничего лучшаго въ смысле ясности 
и полности разработки предмета. Какъ справочная книга она положительно незаме
нима при всякомъ проектироваши машинъ. «Московск1я Ведомости» 1908, № 38.

Паровыя машины* Справочная книга при проектироваши и практическое 
noco6ie при расчетахъ паровыхъ машинъ и деталей ихъ, инж. I 7. Гедера, Перев. съ 
7 нем. изд. ц допоянилъ инж.-мех. Ж. Я. Бершадскт. Текстъ съ атласомъ въ 70 лист, 
чертеж. 1904,‘ Ц. 6 р., въ перепл. 7 р. 60 к.

Н, Haeder указываешь въ предисловш къ 6 нем. изд.^что цель этой книги— 
сплавить по возможности теорЬо съ практикой до того предела, пока получаемые 
результаты для. непосредственнаго практическаго пользовашя дадутъ значетя, 
наиболее отвечающая теоретическимъ требовашямъ. Темь самымъ, что. на рус- 
скомъ языке появился перев. съ 4 нем. и 2 перевода съ 6 нем. изд. ясно ука
зывается, что и у  насъ имеется много сторонниковъ ч^ели, которую ставилЬ себе 
авторъ, что и у  насъ MHorie довольствуются достаточно близкими къ теорш резуль
татами, получаемыми при наименьшей затрате времени и труда. А этой цели книга 
достигаетъ вполне, она является весьма подходящей справочной книгой при расче
тахъ и практическ. пособ1ёмъ при исполненш тонкостей проектировашя паровыхъ 
машинъ и ихъ деталей. v ч

Справочная книга по маш йностроетю  для инженеровъ, техниковъ "и 
студентовъ выспгихъ техяич. учебн. заведенш, проф. Фр. Фрейташ. Разрешенный 
переводъ съ нем. подъ редакгцей и еъ примеч. проф. Н . А. Быкова. Съ 167 фиг. и 
6 табл. 1907, ц. въ пер. 5 р. ч - \

Отделы справочника, трактуюгще о машинахъ и ихъ деталяхъ, заключаготъ все 
новости последняго времени, каковы напр. паровыя турбины, центробежный помпы 
высокаго давлешя, авто двигатели и проч. Заслуживаютъ внимашя и многочислен
ные примеры на применеше формулъ и пр1емовъ конструирования, а также и по
дробное описаше и строительные чертежи нОвейшихъ механизмовъ и устройствъ* 
кроме того книга богата библщграфическими указашями. Подстрочный примечашя 
редактора русскаго перевода, переработавшаго кореннымъ образомъ одинъ изъ 
отдЪловъ книги, содержать помимо доправокъ и измененш неудачныхъ м'Ьстъ не- 
мрцк. текста еще и много весьма ценныхъ дополнешй. «Прав; Вестникъ» 1906. № 83;

Двигатели малой силы для промышленности и сельскаго хозяйства (паро
вые^ газовые, керосиновые, водяные и ветряные двигатели), Нракт. руков. для вла- 
дельцевъ двигателей. Сост. Инженеръ Механ. Д, Головъ. 2-ое п е р е  раб.осанн. и д о -  , 
дрлн.  и з д а н ! ё .  Съ 104 ряс. 1904, ц. 2 р., въ перепл. 2 р. 50 к.

* • <


