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Г Л А В А  I:

ОпредЪлен1е детерминанта.

1. О п р е д е л и т е л и  2-го п о р я д к а .  Для разъяснен!я по
нятия о детерминанте разсмотримъ задачу исключен!я неизв’Ьстныхъ 
изъ линейной системы, притомъ для начала возьмемъ ее въ наи- 
просг'Ьйшей форме.

Пусть у насъ имеются два однородныхъ уравнен Гой сте 
пени сь 2 неизвестными:

a zс
ЪгУ = О
h y = 0 .

Эти уравнешя удовлетворятся значешями:
х = 0 , у  = 0,

они им'Ьютъ иное решен! е, отличное отъ нуля для каждаго изъ 
неизвестныхъ, если между коэффшцентами этихъ уравненш суще- 
ствуетъ некоторое соотношеше.

Въ самомъ деле, определяя изъ каждаго уравнешя отношенie 
неизвестныхъ и сравнивая ихъ, мы получимъ:

(Х± CL2 ИЛИ a j ) z — афх = 0 .

Вотъ это последнее выражеше
*»

ахб2 — афх, (2 )
*

равенство нулю котораго даетъ yaioeie совместности уравнен!й ( 1)) 
и называется определителемъ или детермйнантомъ 2-го порядка 
обозначается онъ такт:

«1 h  
й2 5а

Количества alt Ъг , оа. Ьа называются элементами определи- 
еля, они располагаются въ квадратной таблице, причемъ гори
зонтальные ряды называютъ строками, вертикальные—столбцами; 
Каждое изъ произведенШ въ выоажеши (2) называютъ членомъ опре
делителя, первый изъ нихъ афг— главнымъ членомъ.
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Отметимъ простейипя свойства нашего выражен in (2).
I. Определитель есть однородная линейная функщя относи* 

тельно элементовъ одного ряда (строки или столбца); поэтому, если 
мы все элементы одного ряда умножимъ на какое-нибудь число 
весь определитель умножится на это число,—напримеръ:

Такимъ образомъ обийй множитель у элементовъ одного ряда мы 
можсмъ выносить за знакь определителя-

II. Определитель изменить свой знакь, если переставить вь 
немъ два ряда.

h ах
=  Ъха2 -а2 -  Ъ2аъ — --  (а1&2 ~-  а2Ъх) или

а2 hi. •

ал Ъх
=  а2Ъх - 1 £ С54 to II — (cti5a - “ ( )

Две перестановки не меняютъ значешя определителя:

h
а2
Й1 Ъ2аг — Ъга2

ах Ъх
\а2 Ъ2

III. Определитель не мгЬняетъ своего значешя, если къ эле- 
ментамъ одного ряда прибавить соответственно величины, пропор- 
щональныя элементамъ другого ряда.

йх —}- kbxt Ъх
Ъ2 = ^ 1 ~I-   ̂̂  i ) 2̂ {а2 —}— 1сЪ2) Ъх =  ЛхЪ>2, — а2Ъх*

2 : О п р е д е л и т е л и  3-г о п о р я д к а .  Возьмемъ теперь три 
одноредныхъ линейныхъ уравнешя

GxX--Ъ х у-b c iz - - 0 •
о 2х - -Ъ 2у - -  e2z == 0 (4>
а*Х- - Ъ3у - -  с3г  - и

Умножимъ первое изъ нихъ на Ъ2с3— Ъ3с2, второе на Ъ3Сх—ЪхС3 н 
третье на Ъхс2— Ъ2Сх,затемъ все1 три уравнешя сложимь; коэф-
фищентъ при первомъ неизвестномъ х въ этой сумме будетъ сле
дующее выражение, которое мы обозначимъ черезъ А:

ах (Ъ2с3 Ъ3с 2) -{- а2 (Ъ3Сх — ЪхС3) -j- а3 (Ъх̂ я — Ъ2Сх) =  А. (5^
Что касается коэффищентовъ при другихъ неизвестны хъ у  и г, то 
они будутъ тождественно равняться нулю:

Ъх (Ъ2с3-— Ъ3с2) — Ъъ(1)3Сх— Ъ-j- — Ъ2Сх) =  0
c i  {Ъ2с3 —— Ъ3с 2) — С2 (Ъ3Сх Ъз) -}- с3 — Ъ2Сх) =  0

Результатъ сложешя уравнешй (4) после всего сказаннаго предста
вится въ следующемъ виде:

А . х — 0 .
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Такимъ образомъ, если система (4) допускаетъ решен: я, оглич- 
ныя отъ нуля, коэффищенты данныхъ уравненш должны удовлетво
рять условию А =  0 или

016363 —0163С2 —J— О263С1 —0261С3 -j- О361С2 —036261—}—О
Л евая часть этого услов1я, т.-е. выражеше (5), составленное изъ 
девяти коэффищентовъ уравнешй (4), называется опред'Ьлителемъ 
3-го порядка. Эготъ определитель обозначается такъ же, какъ и 
определитель 2-го порядка: элементы располагаются въ квадратной 
таблице, заключенной ме^ду вертикальными чертами:

ai
02 62 с 2
03 63 63

Определитель 3-го порядка имеетъ те же три свойства, которыя 
были указаны для определителя 2 -го порядка.

Прежде всего выражеше (5) относительно элементовъ любого 
ряда (строки или столбца) будетъ также линейнымъ однороднымъ; 
отсюда опять вытекаетъ возможность общаго множителя у элемен
товъ одного ряда выносить множителемъ за знакъ определителя,
напримерт;

Ibi Cl «1 Ik Ci ax 61 Cl
ка 2 lkb2 kc2 =  k. «2 lb 2 c2 =  k. к c2
«3 1 } 3 c3 «3 3 C3 • «3 h c3

Не трудно проверить далее, что перестановка двухъ рядовъ 
меняетъ знакъ определителя. Что касается третьяго, указаннаго 
выше свойства, то его можно обнаружить следующимъ образомъ. 
Обозначимъ выражешя, стояния въ равенстве (5) въ скобкахъ 
соответственно черезъ Аг, Л2, А 3, тогда равенства (5) и (6) пере
пишутся такъ:

d\A\ j a2A% -jг Яз̂ -з -= А (5 )
b±Ai —|— b 2A2 СО HU СО II= 0 -

cxAx -j- C2A2 —] 03-4з —= 0 (Ь')
Левыя части двухъ последнихъ равенствъ получаются изъ левой 
части перваго, если мы въ ней вместо элементовъ перваго столбца 
«1, а г. «з поставимъ элементы 2-го или 3-го столбца: или
■Ci, с2, с3; при такой замене элементы двухъ столбцовъ определи
теля окажутся соответственно равными, а самый определитель, 
какъ показыРаютъ равенства (6'), тождественно равнымъ нулю. 
Итакъ определитель, въ которомъ имеется два одинаковыхъ ряда, 
тождественно равенъ нулю. После сказаннаго не трудно обосновать 
свойство III; умножимъ первое изъ равенствъ (6') на какое-нибудь 
число к, а второе на / и результаты сложимъ почленно съ равен- 
ствомъ (5').‘

(fli -J— kbi-j— /ci) Ai -j— (flg -j— kb2 —}- l c2) A2 -{- (х’ з -{- -j— Ic3) A$ =  A.
Л евая часть этого равенства есть, очевидно, нашъ начальный опре
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делитель, въ которомъ только вместо элементовъ перваго столбца 
стоять суммы, заключенный въ скобки, и это выражеше тожде
ственно равно Д, т.-е. начальному определителю. Итакъ, опреде
литель не изменяетъ своего значешя, если къ элементамъ перваго 
столбца прибавить соответственно величины, пропорцшнальныя эле
ментамъ другихъ столбцовъ. Или при гашемъ обозначенш:

«1 \ - l c W - Н * 1 . Ьг Сх «1 Ъг Cl
« г Н Ь  ^ 2  Иh  ^ 2» Ъз С2 = Я2 Ьз Сз
Яз " f “ fcb8 - ] Ьз Сз а г Ь% Сз

Сказаннаго достаточно для первоначальнаго ознакомлен!я сь 
теми выражешями, сь которыми мы далее постоянно будемъ иметь 
дело. Все обнаруженный здесь нами свойства определителей 2-го 
и 3-го порядка, равно какъ и рядъ другихъ, остаются справедли
выми и для определителей общихъ; чтобы избежать повторенШ въ 
дальнейшему не будемъ входить въ бблышя подробности.

Для разложешя определителя (7) 3-го порядка (и только 3-го!) 
существуетъ следующее простое правило Sarrus’a: перепишемъ подъ  ̂
определителемъ (7) две первыя строки:

и возьмемъ три произведешя по д!агонали и по параллелямъ къ 
ней слева направо со знакомь плюсу затемъ три произведешя по 
д1агонали справа налево и по параллелямъ, каждое изъ послед- 
нихъ произведенш со знакомь минусу тогда алгебраическая сумма 
этихъ шести произведен!й

Oib2C3 +  4 - азЪгСг — a3b2Ci — Oib3c2 — а^Ь^з
и будетъ определитель, т.-е. наше выражен!е (5).

До сихъ поръ подъ определителемъ мы подразумевали такое 
выражеше, составленное изъ коэффищентоЕЪ данной линейной одно
родной системы уравненш, равенство нулю котораго являлось усло- 
В1‘емъ совместности этой системы. Однако эти выражешя встре
чаются въ целомъ ряде и другихъ вопросовъ, отсюда возникаетъ 
необходимость определить ихъ самостоятельно, независимо отъ 
указанной нами задачи исключешя, а затемъ, конечно, подробно 
изучить ихъ свойства.

Вглядываясь внимательно въ выражеше (5), мы можемъ легко 
описать его составь. Не трудно заметить, что последовательности 
номеровъ въ каждомъ члене^ определителя (123), (132), (231), (312), 
(321) представляютъ изъ себя всевозможныя размещен! я изъ трехъУ
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элементовъ: 1, 2, 3. Каждая последовательность можетъ быть по
лучена изъ главной (начальной): (123) одной или нисколькими 
перестановками пары элементовъ. Такъ вторая последовательность 
(132) получается изъ начальной (123) одной перестановкой пары (23); 
хретья—(231) получается двумя перестановками; (213), (231); послед
няя (321)—одной перестановкой пары (31).

Не трудно далее подметить, что знаки отдельныхъ членовъ 
определителя (5) находятся въ соответствш какъ разъ съ числомъ 
указанныхъ перестановокъ: если данное произведете получается 
изъ главнаго aibzcs путемъ четна го числа перестановокъ индексовъ 
(значковъ), то оно входить въ определитесь со знакомь плюсъ, 
если нечетнагс—со знакомь минусъ. Вотъ то основаше, на которомъ 
mi построимъ общее определение детерминанта любого порядка, 
независимо отъ частной задачи исключешя, указанной выше.

3. Т и п ы  р а з м е щ е н ^ .  Если изъ номеровъ 1, 2, 3, 
4 . . . п мы составимъ всевозможный размещен in, то число ихъ, 
какъ известно, будетъ равно

1 . 2  . 3 . 4 .  . . п  или п!

. Перестановку двухъ элементовъ въ какой-либо последовательности 
будемъ называть транспозищей. Очевидно, что каждое размещеше 
номеровъ можетъ быть получено изъ начальнаго (1234 . . ) (или 
наоборотъ) некоторымъ числомъ транспозицш, т.-е. рядомъ neper 
становокъ паръ номеровъ. Напримеръ: размещеше (53412) перехо
дить въ начальное после четырехъ транспозицШ:

(53412), (13452), (12453), (12354), (12345), 
здесь мы последовательно переставляли следуюцця пары:

(51), (32), (43), (54).
Будемъ называть размещеше—размещешемъ четнаго типа, если 
оно получается изъ начальнаго четнымъ числомъ транспозицш, и 
нечетнаго, если оно получается—нечетнымъ числомъ транспозицШ. 
Начальное размещеше. причислимъ къ четному типу. Надо заметить, 
что какое-нибудь данное размещеше можетъ бьпь получено изъ 
начальнаго различными способами, дающими разныя числа транс
позищй, но эти числа будутъ всегда одного и того же характера: 
или всегда четными, или всегда нечетными независимо отъ спосо- 
бовъ перестановокъ. Очевидно, далее, что число размещенш четнаго 
типа одинаково съ числомъ размещенШ нечетнаго типа, и, следо-

1 .вательно, каждое изъ нихъ равно -у .

4. О п р е д е л е н 1е д е т е р м и н а н т а .  Пусть теперь мы 
имеемъ п 2 количествъ, расположенныхъ въ некоторой квадратной 
таблице:
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o x h  Ci dx . . Л х ( 1)
2̂ 2̂ 2̂ ^2 • • • l-z

b3 C3 d 3 . . . .  /3

Оц bn Cfi din .
въ этой таблице имеется п  строкъ и п  столбцовъ.

Возьмемъ произведете элементовъ по д1агонали слева направо
®i b% с% (2)

и будемъ всевозможными способами переставлять индексы 1, 2, 3 . . п, 
тогда получимъ всего п ! произведен1й, составленныхъ изъ элемен
товъ нашей таблицы и подчиняющихся следующему услов1ю: въ 
каждое произведете изъ п  элементовъ входить по одному элементу 
изъ каждой^ строки и изъ каждаго столбца. Каждому изъ этихъ 
произведенШ придадимъ знакъ плюсъ, если размещенie его индек- 
совъ будетъ четнаго типа, и знакъ минусъ, если оно будетъ нечет- 
наго типа.

Алгебраическую сумму всехъ п\ произведен1й (съ со ответствую-# 
щими знаками) назовемъ определителемъ порядка п. Обозначать* 
этотъ определитель будемъ, располагая все элементы въ указанной 
выше квадратной таблице и заключая ее вертикальными чертами:

о. 1 Ъ\ Сх .
О2 2̂ 2̂ •

*

Сп •
Горизонтальные ряды элементовъ будемъ называть строками, вер
тикальные—столбцами. Каждое изъ произведены, составляющихъ 
определитель, будемъ называть его членомъ, первое же, т. е. 
«г Ь2 с3 . . 1п главнымъ членомъ. Теоретически выгоднее обозначать 
элементы одной буквой съ двумя значками, напримеръ, черезь сщ 
такъ, чтобы первый значекъ отмечалъ номеръ строки, второй номеръ 
столбца, которымъ принадлежитъ этотъ элементъ. Такимъ образомъ, 
определитель при этихъ обозначен 1яхъ напишется такъ:

о 11 Й12 0-13 .  . d i n  

a2l 2̂2 #2з • • ®2п
--  1̂1 2̂2 3̂3 • • Опп

• • & tin
Вь этомъ случае для образовашя определителя изъглавнаго члена 
надо составить все размещен in изъ первыхъ индексовъ, оставляя 
вторые на своихъ местахъ. Однако, чтобы избегнуть некоторой



9

пестроты въ индексахъ, мы иногда будемъ пользоваться первымъ 
обозначещемъ. Въ гЬхъ случаяхъ, когда не могутъ возникнуть не- 
доразумешя, мы будемъ пользоваться следующими двумя сокра
щенными обозначен 1ями: или будемъ выписывать только первую 
строку определителя:

« ! fel Ci . . li
или въ вертикальныхъ чертахъ будемъ писать две строки только 
номеровъ, въ первой—строкъ определителя, во второй—столбцовъ, 
напримеръ:

1 2  3 .
1 2  3 .

-  1, «, i-\ - • п
1 , 1с, li—j— ]. . . п

Ч

Согласно нашему определенш детерминанта нетъ надобности для 
нахождешя знака каждаго члена знать абсолютное число транспо- 
зицш, помощью котораго этотъ членъ получается изъ главнаго, 
нужно знать только характеръ этого числа, т. е. будетъ ли оно 
четнымъ или нечетнымъ. Определеше числа транспозищй для дан- 
наго размещешя все-таки довольно сложно, поэтому мы покажемъ 
другой способъ для определешя типа размещен 1я, покажемъ, какъ 
находится некоторое число того же характера, какъ и число 
транспозищй.

5. Ин в е р с i и. Пустьнамъ дано несколько вполне отличныхъ 
другъ отъ друга элементовъ (буквъ или чиселъ)' въ некоторой вполне 
определенной последовательности тзкъ, что относительно каждыхъ 
двухъ элементовъ всегда можно указать, какой изъ нихъ является 
предшествующимъ другому и какой последующимъ въ этомъ перво- 
иачальномъ заданномъ расположенш. Этотъ начальный заданный 
порядокъ элементовъ можемъ называть нормальнымъ. Простейшими 
примерами такихъ последовательностей могутъ спужить или рядъ 
чиселъ, расположенныхъ въ порядке возрасташя, или рядъ буквъ, 
расположенныхъ въ алфавитномъ порядке. Если теперь при какомъ- 
либо другомъ произвольномъ размещен in техъ же элементовъ два 
любыхъ изъ нихъ расположены относительно другъ друга иначе чёмъ 
вь нормальномъ размещенш, то будемъ говорить, что здесь имеетъ 
место нарушен1е порядка или инв е р  ci  я. При этомъ для наст, 
совершенно безразлично стоятъ ли эти элементы рядомъ или они 
отделены другъ отъ друга несколькими другими элементами. Для 
подсчета числа инверай даннаго размещешя намъ придется, такимъ 
образомъ, пересмотреть относительное расположеше въ

^2 _  п  ( — 1) С«— 2

парахъ.
Возьмемъ для примера нормальный рядъ 1,2,  3, 4; для 4 этихъ 

элементовъ возможны всего 24 перестановки, включая данную, сле
довательно, каждая изъ 23 остальныхъ будетъ содержать нарушешя 
даннаго нормальна го порядка, т. е. будетъ содержать инЕерсш.
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Такъ последовательность 3214 и меетъ три инверсш именно 
32, 31, 21; последовательность 4231 имеетъ пять инверсШ: 42, 43 
41, 21, 31.

Нетрудно видеть, что наибольшее число инверсШ получится 
въ томъ случае, если каждый элементъ будетъ представлять инверсш 
съ каждымъ изъ последующих!.. Итакъ, наибольшее число инверсш 
для последовательности изъ п  элементовъ будетъ равно числу со
четай! й изъ п  по два:

П2 _ п  ( п — 1)
1 ° н 2

Это число инверсШ встречается въ такомъ расположен^, где все 
элементы следуютъ въ порядке обратномъ нормальному, т. е. въ 
расположенш (п , п — 1, п —2, . . 2, 1).

6 . З а в и с и м о с т ь  м е ж д у  ч и с л о м ъ  и н в е р с ш  и т р а н с -  
поз  и ц 1 й. Установимъ теперь связь между числомъ транспозищй 
и числомъ инверсш для какой-либо перестановки. Докажемъ прежде 
всего, что одна транспозищя изменяетъ число инверсш на нечетное 
число.

Предположимъ, что въ некоторой последовательности мы про- 
изведемъ одну транспозицш, именно переставляемъ элементы Тс и /; 
этими элементами все остальные разбиваются на три группы. Обо- 
значимъ группу элементовъ предшествующихъ Тс черезъ А, группу 
между 1с к I черезъ В  и наконецъ группу элементовъ, следующихъ 
за / черезъ G-, тогда данное расположеше будетъ после же
одной транспозицш A IB k C . Посмотримъ же, какъизменится число 
инверсШ отъ этой одной транспозицш.

Число инверс1й элементовъ группы А какъ между собой, такъ 
и со всеми остальными остается неизм4ннымъ, ибо съ одной стороны 
сама группа А не меняется, съ другой сторсны те элементы, которые 
следовали за группой А ,остаются послелующими относительно ея. 
Не меняемся число инверсШ группы (кВ1) относительно элементовъ 
группы С; наконецъ остается неизменнымъ число ингерай элемен
товъ группы С. Итакъ изменяется только число инверсш внутри 
группы (кВ1). Пусть группа В  содержитъ всего ft элементовъ, изъ 
нихъ fa  старшихъ к и ft2 старшихъ I. Тогда, предполагая, что не 
делаетъ инверсш съ I, мы въ группе (кВ1) будемъ иметь число 
инверсШ

f число элементовъ младшихъ к : —
въ группе В•! „ „ ставши хъ I :

I всего -f- /9а
после же одной транспозицш въ новой группе 1Вк число инверсШ 
будетъ

«.

въ группе в число элементовъ младшихъ /: ft — ft%
„ п старшихъ

(1к) даетъ еще едцу инверсш_____ 1
всего ft—ft%~\~fti~\~ 1 инверсШ.
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Разность этихъ двухъ чиселъ
О?—& +  & + 1) “  # - &  +  &) =  2 (& — & )+ 1

и даетъ иамъ то изменеше числа инверсШ, которое внесено одной 
транспозищей. Эта разность есть члсло нечетное. Если бы к w l  
стояли рядомъ, то следовало бы принять

ft ~  ftl — @2 — 0 .
Итакъ, одна транспозищ'я меняетъ число ииверсш на нечетное число, 
следовательно, четному числу транспозицШ соответствуем четное 
же число инверсШ, нечетному числу транспозицШ—нечетное число 
инверсШ. Иначе говоря, число транспозицШвъ какой-нибудь после
довательности элементовъ будетъ одинаковаго характера съ числомъ 
ея инверсШ. Доказанная теорема позволяетъ намъ для определешя 
знаковъ членовъ ^детерминанта пользоваться числомъ инверсий ин- 
дексовъ. Будемъ обозначать число инверсШ въ какой-нибудь после
довательности ct, ft, у,8 .. .Я  самой этой последовательностью, 
заключая ее въ квадратны я скобки:

[a ft у о . . Я].
Такимъ образомъ: [4312] =  5; [513642] =  8 и т. д.

7. Вт о р о е  о п р е д е л е н и е  д е т е р м и н а н т а .  Пользуясъ 
этимъ обозначешемъ, мы разложение определителя можемъ написать 
теперь въ виде следующей суммы:

h  сх . • к
• 2̂

Ъп Сп • *

(
. D'1̂2̂3 • • »̂ 3 _

1) а %1 Ъ'1ъ сц > * • *hi

Эта сумма распространяется на Есе п! перестановки изъ номеровъ 
1, 2, 3 .  . ц; последовательность чиселъ гх г2г3 . . i n изображаетъ 
одну изъ такихъ перестановокъ.

Следуя укаазанному определенда, развернемъ детерминантъ 
4-го порядка:

ах Ъх ех d i
#2 2̂ 2̂ 
О3 3̂ С?з
о 4 Ь х с4 dx

= С1хЪ%Сфх--О-ф^сфз “f" Oib̂ Ĉ ds — вф хС2&з -—
-— йф^сфд —J— йфзСф^ й\Ь4р§&2 —j— С1фхСф% -j—
-{— Qi$xc%dx — лфхсф% —(— — —
— оф хсф х -j— афхсф з — йф^сфз -j- афъсфз -j— 
—J— аф$сф& — оф зсф х -j- аф±сфл — о.ф2сфх — 

ОзЬ с̂ф  ̂—|— оф%сфх — афо/зфу —j— аф%сфх.
Пусть теперь у насъ элементы определителя обозначаются одной 
буквой съ двумя индексами (а,*); тогда отдельный членъ определи
теля напишется въ следующемъ виде:

MitskevichOA
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(
£ i\boiz •

(первые значки суть номера стронь, вторые столбцовъ) или
| ill#з * * in | -f- [ i 2 з #. я- ]

( 1) a i i  ai 2 ai з • • • 0 in n (6)
X 2 3

такъ какъ [123 . . n] =  0.
Это произведете алгебраически, разумеется, не должно меняться, 
вели мы переставимъ порядокъ множителей; посмотримъ, не окажетъ 
ли изменеше показателя вл1ян1е на знакъ произведешя. Легко обна
ружить, что нетъ. Въ самомъ деле, если мы переставимъ два 
какихъ-нибудь множителя въ произведенш (б), то вместе съ темъ 
мы произведемъ по одной транспозицш въ последовательности, какъ 
яомеровъ строкъ г'х г2 г3. . . гп , такъ и номеровъ столбцевъ 1, 2, 
3 . . . п .Каждая транспозищя изменяетъ число инверсш на нечет
ное число, следовательно сумма

[Ч ̂ 2̂ 3 • • ~f~ [ 1» 2, 3.
изменится на четное число (на сумму или разность двухъ нечетныхъ 
чиселъ), т. е. ея характеръ въ отношенш четности или нечетности 
остается прежним!».

После несколькихъ транспозицш этотъ общШ членъ (6) детер
минанта приметъ видъ:

( - 0 Ipm ih . - V n'l+lqiqzqs . . qn]а а аШг Шъ ш • • а3 p nqn
такимъ образомъ, мы одному изъ рядовъ индексовъ PiP>P3 ■ • . р» 
(номера строкъ) или qx q2. . .  (номера столбцовъ) можемъ 
придать произвольное расположеше, (зо всехъ членахъ определителя 
одинаковое), въ другомъ же ряду производить перестановки, отли- 
чающ1я одинъ членъ определителя отъ прочихь.

Принимая во внимаше все сказанное, мы можемъ дать теперь 
иное определеше детерминанта. Составимъ изъ элементовъ квад
ратной таблицы (4) сумму всехъ возможныхъ произведенШ вида (7), 
заботясь лишь о томъ, чтобы въ каждое произведете входило по 
одному элементу изъ каждой строки и изъ каждаго столбца. Сумма 
зтихъ произведенш и будетъ определитель n-аго порядка.
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Г л а в а  II.

Основныя свойства определителей.

1. Т р а н с п о н и р о в а н 1 е  о п р е д е л и т е л я .  Докажемъ 
теперь основныя свойства определителей п -аго порядка.

I. Опредгълитель не мгъняетъ своего значеш я , если есть ст роки  
его  сдгълать столбцами и весь столбцы—строками.

Такая замена строкъ столбцами и столбцовъ строками назы
вается транспонировашемъ определителя.

Это свойство непосредственно вытекаетъ изъ последнихъ за- 
мечанш, сделанныхъ въ предыдущей главе. Въ самомъ деле, 
согласно нашему первоначальному определенш детерминанта, мы 
для получен!я всехъ его членовъ должны были въ главномъ члене 
вц Й22 O33 . . . йпп делать перестановки первыхъ индексовъ (индек- 
совъ строкъ), оставляя последовательность вторыхЪ индексовъ 
неизменной; если же мы заменимъ строки, столбцами и столбцы 
строками, это будетъ равносильно перемене ролей этихъ двухъ 
рядовъ индексовъ. Въ конце же предыдущаго параграфа мы видели, 
что такая перемена возможна; мы можемъ рядъ первыхъ индексовъ 
оставить неизменнымъ, перестановки же совершать во второмъ ряду.

Примерь: Определитель

при действительныхъ ах, аг, а3, Ъ, с, d, е. g ,  h будетъ действи- 
тельнымъ. Въ самомъ деле, замена г на—г не меняегь его значения, 
ибо она равносильна замене строкъ столбцами и столбцовъ 
строками.

2. О б р а щ е н ! е  въ  н у л ь  о п р е д е л и т е л я .  Такъ какъ 
все члены определителя содержать множителемь по одному 
элементу изъ каждаго даннаго ряда, то мы можемъ сказать:

I I . Опредгълитель равенъ нулю, если есть элементы одного какого- 
нибудь  р яда  сут ь нули.

3. П е р е с т а н о в к а  р я д о в ъ  въ б п р е д е л и т е л я .
I II . Опредгълитель измтънитъ свой знакъ на противоположный, 

есл и  переставить въ немъ два ряда.
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Пусть главный членъ даннаго определителя Д будетъ:
«IX  «2 2  • • о  ц  . . • й к к  • • . о  пн  ( 1 )

Если въ определителе переставить две строки номеровъ 
тогда главный членъ новаго определителя А' будете:

«и  (%22 • • О. lei • • • QiJc • • '
Произведен1е (1) входить во второй определитель со знакЬмъ минусъ, 
ибо оно получается изъ главнаго члена (2) одной транспозищей. 
Равнымъ образомъ произведете (2) войдетъ въ nepBbiiifpnpe делитель 
тоже съ противоположнымъ знакомь. Пусть теперь уи»нфъ будетъ 
какой-нибудь членъ определителя Д:

( - 0
v  w  W  —2̂̂ 3 * • Фи а .л а . офд г2 а.1п П

который получается изъ главнаго (1) определеннымъ числомъ р  
транспозищй первыхъ индексоьъ; чтобы этотъ же членъ получить 
изъ произведен in (2), нужно одной транспозищей больше, именно 
транспозиций возвращающей (2) къ виду (1). Следовательно, 
каждый члень перваго определителя будетъ входить и во второй, 
но съ противоположнымъ знакомь.

С л е д с т в 1 е .  Изь этого предложешя вытекаетъ:
IV. Если въ опргдгълитгл/ъ имгьется два одинаковыхъ столбца

и т  день одинаковыхъ ст роки , то от  равенъ нулю. Въ самомъ деле, 
отъ перестановки двухъ рядовъ определитель долженъ изменить 
знаюь:

д' =  —  д,
но, если эти ряды одинаковы, то онъ сохраняегъ свое значеше 
Д'=Д, откуда Д=0.

Возьмемъ теперь определитель съ нормальнымъ расположе- 
н 1емъ сгрокъ и столбцовъ

1 2 3 . . • п 
1 2  3 .  . .и

и изменимъ какъ угодно порядокъ строкъ и порядокъ столбцовъ. 
Пусть въ новомъ определителе последовательность строкъ будетъ 
i x н  Ч • • Ъ» и последовательность столбцовъ hi 1<2 к3 . . kn , тогда 
самъ определитель изобратьтся такъ:

1̂ 2̂ 3̂ • •
А’х /с 2 к3 . . кп

Последовательность *х i2 • . получается изъ нормальной 12 3 .  . п  
определеннымъ чиспомър транспозищй, последовательность ki к3. • 
числомъ q транспозищй, такимъ образомъ Дх получится изъ А пере
меной знака p-\-q разъ. Но мы уже доказали (гл. I, 6), что число 
транспозищй рбудетъ одноименно (въ отношен!и четности или не
четности) съ числомъ инверсШ [гх ц  . , г„] .  точно также q одно
именно съ числомъ инверсШ [Л-х kz 4  . . /<* ]. Итакъ, сумму p  + q

/ 4
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можемъ заменить суммой: [гх i 2 . . i n ] -f кг . 
зависимость между нашими определителями ьъ

Н г2 •
fei к 2 .

• гп • • кп |

. 1'п ] и получимъ 
слъдующемъ виде
123 . . п  
123 . . п

4. Р а з л о ж е н ь е  о п р е д е л и т е л я  по э л е м е н т а м ъ  од
ног о  р я д а .  Такъ какь въ каждый членъ определителя входятъ 
непременно по одному элементу изъ одного и того же ряда, то 
определитель будетъ линейной однородной функшей элементовъ 
выбраннаго ряда; въ группе членовъ, содержащихъ, иапримеръ,. 
элементъ оп , выиосимъ его за скобку, выражеше получаемое въ 
скобке назовемъ Ап ,тоже для элемента а21—-421, затемъ для ,—A3l
и т. д. для всехъ элементовъ перваго сюлбца. Тогда определитель 
д представится въ следующемъ виде:

 ̂— Ди 4 . 2 1 4 31-j- • • • i 4„i. (5)
Аналогично получимъ разложен!е по элементамъ любого столбца 
номера к:

 ̂ 4_*:-j- а-:к Aojc—I— —!— A$k-\~• • -j . . -J (6)
или по элементамъ любой строки номера i
Д= a-а Ац -}-Яг2 -f - о 4;з -}- . . —[— г/./л,- Ац: -f- . , —[— Aik (7)
Въ разложешяхъ (б) и (7) при одномъ и томъ же элементе мы
ставймъ одинъ и тотъ множитель А у  вполне понятно почему: въ 
определителе А группа членовъ. содержащихъ будетъ одна и 
та же въ какомъ бы разложен in не участвовалъ элементъ о« по 
элементамъ строки г или по элементамъ столбца к.

Эготъ множитель Aik при ацс въ разложен!и по элементамъ 
какого-либо ряда будемъ называть адъюнктой, соответствующей 
этому элементу, въ дальнейшемъ мы ближе определимъ его зна
ченье. Если въ определителе элементы столбца к заменить соответ
ственно элементами какого-нибудь другого столбца номера Ь, то 
такой определитель, какъ было сказано, (свойство IV), равенънулю. 
Пользуясь разложешемъ (6). мы можемъ написать въ этомъ случае:

от Ац; - j - а21, А2к4 " • • -f-д*л |—. . . -j-a,,;, 0; (8).
при h^jbk

равнымъ образомъ при замене строки номера i какой-либо строкой 
номера у Г

• Oji А ц  -j- (Xj-> Ац-j- . . -j—Дуя: A  in -|— . . . -j =  0 ; (9).
при j  ф  i.

V. Если эгементы какого-ни )удь ряда  опредгьлителтъ умно
ж ит ь на h a w e -нибудь число I, то весь определит ель ум нож ит ся  
на это число I.

Эго свойство вытекэетъ изъ предыдущего замечай!я, что опре
делитель есть линейная однородная функщя элементовъ каждаго 
ряда, такимъ образомъ изь разложетя, напримеръ, (6) следуегь:
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( h u )  Atk ~f~ (̂ a2fc) Л2к~\~ . . “1“ {Idrib) An]c=
— I [«life Л * +  «2*: ^ 2* —}— . . *-}-0n& 4̂nfc] =  /. A.

5. С у м м а  о п р е д е л и т е л е й .  Положимъ, что у насъ имеется 
рядъ определителей, отличающихся между собою только элементами 
перваго столбца; для краткости обозначен in этихъ определителей 
будемъ выписывать только ихъ первый строки:

I

Ai= | 01 Ъг Ci .. . 1Х| , А2 — | A. bt .
A3 J у 1 hi Ci » » • « .

и составимъ новый определитель
А =  | oi -f- /?х -f- ух -(- • • hi Ci . .

Разложимъ последшй определитель по элементамъ перваго столбца:
A — (o i-f-A  • • • ) Аг-\-{а2-\ -р2-\-уъ-\- • • • ) А2-\~

-j-  • • • (an -f- ftn ~\~Уп ~f" . . . ) An (1 ).
здесь Au  A2. . . An будутъ адъюнкты элементсвъ перваго столбца 
любого изъ нашяхъ определителей, ибо эти адъюнкты не зависятъ 
отъ элементовъ герваго столбца, но зависятъ отъ остальныхъ столб- 
цовъ, которые тождественны во всехъ данныхъ определителяхъ.

Перегруппировавъ члены въ правой части равенства (10), мы 
получимъ:

А = (ox Ai -f- а2 А2 —J— . . . —(—crn Ап) -j-
"Ь (А Л + А  А2"\~ . . . „ )  -{-
— (?i Ai -}- 72 А2 -j- . . . -j~у„ А„ )-)-

-  16 -

или
А =  Ах-(- А2 -J- А3 -j- . . . .

Итакъ: сумма определителей отличающихся между собой элемен
тами только одного какого-нибудь столбца, есть новый определи
тель у котораго въ отмеченномъ столбце стоять суммы соответ- 
ствующихъ элементовъ (этого столбца) данныхъ определителей, дру- 
rie же столбцы остаются те  же, какъ и въ данныхъ определителяхъ.

Пользуясь этимъ предложен 1емъ, мы можемъ складывать опре
делители, отличакшцеся между собой только однимъ рядомъ, или 
наоборотъ раскладывать данный определитель въ сумму опреде
лителей.

Пусть у насъ имеется определитель, у  котораго выпишемъ 
только первую строчку, остальныя будутъ получаться изъ нея по 
какому-нибудь определенному закону.

А =  | 0\-\-а2-\-. . . . . . | ,
его можемъ разложить въ сумму определителей:

А =  | с?х s2 s2. . snI -j— ! o 2 s2 s2 , . $n I - f- J . . . —j—
I O S2 X. . . Sn I «
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Положимъ далее, что s2=  fri-f-Z>2 ~h +  
изъ предыдущнхъ определителе й-

'biz,
слагаемыхъ снять

тогда каждый 
разложимъ въ

сумму:
Д =

#

$1 Ъ\ $3 . . sn l +  l Cly Ь 2 S3 • • wi |+  • • +
| a 1 bj2 $2 . . * ,c« | "4”

-j- г/2 Ъ\ .с з  . • ^  H Cl2 Ь2 *3 ♦ • Sn i-j- . . .
"h i a 2 h{3 .v3 . * • S n | -|-

f- 1 a ix bx £3 * e 4" a 2 3̂ • • Sn | 4 “ • • • ' 
h i a iy bi2 •‘-3 • • • sn |

въ этихъ определителя хъ столбцы начиная съ 3-гои кончая послед- 
нимъ одинаковы, что касается первыхъ двухъ, то они представляготъ 
все комбинацш каждаго ак съ каждыми Ьн. Число всехъ определи
телей въ правой части будетъ ч .  г2. --

Переходя къ самому общему случаю, примемъ, что
ss — Су +  с2 -J- с3 . . + сг3.
*“4 —dy -(- dz ~f- . . + djt , . . . sn =  ly -f- /2 -f- . . -j- l jn ,

тогда очевидно, чго определитель Д разложится въ сумму опреде
лителей вида;

I Q к\ Ьк% ск3 • * • 1кп } »
где кг равно одному изъ чиселъ 1, 2, 3 . . . 4  

™2 » п п я 1 , 2 , 3 .  • •  2̂

Число этихъ определителей равно ч  ч  г3 . . г » ,  т. е. числу воз- 
тяожныхъ комбинацШ для чиселъ 1ч , к2, />з. • • к» .

Возьмемъ наше первоначальное, простейшее разложеше*
I ~f~ P i -{- Y i -j- . • ,by Су dy . . l i  I ass I at. h i Cy . . /j | —f—

-f- I /?i Ox Ct . . lii -f- I 7i h i ct . . I -f- . . .
и положимъ въ немъ:

<?»•— a»*, f t  =  к ф у , y i  =  l - 3 a ,  b i  т .  Д .

тогда получимъ
| «1 -j- к 2*4 -f- k 3cx -(- kydy -j- . . , . . /1 I =

=  1 c.y i>i Cy .. /1 1 —j—14 I h i Cy d у . . /1 j :—
~h ks i ci  b i Cy . . ly I —{— 7c2 j by dy Cy dy . . ly | —J— • . .

въ правой чаши все определители, кроме перваго, суть нули; та
ки мъ образомъ:

| Оу~\~к2 bi—f—7сз )—7«’4 d y - \-  . . =
— | (Ч  t>y Су . , . ly j .

Итакъ, мы можемъ сказать:
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VI. Значеш е оп р ед ел ит ел я  н е и зм енит ся , если кг
какого-нибудь ст олбца ( или ст роки ) прибавит ь величины соот вет 
ст венно п р оп ощ кнал ьны я элементамъ другихъ столбцовъ (строкъ).

Указанными свойствами определителя можно пользоваться сЪ 
целью упростить его вычисленie. Вынося за знакъ определителя 
общаго множителя элементовъ определеннаго ряда, прибавляя или 
вычитая изъ элементовь одного ряда величины соответственно про- 
порщональныя элементамъ другихъ рядовъ, мы можемъ элементы 
определителя уменьшать по абсолютной величине и некоторые 
изъ нихъ даже обратить въ нули. Дальнейгшя упрощешя опи
раются на иные принципы, которые будутъ указаны ниже. 
Примерь 1.

3 4 6 9
4 6 9 13
6 9  13 18
9 13 18 24

Примерь 2.
1 а Ъ
1 Ъ
1
1

с
d

с
d 
а Ь

с+ а
d+a

3 4 6 9
1 2  3 4 
2 3 4 5

3 4 6 9
1 2 
I 1

3 4 
1 1 О

34 5 6 1 1 1 1
1 a Ь с-НЧ- а - ь
1 ь С -а- - Ь -1-е1 С а а- ьLр 1с d
1 d a ь \-С-и \-а

О,

здесь мы къ элементамъ 4-го столбца даннаго определителя прйС 
бавили соответственно элементы 2-го и 3-го столбца; въ полученномъ 
определителе элементы 4 го стол бца оказались пропорщональнымц, 
элементамъ 1-го столбца, счедовательно, определитель равенъ нулю. 
Примерь 3. Разсмотримъ такъ называемый степенной определитель 
или определитель Вандермонда:

хг Ж]2 . . . . ад,l—t 
x-z х%2 . . . .  о:2 ,!“ 1

9 ♦
Этотъ определитель есть целая однородная функщя отъ перемен- 
ныхъ x i, х$, . . .  хп степени равной

1 + 2 + 3 +  (п — 1 )  = п(71— 1)■ —   —■ — — ш 9
2

Каждый разъ какъ два какихъ либо переменныхъ хр и xq стано
вятся равными, определитель обращается въ нуль, ибо вънемъдве 
строки делаются одинаковыми. Отсюда следуетъ, что функщя Wn 
делится на каждую изъ разностей а слёдовательно, и на
произведете всехъ различныхъ такихъ разностей, которое для со
кращен! я обозначимъ черезъ:

Р ( Ср — ).
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Число множителей, входящихъ въ это произведете равно 
те (те— 1)

Ь п= --- 2— ‘ Т• е> какъ разъ степени функщи W; а потому пос
ледняя можетъ отличаться отъ указаннаго произведен1я лишь по- 
стояннымъ множителемъ, который легко определить сравнешемъ 
подобыыхъ членовъ въ функщяхъ и Р .
Такимъ образомъ найдемъ окончательно:

Въ частности:
1 X I 9Х \ w

1 ОС 2 Т2 2
1 осг х 3 2

W =  Р(хр — xa ),p>Q 
Р; q =  1.2, 3, . . . те.

=  (х-2—Хх) (Хз— (;Г3—
I

Г Л А В А  111.

Адъюнкты и миноры.

1. А д ъ ю н к т ы  и м и н о р ы 1- го п о р я д к а .  Мы показали, 
что определитель можетъ быть разложенъ по элементамъ какого- 
нибудь ряда въ следующемъ виде:

, 4 — ^ Aik >
суммироваше въ первой части производится по индексу г отъ 1 до «, 
если разложеще берется по элементамъ столбца номера к, или по 
индексу к отъ 1 до те, если желаемъ получить разложеше по эле
ментамъ строки номера г. Въ этомъ параграфе мы разъяснимъ зна- 
чеше множителей Aik (адъюнктъ). •

Назовемъ миноромъ 1-го порядка M ik, соответствующимъ эле
менту a ik, тотъ определитель, который получается изъ даннаго вы- 
черкиван1емъ г-ой строки и к -аго столбца. Этотъ миноръ будетъ 
определителемъ порядка те— 1. *) Иначе его называютъ подопреде- 
лителемъ или субдетерминантомъ. Установимъ теперь его связь съ 
адъюнктой Aile.

Въ разд.оженш определителя по элементамъ перЕОй строки
°И Ац-f- «12 А  12-ф- о 13 Л.13-)— . . . . .  - j -  «in Ain А

произведете au. Ап даетъ совокупность членовъ определителя,

*) Условимся въ дальней щемъ М называть «миноромъ 1-го порядка», 
когда желаемъ отметить его отношение къ элементу aik, и «подопредЪлителемъ 
порядка п—1», когда желаемъ подчеркнуть его порядокъ, какъ определителя.

2*
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содержащихъ элементъ ап. Очевидно, что эта группа членовъ полу
чится изъ д1агональнаго произведешя

[123 . . я]
\ 0  1̂1 О 22 «33 ♦ • • • @>1пг

если хчы будемъ переставлять всячески все первые индексы кроме 
индекса 1. Эти перестановки показываютъ намъ, что адъюнкта Ли 
есть ни что иное, какъ определитель, составленный изъ вс'Ьхъ эле- 
ментовъ даннаго, кроме элементовъ первой строки и элементовъ 
перваго столбца. Иначе говоря, адъюнкта есть ничто иное, какъ 
миноръ М п , но это справедливо только для элемента оц, стоящаго 
въ первой строке и первомъ столбце.

Поставимъ теперь въ данномъ определителе строку номера и 
столбецъ номера к на первыя места, сохраняя порядокъ осталь- 
ныхъ строкъ и столбцовъ; въ такомъ случае [гл. II, (4)]:

г, 1, 2, .  . . г — 1, г~У ], . . п   
[ I,’, 1, 2 , . . к — 1, fc-f-1. . . п

[ « , 1 , 2  . . i —  I ,  ? +  1 ,  . . » )  +  [ А- , 1 , 2  . . к — 1 ,  к  +  \ . . .  и]

( - 0 1 2 3 
1 2 3

г . . п
I« * Л п

i-\-k
или Д '= (—) . А (I)
Адъюнктой элемента сц*, стоящаго въ определитель А' на первомъ
месте, будехЪ определитель

1, 2, 3 . . . . г —1, %
1, 2, 3 . . . к —1, Тс-

-1,
1 .

. п

. п (2)

т. е. Мае.Такими образомъ группа членовъ въ А', содержащихъ 
элементъ am, будетъ сгл. , а въ определителе Д это будетъ 
Oik. Aik, откуда на основании соотношен!я (1) получимъ

-к
М,-к—(—1) Агк или наоборотъ

i+k
Aik—{—1) *Mik (3)

Это равенство устанавливаешь весьма важную связь между адъюнктой 
Aik и миноромъ Mik, соответствующими одному и тому же элементу
определителя a ifc.

Такимъ образомъ разложеше определителя по элементами 
строки i  или столбца к представится въ сл Ьдующемъ виде:

t

к~п к~п г-\-1с
А= 2  гцс А;к == 2J(— 1) а а  Мм (4)

А=1 к—1
ИЛИ

г ~ п f=п 1-\~к
А ~  I? oik Am = 2  (— 1)

i—\.
<■ м *л •як . (5>



Найденное значеше адъюнкты позволяешь понизить порядокъ опре
делителя, если все элементы какого-нибудь ряда, кроме одного, 
суть нули. Очевидно, въ этомъ случае определитель равенъ про
изведению элемента, огличнаго отъ нуля, на соответствующую ему 
адъюнкту, т. е. миноръ, взятый съ надлежащимъ знакомь (опре
делитель порядка п —1). Применяя последовательно это замечаше, 
мы можемъ сказать: определитель, у котораго все элементы по 
одну сторону отъ fliaгопали суть нули, равенъ произведетю 
элементовъ, расположенныхъ по д1агонали:

ах О О О
О2 1)2 О О
% &3 Сз О 
О, ?>4 С л di

Примерь 1.

Примерь 2.

а 1
1н О О 
6з с3 О
hi Ci

i
о i b-i c3 0 

C4 d
a i b% C3

\

1 1
1 -1 
1 1
1 1

1 1 
1 1
1 -I 
1 1

4
2
2
1

4. -2.C-1)
3

0 0 0
0 -2 0
0 0 -2
■ 1 1 -1
{_? • 0 2

0 -1 1

4.
0 - 2  0 
0 -0 -2
-1 1 -1

16.

1 1 1 1 1 0 ,еI 0
а ь С d а Ь —-а с--а <г--а
а2 Ъ2 с2 d* а2 Ь~—а2 с2- - а 2 d2- -а2

а3 Ъ3 с3 d> а3 Ьг—■а3 с3-- а 3 -а 3

(6—0) (c— з) (d—a)

(6 —a) (c—a) (d—a) 0
0 d

1 Ь - 1 [~а b2~j-ba-j[— я 2  ’

1 С - c l  С  ~| - а 2
1 J v l  2—|— eZ—j- а 2 |

ir-f-a /г- f i a + a 2
С- - - - J с 2 — ( с — b

h

— (b— a)( c—a) (d—a) (c— (d
— (b—a) (c— (d—a) (c —b) (d 

Примерь 3. Развернемъ определитель:

/ »  =

а.) 1̂2 • * . а л—1 ■On
— 1 0 . . . . 0 и.

0 1 . . '. . 0 0

О 0 0 . . . .  1 х
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Разложивъ его по элементамъ перваго столбца, найдем!:
а г Ct> 2 • • • Qn—j & п

1 ,  .  . 0 0

f (  z) —  a0 д, ! + 0 - 
* »

! • • ♦ 
» * *

0
♦ * о

о
 

•
0 о . . . *

—  1 * 1
применяя указанный пр:емъ нисколько разь, окончательно 
получимъ:

/ \ . г )  =  «о а "

2. М и н о р ъ  
миноре

м ,;

въ к р у г о в о м ъ  п о р я д к е .

1. 2.3
1. 2.3

п—1 «1 ~у~' ап.
Переставимъ

п
п

въ

строки и столбцы такъ, чтобы сначала шли т£ изъ нихъ, которые 
следуютъ въ начальномъ за пропущенной строкой или столбцомъ, 
а потомъ те, которые стояли до пропущенной строки или столбца. 
Будемъ называть миноръ съ такимъ расположен 1емъ рядовъ— 
миноромъ съ круговымъ порядкомъ строкъ и столбцовъ и обозначимъ 
его черезъ М'& такъ что:

М',к i  —j— 1, i  —J— 2, . . . 1, 2, . . —1
к - j-  1, к —j— 2, . . it, 1, 2 , . . . Jc — 1 (6)

На основа ши соотношешя (4) гл. I I-й: %

И' гк
1 ^+2, • . 7г, 1,2, . ,  i —1 ]-f- [/с-f-1, /с-j-2, . . и } 1,2, . . h— 1 ]

(-D М* (7)
Въ ряду г - j- 1, i- f -2 , . . 11 , 1 , 2 , .  . i — 1 каждое изъ п — первыхъ 
чиселъ составляетъ инвера'ю съ г — 1 последними числами, такимъ 
образолуь
[г- j- l, i-J-2, . . it, 1, 2, . . . i— 1 ]-j-[&-j-1, /с—(—2, . . n, 1, 2, . . —1] =

—(n —i ) ( i —\)4-{n—k)(k—1)
часть предыдущаго равенства легко представить въ сле- 

дующемъ виде:
п (  i- f - —  2n - f - 2 гк —  - { -  (г-\~к —  1)  ( 8 ' )

произведенie двухъ целыхъ последовательныхъ чиселъ:
( i + w + h - о

будетъ непременно четнымъ числомъ, ибо одинъ изъ множителей 
будетъ четнымъ. Такимъ образомъ, отбрасывая въ выражен in (8') 
все четны я слагаемый, мы соотношеше (7) представимъ въ сле
ду ющемъ виде:

п(г -f к)
М гк = (--1 ) Mik (9)
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Взодя этотъ миноръ съ круговымъ порядкомъ рядовъ въразложеще 
определителя (4) по злементамъ строки или столбца, найдемъ:

А'
(п+1 )(»•+*)

2  (—1) Oik M'ik
Отсюда сл'Ьдуетъ, что, если данный определитель будетъ нечетнаго 
порядка, ( п -\-1 будетъ четнымъ числомъ), то онъ равенъ прямо 
сумме произведен!й элементовъ ряда на соответствуюице миноры 
въ круговомъ порядке, т. е. каждое произведете берется со знакомь 
плюсъ.

Напримеръ, определитель 5-го порядка по злементамъ 3-й строки
разложится такъ:

а 1 h  сх <1г  е.
О2 &2 2̂ 2̂
«3 &з c-s с?з е3
о4 С4 d4 е4
Я5 5̂ <?5 С?5 С 5

Ь 4 64 d4 Ч
5̂ СЬ d5 Ч

h  сх di Ч
С 2 d 2 е 2

с 4 d 4 е 4 0 4

Ч  <h ч « 5
Ci  d i ч Ч
С-2, d .2 Ч С1о(тЛ.

f  С 3 .
J

^ 4  4̂ Cl<i ?/4 
^ 5  е5
d i  в\ 1)1 Г  d’3 •

е, а х Ь4 с 4

^5 а 5  ̂ 5 С5 
e i Cli b 1 Ci

+  ч .

^ 4  ^ 4  C 4 ^ 4  
«5 ?J5 C 5 d $
0.1 4̂ C 4 (/4

d-2 «2 «2 Ь* e% ci2 b2 C2 \ @2*1*2 &2 d Ki
Примерь 2.

1 d 1
0 2 0
-1 * 1

3. А д ъ ю н к т ы  и м и н о р ы  
Возьмемъ разложеше определителя 4 =  
нибудь строки номера

в т о р о г о  п о р я д к а .  
ап, | по злементамъ какой-

<

Какъ было доказано въ предыдущемъ параграфе, каждая изъ 
адъюнктъ Лг^^равна (взятому съ надлежащимъ знакомь) минору 
Мггк, последнш же является определителемъ п— 1-го порядка, сле
довательно, онъ будетъ линейной однородной функщей элементовъ 
какой-нибудь другой строки г2 (кроме элемента а у с, какъ принад- 
лежащаго вычеркнутому столбцу). Такимъ образомъ определитель А 
будетъ однородной функщей 2-го измерешя относительно элементовъ 
двухъ выбранныхъ строкъ ix и гг ; въ этой функцш коэффиц1ентъ
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при произведении aixkt ai2k2 будемъ называть адъюнктой 2-го 
порядка и обозначать черезъ AixiТаки что по элементами двухъ

JC\ Jc2
строки разложеше определителя представится въ следующемъ виде:

^ — 2/ aii кхАа н
JC-x А?х &2 ( 12)

Равными образомъ будемъ называть миноромъ 2-го порядка и 
обозначать черезъ Mixi2 тотъ определитель, который получается

к\ &2
изъ даннаго вычеркиван1емъ двухъ строки си номерами н , i2 и 
двухъ столбцовъ си номерами Найдемъ теперь связь мржду
адъюнктой 2-го порядка Aixh  и соответствующими ей миноромъМ йй.

ki к2 Jc\
Въ разложенш определителя по элементами двухъ первыхъ строки 
произведете ап  о22 А12 даетъ совокупность членовъ определителя, 
содержащихъ два элемента <хц и о2а- Эта группа членовъ полу
чится изь д1агональнаго произведешя

[1 2 3 . . п ]
( — 0  « 11  «22 о33 а

если мы всевозможными способами будемъ переставлять индексы
строки, кроме индексовъ 1 и 2. Эти перестановки показываютъ
нами, что адъюнкта А\2 есть определитель, составленный изъ всехъ

12

элементовъ даннаго, кроме элементовъ, принадлежащихъ двумъ
первыми строками и двумъ первыми столбцами. Другими словами,
эта адъюнкта А п есть миноръ Ж™, итакъ;

12 12

Л12—М12
12

121 л  

12 I .

Чтобы получить теперь выраженie для любой адъюнкты А
(13)

• •*1%2 П0*

сгавимъ въ определителе Д строки н , г% и столбцы Tci, кг на первыя 
места, тогда: *

i i  .1 2 .
Д' п

( - 1 )  . Д,h i к% 1 2 . . п
где Я определяется следующими равенствомъ [гл. II, (4)]:

^—[ii 1 2 . . я]—f~[̂ i к % 1 2 . . я].
Въ определителе Д' группа членовъ, содержащихъ

(14)

Г*}}а (15)
произведена

элементовъ <х{х /tl и «г2 к2 будетъ на основанш (13):
ai i  h i ;

hi hz
въ нашемъ же первойачальнсмъ определителе А эта группа будетъ

аЧ hi o i , i 2 ^i\ iz •
A ‘x /t‘2
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Мй L
откуда следуетъ на основан in ссотношешя (14):

X
(~ 0  Ач ч  или наоборотъ

,;2 /t'i к 2

= ( —П 1 М- ■ ̂ J lit 2
к±к 2 кхк 2

А • •^lil2 ( 16)

4. Адъюнкты и миноры высшихъ порядковъ .  
Выберемъ р  опреД'Ьленныхъ строг ъ съ номерами г и . .

12 3 .  . п
тогда определитель Д будеть относительно элемен-, 1 2  3 .  . п
товъ этихъ строкъ однородной функщей измерешя р, коэффищентъ 
въ этой функцш при произведена!

aiiki ai>liz a i, i  A3 • • • aipJcp (17)
будемъ обозначать черезъ

рАК ч
7с 1 7с 2 . . (18)

и назовемъ его адъюнктой порядка р,  соответствующей элементамъ 
(17).

Назовемъ далее миноромъ порядка р  тотъ определитель, ко
торый получается изъ даннаго вычеркивашемъ какихъ-нибудь р 
строкъ: *1, г2, iz, . . ip и какихъ-либо р столбдовъ к\, kz, ks , . . кр, 
будемъ этотъ миноръ обозначать черезт-

Д /Т * • •xU4  ч ч •
к 1 к 2 ̂  з *

. гV

. к (19)р
Мы предполагаемъ, что въ этом! определителе (19) оставдпеся 
столбцы и строки расположены въ томъ же нормальномъ Лорядке, 
какъ и въ данномъ с пределителе Д.
Разсуждешемъ подобно предыдущему (для адъюнкты 2-го порядка) 
нетрудно найти, что адъюнкты и соответствующее имъ миноры 
любого порядка р  связываются следующими соотношешемъ:

=  ( - 1 ) Я

г д е

At * * * —i\i% * • ip 
&1&2 . . kjp

■Я— 1 2 «
1&2

• |—[/i/'x?6'2 .

Ip
• • 'P rT,” ?

к p 1 2
i„ 1 2

(20)

. * ]  . _ (21)
Заметимъ, что последовательность i x i2 . 1 2 .  . n  следуетъ_ по
нимать так ъ :сначала идучъ р выбраньыхъ номеровъ i i  ч  . . ie, а за 
ними те изъ ряда отъ 1 до п  которыхъ не достаетъ; тоже отно
сится и къ последовательности [к{1ч . , кр I 2 . . п].

Чтобы дать теперь окончательную форму предложешямъ, ко
торый выражаются формулами (16) и (20), мы докажемъ теорему о 
счете числа инверсШ въ последовательности путемъ ея подразделения 
на группы.

Пусть у  насъ въ последовательности 1, 3, . . п — 1, какъ-
нибудь переставлены члены, новое расположеше ихъ представимъ 
такъ:
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<,h  h  • • Ь&i 7ci Jc3 . . , причемъ p —{— g 
Число инверсш въ новомъ расположенш, т.-е.

п

можно, очевидно, разбить на три слагаемыхъ (класса):
1) число инверсш въ группе н  н  . . гр, т.-е. [ н н  . . гр];
2) число инверсш въ группа к2 . . kq, т.-е. [ №  . . /с,];
3) число инверш й, представляемыхъ каждымъ изъ элементовъ

ЧЧ, . < ip относительно элементовъ второй группы . .
Ясно, что число инверсш 3-го рода не изменится,- если мы въ 

каждой изь двухъ нашихъ группъ расположимъ номера въ нормаль- 
номъ ихъ порядке (т.-е. порядке возрастан1я). Обозначимъ номера 
i i i -2 • • гр,нормально расположенные, черезъ Jz, . . равнымъ 
образомъ номера кг kz . . 1с„ въ нормальномъ порядке черезъ 
jK i , -ЙГ2, . . K q.

Число инверсШ 3*го рода въ последовательности (22) будетъ 
равно числу инверсШ

[ J i J i  i . J p К i К 2 . . K q ] . (23)
Еще разъ отметимъ, что номера J i  J 2 . . J p идутъ въ порядке 

возрасташя, следовательно, никакое J m не представляетъ инверсш 
съ другими J m’, тоже относится и къ Кг К 2 . . K q.

Такими образомъ въ последовательности (23) инверсии могутъ 
составлять только какое-нибудь J mотносительно какого-нибудь .

Элементъ J t делаетъ инверсш со всеми младшими ему номе
рами изъ ряда 1, 2 . . п,т.-е. они делаетъ J i —1 инверсш; элементъ 
J 2 делаетъ инверсш со всеми младшими по отношешю къ нему, за 
иеключетемъ одного элемента J\ (ибо J i  предшествуетъ J 2), итакъ 
J 2 делаетъ J 2—2 инверсна; далее J 3 делаетъ инверсш со всеми 
младшими, кроме элементовъ J x, J 2, следовательно, J 3 делаетъ J 3—3 
инверс1й и т. д.

Итакъ: *
[ J 1 J 2. . J P7цКг . . К 9] =  ( J i - 1) +  (7з—2)

{J  3 — 3) (■lp-p) =  '11 - Н 2
_  М И ~ Ч  

" 2
. Сумма же нэмеровъ - J a - f - *  . . -  

. . . -j- i lh ибо это те  же самые
J p будетъ равна сумме 
номера, но только въ .

Другомъ порядке.
Суммируя все три указанныхъ класса инверсШ для последо

вательности (22), мы получимъ:
. ip  ] —f- [ k i  k 2 . . k q ] - j -

V Q H b 1)
"  "2

Это соотношеше показываетъ, какъ можно подсчитывать число 
инверсш данной последовательности, подразделяя ее на две группы.
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Примеры:
I) [ 471,3265 ] = [ 47 i ] +  [ 3265 ] +  (4+7+1) 3 .4

2 + 2+12 — 6= ;o. 2

2) [4713,265] =  [4713] +  [265] 
= 4+ 1+ 15 —10 =  10.

(4+7+1 +3)
4 . 5

2

Прим'Ьнимъ теперь доказанную теорему для упрощешя вы
ражен! я (21).

Прежде всего
[ Н г г - . + 1 2 . . n ]  =  [ ii  г> . .

подобнымъ же образомъ:
[Al к2 * * Ар 1 2 . . л] === [ A-’l 7v 2 •

V 1
я 
1

i>(jo+ 0

• Ъ'р ] +  bVvi

2

j>( 0+1 )

Итакъ формула (21) принимаетъ видь:
2 — [ £I 22 . . Ър ] —]— [Ад ]р2 • » 7+] —

произведен!е (двухъ посл’Ьдовательныхъ чиселъ) JP++1) будетъ чет- 
нымъ числомъ, его можно отбросить, ибо оно не изм'Ьняетъ харак
тера числа Я:

Я' =  [Н к  . . %] +  [fei\  . . кр] +  Hi +  Ж. (25)
Следовательно, зависимость (20) между Идъюнктой порядка р  и со- 
ответствующимъ ей миноромъ будетъ такова:

7/
2+ г, . . 1р = (—I) -Мг’х г2

I' i . • кр . . kp
/

Въ частности, если номера + г2 . . + и номера Tci 7.2 . 
дуютъ въ нормальномъ порядке, формула (26) упрощается:

2г+2&
)

 ̂'■  ̂г + . . .  +
/п <  к 2 <  А'3

(26).
7 2? сл4»

причемъ:
■̂ 1̂ ̂ 2 • * Ц) --  ( 1 ) Мгх ц

• • /»*р (27)

n я

Г л а в а  IV.
Теорема Laplace’a.

1. Р а з л о ж е н 1е по э л е м е н т а м ъ  д в у х ъ '  с т р о к ъ  
Мы видели, что произведете (гл. III, § 3):

i-i (  ̂  ̂  ̂б Z'i Р}., к* 37/1 *2 I
h\h% h i /̂2

ГДЬ Я — [7| го] —(— [fci As] •+ г'1 •+ (о +• Ад +• А2 ,
входитъ въ составь даннаго определителя Д =  |

° h h
(1>

«



Определитель ?2 получается изъначальнаго вычеркивашемъдвухъ
строкъ , г2 и двухъ столбцовъ hi, разу льется, результатъ такого 
вычеркивав!я будетъ одинъ и тотъ же, въ какомъ бы порядке мы 
его ни произвели; такими образом!-:

Если мы возьмемъ вы ражен ie, тоже входящее въ составь А:

Ол j. 0 ; 7, А л =С 2 Л-1 /г-J оо
у

( — ] \ о : 1 ((• 7 М  ’ ■
кх к 2 h b i

где Я =  [̂ 2 г,] [,/> ] /t-;] ”b  A-i —J— /t'2,
то миноры при этихъ парахъ злзментоеъ определителя будутъ оди
наковы. Нетрудно видеть, что разность

Я -  Г =  [7. г.) — [>.. г ]
Ибо, если [г: к] — 0 (г, <  г 2), и 
если же г7 г>, то Я — Я' =  1 — 0 =  1.

Я'
( - 0  = - ( -

= ±  ь
1 и Я—-Я'

Следовательно 
Я

- )
Возьмемъ сумму выражещй (1) и (2), это будетъ;

(-0 я

или ( - 1)
я

° 4  h A  • .  - J  У1г1 г2 & 7\  7 .  7 -  o*

kik'i lc j[ lx о

Ci /h  а ч / .  < X ;  7 ,  )  M ;  ;  iЛ - l  t-i h 2 ' l\ hi
ki к 2

0  4  h » c>ii  к 2 M  •'  * i  г 2  • «

%  h kikz

1,

(3)

Изъ способа пол уз ей! я этого произведены ясно, что оно входить 
въ составь _ даннаго определителя. Выбравъ две определенных! 
строки i i  и г >, будемъ для значков! и кг брать всевозможный тар
ный сочетатя изъномеровъ 1,2 , 3 . . п, мы получимъ С\ 1 • 2d
произведен!й вида (3). Составим! сумму ихъ:

#

Эта сумма будетъ казъ разъ определитель Д =  | aik [ . Въ самомъ 
дел е , въ произведещяхъ вида (3) все слагаемый различны, при по
стоянных! п,гг, и при указанном! способе выбора значковъ кг, 
все эти слагаемый, какъ не разъ говорили, принадлежать опреде
лителю Д, вопросъ, следовательно, остается только въ тсмъ, захва
тить ли сумма (4) все члены определителя Л.

Въ произведены (3) первый множитель, какъ определитель 
2-го порядка, содержитъ два члена, второй множитель АЬ i%, какь
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определитель порядка п —2 ссдержитъ (п— членов!; следователь
но, каждое выраженie (3) содержите по раскрыли 2. (п — 2)1 членовъ, 
въ сумму же (4) входить С2п такихъ выражешй. Итакъ сумма (4)
по раскрытии будеть содержать: 2 . ( п - 2) ^  =  „ ! членов*, т. е.
какъ разъ столько же, сколько ихъ бу, етъ въ определителе поряд
ка п. Итакъ, формула (4) даетъ намъ разложеше определителя по 
определителямъ 2-го порядка, составленнымъ изъ элементоЕъ двухъ 
выбраиныхъ строкъ к  и к :

причемъ: Я ■— [г-!г2] -f- [д’х̂ ’г] Ч -f*
2. Р а з л о ж е н i е по э л е м е н т а м ъ  р  л юб ы х ъ  с т рок ъ .  

Выберемъ теперь р какихъ-нибудь строкъ гг , к , ц , . . гр, тогда 
произведен ie

J*'4 h  агг к П * 7 • • «ьр к р  ^ i i  г 2 * * г р

или равное ему [глав. III (?6)]:

(—!) а;1к1 °-кк, •

kik-i . . Кр

. С а г. М ;(р tip Н Н ♦ . гр > 
k ik 2 . . кр

где: Я =  [ч к  • • г’рН -^’х кг . . К]
V

f  2  г 
1 р-

2»
V к

принадлежать определителю. Миноръ М?—2< ?.рне изменится, если
. , кр

мы переставимъ какъ угодно значки ч , к, . . г р. Пусть же новое 
какое-нибудь расположлпе этихъ значковъ будеть к  jz, . . /Р, тогда:

М- •Ч гг • « 7р
к\к2 • . кр hкр ;

Переставивъ всевозможными способами выбранные значки ч  iz, . . гр 
въ произведен^ (6), возьмемъ сумму всехъ полученныхъ выражешй; 
эта сумма будетъ иметь следующш видь:

At к2 • » кр
о
я'-я.

• aJ l  h  °J i k -i . . (7)

здесь разность Я'—Я равна:
[ i i  к  • • i р] — [ ч  г» . . i p ], т. е.

она будетъ давать число инверсШ въ ряду j l j i . не абсолютное! 
5 по отношешю къ выбрани ей последовательности . гр ; сум-
мирован!е въ формуле (7) распространяется на всевозможный раз
мещения изъ р  номеровъ ч  к . . г р , такимъ образомъ эта сумма 
[гл. I, § 7] будетъ определитель порядка р:
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® hki ®iik% . « ^iikg 
® î ki  ̂12H2 . • aiokp

%*1 %/<*. . a ip kp

Составимъ теперь сумму произведенШ (8), взявъ для hi, h2, h3 . . hv 
всевозможный сочетаШя по р номеровъ изъ вс'Ьхъ п  номеровъ 1, 2,
3 . . . п:

всЬхъ произведен!й вида (8), входящихъ въ сумму (9), будетъ Ср„,
каждое изъ нихъ принадлежитъ данному определителю Д, далее 
они различны между собой. Сосчитаемъ число членовъ, которое бу
детъ иметь сумма (9), если раскрыть все произведешя. Каждый 
первый множитель—определитель порядка р, содержитъ, следова
тельно, р! членовъ; каждый второй множитель (миноръ .М)—опре
делитель порядка п —р и будетъ содержать ( п —р)! членовъ.

Такимъ образомъ, вся сумма (9) по раскрыли содержитъ 
Срп .р! {п~р)[ =  п\ членовъ, различныхъ и принадлежащихъ дан
ному определителю Д, следовательно, она тождественна съ опре-
делителемъ Д:

%

00)
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Я — ц. . %] - j-  [kx 7,2 . . ( î -f- . +  4 )  +
+  (Tcx+fcaH- • • I' v ’

формула (10) выражаетъ собой теорему Laplace’a, дающую разло
жен ie определителя въ сумму произведена дополнительныхъ ми- 
норовъ, въэтомъ произведены первые множители составляются изъ 
элементовъ р определенныхъ строкъ г2, . . . i v. Ясно, какъ 
аналогичнымъ путемъ мы можемъ составить разложеше даннаго 
определителя въ сумму произведен!й дополнительныхъ миноровъ, 
принадлежащихъ р  определеннымъ выбраннымъ столбцамъ Тех, 
к2, . . . lcv . Въ этомъ случае въ формуле (10) суммироваше при
дется вести по всевозможнымъ сочеташямъ изъ всехъ п  строкъ по р.

Примеръ 1: Разложить определитель 5-го порядка по минорамъ 
2-ой и 5-ой строки:

«1 5 i ci cli ех
Й2 &2 2̂ ^2 2̂
% 7>3 Сз f/3 б3
Cta ft 4 С4 (74 64

а Ъ ъ
аг Cz
аЬ с5

а2 с2 
а5 с5

ft 2 с7г 
7̂ 5

с2 с12
С5 (7$

Примеръ 2:

с5 д5 е5
fti фх Сх
63 <7з «з
64 ^4 е4 
fti Сх dx
Ьз с3 г73

» <*

[ &4 с4 ^4
Г/1 С1 1̂ 

с3 З̂ 
4̂ 4̂ 4̂

a i hi ех 
а з ®з
<*4 &4 4̂

с>
С5 в5

О 0  di 
0 0 с2 d 2 С2
а3 ь8 ® <*з О
04 0 ^4 О
05 bs 0 о

а2 Ь2

а5 Ь5

а5 4

&2 2̂ 
^5 С5

+

С1 С?! Сх

С3 (?3 3̂
С4 (̂ 4 £4

bi Сх
Ьз 4
Ь4 ^4

С1

%
с4

ах rfi Сх
аз rf3 ег 
а4 с?4 С4

ft 2 «2
Т>5 ео

!| ах Сх (?i
t аз С3 а3

_ л 7а4 С4 П4

(i2 Cz
J л ♦

tti fti Сх
а3 Ьз с3

"5 е5 «4 Т>4 с4

ах fti с 1*
аз Ь3 rfs
С( 4 1?4 с/4

аз Ьз с?з 
а 4 ^4

а5 Ьб rfg

Сх Сх

с2 с2
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З а м е ч а н и е  1. Какъ показываютъ предыдуице примеры, 
теоремой Laplace'a можно пользоваться для развертывашя и вме
сте съ гЬмъ для вычисления определителей.

З а м е ч а й  ie 2. Второй изъ этихъ примеровъ можно обоб
щить следующимъ образогугь: если въ определителе все элементы, 
принадлежаице какимъ-либо п  строкамъ и т  столбцамъ (прямо- 
угольникъ), суть нули, то онъ равенъ произведен^ двухъ допол- 
нительныхъ подопределителей порядка п  и порядка т%}

« и а 3 2 « 1 *  •
.  а ,

1 п 1 am-hs  * *   ̂ 1  и  ~\~ т
ч $ 2 2 а 2 3  *

. $ л
2 п а 2 « + 1 « 2 »  +  2  * ' Я2 ’ *  _ Ь  1

i

■ ч Ч ч  •
. аvn а 1 ,

й » т  1
а 1 0  .

« и т  2
•  Cl Лнп га

0 0 0  . .  0
a u а 1 2

•  а - 1  ш
0 0 0  . .  0 Xа 2 1 а 2 2

•  ^
2 т

0
0 0  . .  0

a « , i Я » > 2
> атт

Величины а.к, для которыхъ 1 ^2  г ес; п, а п - 1
въ правой части равенства не входятъ и, следовательно, не влияютъ 
на значеше данна го определителя.

З а м е  чан i e 3. Возьмемъ определитель п — аго порядка 
Д =  | | и прибавимъ въ немъ лишнюю строку и лишнш стол-
бецъ, получимъ новый определитель:

Ч ч  • • . О лЪг Хг

°21 а 22 2̂3 * . . а02 п " 2

Ч Ч а п3 * . . а
v

X 1!

Ух У 2 Ун • -  • Уv п
•

Z

который по отношенiro къ начальному называется окаймпеннымъ. 
Поставимъ себе задачей развернуть его по вновь введеинымъ вели- 
чинамъ xlt x2i .  .  .  хп, у ъ  y %r .  .  у п z. Прежде всего разложив ь D
по элементамъ последняго столбца (или последней строки) мы легко 
найдемъ, что г  входить въ окаймленный определитель въ первой 
степени съ козфф/.щентомъ равнымъ Д, остальные же члены опре
делителя буру.ъ содержать парныя произведен!я xpyq.  Постараемся 
определить коэффициенты при этихъ произведенiaxb. Легко видеть, 
что въ составь D  будетъ входить выражеше [формула (3) этой 
главы]:

( - 1)
X

v
apq Хр
УЧ г

. М р  п  л-1 ,
<1.п+ 1
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где Я = p-Hi-h и миноръ второго порядка взять по
отношению къ определителю D. Далее, съ одной стороны произве
дете  ccjp yq входить только въ указанное выраженie и въ осталь- 
ныхъ членахъ определителя D не встречается, съ другой стороны 
упомянутый миноръ второго порядка определителя D будетъ вместе 
съ темъ миноромъ перваго порядка M$tq для начальнаго опреде
лителя Д. Итакъ, искомый коэффищентъ для произведешя х ?уя вполне 
определяется, онъ будетъ:

- ( - 1  ? и м м , '
и разложен ie определителя D представится въ следующемъ виде:

D=Az-2  (—1) Мр ч
Р А

или на основанш (3) главы Ш-ей:
D — ^ А.р q 'ГрУЧ .

РА

Г л а в а V.

Перемножеше определителей.

1. П р о и з в е д е н ^  д в у х ъ  о п р е д е л и т е л е й  2-го по
р я д к а .  Согласно замечанш (2) предыдущей главы произведете 
двухъ определителей пгрядковъ п  и т  можно представить въ виде 
определителя порядка m -j-n . Посмотримъ теперь, какъ можно по
низить порядокъ определителя-нроизведешя. Заметимъ прежде всего, 
что 'порядокъ определителя мы всегда можемъ повысить на любое 
число единицъ; какъ показываетъ это следующш примерь:

«j Ъг О О
«2 Ь2 О О
«з ?>3 1 О 
«4 О 1

и т. д.

Здесь рядъ чиселъ Сз. Ь3, с4, Ь4, . . . совершенно произволенъ и 
не влшетъ на значеще новообразуемыхъ определителей. Такимъ 
образомъ въ дальнейшемъ мы можемъ разсматривать лишь произ
ведете двухъ определителей одинаковаго порядка. Разсмотримъ 
сначала простейхшй примерь перемножешя двухъ определителей
2-го порядка:

Cl Ьх
%

«1
С2 1>2 «2 02

Ci Ъг -1 О
С2 Ъ 2 0 -1
О 0 cti
О 0 CCj $2

3
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во второй части равенства ьъ правомъ верхиемъ квадрате, какъ 
было указано раньше, можно поставить каю я у г о д н о  числа: для 
последующа го оказывается удобнымъ по д!агонали вь этомъ квад
рате постав тть —1, а остальные элементы принять равными нулю.

Для упрощсшя определителя ( 1 )  прибавимъ к ъ  элементам'!) 
иерваго столбца соответственно элементы 3-го столбца, умноженные 
на Ох, и загЬмъ элементы 4-го столбца, умноживъ ихъ предвари
тельно на а2; наконецъ кь элементамъ 2-го столбца прибавимъ со
ответственно элементы 3-го и 4-го, умноживъ ихъ предварительно 
на Ьх и Ь2:

! ах 1> х -1 0j 0
О1т

Н

| # 2  ' 2 0 - 1 0 1О
<м

I ( ! 0 <7, aLax - - a 2iSi 0 Сг
| '0 0 02 /?2 | •

1 a^h  -j[- G2$2 0 а 2 /?2 |
#

О 0 - 1 0
О 0 0 -1

О хв1 - j -  Q ofti - j -  а х d i

Ol(-2 —(— й21̂2 -̂1̂ 2 -p   ̂2/̂2 #2 /̂2

Применяя къ определителю (2) теорему Lap lac'а мы пайцмт:

Ох Ьх | CLi /9i
Й2 Ь 2 !

J
f

#2 $ 2

Р Ч -Н Ш

или окончательно:

-|~2 i al rjl Чг a2&l ®ial H 1 -1 0
j ^1̂ 2 ~ha2̂ 2 Hb ^2/̂2

•
0 -1

a x Ъх i Ox &
|

a i ri i  4" ь i a i  ~b ^2/^1

0.2 Ь% ! a 2i a i n 2 - \ - a 2^ 2
\ #

Таково произведете двухъ определителей 2-го порядка въ форме 
определителя того же порядка.

Составь элементовъ определителя-пронзведешя у насъ полу
чился такой: элементы столбцовъ перваго определителя комбини
руются съ элементами строкъ второго, будемъ кратко говорить, 
что перемножаются столбцы на строки. Если въ первомъ опреде
лителе заменить столбцы на строки, а строкина столбцы, тогда то 
же правило по отношенiio къ начальными определителями дастъ 
произведете строкъ на строки. Производя такую же замену 
столбцовъ строками и строкъ столбцами го второмъ определителе, 
мы получимъ еще два способа составлеЩя произвелшя: столбцы 
на столбцы, ст роки на столбцы. Итакъ, произведете двухъ опре
делителей можетъ быть составлено четырьмя способами:



35

a i h  ;
О 2 2̂ !

«1 @1
02

01» Г
6'102-

f' 2(̂  1 bx*"/1—j—Z 2̂  1 
Я2(52 i?'lО2—|— ';2f?2

(hCh-\-bi0 i #2#1—j—̂ Г 1 С1\С1\—I а2а2 bidy-] 2̂#2
1 \ GlPl

i
2 И 2/?2

fllOl- 'Т' 2 0'2̂ '1-(_^2Й12
<Ц/̂2 ^2̂ 1-(-?>2̂ 2

Развертывая эти произведения, нетрудно непосредственно убедиться 
въ ихъ тождестве.

2. Про и зг,е ден i е о п р е д е л и т е л е й  в ы с ш и х ъ  по- 
р я д к о в ъ .  Перейдемъ теперь къ разсмотрешю сбщаго случая. 
Произведете двухъ определителей порядка п можно, какъ было 
ранее указано, представить въ виде определителя порядка 2п:

ч

1

I

\cill #12( •9COS3 . rVl -1 0 0 . . . 0
j#21 2!«

#23 • • • # 2» 0 -1 0 . . . 0

anl qn2 #i<3 * • C mi 0 0 0 . . . -1
■ 0 о

V
0 . . . 0 bn Ьц 1̂3 * •

1

•  ̂InО
 

. 
О

0 . V . 0 &21 2̂2  ̂23 • • 7 -
t1*

! • %
! „ ^

0 0 0 . . . 0 I ) ,nl / «2 ’̂w3 •

J*i1
h 1• v нп !

( 5).

Умноживъ элементы п-\-\ столбца па ап . элементы п+2 на с2ь •
. . . , элементы 2п-го столбца на а „г, прибавимъ ихъ соотве!- 

ственно къ элементами 1-го столбца; затЬмъ, умноживъ элементы 
п-}-1, /2 { 2, . . . .  . 2п столбцовъ соответственно на о12, агг . . ап2 
прибавимъ т.хь кь элементами 2-го столбца и т. д., наконецъ эле
менты n-j-I, /2—|—2................ 2п столбцовъ, умноженные соответствен
но на а 1п ( 2п,. . . апп< прибавимъ къ элементами n-аго столбца: 
Тогда мы получимъ следующШ определитель, равней определители(5):

0  0  0  . . 0 - i 0 0  . . . 0

• 
О

•
О

• •
♦

•
•

•

. 0 0 -1 0  . - • 0

0  0  0 . . . 0 0 0 0  . . . - i

^11 ^12 #13 • £*1 n I ' l l ?>12 f r , s  * * * ^ I n

^21 #22 #23 • * * # 2n ^21 S 22 ^ 2 3  * • • Ь , .
• • • • . . • • • * m • * ♦ * • • • •

#tt 1 #>/2 ( ti;\ * • #>t// b „ i ^« 2 ^нЗ  - />• • 9 7Ш
%

\ э-



лричемъ здесь для краткости принято:
U — п

 ̂ ik bjf( Q ft }■ •
h—i

Такъ какъ въ определителе (6) левый верхшй кьалратъ состоитъ 
изъ элементовъ, равныхъ нулю, то по теореме L ij Ьсе’а, опреде
литель (6) будетъ равенъ произведена двухъ евоихъ дополнитель- 
ныхъ миноровт:

С ik
1

• ( —0 " • (—О , где :
^ . . 2)г.]+[1,2, . . »]+ (« +1 -p«-j-2+ . . -[-2»г)+( 1-{-2-Р . . +/<).

Упростимъ теперь показатель степени отъ — 1:

т.-е. число четное. Итакъ, окончательно находимъ:

где элементы с»* определяются равенствсмъ (7). Эти элементы пред 
ставляютъ изъ себя суммы произведенш элементовъ столбцовъ пер- 
ваго определителя на элементы строки второго определителя.

3. Ч е т ы р е  в и д а  п р о и з в е д е н !  я. Если мы, какъ было 
сделано для определителей второго порядка, въ первомъ или вто- 
ромъ определителе за мен и мъ строки столбцами, а столбцы стро
ками .и затемъ составимъ произведете по только что полученному 
правилу, перемножая столбцы на ст роки  (выражаясь кратко), то 
по отношенш къ начальному расположенiio двухъ данныхъ опреде
лителей мы обнапужимъ возможность составлять ихъ произведете, 
перемножая столбцы на столбцы  или строки на ст роки, или, нако- 
пецъ, ст роки на столбцы. Следовательно, элементы определителя- 
цроизведсшя могутъ быть определены следующими четырьмя 
способами: <S>II 1ь— п

Cik — ** ° к к  ’ С ik ~  ^  0 hк ^hi  »ИII h —  1//С г к С ik ~  ^ °kh
h h

Въ этихъ формулахъ относительное расположеше двухъ значковъ 
i  и Тс не играетъ роли; если бы мы ихъ переставили между собой, 
то это было бы равносильно замене въ определителе | а* | строкъ 
столбцами и столбцовъ строками, что, какъ известно, не меняетъ. 
значешя определителя.

Примеръ 1.

I «1 ьу С1
а1 ах & 0

— аг Ъ% С2 • <Х% Р-2 0
о3 Ьз <?з 0 0 1

«1 & |
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►

Прим’Ьръ 2.

о iCti~\r а i
bicti-^bzfti
Ci a i-\-c2pI

ai  Яа+ Я202 

1̂̂ 2 { 2̂/̂2 Сг
ii
j i 1 1 . . 1

)-J n &1 o2 tiz * * * . tin—11
X х 0 x3 . . ,rn tii <5*2 64 . . . . On
Ху2

I
/г» 2 
J 2

™ ‘2
•l 3 • • 'У 2J n 62 в* 64 65 . . . . tin-\-1

i * *
.« n~Xl\

-1 n -■(2
-1 y, И —1 у. П--1* n

\
On--1 tin tin 4-1 t i n  A- 2 . • . ti2n—2

}

ГД* бк =  X ik -}- x ± + + rnк

Примери 3. Кеадратъ любого определителя:
I Oik ! ?=  | Са | ,

причем согласно форм. (7):
е{1с—  2 i ih a kh,если 1с ъ (10)' 

ft
С И —~ 2  ̂ih

Согласно зам^чашю, помещенному после форм. (9), въ нашемъ 
случае ( 10) даетъ c ik =  вы; такой определитель, у котораго элемен
ты, одинаково расположенные относительно главной д1агонали, равны 
[cik — cu ] ,  называется симметричными опред*лителемъ. Квадратъ 
всякаго определителя будетъ определителемъ симметричными.

Г л а в а  VI.

Определитель сопряженный данному и его миноры.

1. О п р е д е л и т е л и ,  с о с т а в л е н н ы й  изи а д и ю н к т и  
да ни а го о п р е д е л и т е л я .  Пусть дани определитель порядка п. 
который мы обозначими черези Д= | а а  | ; определитель, состав
ленный изи адиюнкте даннаго, называется ему сопряженными. 
Будеми сопряженный определитель обозначать черези А, таки что:

А =  I Aik | .
Вычислими" сопряженный определитель черези 
си этой целью составимн произведете:

д. А = | Oik | . | Aik | .
Это произведете будетъ:

д !

(О
элементы даннаго,

MitskevichOA
Прямоугольник



где c ik получится по- одной изъ формулъ (9) предыдущей главы, пе
ремножая, наприм-Ьръ, столбцы на столбцы  въ следующемъ виде:

h ~:rlK
c ik — -  aih 4 (4)

Но на основами! § 4 главы Н-ой:
»

' с-,к — 0 при гф кп =  А .
Следовательно, въ определителе (3) все элементы, кроме раслоло- 
женныхъ по главной д1агонали, равны нулю, такой определитель 
равенъ произведенш элементовъ, расположенныхъ по главной дтаго- 
нали. Игакъ, равенство (3) принимаетъ следующий видь:

А . А =А , откуда
A = \ n(5 )

Определитель, сопряженный данному, равенъ п —1 степени его. 
Формула (5) предстзвляетъ изъ себя тождество (буквенное), она 
справедлива при всякихъ значешяхъ элементовъ поэтому резуль- 
татъ вывода долженъ оставаться правильнымъ и въ томъ случае, 
когда элементы щм подобраны такъ, что определитель А обращается 
въ нуль. Отсюда ясно, что сопряженный определитель обращается 
въ нуль одновременно съ даннымъ.

Примерь
1 2 3 36, -18, 4
1 4 9 =  \2,А — - 3 0 .  24, -6
1 8 27 6 6 , 2

2. О п р е д е л и т е л ь ,  с о с т а в л е н н ы й  и з ъ  м и н о р  о въ 
д а н н а г о  о п р е д е л и т е л я .  Поставимъ въ сопряженномъ опреде
лителе | Aik | вместо адъюнкт ъ А ;k и хъ выражен in черезъ соответ
ствующие имъ миноры:

Въ этомъ определителе умнежимъ строки соответственно на (—I)1» 
(—I)2, . . . (  — Г/, . . . а столбцы на (— I)1, (—I)2 . . .
(—)/ , . . . (—1)“, тогда весь определитель умножится на

(1+2-J-. . + г - . + и)+(1 + 2-f-< • -МН-- • ~\~n)
( - 1)

1 )*■+ hMiсъ другой стороны элеменгъ(—1/ • ш и
щШ строке г и столбцу множитель ( 
приметь виды

=  -f- 1, т. е. не изменится, 
получить, какъ принадлежа- 
- 1)г+ к, следовательно, оиъ

Итакъ, определитель, составленный изъ адъюнктъ даннаго опреде
лителя, будетъ равенъ определителю составленному изъ миноровъ 
(первого порядка):

(7)
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3. Ми н о р ы с о п р я ж е н  на г о  о п р е д е л и т е л я .  Возьмемъ 
теперь какой-нибудь изъ подопределителей сопряженнаго опреде
лителя

будемъ его обозначать следующимъ образомъ, отмечая 
строки и столбцы:

взятые

14 2̂ • 
\/̂1 2̂ *

Выразимъ этотъ миноръ сопряженнаго определителя черезъ эле
менты начальнаго. На основанш теоремы L pi е'а его можно пред
ставить въ следующемъ виде:

• • - V - , , 0  0 . . . . . 0
/ 1 у 7,7 2 1̂ Л -г 2к 2 ■ : • * 0  0 . . . ■ . 0

А

■ * * )
/ ! ■ (р »х ^  2 * * . . А ;  7. '/> /■ 0  0 .  . . ; .  0

. А- /г> ^ V fl^ 2  * • - ■ 1 0 . .
р

. . .  . 0

0 1 0 .

. . 0
• И . /  7- ‘ п  * 1 • « ./it 7 /•t'n £> о и .  . . . 1

Индексы-г +1, i  , . . . гп обозначаютъ те изъномеровъ 1, 2,. .п  
которые не вошли въ рядъ гх,г2, . . ? ; точно также обозначимъtr
черезъ 7,-р+2) . . Тсп те изъ номеровъ 1, 2, .  . . п, которые не
вошли въ последовательность. к х, /,-2 7,3, . . /г Будемъ предпола
гать въ дальнейшем!-., что ? . {<̂ > . 2<  . . . <>н и равнымъ обра
зомъ 7>’р. 1<7'-1)+3<С • • • такъ что эш ряды не имеютъ инверсШ.

Въ данномъ определителе А выставимъ теперь на первый 
места строки ?!, ?2, . . 7 и столбцы fri, />2, . . 7.- :

Д' 7*1 ? 2 • • i  • . L 1 2  3 .  . теII Р п

/»1 />2 . • к'р . . к'и = ( - » 1 2  3 . .  те ■
I

f
( - 0  • а

здесь Я — [ !  . .
основанш (25) главы Ш:

V V+ 1

Я =  [ • 1 ъ - - СИ Г , *! • • /Д +  2 ( i f  ,
И = I

( 11)

• *'а • -frpfrp+i • • *„] или на

( 12)

MitskevichOA
Прямоугольник
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Составили* теперь произведете определителя (10) на Л', пере
множая ст олбцы  на столбцы:

1 ^ h h i -  ^  h k z  A h k v • ^  h k p  ^  h k \ ^  l i k v + 1 * ^ 1  ik\  e

^ a h k l  ^ ' h k 2  A h k v  • • ^ h k p  ^ h k % ^  J lk p  +  l  A j i k  2 * * ^  7?fci ^~hk%

2 a h k i  A  h k P ' S a h k 2 A h k P - • • x j  l Jhkp ^ h k p ' ^ : l h k p -\-1 * • ^ J h k n  ^ h k p

a i p + \ K i  ’ a i p + i K2 ’ • a i p + v < v  > * a /p +  l K«

% + 2 * 1  ,

•1

C(ip  +  2 * 2  » • a i p + 2 K v  ’ % + - 2 ^ + 1  ’ * • a i P + z Kn

° i n K \  , a i n K 2 , 9 * Cl 1 1“Inn-p i • • ° i n K n

(13).

въ этомъ определит yrb все элементы первыхъ р  строкъ равны нулю, 
за исключешемъ i е х ъ , которые i ринадлежатъ главной д1агонали, 
эти последнее равны все определителю А, а потому наше произве
д ете  равно:

A
0

0
A

. . .  0 

. . .  0
4

f

rt3p-flKp+l •  • ''/p+l/.rt
• • a ip+zkn

0 C

•

. . . a \
i

I

i(
«/» Л*Р + ! • > ft i v !/ « A  >1 |

второй множитель получается изъ даннаго определителя А пропу- 
скомь р  строкъ гх, ?2, . . г и р  столбцовь к,, w2, . . к , следова-

Г  Г

тельно, это есть миноръ ,-2 . . ,• Итакъ мы им еем !:

отсюда следуетъ, что

=  (— 1) я . Д"-1.

причемъ / дается формулой ( 12).
Эго и есть выражеш'е любого минора сопряженнаго опреде

лителя черезъ элементы начальнаго. Обращаемъ внимаше на то 
обстоятельство, что индексы, ix,н ,  ^т. &’г> употребляются
въ обеихъ частяхъ равенства (14), но въ противоположномъ смысле: 
въ левой части они указываютъ те  строки и столбцы, которые 
входят г въ миноръ слева, въ правой же части это те  строки и 
столбцы, которые какъ разъ пропущ ены  въ миноре, вотъ почему 
и раслоложеше значковъ мы приняли различное въ обеъ частяхъих
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равенства. Сверхъ того не мЪшаетъ еще разъ подчеркнуть, что 
слева миноръ составленъ изъ элементовъ сопряженнаго опред-Ьли- 
теля (или адыонктъ даннаго), справа миноръ составленъ изъ эле
ментовъ даннаго.

4 З а м е н а  а д ъ ю н к т ъ  ми н о р а ми .  Помножимъ въ опре-
•  « »

Д'Ьлител’Ь (8) строки соответственно на (—I)*1, (—1) гз, (—1)?з,
. . . (—1 ) 4  а столбцы на (—1) ( —1 ) 4  . . ( — тогда

весь определитель умножится на^
^ • • "г̂ ’р >

съ другой стороны каждый изъ его элементовъ получитъ множите
лем!) —1 въ степени равной сумме указателей строки и столбца,
следовательно, заменяя ( —1)Ч -й  Ам черезъ Ма, мы полагая: -

M iiki ■ * ’ ^i7fp
M i2^i M i,h .  • • • M i-ъ

. М;л-

M 11 ? 2 
М 2 h ( 1 5 )

v p
находимъ, что

M i 4  4
Ы ' 9 •

I'D
V

( - 1)1 A 4  H 
ki к 2

4 p
. к ( i6)

V
или на основанш (14):

г г ?2 /7

Mi 11,3 ' г’
• • ** ( -0 и И ар 1

причемъ здесь для краткости принято, что

М ■г1 ?2 •
1 /i’ о .

■Л'
’

(17)

ГО
[Л

[  ?1 ^2 ?3 • • • р  ]

[ h  к  2 к  з . ♦ • кр  ] .

Положимъ въ частности что jp=2, (14) тогда даетънамъ:
A ixkx Агхк2

Ацкх Ai2Jc> ( - 1 ) Я Д . М  г, й
кхк2

( is ) .;

5. А д ъ ю н к т ы  и м и н о р ы о п р е д е л и т е л я ,  о б р а ща ю
щ а я с я  въ  н у л ь .  Если окажется что Д=9, то адъюнкты удо- 
влетворяютъ отношение:

Такъ какъ выбранные значки произвольны, то отсюда с л Ъ д у е т ъ Т ч т о

или

A iih  _ A ix k2 _ A ?*i k3
Ai2ki Az2h2 Ai2k$
Аи.кг _ 1 I -4 'h ki
Ait кг Ai2k2 * A i2k2

т. е.



если определитель 
женномъ элементы 
пропорциональны.

Примерь 1.

равенъ
двухъ

нулю, то въ определителе ему сопря 
любыхъ строкъ (или двухъ столбцовъ'

\
1 2 3 
1 4 9 — 12 Л —

36, -18, 4
-30, 24, -5

1 8 27
< 6, -3, 2

144= 122

П-12 Л 13 
-4-32 '4 33

-18 4
-6 2 (-0 1+ 3+ 2+ 3

Д . 021 12 .

Примерь 2. Будемъ обозначать адъюнкты сопряженнаго опре
делителя черезъ с.ц-. Составимъ изъ этихь адъюнкть определитель.

a u h  ak h
a + 'i ацко  •

• 2С.Д/,'
• Ч 2

а • • г
к 1 /с 2. . /> '

р
р 1

аЦъ 1 ,  А-а • . a 7v
и вычислимъ его черезъ элементы начальнаго' Последовательное 
применен те формулы (14) даетъ намъ:

2̂ • * Ър
A'i к 2 ■ • 1'р (—1 )Ь.Ар- 1.

1_1 1\р-1_1 • • * ^■lpJr xlxyl

Aq к’ \ * • «

Я=[ /х / v ] + ( ' V ‘ a • - U + 0 . + »

Затем !:

пркчшъ ^=(+-1

+  (Ai ~f\  +  •

Ч

г'р-j-i
«

p̂-j-2 •
1Ср |-1 A р-{-2.

Ц-ч • 
♦ •

• • 
• •

" i\k p  
• •

7ipA'i • 1 o iPk {j

•

 ̂ 1 оГ>+2
11 • • + 0

А )

. • А . А*•т п

i )Р7

• А

. ( - о (?1 ?2 • . ?/> ! + [АГх * A'j> ]

W* и L9 •р-Н 1 Р К2 А,,)- Какъ
было доказано А—Ап—1, сь другой стороны сумма

Я+^+[гх г • %!+[/,:I . А ]



будетъ четнымъ числомь. И такъ:

а 1 Ч 9 • Р
L \ /i 2 • .А

Д (11- 2)/)

Прим'Ьръ 3. 
1 2 3

а ц к-
•  •

• ‘ • и i \  кр

С лipk \

• •

•  •

(.9)
(-■ тркр

т/

2 3 4
3 4 5

О, составимъ определитель ему сопряженный:

' 1, 2 , -1
2, -4, 2

- !, 2, -1
)

въ немъ действительно элементы двухъ любыхъ строкъ 
любыхъ столбцовъ пропорцшнальны.

И Л И  Д В У Х Ъ

Г Л А В А  V I I.

Понят1е о матриц^ и ея ранге.

1. М атрица. Будемъ называть матрицей систету те. ли
сель а{к, расположенныхъ въ т ‘ строкъ и столбцовъ:

а п f,12 °1 3  '

«2 1

1

°28 f/23 • ' ’ СЧ  п *
•
•

у

с  лi Mil ‘ W й „.з • . а тп

Такую матрицу мы буд.мъ иногда для краткости, обозначать 
черезъ (те п)

2. Числ' о о п р е д е л и т е л е й ,  с о д е р ж а щ и х с я  въ  м атрице. Изъ элементовъ этой матрицы мы мсжемъ составлять раз
личные определители любого порядка отъ единицы до меньшаго 
изъ чиселп те и п . Сочтемъ сколько можемъ мы получить изъ'мат
рицы определителей заданнаго порядка Для получен in какого- 
нибудь. определителя порядка р  мы должны взять элементы мат
рицы, принадлежацце одновременно какимъ-нибудь р строками и 
какимъ-либо р  столбцами; у  строкъ мы можемъ выбрать способами, 
число которыхъ равно О т , равнымъ образомъ будетъ существовать
Срп раз л и чкыхтъ комбинат' й столбцовъ. Каждая комбинащя строкъ
можетъ быть соединена съ любой комбииащей столбцовъ, такими



образомъ изъ матрицы (т , п ) мы можемъ составить столько опре
делителей порядка р , сколько единицъ въ произведены

0> . Срт  Iп
Каждый- изъ элементовъ а;к данной матрицы можно разсматршзать,
какъ определитель 1-го порядка, ей принадлежавши. Общее число
всехъ определителей, которое можно получить изъ матрицы ( п),
будетъ равно:*

С« . Сг>т п «гг»* • ♦ —‘’̂ ’ЗЧИЕЭРв »
где подъ q разумеемъ число равное меньшему изъ чиселъ т  и п . 

Если въ тождестве: *
•* *

. \т  / I ~\п / I ' «г-4-nQj . (х —Р е?) — (я ~г о.)
развернуть- по известней формуле Ньютона каждую изъ трехъ 
-степеней двучлена х + а ,  а затемъ сравнить коэффициенты при
о*ат въ левой и правой части, то получимъ:

Лт= ^ - 1  (5)
3. Ч и с л о  м и н о р о в ъ о п р е д е л и т е л я .  Если в ъ л таблице 

( 1) число строкъ и столбцовъ одинаково т — п, будемъ ее называть 
квадратной матрицей; изъ нея можно получить только одинъ опре
делитель наивысшаго порядка п . Согласно предыдущему (фор. 2)
определитель порядка п  будетъ иметь (O J 2 миноровъ порядка п —р
(т. е. определителей порядка р). Общее же число всехъ миноровъ 
определителя порядка п  будетъ (не считая его самого):

С”,. -  2 . (6)
НапримЬрь, определитель 3-го порядка будетъ иметь 18 миноровъ

4. Р а н г ъ  м а т р и ц ы .  Будемъ говорить, что матрица (1) имеетъ 
рангъ равный р , если все содержаицеся въ ней определители 
порядка р  4- 1 суть нули, но хотя бы одинъ определитель порядка 
р  отличенъ отъ нуля. Если матрица имеетъ рангъ р ,  все опреде
лители порядка р -f- l и высшаго суть нули, ибо последще можно 
по теореме L aphcPa разложить въ сумму произведен^ определи
телей порядка p - j - l  на определители, имъ дополнительные.

5. Р а н г ъ  о п р е д е л и т е л я .  Подъ рангомъ определителя по
рядка п  будемъ разуметь рангъ той квадратной матрицы, изъ ко
торой составленъ данный определитель. Очевидно рангъ определи
теля можно установить и независимо отъ понят1я о матрице: опре
делитель порядка п  будемъ называть имеющимъ рангъ р , если все 
*;го миноры порядка п-̂р—1 (они будугъ определителями порйдка

суть нули, но хотя одинъ миноръ порядка п — (т. е. опре
делитель порядка р )  отличень отъ нуля.

Если мы къ матрице (1) прибавимъ строку или столбецъ, то 
мы не уменыиимъ ея ранга, ибо въ ней остаются попрежнему опре
делители порядка р , отличные отъ нуля; но съ другой стороны

MitskevichOA
Прямоугольник
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мы можемъ присоединешемъ строки или столбца повысить ранги 
матрицы, ибо можетъ п о л у ч и ть с я  одинъ определитель порядка p - f -  К 
содержаний элементы новаго ряда и отличный отъ нуля.

Примерь 1. Матрица:
1

1, 2, 3, 3, б
2, 3, 4, 5, 9
3, 4, 5, 7, 12
3, 5, 7, 8, 15.

будетъ ранга 2, ибо все, содержаицеся въ ней определители 3-го 
порядка, нули, но определители 2-го порядка не все нули. 

Примерь 2. Определитель 5-го порядка:
1, О, О, 1, 2 
О, 1, О, 1, 2
0, О, 1, 1 2 ,
1, 1, 1, 3, 6
2, 1, 2 , б, 12

будетъ ранга 3; все его подопределители 4-го порядка—нули, не
которые же изъ подопределителей 3-го порядка отличны отъ нуля.

Примерь 3. Если определитель | а*к | равенъ нулю, то опре
делитель, составленный изъ адъюнктъ Л,к его - элементовъ, будетъ 
иметь рангъ равный 1 (или даже 0 , если все А̂ к =  0 ). ибо все» 
его подо пре делители 2-го порядка суть нули (глава VI § 5).

6. О п р е д е  л е н i е . р а н г а м а т р и ц ы .  Какъ-было указано- 
выше, матрица будетъ считаться имеющей рангъ р, если все ея 
определители порядка р-{-1 будутъ нули и хотя одинъ порядка р  
отличенъ отъ нуля. Спрашивается теперь, какъ же определить рангъ 
заданной матрицы. Само собой разумеется, что пересмотръ всехъ- 
ея определителей порядка р-|-1 будетъ слишкомъ сложными, да и 
лишними. Вопроси въ темь, каково наименьшее число необходимыхъ-
и достаточныхъ услов!й, чтобы матрица имела определенный рангър-_ 
•Назовемъ глазными определителями матрицы ( 1') те ея определители 
порядка р ,  которые отличны отъ куля, и пусть одинъ изъ нмхъ 
будетъ:

% г

а 11 ('12  . • • С1 р

&:2 • * * С 2?

с рХ ар2 • • • врр
Присоединяя къ каждому главному определителю одну изъ остав
шихся строкъ матрицы и одинъ изъ оставшихся столбцовъ, будемъ

*

I
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получать, такъ называемые, характ:ропределители мат
рицы. Такъ по OTHomeHiio къ выбранному нами главному опреде
лителю (7) характеристическими будутъ определители:

Ask

причемъ:
s
I

''11 "12 • 1► • ( l/> (■' l  Jh

а 21 61 о оА» м t • • a 2p 0  ф

• •
СрХ

•
а , , 2

о
*

* ft
• •

9
"vv

• •
Cpk

а CS2 • • • " Я p Сяк

“ГII - 1 , зН г-9 —4 } 0 • . m
— V Н« JP +  2, Ф ft . n .

( 8 )

Число такихъ характеристичсскихъ определителей (для выбраннаго 
главыаго) будетъ:

N =  ( т  —р) (п(9)
Чтобы матрица имела ранги р, конечно, необходимо, чтобы все 
эти i\T определителей обращались въ нуль. Докажешь же, что въ 
та коми случае и все остальные определители порядка р-\-\ изъ 
данной матрицы обращаются въ нули. Такъ какъ по условию О,
то разлагая его̂  по элементами последил го столбца, найдемъ:

агк ТгЦ-а,кТУЧ- Г « 1'к а.<>к д =  0; (Ю)
.все коэффиц1енты rJ\ s , т £ , . . . TPS не зависятъ отъ индекса к, а 
потому соогношеше (10) остается справедливымъ для всякаго к^> р  
при выбранномъ указателе s,но въ силу предложешя (8) главы 11-<й 
это соотнешете (.0) тождественно выполняется и для всякаго 
Такъ какъ 4 :^0 , то (10) разрешимо относительно а»к. Итакъ, всъ 
элементы ask любе й строки s нашей матрицы являются линейными 
комбинацкми (еъ одинаковыми для всей строки s коэффищентами) 
элементе:ъ первыхъ р строкъ. Въ силу этого свойства ссяюй опре
делитель порядка р -\-\ изъ нашей матрицы:

апк1 <* цк*
°кк, °кк,

( чк р+1
( /_кр+1

■будетъ обращаться въ нуль.
Число указанныхъ выше условш для налич1я ранга р  данной 

матрицы является наименьшимъ и далыгЬйшее его приведете не
возможно. Въ самомъ деле каждый изъ этихъ N  характеристиче- 
скихъ опредепителей содержитъ такой элементъ ask, который въ 
остальныхъ не встречается; а потому изъ обращения въ нуль части 
этйхъ определителей въ общемъ случае никоими образомъ не мо- 
■жетъ вытекать обращение въ нуль остальныхъ. Они между собой
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С

независимы. Игакъ, окончательно мы гюлучаемъ: если. ( п—р ) (т —р )  
характеры тическихь определит елей, юлучаемыхъ окай члешемъ одного 
лаекаго (порядка р ), обращаются еъ нуль, то матрица будеш ь равна р. 

Насколько важно упрощеш'е, сводимое этимъ предложен ieMb, мс- 
жетъ показать следующий примерь. Матрица (5,7) ранга равнаго 3 
им'Ьетъ всего определителей 4-го порядка:

Ct. 'c*7 =  175;
число же характеристическихъ определителей, получасмыхъ изъ 
одного главнаго, равно:

(7—3) (5—3) =  8 .
При мен и мъ полученное предложеше къ одному частному случаю, 
который намъ окажется полезнымъ въ дальнейшему Разсмотримъ 
матрицу:

с<ц а 12 . . . сtin  b i
.  .  .  О Ч у ,  1 чо 21 е 22

О'п! Ои2 • • • Опп 7 и

( П )

назовемъ определитель, составленный изъ ея первыхъ п  строкъ 
и первыхъ п  столбцовъ, черезъ Д; определитель же этой матрицы, 
который получается изъ Д заменой столбца номера к последними 
столбцомъ матрицы, обозначимъ черезъ Д*. Согласно сказанному 
выше, чтобы матрица ( 11) имела рангъ равный п —1 необходимы и 
достаточны сле.луюнця yxnoBin:

1 2  3 . .  п —1
1 2 3 .  .  п1 ! ф  0 , д —  о , л1  = о,

а въ такомъ случай и всякое Д* =  0 при к =  2 , 3, . : п .
7. О п р е д е л и т е л ь ,  с о с т а в л е н н ы й  из ъ  д в у х ъ  мат-  

рицъ.  Пусть намъ даны две матрицы (р , q) и (q, р ) :
а 11 U12 С/13 * . (71 <1 К  К 1̂3 • * !>п> i
°2\ °22 °23 * . 0  0 2q 2̂1  ̂22 2̂3 • * Ь2р j

• И - <
»ii *

I 0 .1 Pi ",3 * № 1\\ Ь о . </3 . ь 1<tt? i

( 12)

с ...г к И а ЪVX

Составимъ теперь суммы произведет й элементовъ строкъ первой 
матрицы на соответственные элементы столбцовъ второй матрицы:

7i—q
hk ( 13)

Л=Л
Матрицу || ajc || можемъ называть (символически, только по отноше- 
щю къ ея составу!) произведен ieMb двухъ данныхъ матрицъ. Всехъ 
элементовъ ык будетъ р 2, такъ что полученная матрица есть матрица
квадратная.
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Разсмотримъ теперь определитель | с,* | . составленный ука
занными способомъ изъ двухъ матрицъ, и найдемъ его значеше. 

Этотъ определитель подробнее напишется такъ:

Cik

На l l f ih r ^ JlJ i7h2 * * *
НаwJhi r 27* h ■^  2huh2' 9 * " ■ ifihp

Н а pfi * hi ’ " ^ JplPhp

во всехъ элементахъ определителя суммироваше ведется по индексу 
h отъ 1 до q. Определитель (14) можемъ разложить въ сумму (главы II) 
определителей следующими образомъ:

здесь г*, /2. ?з. • • Ц система чиселъ, выбранная изъ ряда чисели 
1, 2, . . q .Всехъ слагаемыми въ сумме (15) будетъ т. е. столько, 
сколько возможно размещен! й изъ q номеровъ по р  въ группе (съ 
повторен !ями). •

Если p —q, то ясно, что определитель (14) есть произведен! е 
двухъ определителей 1 а»* | и | Ъ,к\ . Пусть далее p^>q, тогда* въ 
каждой комбинацш гг, г2, г3, . . . будутъ входить непременно* по 
деа ичи более одинаковыхь номеровъ, а в ъ ' такомъ случае все 
определители, вхоаяице въ сумму (15) будутъ нули, ибо они будутъ 
иметь по крайней мере по два одннакоЕыхъ столбца. Итакъ, если 

то определитель | c ik | равенъ нулю.
Предположимъ, наконецъ, что p<jq. Всего определителей будетъ

а щ  • • a  l ip

й  i l l ♦ ^ v ip
• • • « • • • • •

V
° p i i 0  • u p i *  * • c p i p

Л

*</,№ все те, у которыхъ два или более столбцовъ одинаковы, 
пропадаютъ; следовательно, на места гг, г2, • . ip надо изъ чиселъ 
ряда 1, 2, . . qставить одновременно только различные номера, 
следовательно такихъ комбинацш будетъ А?ч. Таково будетъ числом 
определителей (16), отличныхъ отъ нуля. Выберемъ въ сумме (15) 
так!Я слагаемый, который содержать определитель (16) съ теми же 
самыми значешями индексовъ гг, . . . if l но различно располо-
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женными. Такихъ слагаемыхъ будетъ, очевидно, р\ и сумма ихъ 
представится въ сл'Ьдующемъ виде:

2*2, * « 2ft]
Г ( - 1) • Ь

[ 2*1 2£ • • ip 3
• Ъ- 1Х1 222 • • • (—1)

/? . п • # .W12i> с122> • . с1г/>
а • /7 *22* > “222> • • а22л ( 1 7 )

п  • п  • О •ирг± ирг2 ’ . . ]пр

эта сумма распространяется на все j>! перестановокъ значковъ 
«I, гг, ?з, . . ip,а потому она будетъ равна произведен iio двухъ 
определителей

Сумма (15) распадается на С* группъ по p i слагаемыхъ, отличныхъ
отъ нуля, каждая изъ этихъ группъ, какъ мы видели, можетъ быть 
представлена въ виде произведешя двухъ cnj еделителей ( 18). 
И|акъ, определитель | с,-* | въ случае p<^q раЕенъ сумме О  про-
изведенш* вида (18).

Примеръ 1.

Cl Ъх %

• Cl 0х — d id ! -{- &1#2 2̂̂ 1 “f" 2̂
с 2

Л

а2 02 С\0Х 4 “ Ъх02 а 101 +  Ъ2а 2

Определитель 2-го порядка, составленный изъ кгадратной матрицы 
въ первой части равснъ, очевидно, произведен!ю определителей, 
составленныхъ изъ матрицъ левой части.

Примеръ 2.

ах Ъх Сх
#2 Ь2 Со

ах а2
0 1  0 2  

Yi 72

-}- bx0i -f- c iYi> °zai ~Ь ̂ 201 -f- с гух 
axCt-z~\~̂>102~\~ CiY2> а2а2 >̂202 СЛ'2

Этотъ примеръ соответст вуетъ случаю j)<[g. Поэтому:

сх Ъг
а2 Ъ2

т , что

c iai  ~Ь Ъх0г "Ь ci/i . а&х ~1~ Ъ20х с-<¥х
Qi*2~\~bx0i-{~СхУ2, а2О.1-\-Ъ201-\-с^2

ах a.i
01 0-\

! “Ь
Сх Сх

а2 Cz
«I «2
Yi Yi

+
di Сх
Ъ2 с 2

0i 0 *
Yi Yi

3
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«1 == «1 == Xi a2 =- а , - = £2
к= = А  == 2/1 ь2 == $з == У'2
«1 =

иамъ дастъ:
= 7х == *1 Cj =

•

= 72 == z>, тогда предыдущее соотношеше

0r i2 ~b?A2 "f* ̂ i2) (x22 H~ у ?  “Ь г-2) — (xi%2 ~Ь У1У1 + ^ 2)2 ~
(%|/2  - j-  iVl^i У-%lf -f- (^1»2 2 221) 2

это известное тождество (Лапласа), которымъ часто приходится 
пользоваться въ аналитической геометрш.
ПригЬръ 3. НижеслЪдующШ примеръ соответствуем случаю

*

яг Ъ%
аг Ьг 
аз Ьз

Й1 Л- 7i
а.2 fit 7-2

> \

I
тогда

ai ai +  bi«a, ^ i  +  bi/?3, ^i7i4~bi/2 
-f- b̂ Ct}, 0,2̂ 1 “4“" b ^ lj a27l Ч"" 2̂72

Ьза2» ~Ь Яз7г ~Ь &з72

Г л а в а  VIII.

Линейныя уравнетя.

I, Л и н е й н а я  н е о д н о р о д н а я  с и с т е м а ,  к о н е ч н ы й  
р е ш е н !  я .  Пусть у насъ имеется система п  неоднородныхъ урав
нений, содержащихъ п  неизв'Ьстныхъ хг х2, . . х»:

d i2x2-\- . . . <хщХъ-\~ . . . -J-a jnr„ =  hi)
a22Xz~{~ • • • ~ j - " i ~  • • • 02птп — Ъ2

........................ ............................. ..... ................................................................ ( О

Яя1Т 1 | ^«2̂ -2 | ♦ * » j & п к % к  | . • • » О п п ^ п --
Будемъ обозначать определитель, составленный изъ коэффищентовъ 
при неизвестныхъ, черезъ А =  j ai(C | , его адъюнкты перваго по
рядка, соответствуют!е элементу a iK, черезъ А,« . Для определен!я 
какого-нибудь неизвестнаго хК умножимъ первое уравнеше на Ащ , 
второе на Л2к, . . . последнее на Апк и затемъ сложимъ ихъ. Тогда 
кээффищентомъ при хк будетъ сумма:

8 ®1* “Ь ̂ 2* “’‘j’"-' 2* • • • С1кп Апк j (2)
т.-е. определитель А; коэффищенгъ при какомъ-либо другомъ не- 
известномь хп будетъ:

alh AlK -J~ Cl2hA2s-\~ . . .  —j— OnhAntct
т.-е. нуль. Такимъ образомъ, мы этимъ способомъ исключаемъ изъ 
данной системы все неизвестный, кроме х„, последнее опреде
ляется въ следующеиъ виде:



А . Хк — biAik Ь2А2к-J- Ank • (3)
Правая часть равенства (3) получается изъ суммы (2), т.-е. опре
делителя Д заменой элементовъ столбца соответствующими сво
бодными членами нашихъ уравненш, будемъ ее обозначать черезъ 
Ah. Такъ что:

Д , Хк =  Ьк(4)
Итакъ, еслй определитель, составленный изъ коэффищентовъ 

при неизвестныхъ въ данной системе уравненШ, отличенъ отъ нуля, 
то решеше этихъ уравненш представляется въ следующей форме;

где  Д — определитель, составленный изъ коэффищентовъ при неиз
вестныхъ, Ак — определитель, полученный изъ А заменой элемен
товъ столбца к свободными членами данныхъ уравненш. Отметимъ 
при этомъ, что свободные члены мы писали въ правой части каждаго
уравнешя.

Примерь. Пусть нтмъ дана система:

тогда

А

х -}- 2у -j- 2z -f- § 11= — 3
2х-\- 2y-\-Az-\- и  == 5

Зх-\-Ау = — 3 --

4ж-|- y-\ -2z-\- Zu -= 1

1 2 3 4 - 1 2  3 4 1 2 3
2 3 4 1

=  10. 1 3  4 1
10.
%

0 1 1
3 4 1 2 1 4  1 2 0 1 -3
4 1 2 3 1 1 2  3 0 -3 1

1
1

2 3 4
3 4 1
4 1 2
1 2 3

0 1 1 1  
5 3 4 1. 

- 3 4 1 2  
1 1 2  3

0 0 0 1 
5 - 1 3 1  

-3 3 - 1  2
1 -1 -1 3

1 -3 3 4 | 1 0 1 1 !
2 5 4 1 2 5 4 1
3 -3 1 2 =  10. 3 -3 1 2
4 1 2 3 4. 1 2 3 *

3*



1 0  0 0
2 5 2 1
3 -3 -2 -1
4 1 - 2 - 1

1, и т. д.

2. Б е з к о н е ч н ы я  р е ш е н 1 я .  Конечное определенное зна- 
чеше для ж*, мы вывели изъ уравнения (4) въ предположены, что 
Аф&. Если же теперь определитель А обращается въ нуль, но при 
эюмъ Аь отлично отъ нуля (при всякомъ Тс), тогда уравнешя вида ( 4 )  
не могутъ удовлетворяться никакими конечными значен1ями неиз- 
вестныхъ х1г х<г, . . . х„, Въ этомъ случае будемъ говорить, что 
наша система (1) имеетъ только безконечныя рёшен1я.

3. Н е о п р е д е л е н н ы  я р е ш е н 1я. Допустимъ, наконецъ, 
что А и какой-нибудь определитель А̂  (при определенномъ значенш
индекса Тс) обращаются въ нули. Тогда зравнеше (4) выполняется 
тождественно при всякомъ значенш х^, изъ него уже нельзя опре
делить это неизвестное. При указанныхъ услов1яхъ и Ai при любомъ 
значен1и номера г обращается въ нуль, т. е. значения всехъ неиз- 
вестныхъ х1} х2, . . . хпбудутъ неопределенны.

Если определитель А будете ранга — 1, то все его
подопределители порядка п  — 1 обращаются въ нули, следовательно, 
разложивъ Ajg (при любомъ значенш к) по элементал.ъ столбца Ь, мы
получимъ, что этотъ определитель тождественно равенъ нулю.

Если же А имеете рангъ <р= 1, то Ah обращается въ нуль 
при условш, что:

А =  0 и Аь =  0,
■ %Р

въ силу предложешя, доказаннаго въ § б главы V 11-й. (6)
Итакъ, если каждый изъ двухъ определителей (6) равенъ нулю, 

то и всякШ Ль.= 0 ; система уравнен1и (I) неопределеньа. Съ какой 
степенью произвола разрешается система ( 1) мы разъяснимъ позднее, 
теперь же лишь заметимъ, что неопред!ленность решешя происхо
дить отъ того, что по крайней мере одно изъ уравненШ этой си
стемы является следств1емъ остальныхъ уравнен!й.

4. Л и н е й н а я  н е о д н о р о д н а я  с и с т е м а .  Обпий с л у 
чай.  Пусть у насъ имеется ш  линейныхъ функщй съ п  неизвест
ными хх х2, . . . х„:

f i  — аххХх-\-а12х2 
f t  — a2iXi -j- а :2.x 2

(7)

Ot п п̂ 
О 2 п%п

f  уп j™* j-" • • • " |*“ OfппХп
Систему wi данныхъ неоднородныхъ ураЕнеш й мы представимъ тогда
въ  следую щ емъ в и д е :

4
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/ l-- frl> /2--- &2i • • • • /м— i'm-
ОбозначИмъ черезъ А или черезъ (ш, п) матрицу, составленную 
изъ коэффищентовъ уравненш при неизвестных!:

Я12, .
2̂1 > 2̂2 • • • Cblfi

А • т • •

• • • С.тп

и  черезъ А° или (т, п -\ -1) матрицу изъ этихъ же коэффищентовъ 
съ при соединен ieMb столбца свободныхъ членовъ уравненШ:

Яц, O12, • • • bl

А°:
Яаг» °22. • Яг») ?

«я!» «м2» • • • #
Пусть рангъ матрицы J . будетъ и

_  1  2  3  •  •

1 2  3 .  .

пп Ъп

(10)

V
V ( 11)

одицъ изъ ея определителей порядка р ,  отличный отъ нуля; этоть 
определитель мы обозначили, согласно прежнему условш (глава I 
§ 4), выписывая номера строкъ и столбцовъ. Составимъ определитель:

j7к
+1

f k , a h , a h ,  • • ♦ Q]cp

t u
0

«и, Яis» ’ • • ° i p

L «31, o„ . 28,
• • • • 1  « • • • *

i p , °i>l, °jp2, • • • «рр

( 12)

и разложимъ его еъ сумму определителей по слагаемымъ первагр
С Г

-р,+1 Хх

•4 akx, «**, •
• h 
• •

a a- a • • Cv JMu, ii) 12, lj>
СГ a a • • (х/Л А Л21, 
• •

21j 
• •

2t>
• • •

• 2jp
• • •

ai»l, aPu °jp«* *.

Ч-.-.+ жр

«*1, °*«, * *
ai P,«11, aX2> * ’ * «1P

«ЗР, «31, “я, ' * * «sjp
• m

apP , at l ,  ■ • ° p p

- f

«fcp-f-1, ЙИ) &u2, • • @'kp cikn. an, • • a*i>
l̂p-f-i, an, aX2, • * Oiy ain, an,«12» • • aî

~h f +1 flap+ъ a2i, #22, . . Й2?
# %•

%

-}-• • .+*•» C2w #21, «-2» • • a2p 
.................. * •

a?*, a?i> a?2. • • a**
• r *

(13)
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Коэффищенты при хх, х2, . . тр, обращ аю тся въ н ул и , к а к ь  опреде
л и тел и , имею ице по д ва  одинаковы хъ  столбца, коэффищенты при 
о стал ьн ы хъ  н еи звестн ы х ъ  то ж е н ул и , к а к ъ  определители  порядка

п ри н адлеж ап ц е м атр и ц е  А р ан га  И такъ  F ps+i тождествен
но, т .  е . при в с я к и х ъ  зн ач е ш ях ъ  н е и зв е с т ь ы х ъ  хх, х2, . . . хп раЕенъ 
н ул ю . Р азл о ж и м ъ  теп ер ь  этотъ  о п р едел и тел ь  п о эл ем ен там ъ  перхаго
столбца:

.  . - \ - f p A p — 0  ( 1 4 ) .
/c=jp-f-i, .p-f-2, . . . m.

Т а к ъ  к а к ъ  Ap фО,  то это соотнош еш е р азр еш и л о  относительно 
ф ункцш  fk. И гакъ , если р ан гъ  матрицы  А есть  р , то т — р  функ
щ й fk б уд утъ  линейными вы р аж еш ял 'и  остальн ы х ф ункщ й, иначе 
го во р я , п ер вы я б уд утъ  линейно зависим ы  отъ п о сл едн и хъ .

5 . Н е о б х о д и м о е  y c n o B i e  р а з р е ш и м о с т и .  Отсюда
с л е д у е т ъ , что если система (8) уд о вл етв  р яется  конечны ми значе- 
н1ями xi, X2 ,. . . хп, то свободные члены  ур авн еш й  b i, . . 1т
н е^ м о гутъ  быть вы браны  произвольно (при любом р а н ге  р  мат
рицы А); въ  сам ом  д е л е ,  если сущ ествуетъ  ко н еч н ая  система $на- 
ченш  xi, хх, . . хП) удовлетворяю щ й хъ  уравн еш ем ъ  (8 ), то , подста- 
ви въ  эти зн ач еш я въ  тож дественное соотношеше (14), мы получимт:

ibkAp-^-biAi^-^-biA-^-j- . . . -\-bpAp1 =  0  (15)
i? +  2 . . m,

%

т ,  е . м е ж д у  свободными членами Ъ\, . . Ьт с ущ ествуй те  т е  же
ли н ей н ы я со о тн о и еш я , К акъ  и м е ж д у  4ун кц 1ям и  . . f„,
Т ако во  ycnoB ie, необходимое д л я  р а зр е ш е ш я  въ  кокечномъ Еиде 
системы  (8 ).

6 . Д о с т а т о ч н о е  у е л  OBi  е р а з р е ш и м о с т и .  Нетрудно
п о казать , что оно и достаточно. В ъ  самомъ д е л е ,  предположимъ. 
что р ан гъ  м атри ц ы  А равенъ р,  сл ед о вател ьн о , т — р  ф ункщ й 
fp+г, fp+2, • • . f m я в л яю тс я  линейны м и комбинащ ями р  функщй 
/ъ /2, . . . fp, п усть  д а л е е  by-pi, Ър+.2, . связан ы  тем и  ж е
линейными соотнош еш ями (1 о), к а к ъ  и соответствую щ ая имъ ф укк- 
цш  /». В ы чтем ъ  теп ер ь  изъ р авен ства  (14) почленно равенство  (15):
( f t —  Ък)Ар -f- (/1 —  bi)Ai* -\-\(fz —  ЬгМа*-{- . . .  -f- —  h>)Apk = 0  ( !  6)

k — p-{-l , f p - j - 2 ,  . . . m.
Это тож дественное (относительно х}, x2, . . )  соотношеше р азр е 
шимо относительно f k. Если теп ерь xh x2t . . . x„ подобраны такъ , 
что они удовлетворяю тъ  р  перЕымъ ур авн еш ям ъ  изъ  системы (8), 
то (16 ) п о казы ваетъ , что б уд утъ  уд о вл етвер еьы  и остальн ы я т — р 
ур авн еш й  этой системы .

7 . Р е ш е н i e  о б щ е й  с и с т е м ы .  У р авн еш ям ъ  ж е :
/l — Ьх, /2==|^2. » . • • fp == Ьр (17)

можно удовлетвори ть с л е д у к щ и м ъ  сбразом ъ . Пе реке семе въ нихъ 
в ъ  правую  часть неизвестны й  хр+1
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^31^1 *“"j~ &1&2 • • • —}—CLipXp ==  b x ~ • • @'1п*Ец
. —j—Cl:pXp =~ b% - • ♦ ' r nX'ii

( 1 8 )

# |~ QppXp ” ■- b p  - "  a PP±l%p-\-l — • • C pnX n

О пределитель, составленный изъ коэффищентовъ при неизвестныхъ 
* i. ^2. • • хр есть Ар, который по условш, отличенъ отъ нуля, а 
потому (§ 1 этой главы) система (18) въ конечномъ, определенномъ 
виде разрешима относительно Хх, х2 . . выражешя эткхъ по
сле дни хъ будутъ содержать хр+1, хр+2, . . хп, которые остаются 
произвольными. Удовлет воривъ, такимъ образомъ, уравнен1ямъ (17), 
мы гёмъ самыми, какъ было доказано, удовлетворимъ и остальнымъ 
т — р  уравнешямъ системы (8).

8. Д р у г а я  < о р м а  н е о бхо д и м а  го и д о с т а т о ч н а г  в 
у с л о в 1 я .  YaiO Bie, которое мы получили для разрешимости си
стемы (8), можно представить въ иней форме. Изъ предыдущихъ 
разеужденш легко было бы обнаружить, что въ матрице • эле
менты какой-либо строки являются определенной линейной комби
нацией соответствую щи хъ элементовъ р  первыхъ строкъ, отсюда, 
далее, нетрудно вывести, что все определители порядка p -f- l изъ 
матрицы А° суть нули, т -е . ея  рангъ  будеш ь раеенъ ран гу матрицы А. 
Не будемъ подробнее развивать эти соображешя, а дадимъ новое, 
независимое отъ предыдущаго, о боен с ваше этой формы услов1я.

Рангъ матрицы А0 не можетъ быть менее р  ранга ея части» 
Покажекъ, что онъ не можетъ быть и более р , т.-е. все определи
тели порядка р -\ -1 матрицы А0 обращаются въ нули.

Пусть &i,
3, a t-i, ?2 • 
•пределитель

Кг, . . Т(р каше-ни будь индексы изъ ряда 1, 2, 
Ь +  1 — индексы изъ ряда 1, 2,3 , . .т у  соетавимъ

' fh ’ ai\k\' aiib3i • • • а,Аср 
f i t ’ a i j c x' а г%къ' • • • a i2kp I

I h+i’ % + А ’ aip+\kz’ • * % -fifty

Разложимъ его, подобно определителю (12), въ сумму определите
лей по слагаемымъ перваго столбца; козффищенты при всехъ нс- 
известныхъ Х\, хг, . . х„ будутъ нули, какъ определители порядка 
р -j-l изъ матрицы А ранга р. Следовательно, определитель (19) 
тождественно, при всякихъ значешяхъ xlt х2, . . хп, равенъ нулю. 
Пусть теперь хх, х2, х3, . . <*„ выбраны такъ, что система (8) удов
летворена; подставляя въ (19) вместо / равное ей при этомъ успе
е т  число Ь,-, мы получим!:
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b;ър+i9 P̂+\kx% a?р-\~Иьр
Всяшй определитель порядка р - j - l  изъ матрицы А0, содержаний 

- элементы последняго ея столбца, равенъ нулю; друпе же опреде
лители порядка jp-̂ -71 этой матрицы—тоже нули въ силу принад
лежности ихъ матрице А. Рангъ матрицы Аэ не можетъ быть и 
более р, следовательно, онъ равенъ р. Чтобы данная система (8) 
имела конечный реш етя, необходимо, чтобы рангъ матрицъ А и 

А• былъ одинаковымъ. Остается показать достаточность этого усло
вия. Разсмотримъ определитель:

f i t - -  Н л ° k v • a k v

f t - к , « и , **12 > * * • а :Р
h - a 2V ®22» * • а ?Р (21)

и - - V V ° p V  * • * °рр •

2> + 1, р +  2, . . . ш ,

этотъ определитель тождественно обращается въ нуль, ибо онъ отъ 
определителя ( 12) отличается только свободнымъ членомъ (незави- 
сящимъ отъ хх, хг , . . х„), который въ силу услов я (20) тоже нуль.

Разлагая этотъ определитель по элеменгамъ перваго столбца, 
мы, очевидно, получимъ соотношеше (16), которое показываетъ, что 
удовлетворяя р  первымъ уравнен 1ямъ сисгемы (8), мы удовлетво
рим!» и всемъ остальнымъ.

Итакъ, условие необходимое и достаточное для разрешимости 
системы (8) въ конечномъ и определенномъ виде таково: рангъ 
матрицы (А), составленной изъ коффищентовъ при неизвестныхь, 
не долженъ изменяться отъ присоединещя кь матрице* столбца 
свободныхъ членовъ уравнешй.

Примерь. Разсмотримъ систему уравненШ
х  - f -  2у  - { -  3z +  — 3
х  +4y-\-Qz-{-\Cu — —17
х + 2у-j- -f- LQm =  —10

рангъ матрицы, составленной изъ коэффищентовъ при неизвестныхь:

*

1, 2, 3, 4
1. 4, 9, 16 
1, 3, 6 , 10

равенъ 2; если присоединить къ ней стодбецъ свободных членовъ:
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1, 2, 3, 4, -3 
1, 4, 9, 16, 47  
1 : 3 ,  6, 10, 4 0

рангь останется прежнимъ. Наша система удовлетворится, если 
удовлетворить первыми двумъ ураенешямъ. Третье уравнение си
стемы является сл'Ьдств^емъ двухъ первыхъ.

9. О д н о р о д н а я  с и с т е м а .  П р о с т е й и н й  с л у ч а й .  
Если данная система уравнешй однородна относительно неизв’Ьст- 
ныхъ Жь Хг, . . . х„, то изъ нея можно определять только 1 от
ношен! й п —1 неизвестныхъ кь какому-нибудь одному изъ нихъ; 
поэтому линейная однородная система не должна содержать более 
п — 1 независимыхъ между собой уравнен!й. Положимъ, сначала, 
наша система содержитъ какъ разъ п —1 уравненш:

Д =  0 , /2 = 0, . . . /и—1 — 0
и притомъ матрица, составленная изъ коэффищентовъ:

#11, 012, • « . 01 п
021, 02l2, • • • 6̂2 Yi

• • • • • • • • # # ♦ ♦
%

0 п —1 ,1 , 0п-~ l i 2 '  • • • —1 п

будете ранга п —1. До пусти мъ, что
1, 2, 3, . . . 1
1, 2, 3 , . . . 1

есть определитель порядка п —1 изъ матрицы (23), который не ра- 
венъ нулю. Перенесемъ тогда въ уравнешяхъ (22) неизвестное хп въ 
правую часть и будемъ решать уравнен!я.

ttllXl ~f" • • • “f-Sfln—гЗ’к—1 = —
-j-d2iXi -f- . . . —]—£?2«—l^n—i =  ---C-2n”n

On—l,!®-1-1йп—1 • 4 - O n—l *»—1T И—l
относительно ад, я:,, . . . ж„_г. Будемъ въ дальнейшемъ обозначать
через Ok тотъ определитель порядка п —1, который получается изъ 
матрицы (23) пропускомь столбца номера Решен1е уравнен!й 
(22') по формуле (5) этой главы представится такъ:

аг$ . Эп — —хп . | 1, 2, . . . к—1, п , к -f  1, . . . п—1 | (24)t *
Здесь въ правой части определитель мы обозначили только номерами 
столбцовъ, переставляя ихъ найдемъ:

Ч  • в п ~  (— 1 )* -*  ♦ ©Л т»
ч

(—1)л .еТ  = о - 1)п .е„ . п—1.

4

1
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Этому рЪшенда можно дать следующею интересную форму: приба- 
вимъ къ матрице (23) лишнюю строку . с пп\ тогда изъ
полученной новой квадратной матрицы состаьидъ огреде:гитель 
А | аа  | , нетрудно теперь видеть, чго есть мтноръ Мпк, и
формула (25) перепишется такт :

^' Ч г
п

или, наконецъ,
i (  —  1 ) к М п к  ( -  1 J n - M n n

X[_Хк
[■А пк̂  f А

П
ПП 1с — 1, 2 , . . .  те—1

W 9 9 (26)

Само собой разумеется, эти п сследтя отнсшешя не содержать эле- 
ментовъ прибавленной къ матрице строки.

10. О д н о р о д н а я  с и с т е м а .  Обпий с л у ч а й .  Переходя 
къ общему случаю однородной линейной системы, предположимъ, 
что она содержитъ т  уравнен!й. Необходимое и достаточное yoiOBie, 
которое мы получили для возможности разр1! шешя вообще линей
ной системы, здесь непременно выполняется: матрицы А и А° бу- 
дутъ иметь одинаковый рангъ, ибо вторая отличается отъ первой 
однимъ столбцомъ, все элементы котораго суть нули (свободные
члены уравнешй). Если рангъ матрицы А будет равенъ p(p<2jn), то 
система

/х =  0, / г= 0 , /з =  0, , . '. '/ «  =  О (27)
будетъ содержать р  кезаЕисимыхъ меж ;у собой ураЕненШ, пусть 
это будутъ уравнешя:

/1 =  0 ,Х/а =  0, . . . f P = '0 , (28)
©стальныя т —р  урагшенш системы (27) будутъ следсшями этихъ 
9  уравнешй. Если въ уравкешяхъ (2fc) мы перенесемъ еъ npaBjio 
часть все неизвестный, кроме перьыхъ то они примутъ вида:

• • • —|— рССр
а21&ГТ~Я22;7’2_|— . . . —J—Ct2рХр 
• • • • • # • • • • •

с piXi~-|--ap2̂ 21~f" • • • ~j-QppXp

Я2р-j-l  ̂p + i
« ♦

• • •

Oinr n
0 2 n%n 
• *

OpnXn
(280

= aPi»-l-i3:p+i'— . . .  —
Определитель, составленный изъ коэффиц1ентовъ аг-к , вхедящихъ въ
леЕЫЯ части этихъ уравнений, по предположенш отличенъ отъ нуля, 
а потому система разрешима относительно ау *2, . . . з у  Решопя 
будутъ содержать величины a y f i ,  гу-рг, . .  . a y  кото{ыя остаются
произвольными. Такимъ сбразсм,ъ," едт сродная система ура1ненШ 
(27) при ранге матрицы А равномъ jp(jp<^w) будетъ иметь бесчислен
ное множест во решений.

11. И с к л ю ч е н и е  н е и з в е с т н ы х ъ  из ъ  о д н о р о д н о й
с и с т е м ы  у р а в н е н 1й. Пусть у  нзеъ имеется те однородныхъ 
уравнений 1-ой степени съ те неизвестными:

/г =  0 , /2 =  0 , .  . . /я =  0» (39)



Составимъ кзъ козффищентовъ c iK при неизвестныхъ определи
тель А —| | ; умножквъ теперь уравнешя соответственно на
ад! юнкты элементоьъ перЕаго столбца этого определителя, слсжкмъ- 
ихъ:

А ц  • f\-\~A2x . /г-!- • • • . f n —  О
развернувъ левую часть, мы найдемъ, что все неизвестны», кроме. 
х1г пропадаютъ, и остается:

Vi . А= 0 .
L

Отсюда сл*еДуетъ, что если система (2S) имеетъ реш етя, отличны» 
отъ нуля, то необходимо, чтобы определитель,, составленный кзъ
козффищентовъ при неизвестныхъ, былъ ргвенъ нулю. Умножая 
данный ураЕнещя на адъюнкты и складывая ихъ, мы исключили 
изъ уравнешй все неизъестныя кроме, это последнее неизвест
ное также Еыпадаетъ, если А =  0.
Итакъ

Л *=0
есть результаты исключешя неизвестныхъ изъ п  однородным» лк- 
нейьыхъ уравнен!й (29). •

12. Ис к л юче ние  н е и з в е с т н ы х ъ  из ъ  н е о д н о р о д н е й  
л и н е й н о й  с и с т е м ы .  Возьмемъ теперь систему п+1 линейных?» 
неоднородныхъ уравнешй съ п  неизвестными:

— fz — bi, . • / п + 1  —  Ь « + 1
« •

и допустимы, что эта система совместна .и удовлетворяется не
которыми конечными определенными значешями неизвестныхъ 
®1» й’а, . . . £г„. Ее можно легко преобразовать въ однородную си-

. . п) заменить черезъ---- -А—;
* Хп+1

«тему, если каждое 2, ,
тегда система (ЗС) приметь виды

ОцЪ -J-c^Ta -|-а1пх„
а21*1 —J- Я22Х2 -j- . . . "|~а2пТп

—J—biX„+i
-j-b2x«+i

О
о

ап 1X1 . — бг„2х3 -)-о„пХп -\-Ь пХп+1 =  0
«n+i.iXi -j-a„+j)2x2-f- . . . -f-̂ n+i.nXn -j-bn+iXn+i =  О

Согласно предыдущему результаты исключешя всехъ неизвестныхъ 
изъ этой однородной системы будетъ:

Оль cfia, • • 0 in, h
«21. а22, • • a2nf Ьа

t̂ll> #И2 у • * * &пп, ъ„
п̂-НДл #л-|-1,2> • • • , Ъп+1

О

• » л  •

известных xi, Ха, . х„ кзъ п-^1 неоднородныхъ уравнешй



иди, что то же самое, это есть ycjioBie совместности этихъ 
урзвненШ.

13. З а в и с и м ы й  и н е з а в и с и м ы й  с и с т е м ы  л и н е й -  
н ы х ъ  о д н о р о д н ы х ъ  ф у н к ц 1 й .  П усть нам ъ даны m  ли н ей 
н ы х  однородны х функцШ /х* /а , . . . fm, содерж ащ и хъ  п  н еи звест- 
н ы х ъ  XI, х2, . . х„, т а к ъ  что:

fi =  anXi-f- dzXt -f- • . . - j-  о inX-n . .
Э ти ф ункцш  н азы ваю тся линейно-независим ы м и , если соотношеше

kXf1 ~ -̂2/2 =  0 ( (31)
н е  м ож етъ  уд о вл етво р яться  тож дествен н о  (т .-е . при в с я к и х ъ  значе- 
ш я х ъ  Xi, х 2, . . . хп)  ни при к а к и х ъ  зн ач еш яхъ  постоянныхъ 
&х, кх • . • кт, к р о м е  с л у ч а я , ко гд а  в с е  эти  постоянный обращ а
ю тся въ  н ул и . Если соотнош еш е (31) удо вл етво р яется  въ  томъ 
с л у ч а е , к о гд а  в с е  kt , fc2, . . . кт одновременно не обращ аю тся въ  
н ул ь^  то система функщ’й /х, /а. . • . fm н азы вается  линейно-зави- 
-симой систем ой . П осмотримъ, при к а к и х ъ  усл о в1яхъ  система дан - 
н ы х ъ  функцШ будетъ  и м е ть  тотъ ‘ или иной х ар актер ъ . Чтобы со
отнош еш е (31) вы полнялось тож дественно относительно н еи звест- 
н ы хъ  Хх, х 2, . . . Х п ,  необходимо, чтобы коэффициенты при каж до м ъ  
х,- въ  л ево й  части  этого соотнош еш я были р авн ы  нулю ; это д аетъ  
и а м ъ  следую щ ую  систем у однородны хь уравненШ :

atJ°x-\ -а2Хк2-\- . •
' «Х2^х Й22̂ 2~1“ • '• • - [ -  ОтчУт = 0

. . . . . . . . . .  V  . . .  . (32)
1 Oinki-f- * • • - j-  0

С оставим ъ  м атр и ц у A =  || а̂ к || изъкоэф ф ищ ентовъ a z-K этихъ  ур авн е
ний, в м е с т е  съ т е м ъ  это б уд утъ  коэ4ф лщ енты  при н еи звестн ы хъ  
Хх, ха , . . . хп въ  данной си стем е функций /х, /2, . . . fm. Вопросъ 
о зависимости, или независимости данны хъ  функцШ приводится т а -  
ки м ъ  образомъ к ъ  вопросу, и м еетъ  ли система (32) д л я  н еи звест- 
н ы хъ  &х, к2, . . . ктрё н к н i я  отличны я отъ н ул я  или н ё т ъ . Пред- 
полож им ъ  сн ач ал а , что т  — п, то гд а  система (32) не и м еетъ  р е - 
шенШ  отличны хъ  отъ н у л я , если Л =  \ | отличенъ отъ н у л я ;
система будетъ  и м еть  реш ев1я отличны я отъ н у л я , если Л — 0. Въ 
лер во м ъ  с л у ч а е  система дан н ы хъ  функцШ f x, f t  . .  . fm будетъ 
линейно-независим ой , во второмъ—-зависимой.

Если m > n , т .-е . число н еи звестн ы хъ  , • • кт больше
ч и сл а  у р ав ж н Ш , система (32) и м еетъ  безчисленное множ ество ре- 
ш гн 1й. Соотношеше (31) будетъ  тож дественно уд о вл етво р яться  при 
р азли чн ы хъ  си стем ахъ  значенШ  постоянны хъ кх, kt , . .  .  кт. Си
стем а функцШ  fx, f t .* . .  fm будетъ  безусловно линейно-зависимой 
-системой.

Предположимъ, наконецъ, что т<Сп, т.-е. число функцШ менее 
•сила переменныхъ хх, ха, . . . х„. Въ этомъ случае все дело бу-

■ I  *’ . * 1 ** •*
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детъ въ рангЬ матрицы А — || aiK ||: если рангъ этой матрицы ра>
венъ т  (т.-е. числу неизвЬстныхъ klt kZl . . . Тст) система уравне
ний (32) не имЬетъ другихъ рЬикшй, кром'Ь какъ Л*=0 ({= !, 2 , . . .  т ) ;  
если же рангъ матрицы А окажется менЬе т, то система (32) бу- 
детъ им-Ьть безчисленнос множество р-ЬшенШ отличныхъ отъ нуля.

Итакъ, если число функщй менЬе числа перемЬнныхт, то эти 
функщй будутъ линейно-независимы въ томъ лишь случай, когда 
рангъ матрицы, составленией изъ коэффициентовъ, будетъ равент> 
числу функций.

ПримЬръ 1. Система функщй
fir— — Xi-\-
/2 — xi — Х‘2 —J—а?*
/з — Xi -|- Х2 — Xi

будетъ системой линейно-независимой, ибо 
фищентовъ

- 1. 1, 1
1, - 1, 1 
1, 1, -1

отлйченъ отъ нуля.
Прим’Ьръ 2. Система функщй

определитель изъ коэф-
С

fi =  a?i +  2ха - f -  Зх3
/2=  сХх~|— 2a?2 — Х3
h  =  —  ̂ —j— 2о*а —j— lx%

будетъ линейно-зависимей; определитель изъ когффищентовъ обра
щается въ нуль

1 2 , 3 
3 2 . 1 

-3 2, 7
Прим’Ьръ 3. Система функцш:

/1 — Хх -{- х~г -J- х3
f i  =  -j" X i
/з — Х\ - j-  Xi — 5Г3
h  =  —'xi-\-x2-{-T3

будетъ линейно-зависимой, ибо число функщй больше числа пспе 
мЬнныхъ. 1

Прим’Ьръ 4. Система функщй:

/l =  -f- -J- Д”3 -f- х4
=* — -f -j-

l-f -x a— Xi-^-Xi
будетъ линейно-не зависимой.



Прим1зръ 5. Система функцШ:
ft — * Г  2 х 2  — |—  3xs +  4 х 4  +  5 х 5

/ 2  = =  2 x j  - | —  З а * 2  - | -  4 х 3  - } -  5 х 4  - J -  g

/ з  =  З л ?1 — |—  4 ж г  — j —  5 х 3 - | -  с г 4  +  2 х б  

/ 4  —  2 x j  4 -  З х 2 + 4 х 3  +  6 х б

йудетъ линейно-зависимой системой.
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Г л а в а  IX.

Особые опредЪлители.
1. С и м м е т р и ч е с к 1е о п р е д е л и т е л и .  Определитель 

А  =  |>й  | называется симметрическими если его элементы удовле-
творяютъ услов!ямъ:

®ik * СО
эго услов1е обозначаешь, что два элемента определителя равны, 
если они расположены симметрично относительно главной fliaro- 
нали, короче говоря, весь определитель симметриченъ по отношешю 
къ своей главней Д1‘агонали. Отсюда сейчасъ же следуешь, что 
транспонированиый си мметр ичньй спрздгълитсль тождествснъ сь 
нашгьнымь.  Два элемента ац. и будсмъ вообще назьиать сопря
женными и раземотримь соответствующге имъ миноры и М к{', 
легко видеть, что миноръ Mki исходнаго определителя будетъ ми- 
норомъ M ft транспонированнаго определителя. Но,^такъ какъ транс-
лэнироваше симметричнаго определителя не меняетъ его вида, то 
отсюда следуетъ:

Щ г — M'ik =  Mih  (?)
умноживъ этиГравенства на (— 1)*+*, найдсмъ далее:

Aik—Ate (2')
Игакъ, въ симметричномъ определителе адъюнкты (миноры) сопря- 
женныхъ элементовъ равны между собой. Равенство (21) показывает!», 
между прочимъ, что определитель | I т.-е. сопряженный данному
«симметричному определителю будетъ также симметричнымъ.

Составлмь квадратъ симметричнаго определителя:

причемъ здесь (глара V). 5
сгк ~  2  ahk aiJc,

h
и возьмемъ теперь какой-нибудь главный миноръ определителя С, 
напримеръ:
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P i )  Р & > • • • f P j c

Pi* p2> • • • f Pfc

C p l p l  C p lp 2 tp \p %  • • • C p ip h

Cp2p l  Cp2p 2 Cp2p 2 • • • Cp2pfc

Cplpl Cpjcp2 CpjcpS .

Втотъ определитель будетъ определителемъ «составленными» 
(глава VII, § 7) изъ двухъ матрицы

f l p l l  С »l2 • • • O p in  

O p 2l  С р 22 • • * Р р 2п

f

Q l p l  O l p 2 • • • C \ p k  

C(2p i  C 2p 2 • • • O p 2k

О p k l  8 p k2 • • •
\

n p l  C n p 2 • • • C'npk
й

9

а потому (ibidem) онъ равенъ сумме произведен!й вида

a pm Рри2 
O p 2 i l 2

• •

# +
C f p l i k

Cpoik

OpJcii C'pki2 • • « ( р к г к

& i \ p l  & И р 2 

Qг2р! СЦ2р2
• v •
• #

Q i l p k

@i2pk

f l f k p l  СЦкр2 O ik p k

(О

Но въ произведены (6) второй множитель въ силу симметричности 
начальна го определителя- Атождественъ съ первымъ множителемъ: 
второй множитель получается транспонирован1'емъ перваго. Такимъ 
образомъ определитель (5) можетъ быть представленъ въ следую- 
щемъ виде. ’ . ■ . ■ ■ ■

Pi Р% '  
Pi ?2 *

С p l i l  О р Ц 2  •

Cp2il Cp2i2 • • • Cp2ik
i

G p k i l  G p k i 2  • • • G p k i k
♦

f

где сумма распространяется на всевозможный комбинацш знач - 
Hitt индексовъ г\, «2, . . . ?*, выбираемыхъ изъ ряда 1, 2 , 3, . . . п . 
Нтакъ, мы можемъ сказать: всяхш главный минорь опр дгълителя С 
(Увадрата симметричного спредгьлителя) разлагист ся въ сумму квад- 
ратовъ. Эгимъ свойствомъ мы воспользуемся ниже при изследова- 
т и  одного важнаго уравнения.

2. в е к о в о е  ypaBHeHi e .  Пусть А будетъ симмет
рически мъ определителемъ, тогда уравнеше:
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/(,) =

a n  -j- x,
Oil I 
«31

On
о%ъ-\-х,
a S2 .

Cl3 i •
2̂3 , •

Я'33~'Ь̂ > *

• • @ I n

• * 0-2n
• • @ 3n

0

On 1 i 0»2 , #M3i • • • fim" Ж
будетъ называться вековымъ или характерическимъ уравнен!емк 
Уравнеше такого вида встречается въ аналитической геометрш 
при упрощенш общихъ уравненШ криЕыхъ линш или поверхностей 
2-го порядьа, это же у[ аьнеще играсть важную роль въ некотс- 
рыхъ вопросахъ механики и астрономш. Составимъ произведете 
/(я) . /(— х), оно предстаьится такъ:

/(*) • /(— ж)

Си- -Я?, Cl2 » С13, . • • 1̂п
С21 
• •

> С22 ” 
ф • • •

-X 2, с 23 .
• # •  ф ф • • •

Спг » п̂2 » ) • • • @нп

»

определитель | | будетъ, очевидно, квадратомъ начальнаго опре
делителя А. Развернемъ теперь определитель (9). Для ясности 
розьмемъ определитель вида:

Сц-[-Ьц, [—&12. • • • |
C21-j~-21 • • • C;„ +

Сп1”Г&.«1* | n̂2>* * • Cnn J

составленный изъ элементовъ двухъ определителей С— [c ik[ uB = \hik\;
определительD  можно разложить въ сумму определителей спосо- 
бомъ, разъясненнымъ вт § 5 главы 11-й, мы можемъ написать, что:

D — С -[- 27х, +  ~Н • • . -f- -f- (п )
где Д —сумма определителей, получаемыхъ изъ С заменой какого- 
либо его столбца соответ ств>ющимъ столбце мъ определителя 

—сумма определителей, получаемыхъ изъ С заменой .ДЕухъ его 
столбцовъ соответствующими столбцами определителя В , и т. д.

Чтобы применить сделанное гамечаше къ нашему определи
телю (9), положимг:

&й =  0 , если г ф  к 
Ъ • * —• ——и г г —  x  f

тогда легко сообразить, что развернутый определитель (9) можно 
представить такъ:

<р ( — ж2) =  /(ж) . / ( — х) =  С - х 2 SL +  X* Sz — ж6 £3-f- . . . л .
П—1

+  (— 1) я 8”- 2 1)”х 2” (9)
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гд ^  S. сум м а гл авн ы х ъ  миноровъ перваго  п ор ядка *) изъ  определи
тел я  С, $2— сум м а  глаен ы хъ  миноровъ второго порядка изъ того ж е  
о п р едели теля С, и т . д . К акъ  было доказано въ  предшествующемъ 
п ар агр аф е каж ды й  главны й миноръ определителя G р азл агается  
въ  сум м у  квад р ато въ , сл ед щ ател ьн о , каж ды й  изъ коэффищентовъ
&i, St, . .  . выраж ения (9 ')  р а зл а га е т с я  въ  сум м у  квадр ато въ ; а  
потому, н ако н ец ъ , в с е

\
полож ительны  при дей стви тельн ы хъ  зн ач еш яхъ  величинъ aikt Т акимъ 
образомъ ур авн ен ie:

Ф (у) =  С +  Sxy-J- S2 у2-f- . . . -j- 1 -{- =  Ox (12)
не м ож етъ  и м е ть  полож ительиы хъ  корней, а  потому уравнен е (8 ) 
не мож етъ и м е ть  мним ы хъ корней гида х =  fti. Но, очевидно, ур ав - 
неш е (8 ) не м ож етъ  и м еть  и вообще ком плексны хъ корней вида 
х =  въ  самомъ д е л е ,  если бы тако вы е сущ ествовали, то
п о л а га я : ■

°М  =  аМ +  а»
мы д л я  у р ав н е ш я :

и ц -j-S, 012, . . ■ Qln
й%1, ( l2Z-\-Z, . . • а2п

• • • CL пп + 2

въ  противоречии съ выш еприведеннымъ разсуж деш ем ъ  получили бы 
мнимый корень z =  /9г.

И |акъ, втъковое или характеристическое ( 8 )  имтетъ 
лишь дпйствительс.ые корни, мнимыхъ корней оно не и м еетъ  вовсе.

3 . К о с ы е  и п о л у с и м м е т р и ч н ы е  о п р е д е л и т е л и .  
О пределитель н азы вается  косъшъ,если его элементы удовлетворяю тъ 
усло вн о : ,

a ik +  Qki= 0 ПРИ (13)
при этомъ элементы , расположенные по главной  д1агонали, имею тъ 
лю бы я зн ач еш я , но не равны  в с е  нулю ; если ж е  элементы опре
д е л и т е л я  удовлетворяю тъ условно (13), а  кр о м е того в с е  элементы , 
расположенные по главной д1агонали, равны  нулю :

то определитель н азы вается  полу сим мет ритскимъ (или косымъ- 
симметрическимъ). П оследи ie опред1 лит ели особенно зам ечательн ы  
по своимъ свойствами .

*) Относительно терминовъ миноръ 1-го порядка, 2-го и т. д. не м% 
здгЬсь напомнить прилтЬчаШе страницы 25-й.

:аетъ

5
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П усть  н ам ъ  данъ  полусимметрическШ  о п р едели тель :
0 ;  #12» $ 12 , • • ♦
$ 2 1 , 0 ,  Ofgз, . • • Q 2 п

д  =
$ 3 1 , #32; 0 ,  . • • #3п

% $«1» #п2» #«3,

• • »

. . . 0

ум н ож и м ъ  к а ж д ы й  его столбецъ ь а  — 1 и воспользуем ся соотноше- 
ш ем ъ  aifc= ~ a Jci, то гд а :

( — 1)«А =

0, -al2, -Oi3,
-021, О, • • *$2w

О, $21» $31, • • • $«1 
$12, 0, $32) • • • $?12

• • • • • • • • • « «

“ $ м 1 . * $ «2 »  "$w3 • • • ** $тш $1н, $2«> $3w,
но последней оп р едели тель  есть транспонированны й начальный 
о п р едели тель  (15), и т ак ъ , мы п олучаем ъ  д л я  в с я к а го  полусимметри- 
ч ескаго  о п р ед ел и тел я  следую щ ее соотнош еш е:

( —  1)"Д =  Д;
при п  нечетномъ равенство  возможно лиш ь въ  том ъ с л у ч а е , если 
Д = 0 . И такъ , всякш полу симметричный нечетного по
рядка рхвень нулю.

В озьмемъ теп ерь к ако й -н и б уд ь  миноръ оп р едели теля (15 ):

>i4 .
friJr2 .

°i1k1 a iik<i • • • ^ixkp 
0iJti * • * ai2kp

а г р к х a i p k 2 * * * ^ i p k p

и проделаемъ надъ нимъ такое же преобразоваше, какъ и выше, 
т. е. умноживъ все его элементы на — 1, заменимъ затемъ — сг7с
черезъ aKi, тогда получимъ:

^кгн ak&i • • • akpii
akyi2 a1c2i i ak22 • • • акрг2

I

akxip аШр • • • ak jv
последшй определитель получается, очевидно, транспонироеашемъ 
прежняго минора (16). Итакъ, между минорами полусимметрическаго 
определителя имеетъ место зависимость:

Х\ 2̂ •
kilC2 • . . 1(р ( - 1)"

/Cj/lLg •
ix .

»



Наприм'Ьръ, въ частности:
1, 2 . . .  i — 1, 1, . .  ,ть
1 , 2  . е . fc 1 , Ъ—|— 1 , 9 щ ть

п—1
= ( — 1)

1, 2 ...1с— 1, 7с—[— 1 ,. .
1, 2 . . . i— 1> t-{-1, . . . п

или, пользуясь нашимъ обычнымъ обозначешемъ:

Умножая обе части равенства (18) на (— 1) »+*, найдемъ:
(18')

Следовательно, при п  четномъсопряженным адъюнкты - 
симметрического оиргдгълителя равны по абсолютной величипгъ. но 
противоположны по знаку;, въ опредгълишелгъ юлусимметрическомъ 
нечет ного порядка сопряженным адъюнкты равны . Отсюда следуетъ, 
что опредгълитель сопряж енны й съ даннымъ полусимметрическимь 
4 удет ъ  полусимметрическимь при четномъ п о р я д ш  п  и симметрия- 
нымъ при нечетномъ п о р я дш .

Такъ каюь полусимметричесшй определитель нечетнаго порядка 
равенъ нулю, то адъюнкты его элементовъ удовлетворяютъ услов1ямъ 
(глава VI, § 4):

но сопряженные его адъюнкты равны следовательно:

Покажемъ теперь, что полусимметрическш опредгълитель четного 
порядка  есть полный квадратъ отъ р а зон ал ьн ой  ф ункцш  его эле 
мгнтовь. Предложеще очевидно для определителя второго порядка-

/

Доказательство справедливости теоремы въ общемъ случае 
поведемъ способомъ математической индукцш, для этого достаточно 
доказать лемму: если теорема верна Для определителя ( » —2) -ого 
порядка, то она справедлива и для определителя порядка п .

Пусть (15) будетъ какой-нибудь полусимметрическШ определи
тель нечетнаго порядка, присоединимъ къ нему строку и столбецъ, 
тогда (глава IV, замеч. 3):

О йхз . • Q-ln
a 2i 0 а 2з • • ^2я Tj

^хг Уk с*
Oni • • &пп 2*м
Vi У г Уз • • Уп О

(21)

Примемъ у  к — —% чтобы D былъ полусимметрическимь, въ такомъ 
случае:

5*
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D=2 Aik xt- ot ic,
где каждому изъ значковъ г и к при суммирование даются всф 
значешя изъ ряда номеровъ 1, 2, 3 Пользуясь свойствомъ, 
что AiJc =  Af{i, мы на основанш предыдущаго определитель D мо-
жемъ подробнее представить такт:

D = Ац Жх2 -j- A22ж22 -J- • • ~Н А-пп хп 2 “Ь  ̂ ^' -А-гк хг хкгк
причемъ въ посл^днемъ члене суммироваше распространяется лишь 
на неравт ыя между собой значешя изъ ряда номфовъ 1, 2, . .
Въ силу соотношешя (20) D может*- быть изображено въ слЪдующемъ 
в и д !: '

D  —  (х% А ц  —j— х 2 ]/ А а з  - j — . . .  хп }/"Аппу  1  ( 2 2 )

причемъ знакъ одного изъ радикале въ, напримеръ, ]/Ап  можетъ
быть взятъ любой, знаки же остальныхъ определятся на основанш (20) 
изъ услов1я:

V Ац\А Ащ (20)
4 \

ВсякШ д!агональный (т. е. главный) миноръ М,9 =  Аш определителя 
( 1.5) (нечетнаго порядка) будетъ ' полусимметркческимъ определите- 
лемъ четнаго порядка, именно ( п—2)ого. Следовательно, если пред
положить, что всякШ полусимметрическш определитель четнаго 
порядка п —2 есть квадратъ ращональной функщи его элементовъ, 
то соотношеше (22) показываетъ въ такомъ случае, что полусим- 
метрическШ определитель порядка м также будетъ квадратомъ отъ 
ращональной функщи его элементовъ. Лемма для индукщи доказана,, 
указанное выше предложеше справедливо на самомъ деле для 
а потому оно справедливо и въ общемъ cj у чае для всякаго четнаго

4. О п р е д е л и т е л ь  о р т о г о н а л ь н о й  п о д с т а н о в к и .  
Положимъ, что мы имеемъ какую-нибудь функщю F  (х1( х2, . . х„) 
отъ п переменныхъ Хцх2, . . . х„ и вместо последнихъ введемь 
новыя переменныя у г , у2, . • . у«, связанный съ прежними линей- 
.ными соотношешями:

Х1 =  Яц У г ~ \ - Уг- }- • . • Qin Уп ,
х2 =  «2х yi -j- й22 у2 -j- . . . а2« уп ,
................................................................................................ ( 2 3 )

х и — a„i Ух - j— У%~\~ " • • йпп Уп •
В ъ тако м ъ  с л у ч а е  говорить, чго мы  д ел аем ъ  линейное преобразо
ван ! е п ерем ен н ы хъ  или линейную  п одстан овку О пределитель | | ,
составленны й и зъ  коэффищентовъ соотнош ежй (23), назы ваю тъ опре- 
д ел и тел ем ъ  ли н ей н аго  преобразован in  (подстановки). Ф у  нкщ  я  
F  ( * i ,  у г ч. . Хп) п осле подстановки будетъ  ф ункщ ей отъ новыхъ 
ар гум ен то въ  уг. у 2, . . у„, при этомъ она, вообще говоря, и зм ен и - 
е т ъ е в о й  видъ . Л и н ей н ая подстановка (23 ) н азы вается  ортогональной»
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если она сумму квадратовъ аргументовъ х» преобразуетъ въ сумму 
квадратовъ аргументовъ у,-, т.-е если изъ соотношенШ (23) вытекаетъ:

F  =  Xi2-\- х22г Ь . . . -j- x»2= y i2 -j- Уа2 -f~ . . . -j-y«2. (24)
Легко видеть, что ,въ этомъ случае коэффищенты aik должны удовле
творять усл ^ ям ъ :

fli2fc “Ь а22& +  • • • +  апк  =  1 » .
С? i р ̂ 1 q | —{~ . . .  -|- QnpQ'nq'—  о • Срфв) ' '

Определитель | | , элементы котораго связаны такими соотно-
шешями, называется опрздгьлителемъортогональной подстановки. 
Составимъ квадратъ ортогональнаго опредълителя:

I a ik  I 2 = I ciI *
на основанш (25) и правила перемножен in определителей имеемъ

^Jck == V » f y q  — 0 j
такимъ образомъ, въ определителе | | все эл ементы нули кроме
элементовъ, расположенныхъ по глазной д1агонали, каждый изъ 
последнихъ равенъ единице, а потому: кеадратъ ортогонального 
опр еделит ел я равенъ единица,, самъ Же определитель:

а  =  I a ikI =  ±  1 • (2б)
♦

Возьмемъ теперь изъ группы (25) счедуюгщя соотношешя:
a iJc а п  +  a 2k а21 • • «г/с °i\ • • ~\~a n k a vX = 0.
°1 ка12 °22 -j- • • Щк аЦ-\~ • • Н~ aw2 =  О,

-  69 —

« l/с alf t+ a2A «2/с +  • • агк~\~ • • +  апк =  >

fliftai»i_l-C!2fc * * ° i k a in  I • • — О,
и ум н ож и м ъ  ихъ  соответственно на адъю нкты  Ai2,. ,Aik,. .А^, 
з а т е м ъ  слож им ъ , то гд а :

агк а ~  A  ik> (27>
т .- е . адъюнкта какого-нибудь элемента ортогонального определителя 
равна самому элементу, умноженному на определитель. Т аки м ъ  
образомъ:

смотря по зн ач ен ш  определителя о [ср. (26)].
Система условШ  (2 5 ). определяю щ ихъ ортогональный определитель, 
о б о зн ач аете  что сум м а квадр ато въ  элементовъ любого столбца опре
д е л и т е л я  равн а еди н и ц е, а  сум м а п р о и звед етй  соответсгвую щ ихъ 
элем ентовъ  д в у х ъ  какихъ-либо  сголбцовъ равн а нулю . Н етрудно 
теп ерь п о казать , что аналогичное свойство и м еетъ  м есто  и д л я  
стронь ортогональнаго оп редели теля. Въ самомъ д е л е  на о сн о ван !» 
(27) и м еем ъ :



7 0

<7»i2—f- a>a2_h • • •~\~Oin2=a Ац-\-а{2 Aiz~\-. . ~\~сцп Ain) =a2— 1, (25r)
равнымъ образомъ:

OplOqi~\~Op2̂ qT~f* • • ~Y’OpnO,l„=Ci (UpXAq\-
Опред-Ьлтель а содержитъ п г элементовъ, связанныхъ соотноше- 
шями (25), причемъ число послЗднихъ равно.

р z А , -4-врпА-цп)—0 . (2 5 '}

п  ■‘•j- п ( п —1)
2

такимъ образомъ, изъ общаго числа элементовъ
п ( п — 1) п ( п —1)п п 2

элементовъ определитепя могутъ бьпь выбраны произвольно, осталь
ные найдутся изъ уравнешй (25). Вместо разрешешя системы (25} 
относительно этихъ последнихъ элементовъ, мы можемъ все эле-

п ( п — 1)менты aik выразить черезъ —Цт— - какихъ-л ибо произеольныхъ
ш

величинъ. Такая задача была разрешена Cayley следующимъ обра
зомъ. Возьмемъ косой  определитель съ равными между собой эле
ментами по главной д1агонали:

В

такъ что:

ъ ■ bl2 ^ 1 3  • • hin
&21 b & 23 • • &2n

1
<

(28)
i

Ьп1 bi1-2 ЬмЗ • . b
i

ik = - — bki ъ~f vu =  b . (29>* « ,*
Положимъ далее

х.
Vi

<2 о)

ч

— Ъ ] i% i - { -  b2iS', -j* • • -f~  Ь ni@n г

= Ъц?1 -{- Ь%2#2 +  • • Ъ%п&п ;
ч

где (xix2. , хп) , {у\уъ..уп), ( г хг г . ,zn) три какихъ-либо группы пере- 
менныхъ. Складыьая cooiHomtHin (3 l), найдемъ:

+  У< =  2bzi (31)
Умножимъ теперь первое изъ соотношенШ (30) на B Pi и второе на В
BpiXi buBviZl —J— b 2iBpjZ2 | • • f— p{BpiZp -J- • .-j-  ЪniBpiZn i

B i qy i  =  b ilB iq Z i - } -  bn_iBiqZ2 - j - -.  . ~\~biqBiqZq -j—. ,- j~  binB iqZn ,
»

теперь просуммируемъ эти соотношешя по номеру г.
. | Вр2,Х% —( а • • j " ,
В \ НУ1 ~ \~ $ 2 ч У г  “j” • • • “j-  B uqy n =  B Zq  ’

наконецъ, въ правой части последнихъ равенства вместо г  подста- 
Димъ соответствуюпйя выражешя по формуле (31), тогда оконча- 
вельно получимъ:

(30')

(22)



Наконецъ, полагая:

(34)

мы получимъ преобразовашя переменныхъ (ж) въ переменный (у) 
или обратно:

Vv
аМУх~\~СЧУг~\~ • . -\~3 пцУп ,

7gmTn • (35)

Легко видеть, что полученное преобразование будетъ ортогональными: 
©но сумму квадратовъ переменныхъ ( ) преобразуетъ въ сумму 
квадратовъ переменныхъ ( у ) .  Въ самомъ делё на основанш соотнс- 
шешя (30):

I x i 2 =  2  (bU2i 4 -  b2iZ2 « • •
2 у .2 2  (Ьц%1 -f-

• _Г Ъп&п) 2»
• " Г  bin2 .*

Если развернуть правыя части этихъ равенствъ, то ©не ©кажутся 
явно тождественными; коэффищенты при какомъ-нибудь z,2 въ томъ 
и другомъ случае будутъ равны между собой:

2  V  =  2  Vi *
въ силу условШ (29)_, точно такъ же и коэффищенты при 2

^ Г pi b q£ — 2; Ь{р Ъщ •
* г

Въ определителе В  всего произвольныхъ величинъ будетъ:

2 > ’
но выражешя (34) однородны относительно всехъ элементовъ этого 
©предёлителя, такъ что по существу элементы содержать какъ 
разъ

п (п — 1)
2

произвольныхъ величинъ. „
Составимъ теперь определитель по формуламъ (34):

2ЪВп- В ,  . . . .
2ЪВ%1> 2ЬЛ22—В , . . . .  2b.Z?2n

2ЬД,ь  2ЬД,2, • . . .2
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и ум н о ж и м ъ  его  н а  
мЪ ръ):

о п р едел и тел ь  (28) (столбцы н а  столбцы, напри

— Ь щ И , . . • -—  b n i B

— Ъ \ % В , bi?, . . , —- ЬП2-®
■— Ь135 , -- •

CQ 
•

со^
 

• 
1 

•

bin-S, —* Ъ%п В , • •
•

. ь.в
зам е н и в ъ  въ  п равой  части  — bik на %  и сократи въ  в с е  строки на В, 
получим ъ :

Ъ &12 ®13 
®21 ® ®23

. Ь1п
• ®2и

аВ

оп 2 ®«з • • • ®
или н ако н ец ъ :

а +  Ь
При п  =  2 з а  о п р едел и тел ь  Б  м о ж ем ъ  в з я т ь

Б
1 Я
Я 1

то гда  с о о т в е т с т в у ю т !й  ортогональны й оп р едели тель , и з ь  котораго 
во зь м утся  коэффищенты ортогональна го п р ео б р азо вал и , б удетъ :

а

I — Я2 2Я
1 4 - я 3  ’ 1 + я 2

2Я 1 — Я2
1 + Я 2 ’ 1 + Я 2

Д л я  п  =  3 м ож ем ъ  п о ло ж и ть :

В
I V ц

v  1 Я
II — Я 1

то гд а  ортогональны й о п р едел и тель  б удетъ :

а

1 4 — Я3 — — г 2
1 4" я2 "I-  4"
* —  2 (v +  Xfi)

2 (v —  Ям)
1 4 -  яа 4 -  4 - ’
1 —[— — Я2—  г 2

2 ( -̂|-Ях»)
14 *  4 " f*2 4 ~ 2,2

2 (Я — ш>)
1 4 " я2 4 “ 4~ 2 , 2 '  2  4* ̂ 2 4" 4 "2,2' 1 4 - ^2 ц г  4~2,2

—  2  (/и — Xv)— 2  (Я +  nv) 1  + Г 2 —  Я2  —  р 2

1 4 - я 2  +  ^ + г 2 '  1 4 -  я 2  4 - ^ 2 + Т 2  ’ 1 4 - я 2 4 - ^ 2  4 - у 2
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Г л а в а  X.

Мснлючеше неизвЪстнаго изъ двухъ уравнен^ высшихъ сте
леней.

1. С п о с о б ъ  С и л ь в е с т р а - Г е с с е .  Р е з у л ь т а т ъ .  Возь- 
мемь два уравнен in съ однимъ неизвестными:

f(x) ~  а0хп a-ix1’1- 1 а2гп~ 2 . . . а„ =  0 . . .
9>(ж) =  b0xm-\- b ix w_1-f-  Ъ - j -  . . ,  Ът — О

Предположимъ, что они им-Ьютъ общее реш ете, т.-е. два равен
ства ( 1) удовлетворяютск при одномъ и томъ же значеиш неизв-Ьст- 
наго х. Очевидно, это возможно только при выполнены изв’Ьстнаго 
yc/iOBin, связывающаго коэффищенты а,- и Ь,-; наша ближайшая за
дача—найти это yaiOBie.

Составимъ рядъ уравненШ:
xm~1f =  0 , xm~2f =  0 , .  . ,x f =  0 , / =  О,

o t “ ~ 1 < р  =  0 ,  хп—2у =  0, .  .  .  « р  =  ( 2 )

они будутъ удовлетворяться гЬмъ же самымъ значешемъ неизвест
на го х, какъ и два уравнетя (1). Система уравненШ (2) будетъ 
линейной (неоднородной) относительно m -j-w  — 1 степеней х, 
х2, . . • ж”И-п—1 j такъ какъ число уравненШ на единицу
более числа степеней, то для ихъ совместности необходимо, чтобы 
определитель системы обращался въ нуль (глава VII, § 12). Итаюь, 
мы получаемъ услов1е совместности системы (2) или, что то же са
мое, системы ( 1), въ следующемъ виде:

а0 «1 аг . . 0 . . .0
0 а0 • • • • • 1 . . 0

0 0 0 . . . а0 «1 о2 . .
Ьо h &2 • • . . Ъ„ 0 0 . . . 0
0 Ъо h i . . • • &гп—1 Ъщ 0 . . .0

•

•
0 0 0 . .. . . . Ь0 Ъг • . . Ът

Полученный определитель, равенство нулю котораго является не- 
обходимымъ услов1емъ суще ст во ван i я общаго реш етя уравненШ (1), 
называется результантомъ этихъ уравнен!й; “будемъ его въдальней- 
шемъ обозначать черезъ JB. Изъ самаго способа получен!я резуль
танта ясно, что этотъ определитель порядка т -\ -п , т  первыхъ его 
строкъ содержать коэффиц!енты перваго уравнешя, п  последнихъ 
строкъ содержать коэффищенты второго уравнен!я.
Примерь. Услов!емъ существовашя общаго корня двухъ уравненШ
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о0ж3 -4- aix2-j- +  — 0 
bGxz -)- 4 “ b2 =  0

будетъ равенств© нулю ихъ результанта:
а0 «j а2 0з О
О 0о 01 02 03
ь 0  ь х ь 2  о о =  о .
О Ьо bj Ь2 О 
0 0 bo b i b2

Л-Ьвую часть можемъ развернуть по теоремЪ Lrplace'a:

0о2Ь23 а0а 1
bi 0 0 f bi b2 0 &1 b2 0
b9 b2 0 -f- a0«2 bo bi 0 0Q03 b0 bj b2
0 Ъг Ъ2 i*t bo bo b2 0 bo bi

+

+  (012---0002)

оОоГ-О

' Ь0 Ь2 0 cr* о о-
1

к> оОс*
г-с>О

(«1^2 ^О^з) 0  Ь у 0 -j-  а,\а% 0  bi Ьз
0 Ъу h о ь0 ь2 и Ь0 Ьх

+

+  (022 01̂ 3
bo bx 0 bo bi 0 •

0 bo 0
0 0 b2

— #2̂ 3 0 bo b2
0 0 bi

+ 032

К  by ь2

О Ъп hi aoW

0#0lbi&22 0O0j(&l2
—  (0102 -

a0a3(&i;bob2)b2 —
0008)^0^1^2 "f- 0108bo(6l2 ----Ь0Ь2) -f -  (028

—  а^а^ЬоЧу - f -  0s2bo*
или окончательно:

e**b s* — «oOiMV “I-  0o02bi2ba —

о
о o bb

bobib2) -f- (oi2 — oo02)beb23
0i 03)be2b2 —

20o02&oba2 — 0o0sbi3 - j -  20o03bobib2 -f -
* i2b0ba 0i0abobib2 - j— 0i03bebi2 20ia3bo2b2 —j- 0a2bo2b2 — о^ЯзЬ^Ъу—j-

+  0s2bo3 =  0.
2. С п о с о б ъ  Э й л е р а .  Положимъ, что уравнен1я (1) удовле

творяются однимъ и тЪмъ же значешемъ неизвестна го, именно 
ж =  а. Такъ какъ /(о) = 0 , то многочленъ /(ж) будетъ делиться безъ
остатка на разность а? — a *), при этомъ частное /(*)

ж a будетъ много-
членомъ степени п 
такъ что

Аналогично примемъ

1; обозначимъ это частное черезъ Р я_ 1(а)^

/(ж ) =  (ж —  a) . P «_ i(z). 

<р(ж) =  (ж —  а) .

(4)

(5)
ибо а по условш удовлетворяетъ и второму уравнешю <р(ж) =  0.
Умножимъ тождество (4) на Qm—i, тождество (5) н аР «_ ! и вычгемъ 
почленно одно изъ другого, .результатъ

/(ж) . (a;)Q*_i(a:) — <р(ж) . Р «_1 == О

*) Предложенie будетъ доказано въ курс-Ь алгебры.
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будетъ также тождествомъ относительно неизвестна го ж. Итакъ мы 
доказали, что если два уравнешя (1) будутъ иметь общее ptnie- 
Hie, то можно подобра ь два такихъ многочлена i  и P n- i ,  пер
вый степени m — 1. второй степени п — 1 относительно ж, которые 
будутъ тождественно удовлетворять соотношенш (6). На этотъ 
принципъ и опирается способъ Эйлера исключен!я неизвестнага 
изъ двухъ данныхъ уравненШ.
Положимъ, что

Qm—i(#) — d.bXm 1 -j— d\Xm~2 -{- . . . — dm—i
—-Р»—х(ж) =  (Sq-t” 1 -j-  Pi£n~2 -j-  . . .  -j —i- (7)

Подставимъ теперь эти многочлены въ равенство (6); такъ какъ 
последнее должно быть тождествомъ относительно х, то коэффиЩ- 
енты при различныхъ степеняхъ х должны пропадать. При неопреде л енныхъ коэффищентахъ о» и /?,• левая часть равенства (6) будетъ 
степени п -\ -т — 1 относительно х, следовательно, приравнивая 
нулю коэффициенты при различныхъ степеняхъ х, мы получимъ 
n -j-m  уравнен 1Й, линейныхъ, однородныхъ относительно сц и &. 
Эти последняя уравнен in будутъ совместны, если определитель, со
ставленный изъ ихъ коэффищентовъ обратится въ нуль. Разберемъ 
подробнее полученный результатъ. Произведемъ на самомъ деле 
подстановку многочленовъ (7) въ равенство (б):

(осж” -J- diX”-'1 ап)(й0а,”’- 1 -j- diX”—2 -j- . . . 4 -0» —i) -f-
. . . - f ^ i ) = 0  (70.

Развернувъ л’Ьвую часть этого равенства, приравниваема нулю к©- 
эффищенты при различныхъ степеняхъ ж-а:

-j- ЪС0О =  О
ditto -[-* bifto -j- bofli — О
d t̂to я i « i -}- a0aa -j- bzfto -j- bifti -j- b f̂t 2 =  0 (§)

dnttm — 2 + ttn— 1 &m—l  -j~ bm ftn—2 ~{“ Ьт—iffm —l  —  0
а тДш—1 -j- bmftn—1 == 0.

Усле>в1емъ совместности этой системы будетъ:

\

а0 0 0  . .  . 0 Ьо 0 0  . .  . 0

dt а 0 0  . . . 0 Ъх Ъо 0  . .  .  0
••

0

•

0 0  . • • Я я—- х О и 0  . • • bfn
0 0 0  . • • о п 0 0 0  . • • bfn

Нетрудно видеть, что это есть транспонированный (глава И, § 1) 
определитель (3), полученный по способу Сильвестра-Гессе.

2 . Д о с т а т о ч н о е  y c n o e i e  с у щ е с т в о в а н  1я о б щ а г а
к о р н я  д в у х ъ  у р а в н е н ift. Равенство нулю результанта двухъ
уравненШ является необходимымъ услов1емъ существовашя общага

*
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корня для этихъ уравнешй. Посмотримъ, будетъ ли это условие и 
аостаточнымъ/ Въ определите a t  (3) прибавимъ къ элементамъ по- 
следняго столбца э ементы остальных^, умноживъ элементы пер- 
ваго столбца на ctm+n_I, второго на жт+и_2, и т. д ., тогда найдемъ

В  =

а0 a i аг  • * 0 п 0 0  . .  .  xm~1f
0 a 0 а х  . • 0 п~- 1  Оп 0  . /Y>W- 

•  • кК/ - 2/

0 0 0  . •  Oq 0 1 • • # • •

Ъ0 Ъг h  . Ъ„ 0 0 0  • /у*П- • • JU
А

0 Ъо bx . 0  . •  • фП- 
•  • JU “ 2ср

0 0 0  . • Ьо Ъх •  • • • • • <р

( 10).

Эг#тъ новый определитель и определитель В  имеютъ все столбцы, 
кроме последнлго, одинаковые, а потому адъюнкты или миноры 
элементовъ последияго столбца въ томъ и другомъ определителе 
тоже одинаковы; будемъ миноры, соотвЬтствующ'1е элементамъ по
с л е д н я я  столбца, обозначать черезъ В^ т+п.

Разложимъ теперь определитель правой части соотношешя 
( 10)  по элементамъ последняго столбца.

^  =  / [ ( -  l )m+,!+1 • B h m+nX“- i  +  ( —ЛУ+Н-а . В 2> т+их" - 2 +
+  • • • + (— 1 т В т> т+п] +  д>[(— 1 )»+«+*-И Д , +1> т+я ( 11)
+  (— l)m+n+w+ 2 Д »+2, т+пхп- 2+ . . . + ( — 1)«+«+»+»

Назовемъ В х тотъ определитель, который получается изъ В  вычер- 
кивашемъ двухъ строкъ номеровъ m - f l  и m -j-n  и двухъ послед- 
ннхъ столбцовъ; В х будетъ одинъ изъ миноровъ 2-го порядка опре
делителя В . Об^значимъ далее многочлены, столице въ скобкахъ 
въ правой части равенства ( 11) черезъ j>m—i(x) и qn—i(x), тогда это 
равенство короче представится следующимъ образомъ.

V

B  =  f(x )pm -1(x )--< ?(x )q^1(x ): ( 11')

Коэффищенты при старшихъ сгепеняхъ многочленовъ р  и % выра
жаются черезъ определитель В х\ въ самомъ деле :

-Вх

0 а0 0/\ • • • On 0 0 . . 0
0 0

•

Оо • • • •
*

On 0 . . 0

0 0 о . . . а0 ai t • оп.
Ъо Ъх Ъ% . . • bfn 0 0 . . 0

• •

0
0

0
• » • 

0 . .
* #

. ь*
0

Ъх
• • 

• •

« •

. о„

( -  1) «+1 .Ь вДх

# »
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аналогично:

В т-f 1, т-\-п

а0 аг • • . On 0 0 * . 0
0 а0 аг • • • • On 0 . . 0

0 0 . • • • • t'o • • 0 п
0 Ъо ъх . . • Ь т 0 0 . . 0

. о

0 0 . .

• 
огО

• 
• Ъх Ь2 • Ът

С̂-®1

Такимъ образомъ, если то многочлены # и не обраща
ются тождественно въ нули, первый изъ е и х ъ  будетъ непременно 
етепени т —I. второй степени п—1. Предположимъ, накснецъ, что 
результантъ R  обращается въ г уль, въ такомъ случай тождественное 
соотношеше (11’) покажетъ, что произведете двухъ многочленовъ 
f(x )qn—i(x) должно делиться безъ остатьа на многочленъ /(ж); такъ 
какъ q{x) степени п — 1, то отсюда сл1 дуетъ, что <р(х) и /(ж) должны 
иметь общаго делителя по крайней Mete первой степени. А это 
какъ разъ и обозначаетъ, что <р{х) и /(ж) будутъ иметь общш - ко
рень. Игакъ равенство нулю результанта двухъ уравненШ (при 
В гф О )  является необходимыми и достаточными ycjioeieMb суще
ство ваHi я общаго корня.

4. Су ще с т во  в ан i е н е с к о л ь к и х ъ  о б щи х ъ  р е ше н и й  
д в у х ъ  у р а в н е н !  й. Методъ Эйлера, которыми мы получили не
обходимое yoiOBie сущестеовашя одного общаго корня д в ух ъ  урав
нен ш, можно применить и къ отыскашю необходимыхъ условш 
существовашя несколькихъ общгхъ решенШ данныхъ двухъ урав
ненШ. Вопроси этотъ мы подробн+е газсмотримъ въ связи съ дру
гими метоДомъ (см. ниже способъ Bezout), здесь же дадимъ только 
результата Обозначимъ черезъ отре-делитель, который получается 
изъ определителя R пропускомъ строки: 1) к последнихъ, содер- 
жащихъ козффищенты д», 2) Ъ последнихъ, содержащихъ коеффи- 
щенты Ъг и пропускомъ 2 к последнихъ стол бцовъ:

R .

а0 «1 а2 . . • Qn 0 0 . •0  \
0 а0 аг . . 0 .

• ° |
Ъо h ь2.. . • Ът 0 0 . .0  |
0 Ъо Ъх , . • • Ь щ 0 . . 0 [

tn — k строки

(13)

п  — к строки

Для симметрш самый результантъ R будемъ обозначать черезъ R*.
Принявъ эти обозначешя. можно утверждать: 

услов1я:
= 0 ,  Ri =  0.но (13)

"V

являются необходимыми и достаточными, чтобы уравнен!я/( ж) =  0 
и 9>(ж) =*0 имели к и только к общихъ (или равныхъ) корней.
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5. Р е з у л ь т а н т ъ  Э й л е р а .  Пусть первое 
нешй ( 1) им-Ьетъ корни ait а2. . . . корнями
ДУТЪ fih  fi%i • • • fimi *

Составим*. сл,Ьдующ1я выражен!я:

изъ нашихъ ура в 
второго пусть бу

и Fm
Фп

№ )№ )•  . ./(/?*)
(f(ai)tf(«2) . 9>(a„) (1 4 ).

Если данныя уравнешя им'Ьютъ обппй корень, то одно изъ значе- 
иiй fii будетъ обращать въ нуль f(x ), такъ что произведете Fm 
■обратится въ нуль; то же самое будетъ и съ произведен1емъ Фп. 
Въ высшей алгебрЪ доказывается, что Fm, какъ симметрическая 
функщя корней второго уравнешя, можетъ быть выражена черезъ 
коэффищенты посл-Ьдняго. Итакъ F„ есть функщя коэффищентовъ 
данныхъ двухъ уравненШ, обращеше ея въ нуль указываетъ на су- 
ществоваще общаго тгЬшешя данныхъ уравненш. Отсюда сл”Ьдуетъ, 
что Fa , а равно и Фп должны быть связаны съ результантомъ R, 
ибо онЪ одновременно обращаются въ нуль. Вопросъ о существо- 
ванш общихъ р-Ьшенш двухъ уравненш Эйлеръ изслЪдовалъ раз
личными путями, въ одномъ изъ первыхъ его способовъ полученное 
ммъ yenoBie отличается огъ услов!я 0 только н-Ькоторымъ 
множителемъ въ лЪвой части, вотъ почему выражеше Fm мы назо- 
вемъ результантомъ Эйлера. Найдемъ теперь зависимость между 
результантомъ Эйлера Fmи результантомъ Сильвестра R. Положимъ, 
что f(x ) =  и ; если х давать рядъ значешй fit , fi2 . .  fi„, и  будетъ 
•принимать значешя u i  =  f{ f i i), щ  =  /(& ) , . . u m =  f {f im) .  Такимъ об- 
разомъ и  можетъ быгь корнемъ нЪкотораго уравнешя степени т ,  
именно уравнен!я:

(1* —■ 2*2) • {и — 1*,„) =  О (1 5

Свободный членъ въ этомъ уравненш будетъ:
(— 1 )тщ  и 2 . . . и т

4

получить это уравнеше, надо изъ двухъ соотношешй

9>{х) — 0 и Нх) — и  =  О

(16)

исключить неизвестное х. Для 
С  гльвестра; возьмемъ систему:

Ф )
К х)

О, х ф ( х ) = 0 ,

и  =  0, x[f(x)
хп—1(р{х) =  О

и] — 0 . xm~1[f( i)  — м] = 0

и исключимъ изъ нея, какъ системы неоднэродныхъ линейныхъ 
уравненШ, различный степени неизвестнаго х, именно степени х, 
-**, . . . хт+п~г . Результатъ исключен!я представится въ форме ра
венства нулю определителя системы (17):

I
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а$, а1» . . • U п-- 1>о„—w, 0 , 0 . . 0
а , С?о > • • « • * у Ям—1 > йп'щя~/Ы'г 0 . . 0

0 , 0 , . . • а0, й\ —
К Ъ« *• ту 0, 0

0 , h .  . . . ъ о .................. 0

0 , 0 , . . . V ъх • % 5»
Это и есть искомое уравнеше, которому удовлетворяешь и. Свобод
ный членъ въ этомъ уравненш получится, если мы примемъ w =  0, 
но тогда левая часть уравнен!я обращается въ реаультантъ R. Что 
касается наивысшей степени и, то она получится изъ группы:

(— 1)4  (о„ —и )тЪ0п,
\. \

где Л, согласно теореме Lapla е'а, равно сумме указателей пер- 
выхъ т  строюь и посл'Ьднихъ тстолбдовъ (иравый верхн!й квадратъ 
въ определителе):

Я =  I — 2—{— . . . -{-т -{-[п -|-1 -|-п -[-2 -!- . . . —{—гь—(—m]= т  . n-J-2/к

Итакъ въ уравнеши (18) старшШ и свободный члены представятся 
въ следующемъ виде*.

( —1 )тп+тЪйпи т . . . .  0. (18')

Т аки м ъ  образомъ произведен1е (16) оп редели тся т а к ъ :
R =  ИЛИ

д л я  р езул ьтан та  находимъ новое вы р аж еш е:
R == ( 1 )mf<bon/(/7j)/(/?2) • • • /($»)• (19)

Т а к ъ  к а к ъ  д а л е е , к а к ъ  и з в е с т н о
f(x) — а0(х— ai)(x —• .  . . —

то  соотношеше (19) принимаётъ видъ :
R — ( — \)тп.аотЪоп(01 — «2) • • • • • ( f t - « „ ) •

• (ft — «i)(ft — а2) ................ (ft — ««).
................................  . ...................  СО)
• (ft» #i)(ft» ^2) • . • • » ($2 п̂)

и л и , соединяя множители въ  произведенш  столбцами, найдемъ
R =  • • • г • ?>(«»)• (21)

Эти выражен!я ( 9) и (21) для результанта позволяюсь намъ лишшй 
разъ подтвердить то обстоятельство, что обращеше въ нуль резуль
танта есть необходимый и достаточный признакь существовашя обща го 
корня двухъ данныхъ уравнен ifl.
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6. H3M’fepeHie р е з у л ь т а н т а  о т н о с и т е л ь н о  коэффи-  
ш е н т о в ъ  д а н н ы х ъ  у р а в н е н !  й. Такъ каюь результантъ R  
въ форме определителя (3) содержитъ ш  стронь съ коэффирентами 
перваго уравненй и элементы этихъ стронь линейны относительно 
козффищентовъ, то R будетъ однородной функщей измерен!я 
относительно ног ФФ- .щ етовъ перваго уравнен!я. Подобнымъ обра- 
зомъ, очевидно, можно заключить, что результантъ будетъ однородной 
функщей измерен!я п  относительн о ксзффяшентовъ второго уравнешя.

Следовательно, относительно кОсфф,.щентовъ того и другого 
уравнешя результантъ будетъ однородной функщей измерен in рав- 
наго т-\-п.Къ тому же заключен!ю приводить насъ и раземотреьйе
формъ результанта (19) и (21), Произведете въ правой части фор
мулы (19) содержитъ т  множителей /[&), изъ которыхъ каждый 
является линейной, однородней функидьй косффицгентовъ перваго 
уравнешя, а потому это произведете будетъ однородной функций 
измерен in т  относительно этихъ козффищентоьъ. Формула (21) 
подобнымъ же образомъ позволяешь намъ сказать, что результантъ 
есть однородная функщя измерешя п  относительно козффищентовъ 
второго уравнен!я.
•  - 7. в е с ь  р е з у л ь т а н т а ,  Весомъ одночлена . . . хка*
называется сумма произведенШ показателей входящихъ въ него 
буквъ на ихъ индексы,- a i- i-2 a 2 + «* . +  &£*. Многочленъ называется 
изобарнымъ. если все его члены одинакоьаго веса. Покажемъ, что 
результантъ есть изобарная ф/нкщя козффищентовъ данныхъ урав
нений, и определимъ его весь.
8§я- Возьмемъ определитель А =  [а,к] порядка т  -\-п, умножимъ
столбцы его соответственно на А0, А'. А2, —*, а затемъ т  пер-
выхъ строкъ разделимъ на А0, А1, . . .А ”* - 1, а последующ!я строки
на А°, А1, . ‘ .А"—-1, тогда весь определитель умножится на А въ такой 
степени:

- П —[Ч ~ 2 + .  • •~Н г
п (п ---1)

1+ 2- J - . . .  —{-(m-j-n-— 1) — [1 -|—2-|—. .  .-\-т
_ —])(ж-{-«) W)()H—1)

1]

2 2 2 т.

т.-е. определитель умножается на Хт*. Отъ умноженшя столбцовъ 
каждый элементъ а,* получаетъ множителя А*-1 ,' если далее 
то этотъ элементъ затемъ делится на Аг'~ 1, следовательно при г ^ ж  
элементъ а,-* получаетъ множителя А*—*; еспи же г> м , то указаннымъ 
делен!емъ строкъ мы каждый элементъ делимъ на А*- *"-1 , следова
тельно пои г^>т элементъ а,* окончательно получить множителя 
Хт+К~*. Игакъ символически мы можемъ записать

А*- * г=  1, 2 , . . .т  *
j  = wi—j—1, m -j-2 , . . .  m -j-n  }fe—1 • • •wH_n (22)A.A A*+*-rf ajK

Примемъ теперь:
0>%к On-i при i ^ m

Ът+к—г ПрИ г Ш ( 2 3 )
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причемъ а и Ъсъ отрицательными значками или большими, ч^мъ 
таковые имеются еъ  уравнеШяхъ ( i), будемъ считать равными нулю, 
тогда наши определитель обратится въ результантъ R (3), а соотко- 
шен1е (22) приметь видь:

Ятп
О к ~~ ъ v  # л с/ к—г
А «. L/w-f ̂ —

г= 1, 2, . .  . т
ji= w + 1, m+2, . .  .m+м j} k= 1,2, . .  .m -fn (22')

такимъ образомъ каждое a% и Ьн< получаетъ множителемъ Я какь 
разъ въ степени равной индексами этихъ буквы Если развернуть 
определитель прав(й части формулы (22'), то каждый членъ его 
будетъ содержать Я въ степени равной весу этого члена. Следова
тельно, формула (22') показываетъ, что все члены развернутаго 
результанта имеютъ одинаковый весь и притоми равный произве
ден ^  тп, т.-е. степеней данныхъ двухъ уравненШ. Результантъ есть 
изобарная функщя коэффищентовъ данныхъ уравнен1й, и весъ ея 
равенъ тп.

Дадимъ полученному предложена второе доказательство. Раз
вернутый определитель Д =  | а;# | представится въ следующемъ виде:

Д == -̂2*2 • • • ”̂<+«KOT_j_n
Суммирован1е распространяется на все (т-\-п)\ перестановокъ йн- 
дексовъ 1, 2,.. . т~\-п, Произведемъ теперь замену по формулами 
(23) ,—тогда •

^  =  а Jcr~ia Jcz—2 • • ' ' ̂ кт+п̂ П (24)
Весь какого-нибудь члена результанта оудетъ равняться сумме 
указателей входящихъ въ него буквы

(7q— 1 )-)-(^ 2 — 2 ) - j - . . . -(- (km— т) -f -( /fm+i— l ) - j -
—|~ (frm+2 —  2 ) 4 “  . . . -\ - ( l cm+n---- )

или
— к *

( m-\-u— !) (m-\~n) m(w-j-l) n  (n + 1)
2 2 2 m.n

З д е с ь  мы приняли , что Tc1+li2+ . . . +/rm+n= l - f 2 + 3 + 4 + . . .  + (m + n), 
т а к ъ  к а к ъ  ki, k2, . . . l c n+„ это т е  ж е  значки  1, 2 , . . .m + n ,  но только  
располож енны е въ  произвольномъ п о р я д к е . Н апомнимъ, что со
гласно усл о вд а  ah ийбл р авн ы  нулю , если индексъ h о каж ется  отри
цательны м и или больш ими п  д л я  ан и большими т  д л я  Н, д л я  
т а к и х ъ  индексовъ  п ропадаетъ  все п р о и звед ете , входящ ее въ  со ставь  
сум м ы  (24).

О тм етим ъ , не в х о д я  въ  подробности, что третье д о казател ь 
ство изобарности р езул ьтан та  мы могли бы получи ть л е гко  изъ 
р азсм о тр еш я соотношения (20).

Въ § 1 этой гл а в ы  мы развер н ули  результан тъ  уравнения 3-ей 
и ур авн еш я  2-ой степени . Н етрудно п р о вер и ть , что этотъ р езул ь 
тан тъ  дей стви тельн о  и зо б ар н ая  ф ункщ я в е с а  р авн аго  6 .

С п о с о б ъ  и с к л ю ч е н 1 я  B e z o u t  д л я  у р а в н  е н  i й о д и 
н а  к о в ы х ъ  с т е п е н е й .  Д в а  разобранны хъ способа исключения

ч •

6
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неизвестнаго изъ двухъ уравнен^, именно” Сильвестра и Эйлера, 
им'Ьютъ то неудобство, что результатъ представляется въ виде опре
делителя высокаго порядка, равнаго сумме степеней данныхъ 
уравнешй. Мы дадимъ еще третш способъ исключешя, способъ 
Bezout, который приводить къ определителю менынаго порядка. 
Разберемъ сначала простейпий случай, когда оба данныхъ уравне- 
ш я будутъ одинаковой степени:

a.ixn~1 +  4-
btxn-1 +  б2х”- 2

/
<Р

й(Хп
Ъ0хп

Оп
Ьп

= 0 
= 0

Сэставимъ рядъ следующлхъ функщй.
U =
h
U

Оо
Cfô  + Ol
(X 0X2,4“ «IX 4~ 02

Ч> о 
<Pi
<Р2

= »0
— ®ох4~®1

(25)

(26)

/К аъХк-\-а\Хк—1 _ 1 _
•  #  • Ок <Рк b dxK^ b , x K- 1Jr  . • • 4-6,

/п—1 — йцХ" 1 Г Я lXn 2 ~Г•• • -4̂ Оп—1 <Рп-1 =  ЬоХп 1 4 - &1ХП “4 - ...4 -^ я -1
Если теперь два уравнешя (25) удовлетворяются общимъ зна- 

чешемъ ж-а, то же значеше х-а будетъ, очевидно, удовлетворять и 
ряду следующихъ соотношешй:

9>о/ ~ - /о? = 0
<Pif ~-  h<P = 0

<Pif ~-  fi<P = 0
f n—1<P “= 0

(27)

Развернемъ одно изъ этихъ уравненШ подробнее:
<Pif— = : (50гЯ -б1Х ^+  . . . + bi)[

—(a ^ - f a ia * - 1-!- . . . + аД Ь 0хя+ ’ 1хи- 1+  . . .  4-Ь»)=0 ^  ’
Кээффлцдентъ при степени х”+г‘ въ левой части этого уравнешя 
будетъ:
(®<)bi—U~\~<l\bi——1 j . . . 1 О i—нЬ0) (Ь0Я»_;,-|— —l“j— . . .
этотъ кфффлщентъ пропадаетъ при всякомъ значенш h отъ 0 до 
г, следовательно, въ левой части уравнешя (27') пропадаютъ все 
степени х выше п — 1. Коэффлщенгъ при • xn~h обозначимъ Ац.1,н
онъ будетъ иметь следующее выраженк:

h ~ (анЬ{ 4- Ch+ibi—i 4" «h+abt—2 +  • • . ) —
—  {ph'i4- 4- b;t+2Ti_2 4- . . . )

или
Ai+h h = ( h ,  i)  4- {h 4- 1, i  -  l) 4- ( h  4- 2, i — 2) 4- . 1 . (28̂

где для краткости принято ( h, г) = аАн— Въ формуле (28) 
с<обки (п, г) берутся до техъ порт, пока существуютъ козффицк



енты а и Ъсъ такими значками; а», Ь* со значками отрицательными 
или большими, чемъ таковые имеются въ уравнен1яхъ 1,25), еле* 
дуетъ принимать равными нулю.

Итакъ система (27) будетъ линейной, неоднородной системой п  
уравненш съ п — 1 неизвестными степенями ж, ж2, ж3, . . . ж”-1 . 
Услов1емъ совместности системы по отношен1ю къ этимъ степенямъ 
будетъ равенство нулю определителя системы, т.-е.

—  83 -

Ап 4™ • • • А ] п
А22 • • • А̂ п =  0 (29)

Ani Ап2 • • • Ann •
Это есть результаты исключешя неизвестнаго ж изъ двухъ ураЕ- 
ненШ (25), т.-е, ихъ результантъ въ новой форме. Способъ Bezout 
даетъ результантъ въ форме определителя порядка п .

Примеры Пусть намъ даны два уравнешя
а 0 ж 3  - ) -  а ] Ж 2  +  с г 2 ж  +  а 3  =  О

60ж3 + 5(Ж2 + 52ж-г ®з = О 
Результантъ въ форме Bezout будетъ:

а м оч о 1-  афи офо - Osh айЪ3
й2Ъо -— й̂ Ъ2г (хф\ - + Я 3®0» — й\Ь з =  0
оф,} --  00Ъ3, аФ  1--  a ih , й3&2 ~- а ф 3

^  С у щ е с т в о в а н и е  н е с к о л ь к и х ъ  о б щих ъ  к о р н е й  
д л я  у р а в н е н 1 й  о д и н а к о в ы х ъ  с т е п е н е й .  Если два урав
нешя (25) имеютъ д  и только д  общихъ решенШ, то левыя ихъ 
части-многочлены / и <р будутъ иметь общаго делителя степени д 
и только д. Принимая во внимаше обозначешя (28), мы систему 
(27) можемъ переписать такъ:

<Pi-l f- fi-ф  = АцХп-1  + А{2ХП~2 +  . . . 4- Агп (27")
(г — 1, 2, . . .  п

Возьмемъ рядъ какихъ-нибудь индексовъ i u %%. . . . ip+i и соот- 
ветствующихъ имъ уравнен!й:

<рi y - i f  — fh —ig) — Ai11i n 1 4- Ail2xn—2 4- . . . . Ацн
Я>ч—lf — Ur-'V = 4- Atfj.n~2 4- • • • (30)

<pip+1— —  fip+i—1(P — A if +y}xn~ L 4- A ip+1*xn~ 2 +  . . Aip-<ri

умнож ит» первое уравнеше на Ci, второе на с2, . . . последаее 
на ср4.1 и сложимъ nonj енно. Принимая для краткости:

Ci9*»т —1 4“ с29**2—1 4* • * • • +  Cp-j-i9*fp+i—1 — Р
Ci/»1—1 4~ с2 /*‘2—г 4~ • • • • 4" fp+i/ip+i 11 ~ (31)

Ci Aiu 4~ с2 Aii* 4- • • • • + Cp4-i А,-,+1« — Ск,
найдемъ:

P f — Qcp = Cia"-1 4- С2хп~2 + . . . 4- С*. (32)
6*

*
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Постоянный Ci, с2, . . . ср+1 во всякомъ случай можно выбрать 
Отличными отъ нуля)  такъ, чтсбы:

Ci =  0, Сг =0, . . . . . Сг, = 0, (33)
ибо эти услов1я дадутъ намъ р  однородными линейныхъ уравнешй 
относительно р -j-l неизв'Ьстныхъ сх, с2, . . . ср+х. Е;ли / ид? имеютъ 
общаго делителя степени п —р ,  то на него же долженъ делиться 
всяий многочлена P f —Q<p\ если теперь постоянный сь с2. . , . 
выбраны такъ, что удовлетворяются услов1я (33), то P f —Q<p будетъ, 
какъ показываетъ (32), степени п—р —1, следовательно Р/—Q<p должно 
тождественно обратиться ьъ нуль при значешяхъ сь . . ср+1 
бтличныхъ отъ нуля. Итакъ, на ряду съ услов1ями (33) мы имЪемъ:

Ср+1 =  0 , Си-2 =  0 ................. ....  Сн = О. (34)
Система п  уравнен!й (33) и (34) при ех, . . . ср+1 отличныхъ
отъ нуля можетъ удовлетворяться въ томь лишь случай, когда всЬ
определители порядка р +  1, составленные изъ коэффищентовъ AiK
этой системы, обращаются въ нули; значки гъ  i2 . . . .  tp+1 были
выбраны нами произвольно, а потому мы можемъ сказать: если два
уравнешя / =  0 и <р — 0 имеютъ п — р  общихъ корней, то все под-
ооределители порядка р -\-1 результанта Bezout должны обращаться
въ нуль, иначе говоря, определитель Bezout долженъ иметь рангъ 
не выше р .

Положимъ теперь наоборотъ, намъ дано, что рангъ результанта
Bezout (29) равенъ р;тогда опять постоянныя ех, с2). , можно
определить такъ, чтобы они, не обращаясь все одновременно въ
нуль, удовлетворяли услов1ямъ (33) и (34). Если при этомъ подо?
жить, чю %i =  1, г2 =  2, . . . v+i = V 4- 1, ю  Р  будетъ степени не 
выше р , тождество (32) приметь видь:

РЪ должно делиться на <р, а потому / и <р должны иметь общаго 
делителя степени не ниже п —р .  Что этотъ делитель при ранге р  
определителя (29) будетъ непременно степени п—р , можно показать 
следующимъ образомъ. Возьмемъ определитель:

%

4 ш  Aiz, . . Ajpi n P-j-Aip+xx™ p 1-|- . . . -\-A*n
-421» 4.22» • • , A 2 p - l ,  A ip % n~~P -f-42p-f-lCCW~ '̂~14“ • . . - \ - A : n

Api, AP2, . . xAVp—i t AVPv i v+App+xti11 , e . -\-Apn

к

я прибавямъ къ элементамъ послЬдняго столбца элементы перваго, 
умноженные на хп~~*9 элементы второго, умноженные на
элементы предпоследний), умноженные на gn—y-}-i тогда найдемъ 
на основаши (27"): ’

А'р- ъ Ф —fc<p
^ 2 р - 1 .  ^Pj/* —  / l< jP

Apt—1» V p - i f — f p - i P
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или наконецъ:

где принято
DP= P pf—Qe<p,

А ц ,  A  is ,  • .  .  A i p —i ,  <p 0 A  H i  A i 2 t •  •  ♦ A i p — 1 ,  /  0  |

II

A % i } А%%,  .  .  •  A ? p —1 ,  <f> 1
и Qv =

■ ^ * 2 1 »  A  22 > • • • A  2  p— 1 } f±

1\Ay  1 ,  -4 p 2 »  •  •  •  A p p — i ,  (fp— 1  j: A p i ,  A p 2$ •  •  •  App—i f  ff][) *

Полученное соотношеше (35") показываетъ, что всяюй общ1й дели
тель многочленовъ / и 95 долженъ делить многочленъ Dp; общш
ихъ делитель не можетъ быть степени выше степени этотъ же 
последнш будетъ степени п  — р , если определитель

»

(36)

отличенъ отъ нуля. Итакъ, если рангъ результанта Bezout (29) ра- 
венъ р , то два цанныхъ уравнешя имеютъ п — р и только п —р  
общихъ (или равныхъ) корней: эти обнце корни будуть удовлетво
рять уравненira Dp = 0 , гдё левая часть определяется формулой( 35).

10. И с к л ю ч е н 1е н е и з в е с т н а г о  с п о с о б о м ъ  B e z o u t
и з ъ  у р а в н е ш й  р а з л и ч н ы х !  с т е пе не й .  Если данныя 
уравнешя:

*

/  =  а 0х п +  0 ] Ж П— 1 +  а 2 х н~ 2 +  . . . . . +  а п =  О  

<р =  Ъ0 х т  +  Ъ1Хт- г +  б2хт ~ 2 + . . . . +  0

будутъ различныхъ степеней (напримеръ n > m ), то исключеше 
способомъ Bezout даетъ результантъ въ фэрме определителя по
рядка равнаго большему изъ чиселъ п и  т.

Составимъ опять функцш:
f K — а0хк + aiXK~l + .
фк =  Ъ ^ -1 -f- . . . -р Ък

Если уравнен in (37) имеютъ общее решен ie, то темъ же значешемъ 
неизвестнаго х будутъ удовлетворяться и уравнешя.

/я—l 9P — (pm-l f  = 0
f n - 2(p — (pm =  0 (39)

fn—m<P (pof — 0
xn-m-l

a«-m-2 . (p 0

2 <j p  = 0  

9> — 0.
i
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степени не 
можно та-

(39')

а

Нетрудно убедиться, что век эти уравнен!я будуть 
выше п —1 относительно х, число ихъ щ  систему (39) 
кимъ образомъ представить въ огЬдующемъ виде:

А г\Х п *-| А ;ххг' . . .  ~\~А{п = 0
(»= 1, 2, . . . п)

Исключая изъ этой линейной системы п— 1 степеней х а2, . 
мы получимъ, какъ услов1е ихъ совместности, равенство нулю опре
делителя | АгК | . Разсужд ен i емъ подобнымъ тому, которымъ мы 
пользовались въ простейшемъ случае уравнений съ одинаковыми 
степенями, мы и здесь могли бы доказать, что yoiOBie необходимое 
и достаточное, чтобы уравнешя (37) имели общихъ корней, 
это—чтобы определитель ] А* \ былъ ранга Это условие можно 
представить въ следующей более удобной для приложен!й форме; 
назовемъ подопределитель (главный).

• Аи, 1̂2> • • • ^1п
/ А21» -^22> • • • -А-2к

А«1 Дк2) • *
черезъ RK, такъ что | AiK п~=R; въ такомъ с
р, если выполняются соотношешя

R n = 0, Rn—1=0, . .. . /?̂ -р-х=0, (40)
Такимъ образомъ равенства (40) являются необходимыми и доста
точными услов1ями существовашя п —р  общихъ решешй для урав
нен Ш (38).

Примерь. Пусть даны два уравнещя
Оо®3 + + «2® + ЙЗ = О
b0x2-{-bix -j-52 =  О

Услов!е существовашя одного общаго корня будетъ:
— йфо, « 2̂ 2—azbt

ОоК Ctibg—asb0 =  0

О

Чтобы получить ycnoBin С)щ ствовашя двухъ общихъ корней, нужно 
къ предыдущему условш присоединить еще:

Ло®2* — ОЗ&О
Оо®1, афХ -f- Оо®2--®2®0

11. Э л и м и н а н т ъ .  Т е о р е м а  B e z o u t  о ч и с л е  о б щ и х ъ  
р е ш е н 1й д в у х ъ  у р а в н е н ^  съ д в у м я  н е и з в е с т н ы м и .  
Если намъ даны два уравнен in съ двумя неизвестными:

К * у )  =  0, <р =  0, (41)
левыя части которыхъ представляютъ изъ себя целыя ращональ- 
ныя функцш отъ х н у ,  т.-е. многочлены, то каждый изъ нихъ
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можно расположить по степенямъ одного изь перем’Ьнныхъ, напри- 
меръ х, и привести такимъ образомъ уравнешя къ виду (37), где 
только коэффищенты а,- и Ъ( будутъ уже функщями отъ второго не
известная у.  Предполагая, что степень перваго уравнешя по отно- 
шешю къ обоимъ перем^ннымъ равна п,  степень второго—т,  мы 
должны считать о»- и 5» за многочлены относительно у  степени не 
выше г (индекса этихъ коэффищентовъ). Исключая изъ уравненШ 
(41) однимъ изъ указанныхъ выше способовъ переменное х, мы по- 
лучимъ равенство нулю некоторой функцш отъ а,- и h  (прежшй 
результантъ), которая теперь будетъ зависеть отъ у.  Результата 
исключешя въ этомъ случае называютъ иногда элиминантомъ. Раз- 
смотримъ какой-нибудь изъ членовъ элнминакта:

«1 «2 «« г$г т&по п я • » .  • .  •  й• Ъ' Ъ • • •  • • Ъ‘
*1 *2 с т . Ьт-\-1 ?m-(-2 *т+п

Каждое о» и bit какъ уже отмечалось, будетъ многочленомъ отно-- 
сительно у  степени не выше г. такимъ образомъ наивысшая степень
у,  содержащаяся въ предыдущей, произведена равна:

d i l l  | К,? 2 “Г • • a j m + (hi  от 4-1 “Г /?2?*п+2 • •

т.-е. равна весу этого члена результанта. -Весь же результанта, 
какъ было доказано въ § 7 этой главы, равенъ т.  Итакъ степень 
элиминанта отоосительно неизвестнаго у  равна цроизведен1ю сте
пеней данныхъ уравнен 1Й. Столько, стало быть, можетъ быть най
дено значенш для у ,  при которыхъ равенство нулю элимингнта 
выполняется. Каждому значешю у  будетъ соответствовать, вообще 
говоря, определенное значение х. Такимъ образомъ мы можемъ 
сказать, что число общихъ решешй двухъ уравнешй съ двумя не
известными равно произзедешю степеней этихь уравнешй. Это пред- 
ложеше носить назваше теоремы Bezout.

12. Д и с к р и м и н а н т ъ ,  Дискриминантомъ данная уравнешя 
называется такая (целая и ращональная) функщя его коэффищен
товъ, обращеше въ нуль которой является необходимымъ и доста- 
точнымъ услов1емъ существовашя двукратнаго корня уравнеШя. 
Въ высшей алгебре доказывается, что если уравненie имеетъ два 
равныхъ корня, то этотъ корень обращаетъ въ нуль производную 
левой части уравнен!я, и обратно, если уравнеше

f(x) =  a0xn +  сцх”- 1 + . . . +  =  0 , (42)
и уравнеше, полученное дифференцированieMb по ж-у левой его
части:

/ С*) лйож”-1 -j- (к—1 )й1х"~2 -}- • • • ~г я»—1= 0 (43)
и меютъ общее решен ie, то оно будетъ двукратнымъ корнемъ дан
наго уравнешя (42). Ниже мы дадимъ косвенное доказательство 
этого предложен in.

Такимъ образомъ дискриминантомъ для уравнен in (42) будетъ 
шфезультъ двухъ уравнешй (42) и (43):

•%



$0 р (11, «2,  •
1

ft 0 . c„. 0 , 0 , .  . . . . . . 0
0  , Оо, Я!  > * • • —1- (e n- 0 , ....................... • . 0

0 , 0 , • 9 • • • • ci0, ai ,  • • • • • • ( n
пао, ( п — ft • • ♦ • • 0̂)(— —1 ♦ • . 0
0  , пао, ( л — l ) i i ,

0  , 0 , • » • • • • • , ^ a 0, ( a  » )  ̂1 , » - an-

(44)

Равенство его нулю даетъ услов!е существовашя двухъ равныхъ 
корней уравнешя. Согласно сказанному выше (§§ б и 7) дискрими- 
нантъ будетъ однородной и изобарной функшей коэффищентоьъ 
уравнешя: измЪрете ея равно 2 п— 1, а весь п(п— 1).

Пусть корни уравнешя (42) будутъ аь  . . . составимъ 
произведен!е ихъ разностей попарно:

Р—(ах— a 2) ( « i — « з ) ( « 1— « 4)  • • • • ( a i — а п).
(#2 сСз)(£>!2 et4) * * * • (^2

(а3—«4) . . . .  (а3— (45).

(еЬг—1 «„).
Очевидно, что если два каюе-нибудь корня уравнен!я равны между 
собой, то Р обращается въ нуль и обратно, если Р = 0 , то непременно 
два какихъ-либо корня равны между собой. Обрэщеше въ нуль 
выражен in Р , следовательно, является необходимымъ и достаточнымъ 
услов!емъ того, что данное уравнеше имеетъ два равныхъ корня. 
Покажемъ теперь, что дискриминантъ D отличается отъ Р 2 только 
некоторымъ постояннымъ множителемъ. Въ самомъ деле на осно- 
ванш § 5:

D=a0n-i/'(ai)/'(a2) ............../ (О  (46).
Съ другой стороны такъ какг:

*

/(х) : = = е̂2) . . . .  (х Qn) , 
то дифференцируя, найдемъ:

f '(x )= a 0(x—а2)(х— а3)(х—а4) . . . (х— а„)-Ь
+а0(х—ад)(х—«3)(х—ct4) . . (х—а„) +

|

+а0(х—ai)(x—а2)(х—а4) . . . (г— а„) +

и равенство (46) въ развернутомъ виде напишется такт:
D =ao2n~1(a1—a2)(a l—as)(a l~ a i)  . . . (а ,—а„).

(а2—ai)(a2—«з)(«2~ ««) • . . (а2— а„).

(сс„ “  сС|)(сс̂ ‘“  ̂ 2)(?'я',“ «а) • • • (̂ w ,)
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или паконецъ:
Г‘(п — 1) 

2 (47)
D -  ( - !) к,2»-» Р

Полученное соотношешс показываетъ, что дискриминанте D обра
щается въ нуль одновременно съ выражен 1'емъ Р.

Произведете разностей корней, т.-е. Р  можно представить въ 
виде определителя:

I 1 1 1 J •  « < •  « •  I

«1 а>
! «е2
•|

I

с.Р«4 a p ....................................................

I

1 1 rt Н —
m i  ̂  ̂ • • • ♦ п

(48).

действительно этотъ определитель обращается въ пуль, когда два 
какихъ-либо корня равны между собой, ибо тогда два столбца 
определителя оказываются равными; следовательно, определитель 
есть произведете всевозможных!» разностей а,—ак. Определитель (48) 
и выраженie (45) являются функщями корней однородными и одного 
и того же измерен!я; нетрудно далее убедиться, что коэффициенты 
и знаки ихъ при равныхъ членахъ одинаковы. Итакъ определитель 
(48) равенъ Р.
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