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ПЕРВАЯ КНИГА
ДиФФеренц1алы и производныя

Г Л А В А  П Е Р В А Я

Безконечно-малыя различныхъ порядковъ, ихъ употреблеше въ геометрм

О П Р Е Д Е Л Е Н ! #

§ 1. Бсзконечно-малою или безкоисчио-малымь количсствомъ называется такое число 
или такая переменная величина, которая, неопределенно уменьшаясь, приближается 
къ нулю какъ-угодно близко, никогда его не достигая.

Если одновременно разсматривается несколько безконечно-малыхъ, то одна, изъ 
нихъ по произволу принимается за иавнцю безконечно-малую. при чемъ вводятся сле
дующая определешя.

Безконечио-малою трвсио порядка называется всякая безконечно-малая, отноншпе 
которой къ главной безконечно-малой стремится къ конечному пределу въ то время, 
когда обе оне неопределенно приближаются къ нулю.

Бсзкокечио-малою второю порядна называется всякая безконечно-малая, отношеше 
которой къ квадрату главной безконечно-малой стремится къ конечному пределу.

Вообще, безкопечяо-малою п-ю порядка называется безконечно-малая, отношеше 
которой къ n-ой степени главной безконечно-малой стремится къ конечному пределу.

Не следуетъ думать, что всякая „безконечно-малая непременно будетъ опреде- 
ленеаго порядка; въ самомъ деле, мы встретимся съ такими безконечно-малыми, что 
порядокъ одной изъ нихъ не совпадетъ съ порядкомъ какой-лпбо степени другой.

Пусть будутъ так in безконечно-малыя; отношеше ~  не можетъ иметь конечнаго
р

предела, потому что въ противномъ случае оне были бы одного и того же порядка. 
Если этотъ пределъ есть нуль, то говорятъ, что а — вмешаю порядка, чемъ р, и — 
наоборотъ, если этотъ пределъ равенъ без конечности. г

Изъ предыдущихъ определенШ, очевидно, вытекаетъ, что если две безконечно- 
малыя соответственно порядковъ п и п \ то ихъ произведен!© ар порядка «-f-n'.

ДИФФЕГЕНПДЛЛЬПОЕ ИСЧИСЛЕШЕ 1



■ 0 0 3 -§ 2. Пусть 9 (.г) есть какая-нибудь функщя отъ переменной .г; придания 
конечно-малое приращеше Д и принимая это последнее заглавную безконечоо-::.пую, 
мы найдемъ, что соответственное безконечно-малоё приращеше функщи, cp(.r-j-/’) - • 9? у), 
есть безконечно-малая перваго порядка; исключешя могутъ быть только для частныхъ 
значенШ переменной .г.

Въ самомъ деле, если бы было иначе, то отношеше —х +  ^ при какомь-
угодно значенш х  имело бы пределомъ нуль пли безконечность. Оба эти предпол ожен in 
недопустимы.

Предположимъ сначала, что разсматриваемое отношеше имело бы постоянно въ 
пределе нуль въ то время, какъ х оставалось бы въ некоторыхъ пределахъ. Пусть 
а и Ь обозначаютъ два значешя ,г, выбранный произвольно въ этихъ пределахъ; раз-
делпмъ промежутокъ 6 — а на п равныхъ частей, назовемъ значеше Ь— а

п каждой изъ
этихъ частей черезъ Д и положимъ:

?(а -f~ h) — у (а)_ гт
h —

ср(а j -  2 1г) —  сp(g. - f -  h )   г
1ь — ^2,

о(а -f nh) — о[а +  (п — 1 )Д]
Гг /

При безпредельномъ увеличены п величина 1г стремится къ нулю, а также, по 
нашему предположение, стремятся къ нулю E v Е 2, . . . , Е п. Складываемъ теперь 
почленно все уравнешя (1), предварительно умноживъ обе части каждаго изъ нихъ 
на Д; находимъ:

?(« - г  «О — <?(«) =  ®0 ) — <?(«)
Пусть т4 есть наибольшее по абсолютной величине изъ количествъ: E v i?2, . . . ,  /%,, 

при чемъ само ч безконечно-мало; изъ предыдущаго равенства мы можемъ заключить, 
что 9(6) — о(а) по абсолютной величине меньше произведешя fmrh иначе говоря, что 
эта разность, по абсолютной величине, меньше произведешя т)(6 — «), такъ какъ nh =  
— Ь — а; принимая же во вниман'ю, что tj безконечно-мало, мы не можемъ допустить* 
чтобы разность 9(6) — 9(a), которая, надо заметить, совершенно не зависитъ отъ Д, 
имела бы какое-нибудь конечное значеше; следовательно, эта разность равна нулю, 
т.-е. оба значешя функщи 9, выбранныя произвольно, равны мелсду собою, а это зна
чить, что наша функцщ есть постоянная величина.

Такимъ образомъ доказано, что приращешя функщи, не приводящейся къ по
стоянной величине, не могутъ быть безконечно-малыми порядка высшаго, чемъ со
ответственный приращешя переменной, если только не принимать во внимаше исклю- 
чительныхъ значешй этой переменной. Отсюда можно заключить непосредственно, что
отношеше:

9 (ж-f  70 —<?(#) 
h

не можетъ также возрастать безпредельно при Д, стремящемся къ нулю, или, другими 
словами, что приращеше h переменной не можетъ быть безконечно-малою порядка
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высшаго, чемъ приращете функщи. Не трудно заметить, что последтй выводъ тож- 
дественъ съ предыдущимъ. Въ самомъ деле, при одновременномъ разсмотр'Ыи функцш 
гр(х) и переменной .г, отъ которой она зависрггъ, мы можемъ самую функщю обозна
чить одною буквою у и принять ее за переменную, отъ которой х будетъ уже функщею 
6(/у). Чтобы вполне убедиться въ этомъ, стоить только о(х) считать ординатою кривой,
заданной уравнешемъ: у — о{х)\ действительно, построивъ эту кривую, мы тотчасъ 
заметимъ, что абсциссу какой-нибудь ея точки можно принять за функщю отъ орди
наты совершенно такъ же, какъ раньше мы принимали ординату за функщю отъ 
абсциссы; а такъ какъ у насъ доказано въ общемъ виде, для одной изъ этихъ вели- 
чинъ, что ея безконечно-малое приращете не можетъ быть высшаго порядка, чемъ 
для другой, то наше предложете непременно будетъ справедливо для каждой изъ нихъ, 
т.-е. что оба приращетя должны быть одного и того же порядка.

§ 3. Какова бы ни была функщя ср(.г), отношете ^  ̂ по предыду

щему, имеетъ конечный пределъ при /г, стремящемся къ нулю; этотъ пределъ есть 
новая функщя отъ х и называется производною функцш ?; ее часто обозначаютъ темъ 
же символомъ, что и данную функщю, только со значкомъ наверху; такъ, напр., <э'(х) 
есть производная у{х).

Разыскате и изследовате производныхъ весьма важно въ исчислети безконечно- 
малыхъ; мы посвятимъ этому несколько главъ. Ближайшая же наша цель—дать не
сколько примеровъ безконечно-малыхъ различныхъ порядковъ.

Непосредственно мы приведемъ некоторый геометричесшя следств1я изъ преды-

Въ самомъ деле, пусть х и у обозначаютъ координаты одной изъ точекъ, (л; -\- К) 
и (у +  к) — координаты другой и о—приращете для а; тогда, такъ какъ х и у  суть 
функщи отъ а, изъ общей теоремы вытекаетъ, что ихъ приращетя, какъ 7г, такъ и ку 
будутъ одного и того же порядка съ о. Съ другой же стороны,

откуда следуетъ, что это отношете имеетъ конечный пределъ, что и доказываетъ 
наше предложете, потому что ]А 2 -j- к2 есть разстояте между двумя разсматриваемыми 
точками. •

Это предложете справедливо и для кривыхъ двоякой кривизны; если х , yYz ко
ординаты какой-нибудь точки такой кривой и выражены въ функщи отъ одной и 
той же переменной а, то при безконечно-маломъ приращенш о для величины а, ко
ординаты х , у и z перейдутъ соответственно въ x-\-h, у-\-к, * +  7, при чемъ k, к и I 
будутъ одного порядка съ о. Съ другой же стороны,

у Щ ± 1 = у Г  ( т ) ' + ( 4 )’ + (4 )‘.



откуда сл’Ьдуетъ, что отношеше разстояшя двухъ безконечно-близкихъ точокъ къ 
соответственному прпращешю ос стремится къ конечному пределу.

§ 5 . Если точкамъ одной кривой соответствуютъ точки другой кривой такимъ 
образомъ, что для точки, выбранной на одной изъ нихъ, найдется ей соответственная 
на другой гривой вполне определенная, то разстоянге между двумя бе скопе чпо-бл неким и, 
точками па одной пзъ кргтыхъ будешь того же порядка, что и разстоянге между двумя 
соответственными точками на другой кривой.

Въ самомъ деле, если предположить, что координаты х, у, z точки первой кривой 
выражены въ функцш отъ переменной а, то и координаты x v yv zx соответственной 
точки второй кривой также выразятся въ функцш отъ а. Поэтому, если желательно 
разсмотреть две безконечно-близшя точки на одной изъ кривыхъ и имъ соответ
ственный на другой, то достаточно приписать а два безконечно-близкихъ значешя: 
а и а-(-о. По предыдущему, разстояшя между полученными такимъ образомъ точками 
будутъ оба одного порядка съ о; значить, они суть безконечно-малыя одного и того же 
порядка.

Поэтому, какъ только будетъ доказано, въ какомъ-нибудь частномъ случае, 
что разстояше между двумя безконечно-близкими точками на второй кривой постоянно 
остается безконечно-малою высшаго порядка относительно разстояшя между со
ответственными точками на первой кривой, то необходимо заключить, что коорди-

%

наты точекъ второй кривой суть постоянный и что самая кривая приводится къ 
точке.

§ 6. Если прямая липгя перемещается въ пространстве по какому-нибудь непре
рывному закону такимъ образомъ, что каждое изъ ея положение соответствуешь одному 
изъ значений переменной а, то уголь между двумя безконечно-близкими положеньями 
этой прямой есть того же порядка, что и разность между соответственными значе- 
нгями ос.

Для доказательства предположимъ, что черезъ начало координатъ О проведены 
параллельный различнымъ разематриваемымъ прямымъ; углы между ними, очевидно, 
будутъ таше же, какъ и между нашими прямыми. Такимъ образомъ мы получимъ 
конусъ, производяпця котораго соответствуют^ различнымъ значешямъ переменной а. 
Если пересечь этотъ конусъ шаровою концентрическою поверхностью рад!уса, рав- 
наго единице, то каждому значешю а будетъ соответствовать точка кривой пересе- 
чешя. Поэтому, разематривая два безконечно-близкихъ значешя этой переменной, а и 
а -f-o, заметимъ, что соответствующая имъ точки М  и М* на кривой относительно 
разстояшя того же порядка (§ 4), что и 6, и следовательно, въ равнобедренномъ тре-

0 ММ'угольнике ОМЗГ уголъ О такого зйе порядка, какъ и о, такъ какъ sin-g- — — .

§ 7. Если тачки какой-нибудь одной поверхности соотвтпствуютъ точкамъ другой 
поверхности такимъ образомъ, что для точки, въгбраииной па одной изъ иихъ, найдется 
ей соответственная па другой поверхности вполне определенная, то разстоянге между 
двумя безкте'чпо-близкими точками па одш/й изъ поверхностей будетъ того же порядка,
что и разстоянге между соответственными имъ точками на другой поверхности.

Въ самомъ деле, раземотримъ две точки А  ж В  на первой поверхности и имъ 
соответственный F  и Q на второй поверхности. Предположимъ, что В  приближается
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къ А  по некоторой кривой на первой поверхности; въ такомъ случай Q въ то же 
время будетъ приближаться къ Р  по соответственной кривой. Если мы обратимъ 
исключительно наше внимаше на эти две кривыя, то встретимся съ случаемъ, уже 
разсмотреннымъ выше, и можемъ вывести изъ сказаннаго тамъ (§ 5), что разстояе!я 
А В  и PQ— безконечно-малыя одного порядка.

§ 8. Приведемъ теперь примеръ безконечно-малой второго порядка. Разсмотримъ 
какую-нибудь плоскую кривую и касательную къ ней въ точке ЗВ. Если изъ точки 
ЗВ, взятой на кривой на безконечно-маломъ разстояши перваго порядка отъ точки ЗВ, 
опустимъ перпендикуляръ АВР на эту касательную, то М 'Р  будетъ безконечно-малою 
второго порядка (черт. 1).

Прежде всего, разсматривая треугольники АВМ'Р, не трудно заметить, что М ’Р  
есть безконечно-малая порядка выше перваго; въ самомъ деле, въ этомъ треугольнике

и такъ какъ уголъ РЗВМ\ очевидно, безконечно-мадъ, a 3I3B — перваго порядка, то 
М 'Р  есть безконечно-малая высшаго порядка (§ 1). Намъ остается доказать, что 
sin РЫМ' или, что все равно, уголъ РЗВАВ есть безконечно-малая перваго порядка, 
потому что тогда перпендикуляръ М 'Р  явится произведешемъ двухъ безконечно-малыхъ 
перваго порядка и, следовательно, самъ будетъ второго порядка. Чтобы это доказать, 
разсмотримъ касательную къ данной кривой въ точке ЗВ. Пусть I  обозначаетъ точку 
встречи обеихъ касательныхъ; называя черезъ е уголъ между этими двумя касатель
ными, мы можемъ, очевидно, написать:

откуда следуетъ, что е того же порядка, что и углы IABAB' и ВАВ'АВ; поэтому доста
точно установить, что уголъ е — перваго порядка, а это не трудно сделать, основы
ваясь на § 6-мъ. Въ самомъ деле, направлеше касательной въ точке 31 определяется 
абсциссою точки ЗВ; значитъ, если эта абсцисса увеличится на безконечно-малую 
величину перваго порядка, то касательная пойдетъ по новому направлешю, образуя 
съ прежнимъ уголъ перваго порядка, равный точно величине е.

Отметимъ непосредственное следств1е изъ предыдущаго предложешя. Если изъ 
некоторой точки О опустить перпендикуляръ ОР на прямую А В  и затемъ соединить 
точку О съ точкою Р' на той же прямой, отстоящей отъ точки Р  на безконечно- 
близкомъ разстояши, то, принимая РР' за главную безконечно-малую, увидимъ, что 
разность ОР' — ОР будетъ второго порядка; действительно, она равна отрезку лиши 
ОР', заключенному между кругомъ, описаннымъ изъ точки О, какъ изъ центра, 
рад1усомъ ОР и касательною РР' къ этому кругу.

Черт. 1.

в I3I3B +  ВАГ 31,
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§ 9. Это предложеше справедливо п для кривыхъ двоякой кривизны. Если въ
%

точке М  некоторой кривой двоякой кривизны провести касательную къ этой кривой, 
то разстояше касательной до точки М \  находящейся на нашей кривой на безконечыо- 
близкомъ разстоянш отъ М, есть безконечно-малая второго порядка относительно 
отрезка М М \ принимаемаго за главную безконечно-малую. Въ самомъ деле, ясно, 
что разстояше точки до прямой того же порядка, что и разстояше между проэкщями 
этой точки и прямой' на произвольную плоскость. Поэтому, данную кривую можно 
заменить ея проэкщею на некоторую плоскость, не изменяя порядка разсматриваемаго 
нами разстояшя, а это значитъ, что это разстояше по теореме, относящейся къ пло- 
скимъ кривымъ, есть второго порядка.

§ 10. Геометр1я даетъ намъ также простые примеры безконечно-малыхъ порядка 
выше второго.

Разсмотримъ какую-нибудь плоскую кривую и ея касательную въ точке М  
{черт. 2). Если на этой касательной взять безконечно-малую длину М Т  и возставить 
въ Т  перпендикуляръ ТМ \ пересекающей кривую въ М \  то ТМ' будетъ безконечно-

Черт. 2.

малая второго порядка (§ 8); поэтому, полагая М Т  =  /?., мы можемъ написать: ТМ ’= К № \ 
где К  имеетъ конечный предать при /г, стремящемся къ нулю. Ведемъ теперь круп» 
ращуса В, касательный въ М  къ данной кривой и расположенный вместе съ кривою 
по одну сторону отъ касательной. Продолжая лишю ТМ' до встречи съ кругомъ въ 
точке Ж", находимъ, по известному свойству круга, что

и М Т ¥
2В -  ТМ" 2 В  — ТМ"

М 'М " =  ТМ" —  ТМ ' ^  ( 2 В —

и, следовательно,

ТМ" к )

Отсюда следуетъ, что если определить В  такимь образомъ, чтобы {^РВ— ТМ7’-----

въ пределе равнялось нулю, т.-е если положить В  =  , где есть пределъ К, то
разстояше М ’М ” будетъ безконечно-малою порядка выше второго.

4 *

Итакъ, сущеетвуетъ въ каждой точке плоской кривой такой касательный кругъ, 
который около точки касашя безконечно более близокъ къ кривой, чймъ касательная 
прямая. Этотъ кругъ, играюнцй большую роль при изученш кривыхъ, называется

щимся кругомъ.
Предыдущая теоремы могутъ быть неприложимы къ особенными

<р(ж + Ь) — ч{х) 
hЭТО в ъ  ТОМЪ ж, если отношеше , пределъ котораго
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не можетъ постоянно равняться нулю, можетъ стремиться къ нулю при частномъ 
значении переменной.

З а м е н а  б е з к о н е ч н о -м а л ы х ъ

§ 11 . Безконечно-малыя почти всегда употребляются, какъ посредствуюпця 
величины, и входятъ въ разсуждетя то въ виде отношешй, имеющихъ конечные 
пределы, то въ виде суммы безпредельно возрастающаго числа слагаемыхъ. Когда, 
такимъ образомъ, имеется въ виду разыскаше предела отношешя или предела суммы, 
то часто вопросъ можно упростить при помоши следующаго принципа:

При разыекант прсдгъла отношенья пли предььла, суммы можно замшить одну
безконечио-малую другою} отношенье которой къ первой въ предчьльь равно едцмщгь.

Въ самомъ деле, пусть а, р и а', $  две пары такихъ безконечно-малыхъ, что

Пишемъ тождество:
lim -— == 1 , limа 1 Р'

а а ' * Р'1
*ХО а ' р

К

имея въ виду, что -£г и имеютъ преде.ломъ единицу, переходимъ къ пределу:

lim а lim <г
р р'

Разсмотримъ теперь стремящуюся къ конечному пределу сумму

4- а »«1 - г  а3 • • И )
безконечно-малыхъ, число которыхъ и безпредельно увеличивается, по мере того какъ 
оне сами стремятся къ нулю. Пусть р15 (32, . . . , р» будутъ друпя безконечно-малыя
такш, что

iJi
lim

к
lim -P̂n 1.

Докажемъ, что сумма {А) будетъ стремиться къ тому же пределу, что и сумма:

Pi “Ь ?2 ~г • • • +  Р»* (В)
Действительно, написавъ равенства:

ос 1 + si> ка0 1 £:з? • V* 5 ?.
а 1 +  £П,

П

где sn s2, . . . , ен, по предположен^, безконечно-малыя, выводимъ изъ нихъ:

Pi Р2 ~Г • • • +  Рп — «! +  а2 +  • * * +  «и -р a1eJ a2s2 -р . . . -f-an£H.
Далее, обозначая черезъ у\ наибольшее по абсолютной величине изъ количествъ: 
©1, е2, . . . , еп (само т) — безконечно-мало), находимъ:

P i Ч "  Pa “ t"  • • * “ b  рп —  (а 1 " Ь  а 2 +  * * * +  <*») <  ^ (а 1 +  а з 4 “  « * • +  <*»).

Во второй части неравенства первый множитель г\ стремится къ нулю, а  второй 
множитель, по предположен!ю, имеетъ конечный пределъ; значить, обе суммы, (А) и 
(Б), имеютъ одинъ и тотъ же пределъ.
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§ 12. Чтобы дв1> безконечно-малыя а и р  могли заменять одна другую, доста- 

точно, по предыдушему, чтобы предать отношешя былъ равенъ единице; другими 

словами, достаточно, чтобы существовало равенство:

где г — безконечно-мало, или, что одно и то же, чтобы

р —  а =  осе,

т.-е. чтобы разность 3 — а была бы безконечно-малою относительно а. Следовательно, 
теорема § 11 -го можетъ быть прочитана следуеощимъ образомъ.

При разыскании иредьыа отношенья или предььла суммы деть безконечно-малыя о. и 
р можно заменить одна другою, не обрагцая вниманья на ихъ разность} лишь бы только 
эта разность была безконечно-малою относительно одной изъ пихъ.

Эта теорема выражается различнымъ образомъ и имеетъ большое применеше 
въ исчисленш безконечно-малыхъ.

УП0ТРЕБДЕН1Е БЕЗКОНеЧНО-МАЛЫХЪ ПРИ РЫНЕН1И НЬКОТОРЫХЪ ЗАДАЧЪ.
О П Р Е Д Ь Л E H I E  К А С А Т Е Л Ь Н О Й  К Ъ  Н Ъ К О Т О Р Ы М Ъ  К Р И В Ы М Ъ

§ 13. Мы покажемъ непосредственно пользу безконечно-малыхъ при решенш 
некоторыхъ геометрическихъ задачъ и сначала определимъ касательную къ неко- 
торымъ кривымъ.

Чтобы определить въ некоторой точке касательную къ кривой, необходимо, какъ 
известно, соединить данную точку касашя съ какою-нибудь близъ лежащею точкою 
на той же кривой и отыскать пределъ направлешя, къ которому стремится построенная 
такимъ образомъ хорда, по мере того какъ вторая точка безпредельно приближается 
къ первой; короче говоря, нужно соединить данную точку касашя съ безконечно ей 
близкою точкою на кривой, при чемъ выражен! е безконечно-близкт достаточно для 
обозначешя безпредельнаго сближешя двухъ разсматриваемыхъ точекъ.

Следующая теорема часто оказывается весьма полезною при определеши каса- 
тельныхъ.

Если на кривой даны две точки: М  и М \  расположенная отъ М  на безконечно- 
маломъ разстоянш перваго порядка, то предельное положеше М М  не изменится, если

MJ

Черт. 3.

подставить на место точки М ' другую точку Ж", находящуюся вне кривой и 
отстоящую отъ точки И ' на безконечно-маломъ разстоянш высшаго порядка отно
сительно перваго разетояшя.
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Въ самомъ деле, разсмотримъ треугольникъ ММ'М" {черт. 3). Такъ какъ 
стороны треугольника пропорцюнальны синусамъ противолежащихъ угловъ, то

sin Ж  # 
sin Ж" ’

поэтому, если М'М" безконечно-малая высшаго порядка относительно ММ', то sin Ж  
непременно безконечно-малая, а следовательно, и уголъ М — безконечно-малъ. Отсюда 
заключаемъ, что оба направлешя, ММ' и ММ ", въ пределе совпадаютъ, что и требо
валось доказать.

§ 14-. Прилол{имъ предыдущ1й принципъ къ решеино некоторыхъ задачъ.
Задача I. — Изъ неподвижной точки О {черт. 4) опущены перпендикуляры на

касательным къ плоской кривой; найти касательную къ кривой, изображающей геометри
ческое мпето основанШ этихъ перпеидикуляровъ.

Черт. 4.

Пусть ОР и OF  будутъ перпендикуляры, опущенные изъ точки О на каса
тельный въ двухъ смежныхъ точкахъ М  и ДГ; тогда (§ 5) лишя P F  явится без- 
конечно-малою того же порядка, что и ММ', которую мы будемъ считать за главную 
безконечно-малую. Поэтому, при определеши направлешя Р Р Г можно подставить (§ 13) 
вместо точки Р ' другую точку, находящуюся на безконечно-маломъ разстоянш второго 
порядка. Итакъ, ведемъ черезъ точку М  прямую, параллельную касательной Д /Т '; эта 
параллельная пересечетъ ОР' въ точке Р", которая можетъ быть подставлена- вместо 
Р', потому что Р'Р" равно разстоянпо точки М  до касательной въ точке ДГ и есть (§ 8) 
безконечно-малая второго* порядка. Далее, такъ какъ точки Р  иР" расположены на 
окружности круга, описаннаго на ОМ, какъ на д1аметре, то направлеше РР" въ пре
деле обратится въ касательную^ къ этой окружности. Значитъ, искомая касательная 
есть въ то же время касательная къ кругу, проходящему черезъ точки О, М, Р, а 
перпендикуляръ къ этой касательной, называемый нормалью, будетъ прямая, соеди
няющая точку Р  съ серединою ОМ.

Можно еще заметить, что рад1усы векторы ОМ и ОР, проведенные изъ точки 
О къ обеимъ кривымъ, служащимъ геометрическими местами точекъ Л/ п Р, пере- 
сЛясутъ эти кривыя соответственно подъ углами ОМР и ОРТ, равными между 
собою, такъ какъ они измеряются половиною одной и той же дуги въ круге МРО.

ДНФФЕРЕЦЩАЛЬПОК НСЧПСЛЕШЕ 2
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Задача II.— Изъ некоторой точки 0 опущены перпепдгтуляры на касательный къ 
плоской кривой и каждый изъ нихъ ОР (черт. 5) продолоюет до такой точки Q, что 
O P . OQ =  а2, гд)ъ а есть постоянная величина; найти касательную къ кривой, служащей 
геометричеешмъ мгьетомъ точекъ Q.

Пусть Q и Q' будутъ две безконечно-близшя точки разематриваемаго геометри- 
ческаго места, соответствующая двумъ касательнымъ М Т  и М 'Т ,  точки касашя ко- 
торыхъеуть Ж  и М 1. Известно (§5), что разстояте QQ' есть безконечно-малая того 
же порядка, что и М М ’, которую мы примемъ за главную безконечно-малую. Такъ же, 
какъ и въ предыдущей задача, ведемъ черезъ точку М  прямую МР", параллельную 
касательной М 'Р \  и назовемъ черезъ Р" точку перес^чешя этой параллели съ ОР 
Отр’Ьзокъ Р'Р" будетъ, какъ мы заметили (§ 8), безконечно-малая второго порядка. 
Далее, опред'Ьлимъ точку Q” такъ, чтобы OP". OQ" =  a2; Q'Q" есть безконечно-малая 
второго порядка, потому что OQ' есть функщя отъ ОР\ a OQ" есть такая же функщя 
отъ ОР"; поэтому переходямъ отъ одной изъ этихъ лишй къ другой, приписывая пе
ременной ОР', въ этой функцш, безконечно-малое приращенie второго порядка Р'Р", — 
функщя тогда возрастетъ (§ 2) на безконечно-малую Q'Q" того же порядка, т.-е. 
второго.

На основати сказаннаго можно подставить вместо точки Q* точку Q", и иско
мою касательною явится предельное направлеше лиши QQ". Заметимъ теперь, что 
точки Р  и Р" расположены на окружности круга, описаннаго на ОМ, какъ на д1а- 
метре, и применимъ теорему: если нанести на хордахъ круга, проведенныхъ изъ 
конца диаметра, длины, обратно-пропорцюнальныя самймъ хордамъ, то геометрическимъ 
местомъ концовъ этихъ длинъ будетъ прямая лишя, перпендикулярная въ данному 
дщметру; въ такомъ случае мы можемъ сказать, что Q и Q" лежать ..на прямой, пер
пендикулярной къ и м , и следовательно, искомая касательная совпадетъ съ перпен 
дикуляромъ QK, опущеннымъ изъ точки Q не ОМ. Изъ подоб1я треугольниковч

и что
О М . О К =  ОР а 2 .
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отсюда заключасмъ, что если поступить съ кривою, являющеюся геометрическимъ 
местомъ точекъ Q, такъ же, какъ мы поступили съ данною кривою, то получимъ эту 
последнюю, а это значитъ, что обе кривыя можно разсматривать, какъ сопряженный.

Задача III. — На каждой нормали къ плоской кривой отъ точки ея ветргьчи съ 
кривой отложена, постоянная длина; найти касательную къ геометрическому мгъсту 
ионцовъ этихъ длит.

Пусть Ж и М ' (черт. 6) будутъ две безконечно-близшя точки на данной кривой, 
а Р и Р ' соответственный имъ точки, полученный вышеуказаннымъ путемъ, т*е.

Черт. 6.

ташя, что если МР  и М Р  представляютъ нормали, то МР =  М 'Р' =  I. Соединяемъ 
М  съ М' и Р  съ Р' и опускаемъ изъ точекъ М  и Р  перпендикуляры М К  и Р К 1 на

/ т>/; тогда КК' =  МР  cos ? =  I cos <р,

где о есть уголъ между двумя разематриваемыми нормалями; следовательно,

М'Р' —  К К '^ М 'К — Р 'К ' =  1(1 -  cos?) =  2 /sin О

Такъ какъ уголъ <? есть безконечно-малая перваго порядка (§ 6), то М 'К — Р 'К ' бу- 
детъ безконечно-малою второго порядка. Замечая же, что М 'К  =  ММ' cos ММ'К, где 
М М '— безконечно-малая перваго порядка и уголъ ММ' К  безконечно-мало отличается 
отъ прямаго, выводимъ, что М 'К — безконечно-малая порядка выше перваго, а это 
показываетъ, что и безконечно-малая Р 'К — порядка выше перваго, такъ какъ раз
ность между нею и М 'К — второго порядка. Отсюда, на основаши равенства:

Р'К ' =  РР' cos РР'К,

; мы должны заключить, что или Р Р ' — безконечно-малая порядка выше перваго, или что 
РР'К  без конечно мало отличается отъ прямого угла. Припервомъ предполошенш (§ 5) 
кривая приводится къ точке и, следовательно, лишя ММ' есть кругъ рад1уса I. 
При второмъ предположенш, которое, въ общемъ случае, является единственно до* 
пустимымъ, т.-е. когда уголъ Р Р 'К  стремится къ прямому, РР' обратится въ пер- 
пендикуляръ къ К'Р ' и, значитъ, къ лиши М 'Р', которая въ пределе не отличается 
отъ ЖР; следовательно, касательная къ кривой, представляющей геометрическое 
место точекъ Р, будетъ параллельна касательной въ соответственной точке на дайной 
кривой, т.-е. обе кривыя будутъ иметь одне и те же нормали; ихъ называютъ па
раллельными кривьши.

2*
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У Л  * / '  *1 J*(i~Задача IV. — Около данной кривой описапъ уголъ постоянной величины; наши> 
сательную къ кривой, представляющей геометрическое дт>ето положеит его вершины.

Пусть Р  (черт. 7) одна изъ точекъ геометрическаго места, а М  и Лг— соответ
ственный точки тсасашя двухъ касательныхъ, пересекающихся въ точке Р; пуст/» 
Р ; — вторая точка геометрическаго места, безконечно-близкая къ Р , а ЗГ и N' — 
точки касашя, соответствующая этой второй точке. Такъ какъ координаты точки V 
суть определенный фукнкn.iи отъ абсциссы точки ЛI, то разстояшя РР' и МАР б у- 
дутъ (§ 5) безконечно-малыми одного и того же порядка; примемъ ихъ за безконечпо- 
малыя перваго порядка. Ведемъ теперь черезъ точки 31 и N  лиши, параллельный ка-

сательнымъ въ ЗГ  и N \ —получимъ параллелограммъ P "K P 'L , стороны котораго суть 
безконечно-малыя второго порядка (§ 8), и потому мы можемъ (§ 13) подставить вместо 
Р' противоположную вершину Р ” этого параллелограмма. Наконецъ, принимая во вни- 
маше, что Р  и Р" расположены на сегменте, вмещающемъ уголъ Р  и описанномъ 
на 31N, какъ на хорде, и что РР" въ пределе есть касательная къ этому сегменту, 
заключаемъ, что искомая кривая имеетъ въ точке Р  т^ же самую касательную, что 
и этотъ сегментъ, описанный около треугольника MNP.

Задача V. — Провести касательную къ циклоиды.
Циклоида представляетъ весьма замечательную кривую; мы часто будемъ ею 

пользоваться, какъ примеромъ, при приложенш общихъ методовъ. Начнемъ съ ея опре
делена.

Циклоиду описываетъ точка окружности, катящейся безъ сколыкешя по одной 
изъ своихъ касательныхъ, остающейся все время неподвижною *).

Пусть 031 (черт. 8) есть положеше производящаго круга и Ж  положете точки, 
описывающей циклоиду. Разсмотримъ кругъ въ смежномъ положеши О'ЗГ, при чемъ ; 
точка 31 переходить въ точку 31' и дуга 01, коснувшись прямой последовательно 
всеми своими точками, будетъ равна отрезку 0 0 !; такимъ образомъ, этотъ последшй

'*) Говорить, что подвижная кривая катится безъ скольо/сепгя по веподвижной лиши, если эта 
кривая перемещается, оставаясь постоянно касательною въ неподвижной лиеш и притомъ касаясь 
этой последней сбоям и  различными точками такимъ образомъ, что каждая дуга подвижной кривой 
равна по длине той дуге неподвижной лиши, которая пройдева точками окружпости. Наоснованш 
закоиовъ физики, приводить которые здесь не место, мы говоримъ, -что колесо кареты катится 
почти безъ скольжен1я, й если дорога прямолинейна, то кривая, описываемая какою-нибудь точкою 
колеса, будетъ циклоида.
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равенъ разности О'М'— ОМ. Точка I  окружности MOI должна при движенш перейти 
в'ъ точку 0 \  такъ какъ она является точкою касашя прямой и круга; можно заста
вить окружность МО перейти изъ первоначальнаго положешя въ новое положеше O'М' 
при помощи трехъ послг£довательныхъ движенШ:

Мг

1. Вращеше вокругъ первоначальной точки касашя О, при чемъ уголъ вращешя 
ТОО' таковъ, что точка I  переместится въ Г  на прямой 00'.

2. Вследств1е этого перваго движешя подвижная окружность станетъ пересекать 
прямую А  0 0 ' и дастъ на ней хорду ОТ'; вращеше около точки Г, равное первому, 
сделаетъ окружность снова касательною къ этой прямой.

3. Наконецъ, чтобы привести подвижную окружность въ желаемое положеше, 
достаточно заставить все ея точки переместиться на разстояшя, равным и парал
лельным отрезку ГО'; тогда точка, находившаяся первоначально въ I, перейдетъ въ О' 
и станетъ, очевидно, точкою касашя прямой и круга.

Итакъ, точка Ж, чтобы занять на циклоиде смежное положеше Ж ', ^должна бу- 
детъ пройти две дуги круга, вмегцающихъ одинъ и тотъ же уголъ, соответственно 
около центровъ О и Г , и прямую, равную и параллельную ГО'.

4  *

Эта последняя прямая Г О \  равная разности между безконечно-малою дугою и ея 
хордою, есть безкопечно-малая третьяго порядка *) и, следовательно, не вл1яетъ (§ 13) 
на предельное направлеше ММ'.

Что же касается до обеихъ дугъ круга, то такъ какъ нормали ихъ направлены 
къ двумъ безконечно-близкимъ точкамъ О и то уголъ между ними стремится къ 
нулю, и лишя, соединяющая первый конецъ одной изъ нихъ со вторымъ концомъ 
другой, въ пределе обратится въ перпендикуляръ къ общей нормали, т.-е. совпадетъ 
съ ли шею МО.

Итакъ, нормаль къ циклоиде направлена въ точку касашя производящего круга 
и прямой, по которой онъ катится.

0 П Р Е Д ГЬ Л Е Н 1Е  НЪКОТОРЫХЪ К А С А Т Е Л Ь Н Ы Х Ъ  ПЛОСКОСТЕЙ

§ 15.* Плоскостью касательною къ поверхности въ некоторой точке называется
такая плоскость, на которой лежатъ касательный въ этой точке ко всемъ кривымъ,

*•%

*) Вь Тригонометрш доказывается, что разность между дугою и ел си ну сом ъ меньше шестой 
части куба этой дуга и что разность между дугою н ея хордою равна удвоенному избытку поло
вины дуги надъ соответственнымъ синусомъ.
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нанесеннымъ на данной поверхности. Докажемъ сначала существовав с такой пло
скости. Пусть 31 будетъ точка на дайной поверхности, а 31 Р  и 31Q две камя-нп- 
будь кривыя, перес-,йкающ1яся на этой поверхности въ точке 31 Въ та коя ъ случай 
касательный къ этимъ крпвымъ въ точке 31 находятся въ одной и той же плоскости 
съ касательною въ той же точке къ третьей кривой MR, проведенной произвольно 
на той же поверхности. Въ самомъ деле, разсмотримъ эту третью кривую МИ, какъ 
предельное положеше такой кривой В' В", которая, постоянно находясь на данной 
поверхности и пересекая 31Р и MQ соответственно въ А  и В, приближается непре
рывно къ своему предельному положенш MR. Прямыя МЛ, МВ  и А В  лежать всегда 
въ одной плоскости, проходящей черезъ три точки М, А  и В\ поэтому, и ихъ пре
дельный направлетя будутъ въ той же плоскости. А такъ какъ предельное напра- 
влеше М А  есть касательная къ кривой MF, предельное направлеше М В  есть каса
тельная къ кривой 31Q, a AJ3, соединяющая две безконечно-близюя точки кривой 
В 'В ", будетъ касательною къ этой кривой въ пределе, т.-е. къ кривой МВ, то 
теорема, такимъ образомъ, и доказана. Однако не трзтдно заметить, что могутъ быть 
исключешя для некоторыхъ точекъ, такъ какъ лишя, соединяющая две безконечно- 
близшя точки кривой, можетъ и не быть касательною, если одна изъ этихъ точекъ 
не вполне определенная; следовательно, лишя А В  въ пределе не всегда окажется 
касательною къ MR. Подобное исключеше не лишаетъ, конечно, доказательства 
силы, потому что въ техъ отдельныхъ случаяхъ, когда теорема не оправдывается, 
изъ самаго доказательства легко усматривается возможность такихъ случаевъ.

§ 16. Плоскость касательная къ поверхности S  находится на безконечно-маломъ 
разстоянш второго порядка отъ всякой точки М', находящейся на той же поверх
ности и расположенной на безконечно-маломъ разстоянш перваго порядка отъ точки 
касан1я М. Въ самомъ деле, если провести плоскость Р  черезъ прямую ММ' пер
пендикулярно къ касательной плоскости въ точке 31, то эта плоскость пересечетъ 
поверхность S  по кривой ММ' и разстояше точки 31' до касательной плоскости въ 
точке 31, очевидно, будетъ то же, что и разстояше до касательной къ этой кривой 313 В; 
значить ( § 8), оно будетъ безконечно-малою второго порядка.

§ 17. Чтобы определить плоскость касательную къ поверхности въ точке 31 на 
этой поверхности, необходимо разсматривать одновременно съ этою точкою М  две 
друпя безконечно-близшя точки N  и Р  и искать пределъ для плоскости MNP. Дей
ствительно. M N  и 31Р въ пределе будутъ касательными къ двумъ кривымъ, про- 
веденнымь на данной поверхности черезъ точку 31 и, следовательно, плоскость, про
ходящая чрезъ нихъ, будетъ плоскостью, касательною въ точке М.

Заметимъ, что точно такъ же, какъ’ и въ § 13-мъ, можно точки N  и Р, распо
ложенный отъ М  на безконечно-малыхъ разстояшяхъ перваго порядка, заменить 
другими точками N ' и Р ', если разстоятя N N ' и РР' — безконечно-малый высшаго 
порядка. Такая подстановка, не изменяя предельнаго ыаправлешя прямыхъ 31N
и 31 Р, не изменить также предельнаго положенiя плоскости MNP,

—' *

Задача I.—Изъ ншоторай точки О опущены перпендикуляры на плоскости, каса
тельный къ данной поверхности; найти плоскость, касательную къ геометрическому 
мштгу оеновант этихъ трпеидикуляровъ.

Пусть ОР будетъ перпендикуляръ, опущенный изъ точки О на плоскость, ка-
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сатольную въ точке Л, a OQ и OR— перпендикуляры, опущенные изъ той же точки О 
на плоскости, касательныя соответственно въ точкахъ В  и С, безконечно-близкихъ 
къ А. На разсматриваемой поверхности три точки Р, Q u  R будутъ безконечно- 
близкими, и плоскость, проходящая черезъ нихъ, въ пределе явится искомою каса
тельною плоскостью.

Если разстояшя А В  и АО  — безконечно-малыя перваго порядка, то такими же 
безконечно-малыми (§ 7) будутъ и разстояшя PQ и Р Р , а следовательно, можно 
точки Q и R  заменить другими и R v  если QQt и RR X — безконечно-малыя вто
рого порядка.

Мы получимъ эти точки Qx и R v  если проведемъ черезъ точку А  плоскости, 
параллельныя плоскостямъ, касательнымъ въ Б  и О, и опустимъ на эти плоскости 
перпендикуляры OQL и ORr  Действительно (§ 16), каждая изъ этихъ новыхъ пло
скостей находится на безконечно-маломъ разстояши второго порядка отъ той каса
тельной плоскости, параллельно которой она проведена, и общШ перлендикуляръ къ 
этимъ плоскостямъ пересечетъ ихъ въ двухъ точкахъ, которыя можно заменять одна 
другою; следовательно, искомая касательная плоскость есть пределъ плоскости RQ:lR v 
когда точки Q, и R L безконечно приближаются къ точке Р. Принимая же во вни- 
маше, что геометрическимъ местомъ основашй ' перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ 
точки О на всевозможным плоскости, проведенный черезъ точку А, есть шаровая по
верхность, описанная на О А, какъ на д1аметре, а плоскость RQX R  L, проведенная че
резъ три безконечно-близюя точки на этой поверхности, есть касательная къ ней въ 
пределе, заключаемъ, что искомая касательная' плоскость касательна въ точке Р  къ 
шаровой поверхности, описанной на ОА, какъ на д1аметре.

Задача II. — Изъ ишоторой неподвижной точки О опущены перпендикуляры на 
плоскости, касательныя къ данной поверхности, и каждый перпендикуляр о OR продол
жи нъ до такой точки Q. что произведете OR. OQ равно данному квадрату а2: найти 
плоскость, касательную къ поверхности, служащей геометрическимъ м/ьстомъ точень Q.

Разсуждая совершенно такъ же, какъ въ предыдущей задаче, найдемъ, что 
искомая касательная въ точке Q плоскость перпендикулярна къ прям ойОА, соеди
няющей точку О съ точкою касашя той касательной плоскости, къ которой OQ пер
пендикулярна, и притомъ перссекаетъ прямую О А  въ такой точке В, что О Л . ОВ— а2. 
Такимъ образомъ, данная поверхность и поверхность, служащая геометрическимъ ме
стомъ точекъ Q, могутъ заменять одна другую, т.-е. если мы поступимъ со второю 
поверхностью такъ же, какъ съ первого, то получимъ эту последнюю; т а т я  поверх
ности называются сопряженными. •

Мы не станемъ приводить подробно всехъ разеуждешй, не представляю щи хъ 
никакого затрудненia для техъ, кто хорошо понялъ начало этой главы.

Задача III.—Дана поверхность S и построена друшя поверхность & такая, каж
дая точка которой связана съ соотвшгственною ей касательною плоскостью къ поверх
ности S по одному определенному закону. Найти плоскость касательную въ /некоторой 
таить къ поверхности S '.

Пусть А- есть точка на поверхности S, M N  — касательная плоскость въ этой 
точке и Р —точка па поверхности" S', связанная съ плоскостью М N  по определенному 
закону.
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Искомая касательная плоскость проходитъ черезъ точку Р  и черезъ две точки, 
Q и В, связанныя по тому же закону, какъ и точка В, съ плоскостями, касатель 
ными къ поверхности 8  въ двухъ точкахъ В  и С, безконечно-близкихъ къ Л. Вместо 
этихъ плоскостей, касательныхъ въ точкахъ В  и С, можно взять плоскости, т г ь  
параллельный, нроведенныя черезъ точку А  и находящаяся отъ первыхъ (§ 18) на 
безконечно-малыхъ разстояшяхъ второго порядка, и заменить Q и В  точками и В L, 
соответствующими этимъ повымъ плоскостямъ. Въ самомъ деле, ясно, что коорди
наты какой-нибудь изъ этихъ точекъ при какомъ-угодно построены зависятъ отъ 
коэффищентовъ уравнешя той плоскости, съ которой эта точка связана, и что если 
эти коэффициенты изменяются на безконечно-малую величину второго порядка, то и 
соответственное изменеше координатъ будетъ безконечно-малая того же порядка (§ 2).

А такъ какъ Р, Qv Вл — три безконечно-близшя точки, расположенный на по
верхности, служащей геометрическимъ местомъ точекъ, связанныхъ однимъ и тймъ же 
определеннымъ построешемъ со ваъми плоскостями, проведенными черезъ точку А, 
то искомая касательная плоскость есть не что иное, какъ касательная плоскость къ 
этой последней поверхности.

Отсюда видно, что плоскость, касательная къ поверхности 8 ,  можетъ быть опре
делена при помощи замены касательныхъ плоскостей къ поверхности S  плоскостями, 
проходящими черезъ неподвижную точку. Такая замена устраняетъ все трудности, 
проистекающая отъ большей или меньшей сложности данной поверхности.

Это общее замечание содержитъ въ себе неявно реш ете I и II задачъ и мно
жества другихъ въ томъ же роде. Не мешаетъ всяшй разъ иметь въ виду, что со
вершенно произвольное построеше, при помощи котораго получаются точки разсматри- 
ваемаго геометрическаго места, не должно, однако, зависеть отъ положенья точки 
касатя .

Если опустить, напр., изъ точки О перпендикуляръ ОР на плоскость, касатель
ную къ данной поверхности, и отложить на этомъ перпендикуляре длину OQ, равную 
разстояшю ОМ точки О до точки касашя, то плоскость, касательная къ геометри
ческому месту построенныхъ такимъ образомъ точекъ Q, не можетъ быть получена 
по предыдущему способу, такъ какъ положете точки Q зависитъ не только отъ по- 
ложетя касательной плоскости, служащей для ея определешя, но также и отъ поло- 
ж етя  точки J /, въ которой эта плоскость касается поверхности.

Задача IV.— Изъ неподвижной точки О проведет къ тъкоторой точки, М  на дан
ной поверхности S радгуеъ векторъ ОМ (черт. 9), черезъ точку М  проведена нормаль 
M X  къ поверхности 8  и черезъ точку О, въ плоскости ОМХ, проведена прямая ОР, 
перпендикулярная къ ОМ и равная ей по длить. Найти плоскость, касательную къ 
поверхности 1, служагцей геометрическимъ, мгьстомъ точекъ Р-

Пусть М Т  есть проэкщя ОМ на плоскость, касательную къ поверхности 8  въ 
точке М. Эта лишя, очевидно, касательна къ кривой пересечешя поверхности 8  
плоскостью ОМХ. ГГредположимъ, что точка М  перемещается по этой кривой; въ 
такомъ случае можно допустить, пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, 
что она* перейдетъ въ точку M v расположенную на АП. Если бы нормаль въ M L 
щ  поверхности 8  находилась въ плоскости ОМХ, то соответственная точка поверх
ности £  лежала бы въ той же самой плоскости и была бы концомъ прямой PQr пер
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пендикулярной къ ММ1 и равной ей по длине. Въ самомъ деле, ясно, что треуголь
ники О3131х и OPQ были бы равны и имели бы взаимно-перпендикулярный стороны. 
А такъ какъ обе точки 31 и Мх расположены на поверхности S, на безконечно-ма- 
ломъ разстояши иерваго порядка одна отъ другой, то нормаль въ М х составить какъ 
съ нормалью въ М, такъ и съ плоскостью- OMN, вообще, безконечно-малый уголъ 
перваго порядка; такимъ образомъ точка Рх поверхности Е, соответствующая 31, не 
совпадетъ съ Q: она получится, если возставить къ ОМх перпендикуляръ въ плоскости, 
проходящей черезъ 031 г и образующей съ плоскостью OMNPQ безконечно-малый

уголъ, и отложить на этомъ перпендикуляре ОРх =  031 v  Ясно, что для получешя 
этой прямой достаточно повернуть OQ, не изменяя ея длины, на безконечно-малый 
уголъ вокругъ ОМх; при этомъ вращенш точка Q опишетъ безконечно-малую дугу 
круга QPX, которая можетъ быть заменена, если пренебречь безконечно-малымя вто
рого порядка, ея тангенсомъ, перпендикулярнымъ къ плоскости QP03131l; следова
тельно, плоскость PXQP перпендикулярна къ 311, а, значить, перпендикулярна къ 
31Т  и лишя PPV которая, соединяя две безконечно-близшя точки поверхности £, есть 
касательная къ этой поверхности.

Докажемъ, что какая-нибудь вторая касательная къ поверхности 2 перпендику- 
лярна къ 311.

Чтобы найти эту вторую касательную, предположишь, что точка 31 переме
щается по поверхности S  и приходить въ точку М2, служащую кондомъ перпенди
куляра ММ2 беконечно-малой длины, возставленнаго въ М  къ плоскости О3131 х. 
Пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, можно допустить, что определенная 
такимъ образомъ точка М2 принадлежитъ поверхности S., потому что л и тя  J O f2, 
будучи перпендикулярна къ плоскости ОМХ, перпендикулярна также къ нормали 31X  
и, значить, расположена въ касательной плоскости. •

Чтобы построить точку поверхности £, соответствующую 31 г  нужно соединить 
точку О съ 312 и возставить къ 0312 въ точке О, въ неизвестной плоскости, про
ходящей черезъ 0312 и черезъ нормаль 312Х 2 къ поверхности S, перпендикуляр^ 
равный по длине ОМ2. Каково бы ни было неизвестное направлеше нормали 312Х §^

ДНФФЕРЕШЦАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНШ 3

Устаноэа здукацьп 
дзяржд̂ кы 
М.Мнюран* 
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этотъ перпендикуляръ, который мы назовемъ черезъ ОР2, расположенъ въ плоскости П, 
проведенной черезъ точку О перпендикулярно къ ОМ2; далее, эта плоскость содер- 
житъ ОР и образуетъ съ плоскостью РОМ  уголъ, безконечно-мало отличающШся отъ 
прямого; сверхъ того (§ 8), пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, имгЬсмъ:

ОМ2 =  ОМ,,
и, следовательно,

ОР2 =  ОР.

Такимъ образомъ точки Р 3 и Р  лежать на окружности круга, описаниаго изъ 
точки О, какъ изъ центра, въ плоскости П; значить, безконечно-малая линщ Р Р 2 
есть, въ этой плоскости, перпендикуляръ къ рад!усу ОР, и такъ какъ плоскость II 
образуетъ съ плоскостью РОМ  уголъ, безконечно-мало отличающШся отъ прямого, то 
направлете Р Р 2 въ пределе перпендикулярно къ плоскости' РОМ  и, следовательно, 
перпендикулярно къ М  Т, что мы и высказали выше.

Итакъ, мы нашли две касательныя къ поверхности Б, перпендикулярный къ МТ; 
поэтому, искомая касательная плоскость, проходящая чрезъ нихъ, также перпендику
лярна къ МТ.

Въ заключете можно сделать одно любопытное замечаше. Две поверхности S 
и Б могутъ заменять одна другую; иначе говоря, если мы разсмотримъ поверхность Б 
какъ данную и поступимъ съ нею такъ же, какъ поступили съ поверхностью 8, то 
получимъ эту последнюю. Въ самомъ деле, ведя рад1усъ векторъ ОР и черезъ точку Р 
нормаль къ поверхности Б, заметимъ, что эта нормаль параллельна М Т  и что, поэтому, 
плоскость, проходящая черезъ эти две лиши, есть какъ-разъ плоскость РОМ ; значить, 
перпендикуляръ въ этой плоскости къ ОР въ точке М  есть ОМ, и если мы отложимл 
на немъ длину, равную. ОР, то получимъ точку М.

Д л и н а  д у г ъ  н ь к о т о р ы х ъ  к р и в ы х ъ

§ 18. При вычислены суммы безконечно-малыхъ можно, не изменяя пре
дела (§ 11), отбрасывать безконечно малыя порядка высшаго, чемъ каждая изъ раз- 
сматриваемыхъ величинъ. Этотъ принципъ часто употребляется въ исчислены безко
нечно-малыхъ. Приложимъ его къ определешю длины дугъ некоторыхъ кривыхъ.

Разсмотримъ длину дуги некоторой кривой, какъ пределъ, къ которому прибли
жается периметръ вписаннаго многоугольника при безпредельномъ уменьшены его 
сторонъ. Не трудно заметить, что такое определеше вполне справедливо и что пре
делъ не зависитъ отъ закона, по которому увеличивается число сторонъ вписаннаго 
многоугольника.

Въ самомъ деле, пусть А В  (черт. 10) есть дуга некоторой кривой. Отнесемъ 
ее къ двумъ прямоугольнымъ осямъ OX, OY  и разделимъ на безконечно-болыпое 
число равныхъ частей отрезокъ PQ оси Х-овъ, на которую она проектирована. Если
вписать въ дугу А В  два различныхъ многоугольника, но оканчивающихся оба въ

* .  •

точкахъ А  и В, то пределы периметровъ этихъ многоугольниковъ будутъ равны, по
тому что отношеше безконечно-малыхъ частей между двумя параллелями оси У-овъ, 
проведенными черезъ две последовательныя точки деления, въ пределе равно еди-
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иице. Действительно, эти две бсзконечно-малыя части много угольниковъ имеютъ 
одне и те лее проэкщи на оси Х-овъ и каждая изъ этихъ проэкцгй, очевидно, равна 
сумме проэктированныхъ длинт», умноженной на некоторое среднее значеше косин у- 
совъ угловъ, образуемых!» съ осью различными сторонами или частями сторонъ, со
ставляющими разематриваемую часть периметра; углы же эти безконечно-мало отли

чаются отъ угловъ, образуемыхъ съ осью касательными, проведенными въ соответ
ственной точке дуги АВ. Итакъ, отношете длинъ, который, будучи умножены хотя

>

и на конечные косинусы, но между собою различающееся на безконечно-малую вели
чину, даготъ одно и то же произведете, въ пределе, очевидно, равно единице.

§ 19. Разность между дугою некоторой кривой и ея хордою, на основанш пре
дыдущего, есть безконечно-малая третьяго порядка, когда самая дуга принимается за 
безконечно-малую перваго порядка.

Чтобы доказать это, раземотримъ безконечно-малую дугу А М В  и ея хорду А В . 
Дуга АМ В, по определенно, есть пределъ вписаннаго многоугольника, число сторонъ 
котораго возрастаетъ безпредельно. Если спроектировать каждую изъ этихъ сторонъ 
на хорду АВ, то сумма проэкцШ будетъ сама хорда АВ; но такъ какъ проэкщя каж
дой стороны равна длине этой стороны, умноженной на косинусъ угла, образуема™ 
еЕО съ АВ, и такъ какъ этотъ уголъ есть безконечно-малая перваго порядка и, сле
довательно, разность между его косинусомъ и единицею есть безконечно-малая вто
рого порядка, что, очевидно, вытекаетъ изъ формулы 1 — cos# =  2sin2 i  #, то, за-

а
меняя вписанный многоугольникъ его проэкщею АВ, мы сделаемъ ошибку, равную 
сумме его сторонъ, умноженныхъ соответственно на безконечно-малыя второго по
рядка. Итакъ, эта ошибка равна безконечно-малому периметру многоугольника, умно
женному на некоторую среднюю величину изъ безконечно-малыхъ второго порядка; 
значитъ, сама она есть безконечно-малая третьяго порядка.

§ 20. Дуга циклоиды.— Разсуждешя, съ помощпо которыхъ мы сумеемъ опреде
лить тангенсъ въ любой точке циклоиды, дадутъ намъ возможность вычислить длину 
какой-угодно дуги этой кривой.

Пусть А В  (черт. 11) есть положеше катящагося круга въ тотъ моментъ, когда 
производящая точка находится на неподвижной прямой, а М  и Ж '—две безконечно- 
близшя точки, соответствующая положешямъ подвижного круга въ те моменты, когда 
онъ касается неподвижной прямой соответственно въ точкахъ С и С. Мы ви-

3*
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д$ли (§ 14), что для переагкцетя точкп М  циклоиды въ точку Ж' можно подвергнуть 
ее двумъ по следов ате льн ы мъ вращешямъ на одинъ и тотъ же уголъ, 1) вокругъ точки 
С и 2) вокругъ точки, находящейся на безконечно-маломъ разстоянш третьяго по 
рядка отъ точкп С, а затем ъ перенести ее на безконечно-малое разстояше третьяго 
порядка параллельно СС. Изъ доказанныхъ выше теоремъ вытекаетъ, что безконечно- 
малымъ перемещенieMb третьяго порядка можно пренебречь и что обе круговыя дуги 
можно разсматрнвать какъ дуги одного рад1уса и, следовательно, считать ихъ равными; 
изменяя такимъ образомъ длину пути ЖЖ', мы на самомъ деле отбрасываемъ только 
безконечно-малую часть ея истиннаго значешя, и пределъ суммы безконечно-малыхъ 
дугъ остается безъ изменешя. Итакъ, вычислимъ круговую дугу рад1уса СМ, соот
ветственный центральный уголъ которой (§ 14, Задача V) измеряется, въ производя- 
щемъ круге, половиною дуги, равною СС. Проведемъ, теперь, черезъ точки Ж и Ж ' 
прямыя, параллельный основанью: оне встретятъ первоначальное положеше произво
д ящ ая  круга въ такихъ двухъ точкахъ М 1 и Ж /, что дуга Л ^Ж /, по самому обра
зованно циклоиды, окажется равною СО и, значить. уголъ М ХА М Х будетъ равнымъ

центральному углу дуги, которую мы хотимъ вычислить; кроме того, замечая, что 
радаусъ этой дуги равенъ М 1 А, мы можемъ заменить безконечно-малую дугу Ж Ж' 
циклоиды удвоенною дугою Ж ХР, описанною изъ точки 4 ,  какъ изъ центра, и за
ключающеюся между А М 1 и 4 Ж /. Соединяя точку «Ж, съ точкою Р , д1аметрально 
противоположною точке 4  на производящемъ круге, увидимъ, что В М г есть каса
тельная къ Ж ХР  и что часть M xt этой прямой, заключенная между 4 Ж 1 и 4  Ж /, мо- 
жетъ заменить дугу Ж ХР. А такъ какъ прямая Р Ж /, перпендикулярная къ 4  Ж /, 
равна Bt (§ 8), если пренебречь безконечно-малыми второго порядка, то отрезокъ Ж,/ 
можетъ быть замененъ разностью Р Ж Х—Р Ж / и дугу циклоиды можно считать рав* 
дою удвоенной этой разности. Отсюда следуетъ, что если мы станемъ такимъ же
образомъ вычислять безконечно-малыя дуги, содержащаяся между точкою Ж  и высшею

✓ .  *

точкою S  разсматриваемой кривой, то ихъ сумма, т.-е. дуга MS, будетъ равна удвоен
ной сумме последовательныхъ уменыдешй, претерпеваемыхъ литей ВМ Х при ея изме
нены отъ Р Ж Х до нуля, иначе говоря, будетъ равна 2BM V или, что то же самое, 
удвоенной части касательной- Ж Г, заключающейся между точкою Ж  и касательною 
въ вершине. “

§ 21. ИзмЪнеше длины прямой лиши.— Когда прямая перемещается въ пространстве 
и заняла какое-нибудь новое положенье, то изменеше ея длины есть сумма изменешй,



21

претерпйваемыхъ ею при каждомъ изъ безконечно-малыхъ перемещений, изъ которыхъ 
въ ихъ последовательномъ порядка и можетъ быть составлено все перем'&щешс. Мы 
сейчасъ изложимъ одну весьма полезную теорему, при помощи которой можно полу
чить выражеше для такихъ безконечно-малыхъ изменений, пренебрегая безконечно- 
малыми второго порядка.

Пусть А В  и А'В' (черт. 12) два безконечно-близкихъ положешя, образующихъ (§ 6) 
между собою безконечно-малый уголъ перваго порядка, косинусъ котораго отли
чается отъ единицы на безконечно-малую второго порядка. Пренебрегая безконечно- 
малыми второго порядка, мы можемъ прямую А 'В  считать равною ея проэкцш PQ 
на А В  и, следовательно, разность А !В — А В  считать равною PQ—AB, т.-е. QB—АР,

Черт. 12.

или BB'cosB'BQ  — AA'cosA'AP, или, наконецъ, суммы перемещен^ прямыхъ 
А  А! и В  В', при вращеши ихъ около точекъ А  ж В, умноженныхъ соответственно на 
косинусы угловъ, образуемыхъ ими съ прямою АВ, причемъ направление А В  прини
мается отъ А  къ В  для перемещешя В  В  и отъ В  къ А  для перемещения А А {.

Отметимъ два замечательныхъ случая.
Когда прямая остается постоянно нормальною къ лиши, пробегаемой однимъ изъ 

ея концовъ, то членъ, пропорцюнальный перемещешю этого конца, будетъ содержать 
множителемъ косинусъ прямого угла и, следовательно, будетъ равенъ нулю; отсюда 
заключаемъ, что безконечно-малое приращеше длины въ этомъ случае приведется къ 
одному только члену.

Когда прямая остается постоянно касательною къ кривой, пробегаемой однимъ 
изъ ея концовъ, то членъ, пропорцюнальный перемещешю этого конца будетъ содер
жать множителемъ косинусъ угла, равнаго нулю, и приведется, следовательно, къ 
самому перемещешю, т.-е. къ безконечно-малой дуге кривой, къ которой разсматри- 
ваемая прямая.остается касательною.

§ 22. Дуга эволюты. — Два предыдущихъ случая могутъ представиться одно
временно. Разсмотримъ т а т я  две кривыя, что касательным къ одной изъ нихъ бу- 
дутъ нормалями къ другой; прямая МР (черт. 13), оставаясь нормальною къ первой 
кривой и касательною ко второй, перемещается изъ положен in МР  въ положеше NQ 
такимъ образомъ, что ея приращеше, равное, по предыдущему, сумме элемеитарныхъ 
дугъ, составляющихъ дугу PQ, будетъ сама дуга PQ\ следователь на,

дуга PQ =  NQ — МР.
*• • > % 4 .

... Обратно, если мы разсмотримъ какую-нибудь кривую PQ (черт. 14) и отложимь 
на каждой касательной В Т  длину ВТ, равную некоторой постоянной, увеличенной 
на дугу RQ, отделяющей точку касашя отъ неподвижной точки Q, то все касатель
ный къ разсматриваемой кривой будутъ нормалями къ кривой Ж7ТАГ, представляющей
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геометрическое место точекъ Т. Действительно, когда лишя у  У, совпадая последо
вательно съ различными касательными определенной длины, займетъ конечное гюло- 
жешс ВТ, все ея прпращете будетъ равно, но предположение, дуге BQ, т.-е. сумме 
безконечно-малыхъ членовъ, пропорцюнальныхъ перемещенио конца У, въ общемь 
выраженш элементарнаго приращетя. Отсюда следуетъ, что остальные члены, про-

Q

Черт. 14.

N
Т

м

Черт. 13.

порщональные перемещетямъ конца N, въ сумме постоянно должны давать нуль и,£
следовательно, должны быть равными нулю; для этого же необходимо, чтобы былъ 
равенъ нулю косинусъ, на который умножается перемещеше точки N  и, зиачитъ, 
чтобы подвижная прямая составляла постоянно прямой уголъ съ тою кривою, кото- * 
рую описываетъ ея конецъ.

Изучеше такихъ кривыхъ, какъ PBQ и JMTN, для первой изъ которыхъ слу
шать касательными все нормали второй, играетъ весьма важную роль въ геометрш. 
Мы разсматриваемъ ихъ здесь, какъ простой примерь спрямляемыхъ кривыхъ. При- 
бавимъ еще, что первая изъ нихъ, PBQ, называется эволютою второй кривой MTN, 
а кривая М TN  называется эвольвентою PBQ. Изъ предыдущаго, очевидно, вытекаетъ, 
что кривая имеетъ только одну эволюту и, наоборотъ, безчисленное множество эволь- 
вентъ. Мы вернемся впоследствш къ этой важной Teopin и остановимся на ней 
тогда более подробно.

где /г—безконечно-малая перваго порядка, есть безкопечно-малая второго порядка.
2. Дана плоская кривая и соприкасавшийся съ нею кругъ въ некоторой точке; доказать, что 

отрезокъ прямой, параллельной общей касательной, заключенный между обеими кривыми, есть 
безкопечпо-малая второго порядка, если разстоявдя точки касатя дообепхъ точекъ пересечешя— 
безкопечво-малыя перваго порядка.

3. Если язъ точки О, расположенной въ плоскости некоторой плоской кривой, опустить пер
пендикуляры па касательпыя къ этой кривой п па каждомъ изъ нихъ отложить отъ точки О линш, 
пропорциональную его длине, если точно такъ же поступить съ вновь полученною кривою и повто
рить это построенie неооределенвое число разъ, то предельная кривая, соответствующая безчислеп-

УПРАЖНЕН1Я

1. Какова бы в и была функц!я у(х) отъ перемеиной #, выражев1е
<р(я +  27г) — 2ср (х -j- h )  +  ср (ж),
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ному множеству такихъ действШ, пересйчетъ все рад1 усы-векторы, иеходянце изъ точки О, подъ
одинмъ н т1>ыъ же угломъ.

4. Изъ точки О, расположенной въ плоскости некоторой плоской кривой, проведены рад1усы- 
вскторы къ точкамъ этой кривой и каждый изъ нихъ продолжепъ за данную кривую на постоян
ную длину. Найти касательную къ кривой, представляющей геометрическое место полученныхъ та- 
кнмъ образомъ точекъ, и доказать, что нормаль къэтой кривой, нормаль въ соответственной точке 
къ данной кривой и перпендикуляръ къ рад!усу-вектору, проведенному черезъ точку О, сходятся 
въ одной ТОЧК'Ь.

5. Изъ точки О, расположенной въ плоскости некоторой плоской кривой, проведены рад1усы- 
векторы къ разлнчвымъ точкамъ этой кривой и на каждомъ пзъ нихъ отъ точки О отложена длина, 
обратно-пропорцюнальпая длине рад1уса; найти касательную къ кривой, представляющей геометри
ческое место полученныхъ такпмъ образомъ точекъ. Доказать, что если две дапныя кривыя пере
секаются подъ какпмъ-нпбудь угломъ, то подъ темъ же угломъ пересекаются и кривыя, построеп- 
пыя по указанному способу.

6. Если все касательныя плоскости къ некоторой поверхности касаются ея по лишямъ, то 
эти лннш непременно прямым.

7. Изъ неподвижной точки О проведены рад1усы-векторы къ разлпчпымъ точкамъ некото
рой поверхности и па каждомъ изъ нихъ отложена отъ точки О длина обратно-пропоршональная 
длине рад1уса-вектора; найти плоскость, касательную къ поверхности, представляющей геометри
ческое место полученныхъ такпмъ образомъ точекъ.

Нормали въ соответственныхъ точкахъ въ обеимъ поверхностямъ пересекаются между собою.
Если две данным поверхности пересекаются подъ некоторымъ угломъ, то подъ темъ же 

угломъ пересекаются и поверхности, построенным по указанному способу.
8. Разематриваются ва плоскости две кашя-ннбудь крпвыя и за соотвгътственныя точки 

приняты точки, въ которыхъ касательныя параллельны; если черезъ неподвижную точку провести 
прямым, равныя и параллельныя прямыми, соединяющими две соответственным точкп, то каса
тельная къ кривой, представляющей геометрическое место полученныхъ такпмъ образомъ точекъ, 
параллельна касательными къ данными кривыми въ соответственныхъ точкахъ, и дуга этой кривой 
есть сумма пли разность дуги, соответствующей ей на дапныхъ кривыхъ.

9. Доказать носредствомъ разеуждешй, подобныхъ теми, какими мы пользовались (§ 20) при 
нахожденш дуги циклоиды, что площадь, заключенная между циклоидою п ся основашемъ, втрое 
больше площади производящая круга.

10. Если какая-нибудь плоская кривая катится безъ скольжешя по неподвижной прямой, то 
точка плоскости, связанная неизменно съ этою кривою и увлекаемая последнею въ ея двпженш, 
описываетъ такую кривую, нормаль къ которой въ какой-нибудь точке проходить черезъ точку 
касашя неподвижной прямой съ соответственными положешемъ катящейся кривой.

11. Если изъ точки О, расположенной въ плоскости некоторой кривой, опустить перпенди
куляры на касательпыя къ этой кривой, то длина дуги кривой, представляющей геометрическое 
место оснований этихъ перпендпкуляровъ, равна длине дуги кривой, описываемой точкою О, свя
занной неизменно съ данною кривою, въ то время какъ соответственная дуга последней катится 
безъ скольжешя по неподвижной прямой.

%



ГЛАВА ВТОРАЯ

Производный и дифференщалы перваго порядка

О п р е д е л е н и е  п р о и з в о д н о й
у** *■ . .

§ 23. Мы уже видели (§ 2), что если <р(ж) обозначаешь какую-нибудь функщю 
отъ переменной х, то выражеше

• ' . 1  ч
- • у(а+  &)—.? (а) •

h .. 5
. , % 

т.-е. отношете приращ етя функцш къ приращению переменной, имеешь, при 1ъ без-
. конечио-маломъ, определенный пределъ для каждаго значетя х. Э то тъ  пределъ, пред-

W

ставляюшдй также функщю отъ х, называется производною отъ о(х) и часто обо
значается такъ же, какъ и первообразная функщя, но только со значкомъ наверху. 
Итакъ.
. у(х) есть производная отъ о(х).

§ 24. Если разсматривать функщю <?(ж), какъ ординату некоторой кривой, за
данной въ прямолинейныхъ координатахъ посредствомъ уравнешя у =  ср(ж), то произ
водная <?’(х) есть угловой коэффищентъ касательной къ этой кривой. Въ самомъ деле, 
отношете

?(# +  h) — <?(#) 
h

есть угловой коэффищентъ хорды, соединяющей две точки*, абсциссы которыхъ суть 
х  и x-\-h ;  следовательно, пределъ этого отношешя есть коэффищентъ касательной, 
служащей предельнымъ положешемъ упомянутой хорды.

Покажемъ, какъ можно вычислять производныя отъ функщй, заданныхъ явно 
посредствомъ знаковъ, обычно употребляемыхъ въ элементарномъ анализе.

П р о и з в о д н ы я  о т ъ  п р о с т ы х ъ  ф у н к ц х й

§ 25. Некоторый изъ функщй, употребляемыхъ въ анализе, носятъ назваше 
простыхъ функщй. Пиело ихъ можетъ быть увеличено или уменьшено, до некоторой



степени, по нашему произволу. Действительно, эти простыл функщи таковы, что къ 
нимъ приводятся друйя и посредствомъ комбинировашя ихъ образуются слоЫсныя 
функщи; поэтому, можетъ случиться, смотря по точке зрешя, что одна и та же функщя 
разсматривается то какъ простая, то какъ сложная. Нриведемъ для примера функщи 
sina; и cos#, который весьма часто разсматриваются въ анализе и который мы сами 
будемъ разсматривать, какъ простыл; темъ не менее, каждая изъ формулъ:

cos# =  \ / 1 —* sin2# ,
— х),

выраяшощая cos# посредствомъ действШ, куда входить символъ sinus у даетъ возмож
ность разсматривать косинусъ не какъ простую функцно. Какъ бы то ни было, мы 
будемъ принимать за простыя следующая функщи: хт (при т целомъ), ах, log#, sin#, 
cosa: и tang#. Отыщемъ сначала ихъ производныя, а затемъ дадимъ обпця теоремы, 
посредствомъ которыхъ можно было бы выводить производныя отъ всехъ явныхъ 
функщй. '

§ 26. Производная отъ х " \— Первая изъ простыхъ функщй, встречающаяся въ 
алгебре, есть #м; отъ нея мы прежде всего и отыщемъ производную, предполагая, что 
показатель т — целый и положительный. Функщя хт при т дробномъ можетъ быть 
разсматриваема такъ же, какъ простая функщя, но для насъ будетъ выгоднее свести 
этотъ более обнцй случай къ случаю, когда т—целое.

Производная отъ #,п, по определетю, есть пределъ отношетя

(x +  h)m- x m
Л _ -

при 1ь стремящемся къ нулю; но такъ какъ т—целое, то эта дробь равна

mhaf*-1 +  ~ 1} fc V - 2 +  . . .
h

Вьшолняя деленге на к и полагая затемъ к —  0, находимъ, что пределъ этой дроби 
есть тхт~г. Итакъ, производная отъ хт есть тхт~г,

§ 27. Производная отъ а*. — Производная отъ ах, по определенно, есть пределъ 
отношетя *

а х+й _  а х

h

при h стремящемся къ нулю, но такъ какъ, очевидно,
• t

аж+л — ax =  ax{ah — 1), 

то производная есть пределъ отношетя

ДИФ Ф ЕРЕНЩ ЛЛЬНОЕ ПСЧИСЛЕН1Б 4

cos# =  sin 7t



Полагаемъ ah — 1 =  а и, следовательно, nh =  1 -f- а, 7г1оga =  log(l -f- а); выражете (А) 
преобразуется следующимъ образомъ:

ах а!ога
log(l +  а)

a^ioga ах\от
— log(l +  a) l0g(l +  a)«

( В )

Когда h стремится къ нулю, а, равное ah— 1, стремится также къ нулю; значить, 
1 »

(1 +  « )а въ пределе есть основате неперовыхъ логариемовъ, обозначаемое обыкно

венно буквою с; такимъ образомъ, выражете (В) имееть пределомъ а* и произ-1 кб
водная отъ ах есть ах1 "ga 

lose*
Основан1е системы, въ которой взяты оба логариема, произвольно и не вл1яетъ 

на ихъ отношете, въ какомъ виде они только и входятъ въ полученное выражете. 
Если а равно е, то отношеше логариемовъ будетъ единица, и, значить, производная 
отъ 6х есть ех.9

§ 28. Производная отъ logo;.—Производная отъ функщи logo;, по определенно, есть 

пределъ отношетя -°-g^  у -— при h стремящемся къ нулю. Пишемъ:

log (х +  h) — logo; log I 1 "Ь x )
h h (C)

Полагаемъ h
x <*, h =  a#; предыдущее выражете преобразуется следующимъ образомъ:

l°g (1 +  g) __ J_ ^
ax X ® 4 1 '

l
a

1
При h стремящемся къ нулю (1 -J- a) a въ пределе дастъ e и выражете (О) будетъ иметь 
пределомъ ; итакъ, производная отъ log# есть •

Логариемъ, взытый по основашю е, обозначаютъ обыкновенно черезъ 1#; въ 
такомъ случае производная отъ \х есть ~  •

§ 29. Производная отъ sin#. — Производная отъ sin#, по определешю, есть пре
делъ отнош етя

sin (х +  h) — sin х 
h *

Преобразовываемъ это выражете:

sin(# -{- К) — sinх __ ^ s*n IF cos (# +  ~2 ĵ
h ~~ 1П

. hsm-g"
и замечаемъ, что по известной теореме пределомъ - при h стремящемся къ нулю

~2
будетъ единица, а  второй множитель въ пределе обратится въ cos#; следовательно, 
производная omz sin# есть cos#.
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§ 30. Производная отъ cos#. — Производная отъ cos#, по определенно, есть 
пределъ отиошещя

cos (# 4 Ь) — cos# 
h

Преобразовываемъ это выраясеше:

co s(# +  h )  —  c o s # '__ ^ s*n 2 ^ п ( ж +  ~2 ’)
h  h

. h 
2sm-2-

и замечаемъ, что пределъ —^— есть единица, а следовательно, пределъ всего выра- 
ж етя  есть— sin#; итакъ, производная отъ cos# есть— sin#.

§ 31. Производная отъ tang#.—Такъ какъ функщя tang# равна — то ее можно

не причислять къ простымъ функщямъ, но можно ея производную получить и не
посредственно, более легкимъ путемъ. Эта производная, по определенно, есть пределъ
отношешя

♦

tang (# +  Л) — tang# 
Л

*

tang# 4- tang А 
1 — tang# tang/*

h
— tang# tang A (1 -|- tang2#) e 

A (1 — tang# tang7i) ’

зная же, что пределъ при h стремящемся къ нулю есть единица, заключаемъ, 

что это последнее выражение стремится къ 1 -|- tang2# или, что одно и то же, къ 1 

итакъ, производная отъ tang# есть —р —•
cos2# ’

П р ОИЗВОДНЫЯ ОТЪ ОБРАТНЫХЪ ФУНКЦ1Й

§ 32. Когда две переменный связаны уравнешемъ, то каждая изъ нихъ можетъ 
быть разсматриваема какъ функщя отъ другой. Если, напр., дано, что

то можно, решивъ это уравнеше относительно у, представить его въ виде:

у =<? О»),
где знакъ ср обозначаетъ функщю обратную той, которая была обозначена знакомь 6. 
Поэтому, если мы возьмемъ какую-нибудь функщю отъ переменной, а затемъ 
обратную отъ результата, то эти два действ!я взаимно уничтожатся и мы прйдемъ 
снова къ самой переменной. Такимъ образомъ, удерживая предыдущая обозначешя, 
можемъ написать:

то

Примеры.—Если дано, что

<р № (*/)] =  ? ( * ) = у,
Ф [?(*)] = Ф { у )  = *•

х =  у \
A immi I

У = у х ]
4*
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следовательно, квадратный корень есть обратная функщя отъ второй степени; кроме 
того, очевидно, что эти два действ!я взаимно уничтожаются, если ихъ выполнить въ 
последовательномъ порядка.

Если дано, что
х —  еУ,

то
у = 1*;

следовательно, логариемъ есть обратная функщя степени; кроме того, согласно съ 
общимъ замечашемъ,

\ех =  х.

§ 33. Зная производную отъ некоторой функцш, можно найти производную и 
отъ функцш, ей обратной. Пусть х  есть функщя отъ у , определяемая уравнешемъ

и предположимъ, что это уравнеше даетъ:

У =  ф (®).

Производная ©' (у \  т.-е. производная отъ взятая по у ) есть пределъ отношешя при- 
ращешя х  къ соответственному приращенно у, иначе говоря, производная <?' (у) есть

пределъ отношешя Ах 
А У

, где А х обозначаете приращеше а;, а А у—соответственное при-

ращеше у\ этими обозначешями мы будемъ пользоваться весьма часто.
Производная (#), т.-е. производная отъ у, взятая по х , есть пределъ отношешя при- 

ращешя у  къ соответственному приращешю х , иначе говоря, есть пределъ отношен1я

и такъ какъ переменныя х  и у  те же самыя, что и въ предыдущемъ случае, то
. ду Ахотношешя ~  и -г—Ах Ау имеютъ пределы, обратные другъ другу; итакъ,

Это равенство даетъ намъ производную отъ функцш
§ 34. Покажемъ, какъ вышеизложенное применяется на примерахъ.
Пусть

отсюда

' L
Следовательно, производная отъ функцш х т, взятая по х , есть обратная производной

отъ уш 1  взятой по у, т.-е. равна— заменяя здесь у  его величиной, находимы,
ту •

1 ,1 . 1 тчто зга производная есть —  t- , или, что одно и то же, — х
ттх
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Итакъ, производная  отъ есть —х т т , гдгъ т  есть какое  - угодно цгьлое число .

Разсмотримъ еще 

Изъ этого равенства сл^дуетъ:
ж =  sin 3/. 

у —  arcsine;

поэтому производная отъ arcsine, взятая по ж, есть обратная производной отъ sin#, 
взятой по #, т.-е. равна — , или,что одно и то же, -^ Л - .

Полагая
а; =  cos#,

«

мы точно также нашли бы, что производная отъ arecosse есть ——  •
У 1 — х1

Этотъ весьма важный результатъ требуетъ некоторыхъ пояснешй.
Функщя sin# есть вполне определенная функщя, т.-е. такая функщя, которая 

для каждаго значешя х имгЬетъ единственное и определенное значеше- нельзя того же 
сказать про функщю arc sin а;. Действительно, одному и тому же синусу соответствуетъ
безчисленное множество различныхъ дугъ и если а обозначаетъ одну изъ нихъ, то

*

остальныя заключаются въ формулахъ 2 и {2К  -f-1) к — а, где К  есть про
извольное целое число; изъ сказаннаго заключаемъ, что въ общемъ выраженш ихъ 
производной долженъ стоять двойной знакъ =t\ Если же приходится, въ частномъ 
случае, разсматривать одну изъ дугъ, выражаемыхъ символомъ arc sin а:, то определеше 
знака производной не представляетъ никакой трудности. Въ самомъ деле, полагая

х =  sin#,
1находимъ, что производная отъ #, взятая по х , есть----- и что въ этомъ выраженшCOŜ

нетъ никакой двойственности. Вопросъ о двойномъ знаке -Jz можетъ представиться

только въ томъ случае, когда cos# заменяется черезъ± У  1— х2, причемъ видно, 
что знакъ радикала долженъ совпадать со знакомъ cos#. Точно такъ же, если

х  =  cos#,
*

# =  arccos#,

и производная отъ #, взятая по х , есть----— , т.-е,—= = = , причемъ знакъ этого Ъы-
- УI — х2

ражешя противоположенъ знаку sin#.
Пусть

х =  tang#
и, значить,

# =  are tang#.

Производная отъ #, взятая по х , есть, следовательно,-
1cos3# 1 +

»
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Здесь н'Ьтъ двойственности, такъ какъ дуги съ однпыъ и темъ же таиг;;Ясо^ъ 
содержатся въ общемъ выраженш / u - j - а  и, значить, отличаются одна отъ друг dh 
на постоянную величину, что на производную не вл1яетъ.

§ 35. Введете обратныхъ функщй даетъ возможность производный отъ фушищ! 
ах и log#, полученныя отдельно, вывести одну изъ другой.

Если
х — аУ,

то
У ~~~~ log#.

Следовательно, производная отъ log#, взятая по #, есть обратная производной отъ а->, 
взятой по у, т. е., если логариемы взяты по основашю «, то

log#__1о£уе
У Xа

ПРОИЗВОДНЫЯ ФУНКЦ1Й ОТЪ ФУНКЦ1Й

§ 36. Если буква и  обозначаете данную функщю отъ переменной #, то всякая 
функщя отъ и будете функщей отъ #; поэтому, ташя функщи получили назвате 
функцт отъ функцт.

Такъ, напр., если
« =  ? ( а:). У =  F (m),

то «/, разсмотренная въ зависимости отъ #, есть функщя отъ функцт.
Покажемъ, что если функщи <? и F таковы, что мы можемъ составить ихъ произ

водный, то мы можемъ также составить производную отъ у по #.
Въ самомъ деле, предположимъ, что переменной х  придано приращете Д # и что 

вследств1е этого получилось

для и  приращете Ди, 
для у  приращете Ау.

Пишемъ тождество
А у  Д и Ду
Д# Ах * Ди

и переходимъ къ пределу, приближая Д# къ нулю; первая часть этого равенства, по 
определенно, въ пределе дасте производную отъ у  по #, два же множителя второй 
части будутъ стремиться соответственно къ производной отъ и по # и къ производной 
отъ у  по и. Обозначая эти производныя черезь <р' (#) и F' (и), заключаешь, что произ
водная отъ у  по # есть

?' (ж) F  ( и )

Этотъ результате можно прочесть следующимъ образомъ:
Производная функцт отъ функцт есть произведены производныхъ отъ составляю- 

щихъ ее проетыхъ функцт, причемъ каэюдая изъ посмьдншъ берется по той перемгьп- 
ной, отъ которой она непосредственно зависишь.
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Примеры. — Пусть дана функщя у — со&х —  sin 1C х) . Это выражеше мо-
жетъ быть разсматриваемо, какъ функщя отъ функцш. Действительно, полагая

и

2 х ~ и
мы можемъ написать, что

Прилагая общее правило, находимъ для производной отъ у по х

(— 1) cos и —

что согласно съ найденнымъ раньше (§ 30). 

Пусть дана функщя у =  cot х =  tang- v 2

sin а;,

х ) . Полагая

тс
2 X =  и

мы можемъ написать, что
у =  tang*^.

Прилагая общее правило, находимъ для производной отъ у

( - о
1

COS2W

1
sin2# *

Пусть будетъ дана еще функщя \хъ. Полагаемъ:

хь =  и , 
у =  1м.

По общему правилу находимъ для производной отъ у

I

и, действительно, \хг° =  5 Ц  откуда ясно, что производная отъ заданной функщи должна 
быть равна производной 1.x*, взятой пять разъ.

т

§ 37. Какъ последнШ примеръ, составимъ производную отъ функцш у — х п , где 
т и п обозначаютъ це.ш я числа. Эта' функщя можетъ быть разсматриваема, какъ 
функщя отъ функщи. Въ самомъ деле, полагая

*

напишемъ:

£
X п =  W,

у =  цт.

По общему правилу и на основаши результатовъ, полученныхъ въ §§ 26-мъ и 34-мъ, 
находимъ для производной отъ у

у шит ~ 1 — X пп
т— Xп

т — 1 1 ■ ,----------- хс
п д.  п  _

тт - - 1—х п п
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т

если бы показатель —  былъ целымъ числомъ.п
§ 38. Предыдущее правило можно распространить на составлеше производной 

функщи отъ функщи, связанной съ переменною х  посредствомъ несколькнхъ проме- 
жуточныхъ функщй. Действительно, полагая

и  =  <р(#), v  =  ф (» ), w  == f ( v ) ,  у  —  F ( t v \

%

поищемъ производную отъ у  по ,х. Пусть Ао; есть приращеше х, а А и, Аг?, А го, А у  — 
соответственныя приращен!я и, v, го, у: пишемъ тождество

Ду    Ду  Aw Av Аи
Ах Aw * Av * Ait " Ах

и замечаемъ, что когда кх  стремится къ нулю, то первая часть этого равенства въ 
пределе даетъ производною отъ у по х, а множители второй части стремятся къ про- 
изводнымъ отъ у, го, г, и, причемъ каждая изт этихъ последнихъ берется по той пере
менной, отъ которой она непосредственно зависптъ. Отсюда заключаемъ, что про
изводная отъ у есть произведете производныхъ отъ отдельныхъ функщй у , 'w, v, и, 
причемъ каждая изъ производныхъ взята по той переменной, отъ которой она непо
средственно зависитъ.

следовательно, производная отъ х п получается по той же самой (формуле, к а к ъ

П р о и з в о д н а я  о т ъ  п р о и з в е д е н ы

§ 39. Пусть и, v, w будутъ данныя функщи отъ одной и той же переменной х\ 
назовемъ черезъ у  ихъ произведете, отъ котораго и требуется найти производную. 
Пишемъ:

y =  u . v . w ;

беремъ отъ обеихъ частей этого равенства неперовы логариемы:

\у =  \u -\-]v -\-\w\

теперь переходимъ къ производнымъ отъ обеихъ частей последняго равенства, при
меняя правило функщй отъ функщй и обозначая черезъ У , и', v', w' производныя 
отъ у, и, v, го:

о тс ю д а
и 1 V 1

1 ,— w :w 1

— vmd -j- uwv' -|~ nmv'.

Такимъ образомъ, производная отъ произведения есть сумма произведений, получае- 
мыхъ отъ последовательнаго умножешя производныхъ каяедаго множителя на произве
д ете  всехъ остальныхъ.



83

«

§ 40. Пусть и и о будутъ две функцш отъ одной и той же переменной х; на- 
зовемъ черезъ у ихъ частное, отъ котораго и требуется найти производную. Пишемъ:

П р о и з в о д н а я  о т ъ  ч а с т н а г о

и

беремъ отъ обеихъ частей этого равенства неперовьт логариемы:

1 у —  \и — Ъ\

теперь переходимъ къ пропзводнымъ отъ обеихъ частей последняго равенства, поль
зуясь теми же обозначенiHMH, что и въ предыдущемъ случае:

отсюда

yL~_ и' V'
у ' ~~ и V

По этой формуле и составляется производная отъ частнаго , если известны • про

изводима и' и v' отъ делимаго и делителя.

П р о и з в о д н а я  о т ъ  с т е п е н и

§ 41. Пусть и есть функщя отъ х, а т—какой-нибудь показатель, положитель 
ный или отрицательный. Полагая

у — гьт,

беремъ логариемы отъ обеихъ частей этого равенства:

1 у =  т\и;

переходимъ теперь къ производнымъ по х  отъ обеихъ частей последняго равенства, 
пользуясь прежними обозначешями:

отсюда

у '_ mu' щ
У ~  и '

Замечаше.—Если положить н =  ху то и '—  1, и предыдущая формула покажетъ, 
что производная отъ функцш хт есть шхт~ 1. Этотъ результатъ былъ полученъ для 
показателя целаго (э 26) или дробнаго (§ 37) и притомъ положительнаго. Теперь же 
мы можемъ считать его вполне общимъ, потому что предыдущее доказательство при
лагается ко всемъ безъ исключешя положлтельнымъ или отрицательньшъ значе- 
шямъ т.

ДИФФЕРЕНЩ АЛЬПОЕ ПСЧИСЛЕП1Е 5
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§ 42. Разсмотримъ, наконецъ, сложное выражеше и \  где и и v обозначают?» 
функцш отъ переменной х. Полагаемъ

У =  и9

и беремъ логариемы отъ обеихъ частей этого равенства:

1У — v\u ;

П р о и з в о д н а я  о т ъ  и0

далее, переходимъ къ производнымъ отъ обеихъ частей последняго равенства, поль
зуясь правиломъ (§ 39) для производной отъ пройзведешя; получаемъ:

— — v'lu — и' у и ’
откуда

то

у' = У ( » >  +
VU'
и

Если предположить, напр., что

V - II«>->«*чII -Ху

v' -= 1, и'==1,
и производная отъ х х оудетъ

Xх (1# -)- 1).

НЕКОТОРЫЙ ПРИЛОЖИН1Я

§ 43. Полученные въ этой главе результаты даютъ возмолшость найти про
изводную отъ какой-угодно явной функцш, составленной посредствомъ простыхъ дей- 
ств!й. Важно освоиться еъ этими первыми принципами на примерахъ.

1. Производная отъ arctang 

Полагаемъ

3 а2х — х3 __
о (а2 — Зж2) -  У-

За2# — хъ __
а (а2 — Зж2) — М;

тогда
у =  arctn ng и

и у  есть функщя отъ функцш, производная отъ которой равна произведен!ю а1 11
на производную отъ и . Применяя правило § 40-го, находимъ для производной отъ и

*

кромЗ; того,

3(а* +  2аV  +  ж*) _  3 (а2 +  ж2)2 
а (а2 — Зж2)2 а(а- — Зж2)2 ’ 1

1 а2(а2 -  Зж2)2
1 +  м2— (а2 +  ж2)8 ’
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значить, искомая производная, после всгЬхъ упрощен!#, будетъ

3 а
a2-j-x2

Этотъ результатъ не трудно было предвидеть, такъ какъ по известнымъ формуламъ 

тригояометрш функщя у равна 3arctang и если бы мы стали составлять произ

водную отъ последняго выражешя, то нашли бы непосредственно полученное выше 
значеше.

2. Производная отъ у j - sina:
sina: У•

1 +  sina:Разсматривая ?/, какъ степень отъ дроби ----- т— съ показателемъ -г-, и приме*
1 " "  S1DD7 2

няя къ этой функцш правило, данное въ § 41*мъ, находимъ для производной отъ нея

У
V \

+  sina:
cos#(l — sina:) -j- cosa:(l -f- sina:)

(1 — sina:)2
2 cos a?

2(1 '-s ina :)} / 1 — sin2x
X — sina:

sina:

Къ тому же результату можно придти, заметивъ, что

V 1 -h sina: 
1 — sina: tan£ (f + f ) 5

Xдействительно, производная отъ tang (^—|— ) равна
2cos2(f+ f)

, что равносильно

предыдущему выраженпо. 
3. Изъ формулы

sina: —)— sin2ic —|— . . . -f-sirm#
. п - f - 1 . п хsm — -—  a:sm -x-

. Xs m -
вывести вьтражеше для суммы

cosa: 2cos2a: -(- . . . -j— ncos/го?.

Д л я  этого д о стато ч н о  в з я т ь  п р о и зв о д н ы я  о т ъ  о б е и х ъ  ч астей :

cos# -}- 2cos2a; —)— 3cos3a: —(— . . . -f- nc.osnx 

4. Изъ формулы

sina: s in  ^а; -|- s in  (̂ х -j- j  • • • s in  (x  -f-

w -|-l . x  .—£ - s in  j  sm — x
1 . „ n -j- 1sm2 — 4—  x  

&

. « Xsm8 -7Г

(m —  l)ic
m )

sm m x

вывести выражете для суммы

cota; +  cot (# .+  £ )  +  • • • - f c e t ( * 4 - ~ i  *) .

5*
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Для этого достаточно взять отъ об'Ьихъ частей даенаго равенства сначала 
риемы, а потомъ производныя; найдемъ:

cote -)- cot (,х -f- —) + -(-cot [x 4- *m — 1
m

4V =  mcotmx.

УПОТРЕБЛЕН1Е ПРОИЗВОДНЫХЪ ПРИ ИЗСЛЪДОВАН1И ФУНКЦ1Й

§ 44. Если безконечно-малое приращеше функщи совпадаетъ по знаку съ без- 
конечно-малымъ приращешемъ переменной, то говорятъ, что такая ф ункщ я— возра
стающая; въ противномъ случае она—убывающая. Следовательно, на основаши этихъ 
определетй, выражете, напр., такое, какъ «функщя—возрастающая» означаетъ, что 
она возрастаетъ в м е с т е  с ъ  п е р е м е н н о ю .

Когда функщя—возрастающая, ея производная—положительна, такъ какъ дробь

—  ^ дающая въ пределе эту производную, постоянно положительна; на-

оборотъ, если функщя —убывающая, ея производная — отрицательна. Эти, очевидно, 
справедливый замечания часто бываютъ полезны при изучеши последовательныхъ 
значений функщи; приведемъ несколько примеровъ.

1. Разсмотримъ функщю
sin х

производная отъ которой есть
, zcos£ — sin̂ c

Такъ какъ въ пределахъ отъ х =  0 до х  =  у  всегда x<^imgx и, значитъ, xcosx— sim ;<0,
S1X1 ссто эта производная отрицательна: функщя ----- , поэтому, убывающая; кроме того,

(Ху

9  я
эта функщя равна единице при х  =  0 и 4г при х =  -f. Следовательно, она для вся-2t
каго промежуточнаго значен1я х  меньше единицы и больше у .

2. Дана функщя
У =  1 (1 + ® ) — я;

ея производная

Эта последняя отрицательна при положительныхъ значешяхъ х\ следовательно, дан
ная функщя—убывающая и, такъ какъ она равна нулю при х = 0 , то при всякбмъ 
положятельномъ значенш х

■ 1 (1 —J— ж) — х  ^  0.

3. Разсмотримъ, наконецъ, функщю

у  == 1 (1 +  х) — X +  -у- ,
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Эта последняя положительна при положительныхъ значетяхъ х\ следовательно, дан
ная функщя — возрастающая и, такъ какъ она равна нулю при х  == О, то она по
стоянно положительна, т.-е.

I (1 +  х) — х  "у- >  0.

Такимъ образомъ, для всякаго положительная значешя х  функщя £ (i- |-# ) содер- 

жится между х и х — —; отсюда заключаема», что ее можно представить посредствомъ

где G меньше единицы.

ПоРЯДОКЪ ВЕЛИЧИНЫ БЕЗКОНЕЧНО-МАЛОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

§ 45. Разсмотримъ функщю отъ х, Ы х\ обращающуюся въ нуль при х =  0. 
Производная ъ'{х) при значеши переменной, равномъ нулю, по определенно есть
liin т..е. пределъ отношешя Следовательно, она обращается въ нуль,X X
всякШ разъ какъ ф(я) при весьма малыхъ значенгяхъ х  есть безконечно-малая выс
ш а я  порядка относительно х.

Можно итти дальше: если у(х) есть безконечно-малая n-го порядка относительно х , 
т.-е. когда х  принимается за безконечно-малую перваго порядка, то о\х) будетъ без- 
конечно-малою (п — 1)-го порядка. Въ самомъ деле, представляя ®(я) въ виде

®(ж) =  хп (А4- е), (1)

где А  есть постоянная, а е—функщя отъ х, обращающаяся въ нуль вместе съ пе
ременною, и называя производную отъ s черезъ s', выводимъ:

— пх*1 ~ 1 (А +  е)+Х*е'. (?)

Можно утверждать, что хе стремится къ нулю. Это — очевидно, если е' не безпре-

Черт. 15.

. дельно возрастает^ поэтому изследуемъ только тотъ случай, когда в' обращается въ 
безконечность при х  равномъ нулю; строимь кривую, уравнеше которой есть y =  s; 
такая кривая пройдетъ черезъ начало (черт. 15) и въ этой точке ось у-овъ будетъ
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къ ней касательною. Пусть M l  есть касательная къ этой кривой въ точке Л/, ^на
конечно-близкой къ О, a MQ—абсцисса точки М. Производная г' есть тангенсъ угь: 
QMT\ значитъ, хг равно Q1 и, следовательно, меньше QO, т.-е. меньше г; а та;г., 
какъ г стремится къ нулю вместе съ ж, то и выходить, что хг также стремится кл 
нулю. Отсюда заключаемъ. что хпг есть безконечыо:малая относительно .г"-~г л оы 
ражеше (2) для о'(.г) есть безконечно-малая (п — 1)-го порядка. Также видно, что отле

гаете имеетъ пределомъ пА.

Этимъ замечашемъ пользовался О. Бонне (О. Bonnet) при доказательстве мно
ги хъ важныхъ теоремъ, о которыхъ мы будемъ говорить ниже.

ДИФФЕРЕНЦГАЛЪ ФУНКЦ1И ОТЪ ОДНОЙ ПЕРЕМЬИНОЙ

§ 46. Пусть о(х) есть функщя отъ переменной ж, а ©'(ж) —ея производная; въ 
такомъ случае

=  lim

где h —безконечно-малая. Следовательно,

о (х  +  1г) —  о (х )  =  1г [©'(ж) +  г] =  h y \ x )  +  7щ

при чемъ s обозначаешь другую безконечно-малую. Такъ какъ ©'(ж) конечная вели
чина, то Ы есть безконечно-малая относительно 1ьу'(х) и разность ?(ж-|-1г) — ©(ж) 
равна h A {x ), если от бросит ь безконечно-малую  част ь ел  значенья.

Птакъ, на основаши § 11-го, произведете &?'(ж), при h безконечно-маломъ, мо- 
жетъ быть подставлено вместо приращетя <р (ж 1ь) — <р(ж) во всякой задаче, где
речь идетъ о вычислен!и отношешя или суммы безконечно-малыхъ; это произведенie 
называютъ диф ф ерет цалом ъ  ©(ж) и обозначаюсь его, ставя букву cl передъ функщею.

По этому обозначешю дифференталъ отъ х  есть не что иное, какъ само при- 
ращен ie этой переменной, такъ какъ производная въ этомъ случае равна единице. 
Следовательно, при замене буквы h  равносильнымъ ей выражетемъ d x  дифферен- 
щалъ фуякцш о(ж) приметь видъ

d v (x )  =  ©'(ж) d x ,

которымъ мы и будемъ теперь часто пользоваться.
Этотъ дифференщалъ do[x) не равняется строго, какъ только-что объяснено, 

приращетю <р(ж), но оно можетъ его заменять, если последнее безконечно-мало, и 
отъ этого не произойдешь никакой ошибки при разысканш пределовъ суммъ или 
отношешй, куда входить такое приращете.

§ 47. Поясняя почти всегда получаемые результаты, для ясности, геометри
чески, считаемъ не лишнимъ и здесь, для дифференщала, указать на его геометриче
ское значение.

Разсмотримъ кривую, уравнеше которой въ прямолинейныхъ координатахъ есть
»
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угловой коэффищентъ касательной въ точке, координаты которой суть х  и у, 
есть (§ 24) у'{х) и, следовательно, уравнеше касательной будетъ

. и — у =  у'(х)(1 —  х),

где и и /—пгскущгя координаты этой прямой, т.-е. координаты какой-угодно ея точки. 
Если, поэтому, мы прилишемъ, начиная отъ точки касашя, координаты которой суть 
х и //, абсциссе точки касательной приращеше t — x =  h, то соответственное прира- 
лцеше ординаты будетъ

u — y — <*'(x)h,

и дифференщалъ hy'(x) явится приращешемъ ординаты ?/, соответствующимъ прира- 
щенпо h абсциссы при переходе отъ кривой къ ея касательной. Итакъ, замепа при- 
ращешя у(х-\- /г )— ъ(х) функщи у(х) дифференщаломъ ^'{x)h тоже самое, что замена 
безконечно-малой дуги кривой ея касательноЕО. Обе эти подстановки равнозначны и 
допустимы при однихъ и техъ же обстоятельствахъ.

§ 48. Казалось бы, что употреблеше дифференщала, представляющаго, по пре
дыдущему, произведете производной <?'(#). на приращеше dx переменной, будетъ 
тождественно съ употреблешемъ производной и не дастъ ни малейшей специальной 
выгоды.

Следующее замечаше покажетъ однако, что это не такъ и что употреблеше 
дифференщаловъ можетъ быть более выгоднымъ, чемъ употреблеше производныхъ.

Изъ соотнопгешя
у =

вытекаетъ, что
d y = d {x )d x ; (И)

здесь dx и dy одинаково произвольны, одно только отношеше определенно и

равно производной Поэтому, можно сказать, что такъ качсъ у является функщею 
отъ х, то один о изъ дг1фференцгаловъ, dy или dx. произволенъ и отноитйе ею къ дру
гому равно отношенью безкоиечно-малыхъ приращение, катя могутъ принять одновре
менно х  и у.

Это определеше, очевидно, равносильное определешю, принятому нами вначале, 
имеетъ весьма существенное преимущество въ томъ случае, если оба количества, 
х и у , входятъ одинаковымъ образомъ. Разовьемъ это подробнее.

. Если у  есть функщя отъ х, то .г этимъ самымъ есть функщя отъ у , и ничто 
не обязываетъ насъ считать одну изъ этихъ переменныхъ или какзчо бы то ни было 
функцпо отъ той или другой изъ нихъ за главную переменную. Введете лее про
изводныхъ требуетъ безусловно подобнаго выбора, потому что производная имеетъ 
определенный смыслъ только тогда, когда указана ц та переменная, отъ которой она 
взята, и та главная переменная, по которой она взята. Наоборотъ, изъ уравнения:

dy =  y \x )d x ,  (И)

определяющаго дифференщалъ отъ у, мы узнаемъ отношеше дифференщаловъ dy 
я dx, т.-е. отношеше безконечно-малыхъ приращешй, к а т я  можно приписать одно-
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временно х  и у\ одинъ изъ этихъ дифференщаловъ произволенъ, но какой именно, 
dx или dy, изъ соотношения (Л) не видно; действительно, последнее можетъ быть на
писано въ видгк

и, следовательно, дифференщалъ отъ переменной х можетъ быть разсмотренъ какъ 
функщя отъ переменной у, соответствующая произвольному значенно dy.

Более того, дифференщалъ функщи всегда одинъ и тотъ же, какова бы ни была 
переменная, по которой эта функщя выражена. Въ самомъ деле, пусть у есть функ
цш отъ и, а щ въ свою очередь, есть функщя отъ х , т.-е. пусть

У

и  =  Ср (,х ).

Дифференщалъ отъ //, если разсматривать ?/, какъ функцию отъ ху есть произведете 
dx на производную отъ у  (§ 36), равную значитъ,

dy =  6'(м) <р' (х) dx.

Съ другой же стороны, дифференщалъ отъ у , если разсматривать у, какъ функщю 
отъ есть

dy — du,

что вполне совпадать съ предыдущимъ выражешемъ, стоить только въ этомъ послед- 
немъ равенстве дифференщалъ du заменить его значетемъ

du =  <?'(х) dx\

вытекающимъ изъ самаго определетя щ какъ функщи отъ х.
Здесь такъ же, какъ и въ предыдущемъ случае, изъ соотношешй:

du =  <р' (х) dx, 
dy =  6' (и) du,

связывающихъ дифференщалы dx, dy, du трехъ переменныхъ х, у , и, изъ которыхъ 
каждая выражается черезъ две друпя, видео, что одинъ изъ этихъ дифференщаловъ 
произволенъ и что отсюда мы можемъ узнавать только отношешя безконечно-малыхъ 
приращетй, каш я могутъ получить одновременно х, у и и\ при этомъ не указывается, 
какую изъ переменныхъ принимать за главную.

§ 49. То же самое замечаше распространяется на какое-у го дно число перемен
ныхъ х, у, z, и, V, w, лишь бы только оне были связаны между собою такимъ обра- 
зомъ, чтобы все ихъ можно было разсматривать, какъ функщи отъ одной изъ нихъ. 
Принимая х  за главную переменную, получимъ для dy, dz, du, dv, dw значешя:

dy =  у dx, dz =  d  dx, d u = u 'd x , dv — v'dx, dw =  u/dx, 
или, что то же самое,

dy dz____du____ dv___ d w ___dx̂  t
y r ef u! v1 wf 1 ’
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не делая новыхъ вычислешй, мы можемъ за главную переменную принять другую 
изъ данныхъ, хотя бы и: отношешя дифференщаловъ dy. dz, du, dv, dw, dx оста
нутся те же, — достаточно будетъ считать du получающимъ произвольное значеше
взаменъ dx.

Чтобы вычислить производный различныхъ переменныхъ, взятыя по главной 
переменной я, достаточно разделить на du дифференщалы отъ этихъ переменныхъ. 
Следовательно, производньгя будутъ:

d y __j/ d z ___  z  ̂ d v ___г/ dw ___dx___________ 1
du it' ’ du u '5 du u! 5 du и/ * du u ’5

точно тагае же результаты мы получили бы на основанш теорш функцШ отъ функщй.

Ч А С Т Н Ы Я  ПРОИЗВОДНЫЯ ФУНКД1Й о т ъ  НЪСКОЛЬКИХЪ П Е Р Е М Ъ Н Н Ы Х Ъ

§ 50. Если функщя зависитъ отъ несколькихъ переменныхъ, независимыхъ 
другъ отъ друга, то производную отъ нея можно брать по каждой изъ этихъ пере
менныхъ, считая при этомъ все остальныя за постоянный. Взятая такимъ образомъ 
производная называется частною производною.

Разыскаше частной производной точно такое же, какъ и производной отъ одной 
только переменной, и не требуетъ, поэтому, новаго изложешя.

Если у, z) есть функщя отъ трехъ переменныхъ х, у, z, то частныя про- 
изводныя по этимъ тремъ цеременнымъ напишутся следующимъ образомъ:

dv dy dy 
dx * dy 1 dz

Смыслъ этихъ символовъ ясенъ изъ предыдущаго: есть пределъ отношешя без-
9

конечно-малаго приращешя у къ соответственному приращенпо х, при чемъ у и
dy

z
остаются постоянными; также, при вычисленш

. dv ^вычисленш постоянными будутъ X и у.
dy постоянными будутъ х  и z, а при

§ 51. Разсматриваемая функщя <р можетъ быть выражена безчисленнымъ коли- 
чествомъ способовъ, потому что вместо переменныхъ х, у , z можно подставить три 
новыхъ переменныхъ, которыя были бы определенными функщями отъ первыхъ. По
лагая, напр.,

« =  'r'l (я;, г),
« =  ❖ а («, У, *)>

у, г),

мы можемъ функщю © выразить въ зависимости отъ u, vf w и, значитъ, можемъ

разсуждать о частныхъ производныхъ Далее мы увидимъ, что можно

вычислять эти производный, не выражая явно функщю <р въ зависимости отъ но
выхъ переменныхъ. Следуетъ, однако, заметить теперь же, что для определешя зна-

ченхя ^  недостаточно знать фуикцно <? и переменную и. Эта производная зависитъ

ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНОЕ ИСЧНСЛЕШЕ 6
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также отъ выбора двухъ другихъ переменныхъ г и /г, которыя необходимы, кроме п. 
для выражешя © и которыя должны при дифференцированш оставаться постоянным!г. 

Разсмотримъ, для примера, функщю

пишемъ:

Полагая же

придаемъ функцш ср видъ: 

и находимы

? =  я \ х  +  у +  •'") №

do»
dx +  2/ +  г) уг 4 - х*уZ

ж +  2/-Ь« =  «. У2 V,

© =

2,шу =  2лг(ж -]*- у  -(- <&) уз.

Отсюда заклю чает, что одна и та же функщя <? можетъ иметь весьма различный 
частныя производным, взятыя по одной и той же переменной х9 и что эти производ
ный зависятъ отъ выбора переменныхъ, служащихъ вместе съ х для выражешя ср 
и остающихся при дифференцированш постоянными.

§ 52. Предыдущей примеръ не оставляешь никакого сомнешя относительно вер
ности высказаннаго предложешя. Мы считаемъ, однако, полезнымъ прибавить не
сколько пояснешй для лучшаго усвоешя отмеченнаго нами различ!я.

Разсмотримъ, для ясности, функщю отъ двухъ только переменныхъ:

2 — Ф , (1)

эта функщя £ можетъ быть выражена равнымъ образомъ черезъ х и какую-нибудь 
новую переменную, связанную съ двумя первыми даннымъ соотношешемъ. Пусть 
эта новая переменная и  определяется уравнешемъ:

и =  Ь(х, у)\

изъ уравнешй (1) и (2) можно исключить у  и получить соотношеше вида:

(2)

z — Y (ж, и). (3)

dzПроизводная изъ уравнешя (1) есть пределъ отношешя приращешя з  къ

приращенио х9 когда у  остается постояппымъ.
dzПроизводная изъ уравнения (3) есть пределъ отношешя приращешя & къ

ириращешю х , когда и остается постояппымъ.
Съ другой же стороны ясно, что при у постоянномъ и — переменная, а при а

* dzпостоянномъ ^/---переменная; следовательно, оба значешя ~ ^ > выведенным изъ урав- 

ненШ (1) и (3), не тождественны по определен!ю и, понятно, не равны между собою.
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Если рассматривать уравнеше (Г), какъ представляющее поверхность, то

явится пред'Ьломъ отношешя приращешя г къ приращешю .г, когда перемещеше по 
поверхности происходитъ безъ изменешя у, т.-е. происходитъ по части, параллельной

dzплоскости ZX. Паоборотъ, вывести изъ уравнбшя (3) значить найти отношеше

приращешя з къ приращешю #, когда перемещеше по поверхности происходитъ при 
сохраняющемъ постоянное значеше, т.-е. по некоторой кривой, зависящей отъ при
роды функщи и\ отношеше же приращешя з къ приращетю гг, вообще говоря, раз
лично для разнаго рода кривыхъ, к а тя  можно нанести на одной и той же поверх
ности отъ данной точки. Это настолько справедливо, что выбирая кривую, получае
мую отъ перес'йчешя поверхности съ плоскостью, параллельною плоскости X Y , для 
которой з-—постоянно, мы можемъ всегда это отношеше привести къ нулю. Когда же 
з *содержитъ две перемйнныхъ и нетъ указашй для выбора той переменной, которую 
нужно присоединить къ х  и предположить постоянною при разысканш производной,

тогда является неопределеннымъ.

ДиФФЕРЕНЦГАЛЪ ФУНКЦ1И ОТЪ НЪСКОЛЬКИХЪ ПЕРЕМЬННЫХЪ

§ 53. Безконечно-малое приращеше функщи отъ несколькихъ переменныхъ мо- 
жетъ быть представлено, подобно безконечно-малому приращешю функщй отъ одной 
только переменной, въ виде весьма простого выражения, отличающагося отъ истин-
наго значешя на без конечно-малую величину высшаго порядка. Разсмотримъ сначала

«

функции ?(.г, у) отъ двухъ переменных^ независимыхъ одна отъ другой. Придадимъ 
каждой изъ этихъ переменныхъ безконечно-малыя приращешя перваго порядка h и А*, 
тогда приращеше для о будетъ:

Ф  +  К у +  К) — ф ,  у) — ф  +  h, у +  /с) — ф  - f  h, у) +  ф  +  h, у) — <р(ж, у).

Но разность
Ф Л - К  у + Щ — Ф + К  у)

можетъ быть разсмотрена, какъ приращеше функщи z>(x-\-h, у \  въ которой пере
менная у получаетъ приращеше /г. Въ такомъ случае, пренебрегая (§ 46) безконечно- 
малыми второго порядка, пишемъ:

Ф + К  у + 1с) — Ф  4- h> — Ч Ф + а, '/)•

Точно такъ же, отбрасывая безконечно-малыя второго порядка, находимь:

Ф  +  К у) —  ф ,  у) —

ЗдЬсь о'х и <э'у обозначаюсь производныя отъ <р, взятыя соответственно по ж и но у,- 
Итакъ, пренебрегая везде безконечно-малыми второго порядка, имеемъ:

ф  +  h, у +  Тс) — ф ,  у) =  Ч ф + к ,  y)-4-h<f'x(x, у).
6*
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А такъ какъ o v(x-\-k , у) .безконечно-мало отличается отъ о'#(х, у), точ произведете 
на Тс разности этпхъ выражешй можетъ быть отброшено и, пренебрегая вездй без ко
нечно-малыми порядка выше перваго, можно написать:

?(* +  &, у - \ - к ) —  <?(*, у )  —  &<?'*(*> у) +  &?'»(*>

§ 54. Предыдущее выражеше весьма замечательно: оно показываетъ, что для 
значешй перем1знныхъ безконечно-мало отличающихся отъ данныхъ значенш х  и у 
приращеше функщи есть функщя первой степени относительно приращешй h и /•:, 
приписанныхъ соответственно х и у. При этомъ, понятно, всегда отбрасываются без- 
конечно-малыя второго порядка.

Если назвать черезъ dx и dy произвольный приращешя к и к и заменить въ

то же время производныя о'х и о и принятыми обозначешями
приращешя функцш о будетъ

V

то выражеше

Это выражеше называется полнымь дифференщаломъ отъ о, который принято обо
значать черезъ do, такъ что, по определешю,

Этотъ дифференщалъ do, если пренебречь безконечно-малыми второго порядка, есть 
приращеше функщи о, соответствующее безконечно-малымъ приращешямъ dx и dy, 
приписаннымъ соответственно х и у.

Необходимо при этомъ заметить, что во второй части предыдущего уравнешя

числители дробей

нихъ не должно 
точно такъ же. .

dy 
d x 9

do^ представляютъ различные символы и что ни одинъ изъ 

смешивать съ полнымъ дифференщаломъ do, который пишется

Числитель въ есть дифференщалъ отъ <р, взятый по одной только переменной х.

Числитель въ есть дифференщалъ отъ о, взятый по одной только переменной у.
Наконецъ, первая часть уравнешя есть полный дифференщалъ, представляюпцй 

сумму двухъ другихъ.
Неудобно, конечно, писать одинаково количества существенно различныя, но 

предупрежденный читатель не найдетъ въ этомъ серьезнаго затруднешя.
§ 55. Совершенно таюя же разсуждешя показываютъ, что безконечно-малое при- 

ращеше функцш отъ трехъ переменныхъ о{х, у, я), когда х, у, я получаютъ безко-
нечно-малыя приращешя перваго порядка h, к, I, можетъ быть представлено, если

$

пренебречь безконечно-малыми второго порядка, въ виде
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эта сумма называется полнила дифференщаломъ при h —  dx, k =  cly, l±=dz\ 
по определенно,

итакъ,

(1)

Когда dx, dy, dz—безконечно-малыя перваго порядка, то dy представляетъ, если пре
небречь безконечно-малыми второго порядка, приращете <?, соответствующее безко- 
нечно-малымъ приращешямъ dx, dy, dz трехъ переменныхъ.

Здесь нужно сделать то же замечаше, какъ и въ случае функщй отъ двухъ 
переменныхъ, именно, что выражете dy въ уравненш (1) имеетъ четыре различ- 
ныхъ значешя.

§ 56. Предыдущая теорема и определете распространяются безъ труда на случай 
какого-угодно числа переменныхъ. Безконечно-малое приращете функщй у{х, у, z, и, v), 
соответствующее безконечно-мальшъ приращешямъ h, 1с, I, т, п  переменныхъ, равно, 
если пренебречь безконечно-малыми второго порядка,

dy
dx h + % i + % ,

< +

обозначая въ этой сумме приращешя 1г, к, I, т, п  соответственно черезъ dx, dy, dz, 
du, dv, получаемъ выражете:

dy
dx dt /+

которое называется полнымъ дифференд1аломъ отъ у  и обозначается черезъ dy; этотъ 
дифференщалъ можетъ заменять приращеше функдш, если dx, dy, dz, du, dv — без- 
конечно-малы.

§ 57. Пусть и обозначаетъ функцдо отъ несколькихъ независимыхъ перемен- 
ыыхъ и, чтобы остановиться на чемъ-нибудь определенномъ, предположимъ, напр., 
отъ трехъ независимыхъ переменныхъ. Приписывая этимъ последнимъ безконечно- 
малыя приращешя dx, dy, dz и отбрасывал безконечно-малыя второго порядка, прпра- 
щеше отъ и  мы выразимъ, по предыдущему, формулою:

-  ш . (du
1у

du
dz суть три функдш отъ х , у , я, независящая отъ dx, dy и dz.

Этотъ результатъ можно изложить еще следующимъ образомъ: придавая х, у, z  и и 
одновременно четыре безконечно-малыхъ приращешя и пренебрегая безконечно-малыми 
второго порядка, получаемъ уравнеше первой степени относительно этихъ четырехъ 
приращенШ, изъ которыхъ кашя-нибудь три будутъ произвольными.

Очень важно заметить, что при такомъ изложеши исчезаетъ всякое различ1е 
между функц1ею и и переменными, отъ которыхъ она зависитъ: х , у , *, и являются 
четырьмя переменными, связанными однимъ уравнешемъ, и каждая изъ нихъ мо
жетъ быть разсматриваема, какъ функц1я трехъ остальныхъ.
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Уравнение первой степени, связывающее d x . dy . d z  и du , будучи решено после
довательно относительно каждаго пзъ этихъ дифференщаловъ, дастъ производный для 
соответственной переменной, взятыя по тремъ остальнымъ перемениымъ, разсмотрен- 
нымъ какъ независимый. Если, напр.,

P d x  +  Qdy - f  7Ш ,

где и разсматривается какъ функщя отъ .г, у и то

Но уравнеше (1) даетъ также:

следовательно,

<1 II 1 i
cC

l1̂ i

Q

du du
dy  _ 1 dy _ dx d y __ dz

• du du  5 dx u d  ’ d z du
~dy dy ~dy

ф

Первое изъ трехъ последндхъ равенствъ очевидно, потому что оба частный йу_
du И

du
dy

выражаютъ отношеше безконечно-малыхъ приращенШ, который могутъ принимать одно
временно (§ 48) у  и и, въ то время какъ z  и х  остаются постоянными.

П Р О И З В О Д Н Ы Я  О Т Ъ  С Л О Ж Н Ы Х Ъ  Ф У Н К Ц 1 Й

§ 58. Изъ самаго назвашя: «слож ная  функщя» следуетъ, что это такая функщя, 
которая требуетъ предварительнаго выполнешя некоторыхъ действШ надъ другими 
функщями.

Пусть и  и  v будутъ две функцш отъ переменной х . Всякая функщя вида

У =  <Р (Щ v)
есть сложная функщя отъ х .

Разыщемъ теперь производную отъ сложной функцш. Такая задача была бы 
более у места сейчасъ после правилъ, относящихся къ нахождешю производныхъ, 
еслибы реш ете ея не облегчалось теми улрощешями, к а т я  вносятъ теоремы, доказан- 
ныя въ предыдущихъ параграфахъ.

Придавая х  безконечно-малое приращеше Да?, получимъ для и  и v  соответственно 
приращешя А и  и Дг;; пренебрегая же безконечно-малыми второго порядка, мы выразимъ 
приращен!е Ь у  функцш у  (§ 54) въ виде:

откуда
Ь у  dy Ы  . dy_ bv t
Да? <Ы Да? ' dv Дгс ’
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пределы обеихъ частей последняго уравнешя, при Хх стремящемся къ нулю, строго 
равны между собою, потому что въ уравнен! и (1) мы отбросили только безконечно- 
ыалыя второго порядка; следовательно,

d y_dy_ du . do dv
dx du d x *  dv d x '

Точно такъ же, обозначая черезъ щ v, w три функцш отъ х, для производной отъ 
сложной функцш у =  у (и, v9 w) мы составимъ формулу:

d y  dy du_ , dy_ dv , dy dw
dx du dx ' dv dx ' dw dx'

Вообще, производная сложной функцш отъ какого-угодно числа функщй

выразится формулою:
«/ =  ?(«, V г,

d y_do du , dy dv , dy dw , dy dz , dy dt
dx du dx 1 dv dx ' dw dx 1 dz dx dt dx ’

что можно прочесть следующими образомъ: производная отъ сложной функцш есть 
сумма производныхъ отъ данной функщй, получаемыхъ въ последовательномъ по
рядке, при чемъ всяшй разъ за изменяющуюся одновременно съ х  принимается только 
одна изъ функщй, отъ которыхъ зависитъ данная, а остальныя разсматриваются какъ 
постоянный; каждая производная отъ данной функщй сводится, такимъ образомъ, на 
производную функщй отъ функщй.

§ 59. Предыдущая теорема можетъ быть приложена къ составлен!ю уже полу- 
ченныхъ производныхъ отъ произведешя или отъ выражешя вида и1'.

Разсмотримъ сначала произведете:

у = н. V. IVу

где и, v, w обозпачаютъ функщй отъ переменной х. Это произведете можно принять 
за .сложную функщю отъ щ v и w и воспользоваться предыдущею теоремою:

dy
dx

что совпадаетъ съ полученнымъ раньше (§ 39) результатомъ. 
Точно такъ же, полагая

1

ч
• I

где и- и V обозначаютъ функщй отъ х, можно у  разсмотреть какъ сложную функщю 
'и  составить формулу: *

d y ^ d y d u  г dw , . to
dx du dx ' dv dx dx ' d x y

что вполне согласуется съ полученнымъ раньше (§ 42) результатомъ.
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П р о и з в о д н ы й  о т ъ  н е я в н ы х ъ . ф у н к д х й

§ 60. Подъ пменемъ неявной функцш разумеютъ всякую, вполне определенную 
функщю, аналитическое выражеше которой не дано.

Изъ неявныхъ функщй мы раземотримъ здесь только тагая, которыя опреде
ляются не решенными уравнешями.

Раземотримъ сначала простей пйй случай, когда функщя у определяется уравне- 
шемъ между этою функщей и переменною я,

<?(х, у) 0 . ( 1 )

Чтобы вывести изъ такого уравнешя производную, или, что то же самое, дифферен- 
щалъ отъ у/, заметимъ, что функщя о будетъ теждественно равна нулю, если пред
положить у , замененнымъ его значешемъ черезъ я, а въ такомъ случае дифференщалъ 
отъ ® будетъ равенъ нулю:

откуда

и задача решена.
Непременно следуетъ заметить, что уравнеше (2) ессь строгое с л е д е т е  урав

нешя (1). Такъ какъ при недостаточно полномъ разеужденш можно было бы допустить 
противное, то мы остановимся на этомъ важномъ пункте.

Такъ какъ уравнеше
<?(«> */) =  0

обращается въ тождество при замене у его значешемъ чрезъ х, то приращеше функ- 
щи © будетъ строго равно нулю; поэтому, казалось бы, его значеше

dy,

въ.которомъ отброшены (§ 53) безконечно-малыя второго порядка, нельзя принять 
равнымъ нулю, а только безконечно-малой второго порядка, такъ что строго было бы

dy
dx d x + %  d y

где s —безконечно-малая второго порядка. Этого уравнешя достаточно для нахождешя ' 

значенхя потому что -J- въ пределе обращается въ нуль, но можно доказать, что s.

строго равно нулю и что уравнеше (2) имеетъ место бёзъ всякой ошибки. Действи
тельно, такъ какъ у есть функщя отъ х (все равно, известная или неизвестная), то 
dy есть вида Kdx, а  въ такомъ случае первая часть уравнешя (2) представляетъ про-
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изведете dx на некоторый коэффищентъ-функщю отъ х\ съ другой же стороны, только 
при условш, что этотъ коэффищентъ есть нуль, произведете будетъ безконечно-малою 
порядка выше перваго,—значить, онъ строго равенъ нулю.

§ 61. Дано, напр., уравнеше:

пишемъ:

откуда

К'Л, У0 =  4г/3 — 3 +  sin 0;

df(x, у) _  df(x, у) _
—  dy

d y ___ COS X

dx 3(1 —4?/2)*

(1)

(2)

Этотъ результатъ легко поварить. Въ самомъ деле, изъ уравнешя (1) находимъ 

у =  sin у  .г’, и, следовательно,

такъ что уравнеше (2) равносильно

1 1 /У* — COS X cos X __ cos X
3 cos 3 3 ^1—4 sin2-i-a^

" • [
1—i ( \ -co s 'X x  ) ] 3^4 cos2 у  ж — 3^

cos х =  4 cos3 4- х  — 3' cos 4- х.
О О

а это -  известная формула для косинуса тройной дуги черезъ степени косинуса про
стой дуги.

§ 62. Дереходимъ кь более сложному случаю. Предположимъ, что у и s две функ- 
цш отъ х, связанный съ переменною уравнешями:

? (*, У, *) =  0, <|< (ж, — 0.

Если бы эти уравнетя были решены относительно у  и £, то подставляя въ 
нихъ вместо у и 8 найденныя значешя, представляющая функцш отъ а?, мы получили 
бы тождества, первыя части которыхъ имели бы, поэтому, дифференщалы строго рав
ные нулю; следовательно,

откуда
dx_____ dy ____ (1&

d f  d y  d<р dty _dy d y  d<p dty d ^  d ty ___jfy  dty ’
dy d$ ~dz "dy d# "dx "Ш dx "dy dy dx

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 7
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а эти уравнешя даютъ дифференщалы dy, dz, или, что одно и то же, производный:

р dy d<\> dy db dy d<\>
dy _ dz dx dx dz dz __ dx dy dy dx
dx ~ dy db 

dy dz
dy db 5 dx 
dz dy

i
-э- *3 
n
s
 
^

9- 
5^

1

dy dty ’ 
dz dy

§ 63. Ходъ разсуждешй остается тотъ же и для бблыпаго числа уравнешй, но 
равнаго всегда числу неизвестныхъ функцШ. Отношешя дифференщаловъ въ каждомъ 
случай получаются посредствомъ реш етя системы уравнешй первой степени, и ни
чего другого, какъ только эти отношешя, узнать изъ такихъ системъ нельзя, потому 
что одинъ изъ дифференщаловъ непременно произволенъ.

Если, напр.,
'■?,(*, У, *, м, ») =  о,
?2 (х, У, Z, щ «) =  0,

<?ЛХ> У>g>
9i(x> У> z> п> г,) =  °>

то дифференщалы будутъ связаны уравнешями:

dy +  ̂ d z  +

dV + W d2 +  

d,J + i T z d z A -

d y + ж  d z+

^ h d u  4-du ^
j  I

du +

и эти уравнешя, определяя отношеше двухъ какихъ-нибудь изъ этихъ дифференту аловъ, 
даютъ возможность вычислить производ&ую отъ одной изъ переменныхъ по другой, 
принимаемой за главную.

§ 64. Разсуждешя остаются те же и въ случае неявныхъ фунгацй, зависящихъ 
отъ несколькихъ независимыхъ переменныхъ. При вычисленш производной отъ функ
ции по одной изъ переменныхъ все остальныя независимый переменныя будутъ по
стоянными, иначе говоря, оне будутъ входить въ вычислешя, какъ постоянные па
раметры.

Пусть, напр., две функщи и  и v отъ х а  у определяются уравнешями:

F  (ж, у, и, v) =  0, 1 
<?(х, у, u, v) =  0. ]

При вычисленш производныхъ ^  и А- переменную у  можно принять за постоян

ную, а это значить, что обе заданный функщи будутъ отъ одной только переменной.
. •

Точно такъ же, при х  постоянномъ, получимъ ~  и •
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Производныя du
dx ’

dv
dx получатся изъ уравненШ:

а производныя dv изъ уравненгй
«

dv

dv

Понятно, что въ уравнешяхъ (2) du и dv обозначаюсь не то же самое, что въ 
уравнешяхъ (3); въ первыхъ дифференщалы взяты по х, а во вторыхъ—по у. То, что 
сказано въ § 48-мъ, здесь не приложимо: дифференщалъ функцш не зависитъ отъ 
переменной, по которой онъ берется, если функщя зависитъ отъ одной только пере
менной и эта последняя заменена новою переменной, зависящей отъ нея; здесь же 
обе переменный х и у—независимый и ихъ дифференщалы dx и dy находятся въ 
отношенш вполне неопределенномъ.

du du

dv dv 
d x1 Ж).

§ 65. Можно поступить иначе и вычислить заразъ четыре производныя -щ 

; для этого нужно принять за неизвестныя полные дифференщалы du и dv.

Если въ уравнешяхъ (1) придать одновременно х и у приращешя dx и dy, то для 
и и v получатся приращешя, которыя можно, пренебрегая безконечно-малыми второго 
порядка, принять равными du и dv (§ 54); не изменяя при этомъ функций F  и <о и 
пренебрегая везде безконечно-малыми второго порядка, напишемъ:

НЕ

dy +

dF
dv
dy
dv

dv

dv
(4)

Можно, кроме того, доказать, что эти уравнешя, принятыя нами за точныя, съ при- 
блйжешемъ до безконечно-малыхъ второго порядка, суть строго верны. Въ самомъ 
деле, такъ какъ du и dv—дифференщалы, то оба они, по определешю, вида Mdx -J- 
Ш у  и, следовательно, первыя части уравнений (4) суть вида

Pdx +  Qdy,

где Р  и Q будутъ функщями отъ х  и у; далее, такъ какъ dx и dy независимы одинъ 
отъ другого, то подобная сумма можетъ быть безконечно-малою порядка выше перваго 
только въ томъ случае, если Р  =  О, Q =  0, а въ такомъ случае она строго равна 
нулю.

7*
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Реш ая уравнешя (4) относительно du и dv, мы получимъ для этихъ диффереп- 
щаловъ значешя вида

du — A dx-\- Bdy, 
с?у — -f- В  dy,

откуда по § 57-му
__ р  dy   л, dv   р,

~ d x ~  -> ~ d y ~ ^  dx ~ Л  ’ ~ d y ~  
ж

Рлыполняя вычислешя, находимъ:

du _
do dF 

_  dx dv
dy dF
dv dx du _

I
^

 
ns

9
 -

n
s
 
ns1

dy dF 
dv dy

dx ~ dy dF dy dF 5 dy dy dF dy dF ’
dv du du dv dv du du dv
dF dy dF dy dy. dF dy dF

dv _ dx du i

•s-11

_  dy du du dy
dx ~ dy dF dy dF 1 dy ~  dy dF dy dF'

dv du du dv du d v dv du

§ 66. Равнымъ образомъ можно вывести изъ уравнетй (4) dx и dy въ функщяхъ 
отъ du и dv, и если

=  JLj dw -(- dy,
с/?/ =  А \ du - |- В[ dv,

то
^  _  и dx_^Tt dy — F

d v ~ ^ ^  «’

Необходимо заметить, что здесь не имЗзетъ места, какъ въ § 33 ыъ, равенство:

d# 1

d#Въ самомъ деле, приращешя, отношеше которыхъ выражается черезъ ^  , не одина

ковы съ теми, которыя входятъ въ При вычислены частной производной из-
docменяются и ъ х ,а у  остается постоянными Когда же вычисляется то х  разсматри-

вается какъ функщя отъ и и у, и, следовательно, изменяются х и и, а у остается 
поетояннымъ; но чтобы v оставалось постоянными необходимо, чтобы у изменялся,— 
значить, разсматриваемыя изменены друпя, чемъ въ предыдущемъ случае.

Это замечаше очень важно и ошибки, въ которыя можно впасть, не обращая 
на него вниматя, весьма тяжелы, Приведемъ примерь.

Пусть будутъ
X  =  и  -J— Vу
у =  и  — У

данныя соотношен1я между у, щ  у; выводимъ:
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и равенство:

не им'Тзетъ места.
§ 67. Впрочемъ, существуютъ простыл соотношешя, въ случае функщй отъ 

двухъ переменныхъ, связывающая производныя ^  съ обратными имъ
du dv du dv ^  • *производными Эти. соотношешя суть следуюпця:

с

0 =  

0 =

dx du i dx dv
du dx ~r dv dx 5
dy du i dy dv
du dy \ dv dy ’
dx du I dx dv
du w \ dv dy ’
dy du 4_ dy dv
du dx T dv dx

\

Доказательство ихъ крайне просто; если предположить х и у  выраженными въ 
функщяхъ отъ и и V, и затемъ заменить въ этихъ выражешяхъ и и v ихъ значе- 
шями въ . функщяхъ отъ х  и ?/, то мы получимъ два тождества, равносильныхъ х =  х, 
у — уу, вторыя части которыхъ представятъ сложный функщй, содержащая и и г\ кото- 
рыя, въ свою очередь, содержась х и у. Беря, теперь, производныя отъ этихъ тождествъ

сначала по х , потомъ по г/, мы въ первыхъ частяхъ получимъ соответственно ^ = 1 ,
•• ■> •dy_

dy 1,
dx
dv О, ^7 =  0, вторыя же части дадутъ точно вторыя части формулъ (1)

Не трудно составить подобныя соотношешя для какого-угодно числа функщй, 
зависящихъ отъ такого же числа переменныхъ. •

УПРАЖНЕН1Я

1. Не разсматривая arcsine и arctauga;, к акт» обрати ьгя фупкщЕГ, иайти отъ шгхъ пропз- 
водныя посредстномъ формулъ:

arcsin (х -J- h) — arcsin х — arcsin [(х +  Щ V Ь— —  а; |/1 —  (л? Л)2 j ,
harc tang (x +  h) — arctang x =  arctang

2. Доказать, что если Р  и Q обозначаюсь две цФлыя функцш отъ х , удовлетворякшця 
уравненпо:

] / l - P 2 =  Q V ' l - a : s , ' 
то

dP _ п dx 
| / х —Р а — ж5 ’

где п обозначаетъ целое число.
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3. Полагая у — — , находиыъ:х
dy

+
dx

V 1 +2/4 уТ +  Ж1
=  0.

4. Полагая ж — 2/] /2 4, находпмъ:
У

dxdy 1* —= =  .
] / l  — jy4 у  2 j / l - f  ж*

5. Обозначая черезъ <р функщю отъ четырехъ перем^нныхъ х, у, w, v, однородную и второй 
степени относительно м и v, полагая

_ _  жр =  2

и разсматрпвая <р какъ функщю отъ х, у, у  и q, находпмъ:

ф _ ф _ dy _  / с?ср
ф и, ф =  v

-
d y __ I dy

dx dy dy Г

при чемъ dy
dx и (*)■>суть пронзводныя отъ ср по х  и по у , когда функция выражена въ х, у, и и v.

6. Обобщеме предыдущей теоремы. Пусть у обозначаетъ фупкцио отъ 2 п  перемен и ыхъ х±, 
хп, и1У щ, . . . , и п, однорОдпую н второй степени относительно п послйднихъ пзъ этихъ 

переменпыхъ; если положить
dy

3 5 - = * ’
dy

ж = р* « • • 1 = * ,dun

и выразить у въ фувкцш отъ х19 х2, хп, р 1У р 2, рп, то при всякомъ цЬлоыъА;

dy
dpi

dy
Uk 9 dx

f dy
\dx

7. Если # есть функщя отъ х н у ,  определяемая двумя уравнешями:

,  _  [У — ? (а)]2
<р'(а) 1

Ж̂  -  <р'(«) ’
то, какова бы нп была функщя 9(a),

dy — z.

8. Если я есть фуякщя отъ х н у ,  определяемая двумя уравнен1ями:

[Z — у (a)]2 =  х2 (у2 — а2), 
[z — <р(а)]«р'(а) =  ах2,

то, какова бы ни была фуякщя <р(«),
dz dz
dx * dy



ГЛАВА ТРЕТЬЯ

Функциональный определитель

О п р е д е л е н и е  о п р е д е л и т е л е й

§ 68. При решенш такой системы уравнешй первой степени, где пиело уравне- 
шй равно числу неизвестныхъ, значешя для этихъ посл^днихъ получатся въ виде 
дробей съ общимъ знаменателемъ, который называется опредгьлителемъ системы коэффи- 
щентовъ. По этому определен!ю, всякШ разъ какъ система изъ п2 количествъ распо- 
ложена группами въ п строкъ, каждая изъ которыхъ содержитъ п изъ этихъ коли
чествъ, представляется случай разематривать опредчългтелъ системы. Для обозначешя 
определителя поступаютъ обыкновенно такъ: коэффищенты, служапце для его соста- 
влешя, размещаютъ въ виде квадрата и съ левой стороны последняго ставятъ 
букву D; напр.,

D
я, Ъ, с/а , ъ\ си 7 П иа  , ь , с

аЬ'с" — ас Ъ" +  Ъс'а — Ъас - |- са'Ъ" — cb’d

Теор1я определителей входить въ алгебраический анализъ. Мы напомнимъ только 
основныя теоремы, который понадобятся намъ въ этой главе.

§ 69. Чтобы опредпаителъ равнялся пулю, необходимо и достаточно, чтобы суще
ствовала одна и та dice линейная зависимость между вегьми членами вь каоюдой изъ 
строкъ или въ каждомъ изъ столбцовъ.

Такъ, напр., чтобы

0 = Г )

а"’, V", о'", в!"

< Ъ", с", d"
а', V , о', d' >
а у Ь, С, d
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необходимо и достаточно, чтобы существовали четыре множителя, Хп Х2, Х3) Х(, удо- 
влетворяющихъ системе:

Xxa -)- Х2а -f- Х3а" -j- Х4а"' =  О,
\Ъ  +  К ь' +  К ь" +  К ь>" =
V  +  ■V  +  Х3с" +  X /"  =  О,
Х^ +  Xa<f +  хз d" +  Х4бГ == 0.

_ *«

§ 70. Л ро  изведете двухъ опредгългтелей, составлвипыхъ изъ одного и гною же числа 
буквъ, выражается такж е о tip едгмгт гелемъ.

Пусть, напр., даны два определителя:

«Ь «Ь аз . •••>««

ап1’ л»«21 ЙпU3 ♦ • • а*п

Ь1 &1 61
У 1» У 3 »

&2' £2 &2 1 ’ » 3 1
1

ихъ произведете равно определителю

D

1

4 . °2' 3̂ > 9 9 • 1С1п
г2) • • • 1С2п

• • • • • •

61>
/»«Si лН

1  J ‘ )
СН
п

въ которомъ каждый изъ элементовъ дается уравнешемъ:

с*г а\ Ь\1 г к
2at Ь2 3 I

при соответственныхъ значетяхъ г и А*, равныхъ последовательно 1, 2, . . . , п.
Обе предыдупщ теоремы мы считаемъ хорошо известными и не будемъ, по

этому, останавливаться на ихъ доказательстве.

0ПРЕДЪЛЕН1Е ФУНКЦЮНАЛЬНАГО ОПРЕДТ>ЛИТЕЛЯ

§ 71. Даны п функщй отъ п независимыхъ переменныхъ:
?1 (Х 1> Х2Т , хп), ?2 (Xv  xv ЭС„ ч. . , хп\ . . . , efl (г,, г2, гя, . , . , я?«);

составляя производныя отъ этихъ функщй по каждой изъ переменныхъ:

dyt dy-i dyx
dxx d x j dxгу ’ * '  ’ dxn 1 
dy 2 dyа ■ (hfa
dx±’ dx2’ dxz’ ' ‘ ' ’ 1

^  ^
dxxb dx2 ’ c7#3, * ‘ * , dxn’ 

замечаемъ, что всехъ производныхъ будетъ w2.
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О п р е д е л и т е л ь  системы изъ этихъ и 2 производныхъ названъ Якоби ф у н к щ о п а л ь - 
и ы м ъ  о п р с д ) ь л н т с л с м ъ \  по примеру ы'Ько^орыхъ математиковъ мы будемъ обозначать 
его посредствомъ

Д уц Уз, ?").
#2> • • • 1 ^n)

Если, напр., <р(я, ,//) и ;//) две функдш отъ х  и /у, то по этому обозначена

dy d<i> r?cp cZ'-pЖ?» Ф) = _____
!)(#, у )  d x  d y d y  d x

§ 72. Функцюнальный определитель играетъ, при одновременномъ изучеши не- 
сколькихъ функщй отъ такого же числа переменныхъ, роль подобную той, какую 
играетъ производная при изучеши функщй отъ одной только переменной. Цель этой 
главы указать на эту аналоию, которая ярче раскроется впоследствш.

П р о и з в о д н а я  отъ функдш есть пределъ отношешя безконечно-малаго приращешя 
этой функдш къ соответственному приращенш переменной.

Ф у н т у  о п а л ь н ы й  о п р е д е л и  т е л  ь можетъ получить аналогичное определеше на осно
вами следующей теоремы:

Р а с с м а т р и в а я  п  ф у и к ц ш  ? 2~ ro v  . . . } у ю  к а ж д а я  и з ъ  к о т о р ы х ъ  с о д е р ж и ш ь  и  

п е р е м е н н ы х ъ  х х , х 2,  х 3 . . . . .  х „ ,  и  п р и п и с ы в а я  к а ж д о й  п е р е м е н н о й  б с з к о н е ч н о - м а л о е  

п р - и р а щ с ш е ,  м ы  п о л у ч и м ? ,  д л я  к а ж д о й  ф у н к щ й  с о о т в е т с т в е н н о е  п р и р т ц е н г е .  В ы б и р а я  

п р о и з в о л ь н о  п  р а з л и ч н ы : Vo с и с т е м а  п р и р а щ е н ш  д л я  п с р е м т т ы х ъ ,  м ы  п о л у ч и м ъ  п  с и 

с т е м а  с о о т в е т с т в е н н ы х ъ  п р и р а щ е н  1 й  д л я  ф у и к ц ш .  Ф у н к ц ю н а л ь н ы й  о п р е д е л и т е л ь  р а -  

в е н ь  о т н о ш е н и е  о п р е д е л и т е л я  с и с т е м ы  п р и р а щ е н ш  ф у и к ц ш  к ъ  о п р е д е л и т е л ю  с о о т в е т 

с т в е н н о й  с и с т е м ы  п р и р а щ е н ш  п е р е м е н н ы х ъ .

Въ самомъ деле, пусть
dyx^ dyx^ . . . , dxx n, 
d0x n <r/0.ro. . . d0x n,
.................................. J

d nX v  ( l nX g, • . . 5 d'nPt'n

» •

будутъ n системъ безконечно-малыхъ приращешй, приписанныхъ последовательно и
/

переменнымъ xv х2, x v  . . . , хИ\ приращеше функдш <?,• (х\, #2, . . . , хи) будетъ 
вида (§ 56):

л m. — (hi. d x J_ (I li  dlX _i 
n ? 1 ~ ~  d x t  k l 1 d x 2 * 2 ‘ ■■■ +  Ж .с1гЛп’

что дастъ все разематриваемыя приращенш, стоитъ только въ этомъ последнемъ ра
венстве придать указателямъ 1с и i все цёлыя значешя отъ 1 до п въ последова- 
тельномъ порядке; но по этому выражение для <4<р» видно (S 70), что определитель 
системы:

^j?2> * * * >
^ 2 * ? 2 >  * * * J ^2*Р**>

11 • • • 5

ДИФ Ф ЕРЕНЦ1ЛЛЫ 10Е ИСЧИСЛЕШ Е В
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есть произведете двухъ другихъ определителей сл'Ьдующихъ системъ:
*

dy 1
dx1 ’ 
d<?s 
dx1 ’

#41
dx2 ’ * *
d<h
dx, ’ • *

* p l

дъ
’ cfoH 5

dyn
dxx 5

d?n
dx2 5 * '

X *  1,
^1^2* * • • , d1x n >

• •

dnx ^ dnXc>̂ 4 •

. . . * ^

•  ̂ dnx n •

( Я )

(С)

Отсюда заключаемъ, что определитель системы (Б), т.-е. функциональный определи
тель данной системы функщй, есть отношеше определителя системы (^4) къ опреде
лителю системы (С), иначе говоря, отношеше определителя системы безконечно-ма- 
лыхъ прирагцешй функщй къ определителю соответственной системы приращешй 
переменныхъ. Итакъ, теорема доказана.

С л у ч а й , к о г д а  о п р е д е л и т е л ь  р а в е н ъ  н у л ю

§ 73. Когда функщя отъ переменной является постоянною величиной, ея про
изводная равна нулю. Для системы функщй существуетъ аналогичная теорема:

Когда несколько функщй не вполне независимы одна отъ другой, т.-е. когда суще
ствуетъ между ними постоянное соотиошепге, нхъ определите ль равенъ нулю.

Покажемъ сначала, въ чемъ заключается аналопя этихъ двухъ столь различно 
выраженныхъ теоремъ.

Когда функщя ф  ( х )  отъ одной только переменной не есть постоянная, то каж
дом^7 значенио функщй соответствуем определенное значеше переменной, и уравнеше

* { х )  =  у (1 )

можетъ быть решено относительно х. Наоборотъ, если функщя ф есть величина по
стоянная, то, задавая ея значеше, мы не определяемъ х , отъ котораго это значеше 
не зависим , и уравнен1е (1) не можем быть решено относительно х.

Раземотримъ теперь две функцш #2), ф2 ( # 15 х 2) ,  при чемъ положимъ

(«1, *а) =  } 2) 
**)=»>; ) 1 ;

оба эти уравнен1я м огум  быть решены относительно х г и х 2, лишь бы только функ
цш и <р2 были различны и независимы; но если между ними существуем по
стоянное соотношеше, то одно изъ уравнешй явится следств1емъ другого, или же
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они будутъ несовместны: и въ томъ, и въ другомъ случае ихъ нельзя решить отно
сительно хг и х2.

Проведенная нами аналопя заключается въ томъ, что въ обоихъ случаяхъ зна- 
чешя функщй, нредположенныя известными, не определяютъ соответственныхъ зна
чешй иеременныхъ; очевидно, что то же относится къ п функщямъ, когда между 
этими функциями существуетъ соотношеше, независящее отъ значешй, придаваемыхъ 
п переменнымъ, отъ которыхъ эти функщй зависятъ.

Докажемъ теперь нашу теорему: когда несколько функщй не вполне независимы 
одна отъ другой, ихъ функцюнальный определитель равенъ нулю.

Пусть с?р <?2, <р;1, . . . ,  срп будутъ разсматриваемыя функщй и пусть

будетъ то соотношеше, которому оне удовлетворяютъ тождественно, т.-е. при вся- 
кихъ значешяхъ, приписываемыхъ переменнымъ xv #2, . . . , хп, отъ которыхъ оне 
зависятъ.

Изъ уравнешя (3) выводимъ для системы какихъ-угодно безконечно-малыхъ 
приращешй функщй ov <р2, . . . ,  фн:

dF dF
^2

отсюда, разсматривая п системъ приращешй, приписываемыхъ функщямъ <р15 ?0, . . . ,  оп, 
и располагая ихъ въ п строкъ для составлешя числителя дроби, представляющей (§ 71) 
функциональный определитель, заключаемь, что будетъ существовать одна и та же 
линейная зависимость между п членами каждой строки. Какъ известно, такой опре
делитель равенъ нулю, а такъ какъ онъ служитъ числителемъ фуякщоналънаго, то 
и этотъ последнШ равенъ также нулю. Теорема, такимъ образомъ, доказана.

§ 74. Обратно, если функцюнальный определитель системы п функщй <?2, . . . ,  
равенъ нулю, то между этими п функщями существуетъ соотношеше, независящее 
отъ значешй, приписываемыхъ переменнымъ.

Въ самомъ деле, предположимъ, что такого соотношешя нетъ; тогда можно при
писать ? р о3, . . . ,  <рп произвольныя и независящая другъ отъ друга значешя: для 
xv х2) . .  . ,  хп получатся соответственныя определенный значен1я. Итакъ, нолагаемъ

Если мы придадимъ этимъ функщямъ безконечно-малыя приращешя сЬр <fo2, . . . ,  
то x v #2, . . . ,  хп примутъ новыя значешя и получать определенныя приращешя 
clxv dx2, . . . ,  dxn, который удовлетворять (§ 56) равенствамъ:

I

8*
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следовательно, эти равенства совместны при всякихъ do2, . . . , dr?n. Но это т  
не можетъ быть, потому что, по предположение, определитель системы коэффищеп- 
товъ равенъ нулю; получается противореч1е сделанному допущение, что ? 15 ? 3, . .  . ,  
могутъ получать произвольный приращешя, — значить, нельзя считать эти функцш 
независимыми.

ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ СИСТЕМЫ ФУНКЦ1Й ОТЪ ФУНКД1Й

§ 75. Производная функдш отъ функцш F  (?&) по переменной я, отъ которой и

зависитъ, есть произведете производной , взятой по щ на производную отъ «, 
взятую по х.

Эта теорема обобщается следующимъ образомъ:
Если п функцт  <р2, . . . .  оп зависятъ непосредственно отъ )г перемтеныхъ 

uv и2> . . . , ип, и если uv  ?/0, . . . .  cr/.u?/ представляютъ функцги отъ x v  х 2> . . . ,
mo функциональный опредтттелъ системы х. 9.,, . . .  ̂ <р,„ составленный по перелтн- 
нымъ х г. х 2. • • • , х п> есть произведете определителя этой же системы футщт, со
ставленный по u v  и2. . . . .  ит на определитель функцт u v и2, . . . , пю составлен
ный по x v  х 2, . . .  , х н. Такимъ образомъ.

D(?1, q>g, . . . , Cg„) __ Dfa, • • . , <?„) jDQ̂ b . . . ,  ц„) 
3 ^2 * • • • ,  Х п )  ^ 2 1  • • • ,  и п )  ^ 2 * 1  * * * ,  X й )

Въ самомъ деле, переменнымъ #15 г 2, . . . , 
нечно-малыхъ приращешй:

с ^ ,  ^ 2, . . . у d^x 
d2x v d2x2, . . . ,

«5

d ^ p c 2 у » •  щ у

придадимъ ?г системъ безко-

и )

тогда для &J, w2, . . . , ип получатся определенныя приращешя:

d1uv d • • • 5 d̂Myiy
<*А> d3u„ • • • j d̂ iiyiy

. . . : Л
dnu2, • * • j dn7ijb

( В )

И ДЛЯ «р„ <а2, . * • 9„ соответственныя приращен1я:

di9v • • • j d^fiy ■v ♦

d2?V ^2? 2 5 • • • > dyifm ► (C)
dn'o | , dn-?2> ♦ * • j dyiOft.

j

> * • • 3
* « «,

9n> составленный по .r,, #2, . . . , aw, равенъ
отношению определителя системы (С) къ определителю системы (А).
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Определитель системы o v  о 2, . <?п , составленный по и 19 п 2, . « п, равенъ 
отношешю определителя системы (С) къ определителю системы (.В).

Накоиецъ, определитель системы v/.t, ?/2, . . . ,  иП9 составленный по x v х 29 . . . ,  х П9 
равенъ отношешю определителя системы ( В )  к ъ  определителю системы ( А ) .  Отсюда 
очевидно, что первый изъ этихъ трехъ определителей равенъ произведешь) двухъ 
другихъ. Такимъ образомъ теорема доказана.

О п р е д е л и т е л ь  с и с т е м ы  о б р а т н ы х ъ  ф у н к ц ! й

§ 76. Производная отъ функщи ?(#), взятая по #, есть обратная (§ 33) производной 
отъ х, взятой но о.

Эта теорема обобщается следующимъ образомъ.
jЕ с л и  9 Р 9 2, . . . ,  о п с у т ь  ф у п к ц т  о т ъ  x v  х 2,  . . . . х .„ , т о  x v  х 2 . . . . ,  х п , 

о б р а т н о ,  м о г у т ъ  б ы т ь  р а з о м  а т р и в а е м ы  к а к  о ф у п к ц т  о т ъ  <р19 о 2 . . . . , о п . О п р е д е л и 

т е л ь  ф у п к ц т  9 Р 9 2, . . . .  с о с т а в л е н н ы й  п о  x v  х 2 . . . . ,  х п ,  р а в е н ъ  е д и н и ц е ,  

р а з д е л е н н о й  п а  о п р е д е л и т е л ь  ф у н к ц ш  x v  х 2,  . . . . х П} с о с т а в л е н н ы й  п о  п е р е м е н н ы м ъ

<3.. ..................С5V У2> * * з ) 'ТП4
Пусть, въ самомъ деле,

cllxv . • * 5 cl^xn̂
• • • > d2xn,

dn'fio 1 • • •
w

d)Xx n

^1^2’ * * * > <*,<?», ■
d'2(?2'> * * *

21 * * * > dn<?n

переменныхъ *

(А)

ш

ственныхъ приращешй <р2, . . . , <?п. Определитель системы 9Р <р2, . . . , ©и, со
ставленный по переменнымъ x v  х2, , хп, равенъ (§ 71) отношешю определителя
системы ( В )  къ определителю системы (А); определитель же системы x v  х2, . . . , хщ 
составленный по <?v  <р2, , <рп какъ переменнымъ, равенъ отношешю определителя
системы (П) къ определителю системы ( В ) ,  что и доказываетъ нашу теорему.

Примерь. — Если изъ двухъ заданныхъ уравнений:

выводятся два следующихъ:

? ,  О ,  2/) = = W,

? 3(« , 2Z) =

* = Ф, O ',
'Z =  O ',

(1)

(»)
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то существуете соотношеше:

dvfx dy2 cfrp, dy*__ 1
dx dy dy dx dx dy dx dy

du dv dv du

Эту формулу можно поварить непосредственно при помощи правилъ, даиныхъ (§ 64) 
для дифференцировашя неявныхъ функщй.

Въ самомъ деле, чтобы вычислить dx 
du ’

dy dx 
du 5 dv ’

dy 
dv ’ исходя изъ уравнешй (1),

беремъ производный отъ этихъ уравнешй сначала по щ принимая v за постоянную, 
а затемъ по v, принимая и  за постоянную. Находимъ:

откуда

d<° 1 dx _L
dx du i
dy 2 dx 1
dx du i

dx i
dx dv ~r
d<? 2 dx
dx dv i

dy
dy du
dy* dy
dy du
tf'fi dy
dy dv
dy* dy
dy dv

1,

О,

0,

1,

&?2
dx dy
du dy1 dy2 dvt dy2

dx dy dy dx
d<t2

dy _ dx
du ~~ dyx dy2 

dx dy
dyi dy2 
dy dx

d<? i
dx _ dy
dv ~ dy i dy 2 dyt  dy25

dx dy dy dx
d<h

dy _ dx •

dv ~ dy i dy 2 dyi dy2’
dx dy dy dx

подставляя, наконецъ, эти значешя въ формулу (3), получаемъ тождество.

П р и в е д е н а  о п р е д е л и т е л я  к ъ  о д н о ч л е н у

§ 77. Теорема, посредствомъ которой было преобразовано (§ 71) опре делете 
определителя, оставляетъ произвольными п системъ безконечно-малыхъ приращешй, 
приписываемыхъ переменными x v  #2, . хп\ отсюда следу етъ, что определителю 
можно придать несколько различныхъ видовъ: мы ограничимся наиболее замечатель- 
нымъ случаемъ, когда определитель приводится къ одночлену.

[зъ 2п количествъ, х 2 ? • •  • X f v  U . . ,  fnt по своему произволу можно 
выбрать п, остальныя определяются. Если, поэтому, предположить, что п  — 1 изъ 
нихъ остаются постоянными, то все остальныя должны будуть изменяться одно
временно и отношешя ихъ безконечно-малыхъ приращешй будутъ определенными. 
Пользуясь этимъ замечашемъ, предположимъ, что п системъ одновременные при
ращешй, приписываемыхъ переменнымъ, будутъ взяты въ следующей таблице:
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1̂*̂ 25............. ) d^xn, dt f o, 0, . . . • , 0,
0, 2̂̂ 21...........* j d2xn, <y2, 0, . . . . , 0,
0, 0, d3;z3, . . . , d2xnj d zf 3̂/j2> з ? * • - , 0,
• •
0, 0̂  О, . # , j Q dnfp dnf2i 1̂/3» • • • » dnfn.

Первая строка этой таблицы показываетъ, что первыя безконечно-малыя при
ращешя, приписываемый xv х2, . . . , хп, таковы, что /*2, / 3, • * - , / ' «  не изменяются, 
а это, какъ обыкновенно говорятъ, определяешь вполне ихъ отношешя. Вторая строка 
показываетъ, что вторыя выбранныя приращешя, т.-е. cl2xv d2x2, . . . , d2xn, таковы, 
что /3, f4, . . . , fn не изменяются; при этомъ, сверхъ того, предполагается, что d2x { =  0. 
Это также определяешь отношешя всехъ приращешй, потому что, какъ и въ 

' предыдущемъ случае, п — 1 разсматриваемыхъ количествъ предполагаются постоян
ными. Еаконецъ, последняя строка показываетъ, что въ w-ой системе приращенЩ 
хп х2, . . . , хп- \  остаются постоянными.

Воспользовавшись свободою выбора одновременныхъ приращешй именно такъ, 
какъ сейчасъ показано, мы получимъ (§ 71) выражеше для определителя системы, 
деля определитель количествъ, содержащихся въ квадрате справа, на определитель 
количествъ, содержащихся въ квадрате слева; вследств1е же нулевыхъ членовъ каждый 
изъ этихъ определителей приводится, очевидно, къ произведен^ членовъ, расположен- 
ныхъ по д1агонали; отсюда, ихъ отношеше равно

difi d̂ fz (hft • • • dnf„ 
d\Xj d2x2 dzx2 . . .  dnxn

d,fi \ М Л
d lx 1 1 V d 2x 2

•  • *
dnfn \ 
d nx j ( 1)

Итакъ, определитель приводится къ одночлену, что и требовалось показать.
d/ Л  ( d*fA (dnfnЧтобы понять значеше отношешй dxx ± doX л  •2*2

j , нужно вернуться
j  /»

къ таблице (А). Изъ этой таблицы видно, что есть отношеше приращешя / ’ къ

приращенш xv когда /2, /3, . . . , fn предполагаются постоянными,—поэтому необхо
димо, для вычислешя, выразить f x въ функцш переменныхъ xv /2, /3, и отъ

cl fполученнаго результата взять производную по х  * точно такъ же, есть отношеше

приращешя /3 къ приращешю аг2, когда х 1} /3, / 4, . . . , / »  остаются постоянными,— 
поэтому необходимо, для вычислешя, выразить /2 въ функцш отъ переменныхъ 
x ti х2, /д, . . . , /;. и отъ полученнаго результата взятъ производную по х2. Продолжая 
такимъ образомъ, увидимъ, что для вычислешя множителей произведешя (1) нужно 
представить уравнешя, связываюнця 2п переменныхъ х п х2, . 
въ следующемъ виде:

/•; =  Fj (xv  /;, / 3, . . . , /п),
/2 --- ^ 2  (*̂ 1> /з> • * * > /*»)>
/з  F 3 K ,  # 3, / 4, . , /л ),

•  • х
f v  * * * ) / W J

fn F ,1 Я'з) “̂3? • • • >

dx ' d x  '  '  '  '  '  d x ~  дудеть тогда искомый определитель, 1 2 4
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Какъ приложеше, разыщемъ определитель следующей системы:

=  р COS
т/ =  р sin б sin Ф,

. .? =  р sin 0 cos ф,

где р, 6 и ср — независимый переменныя.
Изъ этихъ уравнешй выводимъ:

х =  р cos О, 
у — о sin 0 sin ф;

въ этомъ виде они даютъ выражете для з только съ одною изъ переменныхъ Р. 'К 
для х  — съ двумя и, наконецъ, для /у со всеми тремя. Следовательно, определи
тель, въ силу предыдущей теоремы, будетъ

els
do

dx d y   р
ей * d'h z —  Р sin 0) о sin 0 cos 6 — р2 sin 0.

УПРАЖНЕН1Я

1. Чтобы две функдш отъ какого-у годно числа переменныхъ зависели одна отъ другой, не
обходимо п достаточно, чтобы пхъ частный производеыя, взлтыя по темъ же перемен нымъ, были 
пропорциональны.

2. Чтобы ^г.функд1и огъ п-\-р  перемеипыхъ имели между собою соотношеше, пе зависящее 
огъ этпхъ перемеипыхъ, необходимо и достаточно, чтобы определители п функдш, составленные 
по п  какимъ-угодно изъ этихъ переменныхъ, были равны нулю.

3. Еслп два угла и н v связаны съ двумя другими углами 9 и ф и съ гремя постоянными 
т, п, р уравнены мп:

cos и __ sin и cos v __ sin и sin?;
т cos 9 п sin 9 cos ф p  sin 9 sin ф’

то определитель функдш и и г?, составленный по 9 и ф, равенъ

___ ____ тпр sin 9 ________
sinw (m2 cos2 9 -ф- w3 sin2 9 cos2 ф +  p* siu2 9 sin2 ф )3/2

4. Пусть uu u2, un будутъ n  различиыхъ фyнкдiй отъ n  неременныхъ x^ х.л xn. 
Если установить между этими фуншцями соотношеше

Ei (Wji * *> M’n)—Й,

то можно будетъ, въ силу этого cooTflouienia, выразить одну изъ иеремевныхъ, наир. хю въ функдш 
отъ п  — 1 остальиыхъ и разсмотреть щ, и11_ г> какъ фyикдiu отъ хъ х2) .. , хп—\, Т01<Да 
получвмъ:

dF1
D (ult и2ч • • •} Un—~ dun и • * ♦, un) ^

Xn—l) dJ?i X)(«Ti, x2> . •
dx■

при чемъ производную g j- нужно брать, имея въ виду, что и2> ...» ип суть фупкд1и отъ хп.
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5. Если при т^хъ же данныхъ, что п въ предыдущей задача, дается второе
ф

/Ы'2) ‘ ’ ч Мп) — О

и, следовательно, ра8сыатриваются ии щ, . . . ,  ип- 2, какъ функцш отъ #2, . . .

D(F„_F2)_ D (ии щ, . . . , 'u n - i )  __ D(F\, F„)  ̂ D (%, щ, . . . ,
D(xn, x,i-i) ' D(xt, a?2, . . . ,  хп-г ) D(w«, Un-i) D(#15 #2, .. . ,

6. Если положить
x±Щ =  — , W2 #2

tfn1
1Ww—1 — -----

X n

гд'Ь есть фуыкщя отъ ^2? • • • <| QGh—"1̂  определяемая уравнешемъ:

то

то

#12 “Н 2̂2 ~Ь • ■ * +  Хп1 — 1)

D (ии и2, . . ,  Un—\ )_ 1
' D (л-1 , ^2, . . . ,  X n - i ) ~  х п + 1  *

7 .  Е с л и  п о л о ж и т ь

=  c o s  <?!,

# 2 =  s i n  <рх c o s  <р2 ,

^ 3  — s i n  <pj s i n  <p2 . c o s  ср3 ,

• .................................. ^
Х п — 1 —  s i n  cpj s i n  ср2 . . .  s i n  <р«—2 c o s  < р п — 1,

а 1»  =  s i n  <pj s i n  cp2 . . .  s i n  v n—1 c o s  <p«,

T^—1L— 2-----2__!^r=sin cpj sin <p2 sm <p3...sm 2 <pn- i  sm cp» .
F(<?1> Ъ> •*•>¥»)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИОЧИСДЕШ Е

соотношеше

,x n- 2, то будетъ:

un) e
#«) ’



ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ

Аналитическая теор1я касательны хъ линш и касательны хъ плоскостей

У Р А В Н Е Н 1 Я  К А С А Т Е Л Ь Н О Й  И НОРМАЛИ КЪ ПЛОСКОЙ КРИВОЙ

§ 78. Когда плоская кривая определяется заданнымъ уравнеьйемъ въ прямоли- 
нейныхъ координатахъ х  и у ея точекъ, то можно найти (§ 24) уравнете касатель
ной къ этой кривой. Въ самомъ деле, мы видели, что угловой коэффищентъ этой

касательной въ точке, координаты которой суть х  и у , есть производная ^  отъ у ,

взятая по х, и въ предыдущихъ главахъ данъ способъ для ея вычислешя.
Называя черезъ t и и координаты какой-угодно точки касательной, точка ка

сания которой имеетъ координаты х и у, составимъ для этой касательной уравнетя:

и — У =  Т х ^ — х )-(!)

Для нормали, которая перпендикулярна къ касательной и также проходитъ черезъ 
точку, координаты которой суть х  и у, уравнеше будетъ:

или, что одно и то же,
(и — у) dy -(- (t — х) dx =  0.

§ 79. Уравнете нормали можно получить более непосредственно. Въ самомъ 
деле, пусть t и и будутъ координаты точки на нормали; принимая эту точку за 
центръ круга, проходящаго черезъ основан1е я, у нормали,. получимъ для него урав
н ете  вида:

(У — г02 +  (я — О2 =  А2, (1)

где х  и у обозначаютъ координаты какой-угодно изъ его точекъ, Дифференцируя это 
уравнеше, находимъ:

(у —  и) dy  -(- (х —  t) dx  =  О, (2)



67

и такъ какъ этотъ кругъ, очевидно, касается данной кривой въ точке, координаты

которой суть х и то отношеше ^  въ этой точке будетъ одинаково какъ для круга,

такъ и для кривой; поэтому, c ly  и t l x  въ уравненш (2) можно относить къ кривой, а 
въ такомъ случай оно ничемъ не отличается отъ найденнаго выше (§ 78) уравнешя
между I и и.

§ 80. Опуская, при прямоугольныхъ осяхъ, изъ точки касашя М  ординату М Р , 
получаемъ лишюРГ { ч е р т .  16), заключенную между точкою Р  и точкою п ересчета  
касательной съ осью Х-овъ; эта лишя называется п о д к а с а т е л ь н о ю .  Ее сокращенно обо

значаюсь черезъ S t .  Также, если 3 1  N —нормаль, то P N —п о д н о р м а л ь ; мы будемъ ее 
обозначать черезъ S „ .. Наконецъ, М Т  и 3 1  N  называются соответственно к а с а т е л ь н о ю  

и н о р м а л ь ю .  Выражешя для этихъ четырехъ лишй получаются непосредственно по 
уравнешямъ касательной и нормали и будутъ:

Подкасательная и поднормаль имгЬютъ точно тотъ знакъ, который даютъ пре
дыдущая формулы, если согласиться считать подкасательную за положительную, когда 
лишя ТР направлена въ сторону положительныхъ Х-овъ, и поднормаль за положи
тельную, когда P N  направлена въ ту же сторону. Мы не будемъ останавливаться на 
этомъ изследоваши, не представляющемъ ни затруднешй, ни интереса.

§ 81. Часто бываетъ нужно вводить въ вычислешя углы, составленные каса
тельною или нормалью къ кривой съ осями коордпнатъ, при чемъ необходимо избе
гать всякой двусмысленности въ выборе направлешя. въ которомъ отсчитываются эти 
углы.

Угловой коэффищентъ уравнешя касательной есть ^  • поэтому, если а обозна

чаете уголъ, составленный положительнымъ направленГемъ оси Х-овъ съ направле- 
шемъ касательной выше этой оси, то

=  О) •
• * ‘ • А . ' • ,

Q *
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Направлеше нормали определится углами X и ц, которые составляешь - съ осями иор- 
пендикуляръ, опущенный изъ начала координатъ на касательную. Такъ какъ пер- 
пендикуляръ можетъ быть взятъ въ томъ или другимъ направлен!и, то углы X и «л 
будуть нисколько неопределенны, и ихъ можно будетъ заменить, оба одновременщ ихъ

пополнешями 1). Отногаен!е cosX , темъ не менее, вполне определенно, и будетъ
COS [X

равно, какое бы мы ни выбрали изъ двухъ противоположныхъ направлен!й,

cos {J.  dx
eosX dy  ’

что приводится къ равенству:

cos X dx -f- cos \idy —  0.

По уравненш кривой
F(«, У

составляемъ для определешя отношешя dy
dx уравнеше:

dF
dx

отсюда также заключаемъ, что уравнеше (2) равносильно

dF_ dF_
dx __  dx

cosX cosy- *

(4)

(5)

т.-е. что косинусы угловъ, образуемыхъ нормалью къ плоской кривой съ осями 
координатъ, пропорщональны частнымъ производнымъ отъ первой части уравнешя

в

кривой.
Такъ какъ сумма квадратовъ этихъ косинусов?, для какой-угодно прямой, равна 

единице, то

при чемь знаки въ силу уравнешя (5) должны быть взяты или заразъ верхше, или 
заразъ нижн!е.

г) До 180°, 11рим, пер ев.
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§ 82. Иногда на нормали къ кривой различаюсь направлешя внешнее и вну
треннее по отношении къ этой кривой. Чтобы определить эти два направлешя, нужно 
представить себе, что кривая, уравнете которой есть

F (z , у) —  О,

делить плоскость на две части: внешнюю по отношению къ кривой, определяемую 
услов1емъ F (х, у) >  0, и внутреннюю по отношенно къ кривой, определяемую усло- 
в1емъ F (#, у) <  0. Называя теперь втъшиею ту нормаль, которая направлена къ части 
плоскости, внешней относительно кривой, для угловъ X и р., составляемыхъ этою 
нормалью съ положительными направлешями осей, всегда будемъ иметь:

cos X =  —]—

А

dF_
dx

dF
dx

dF_
dy

COSjx =  —| -

dF
dy

v  ( § ) ’+  ( S

Въ самомъ деле, если мы отложимъ на внешней нормали безконечно-малую длину е, 
то координаты ея конца будутъ:

а; — еcosX, у  -J- ecosp-.

А такъ какъ по § 53-му, пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, мы можемъ. 
написать:

F {х —|— £cosX, у —|— сcf,sр.) 77. / v . (й? ч . dFу) +  £ cos х +  s cos fc

и такъ какъ F (ж, у) =  0, то вторая часть приведется къ

dF
dx

а это, после замены cosX и cosp. ихъ значешями (§ 81), дастъ:

1 I dFeosX-f-^-eosH.

F  (х -J- е COS X, у - j- е COS р.)

d F \s 
dx r+ (

dfF \ 2i  
dy

1 А Ш + ( f ) 'J

A  £ ) ' + ( f
2

По предположении конецъ длины e занимаетъ внешнее положете относительно кривой 
и, следовательно, соответственное значеше F положительно. Отсюда заключаем^ что 
во второй части нужно выбрать верхщй знакъ, а это, въ свою очередь, требуетъ, 
чтобы были выбраны верхше знаки и въ значешяхъ cosX и cos р/
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О П Р Е Д ' В Л Е Ш Е  Н Ъ К О Т О Р Ы Х Ъ  К А С А Т Е Л Ь Н Ы Х Ъ

§ 83. Приведемъ нисколько примеровъ определен!}! касательныхъ, выбирая, по 
преимуществу, задачи уже разсмотренныя съ геометрической точки зргЬшя.

Задача I. — Касательная къ циклоидгъ.
Пусть будутъ: А Х  (черт. 17) прямая, по которой катится производящей кругъ, 

А —точка касашя этого круга въ его первоначальномъ положенш, А '— точка касашя

круга въ следующемъ его положенш, М — соответственное положен1е производящей 
точки. По самому определенш движен1я

А 'М = А ,А.

Если взять за ось Х-овъ литю  J.X , а за ось Г-овъ перпендикуляръ, возставленный 
въ точке А , то координаты точки М  будутъ:

МР =  у , РА =  х\

далее, обозначая черезъ а радаусъ круга и черезъ и уголъ МОА', находимъ:

y = Q P + M Q  =— а — а сот,
х =  А А 1-— OQ-- аи — asinw.

Два уравнешя: •

У =-а(1  —- cos и),
%•

( о
X - -  а (и —-  sin и) (2)

дадутъ, по исключений и, уравнете циклоиды. Это исключеше затрудненШ не пред
ставить; действительно, изъ перваго уравнешя находимъ значеше для и:

9

arccos

и вносимъ его во второе уравнеше, замечая при этомъ, что

ши
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Но гораздо проще непосредственно дифференцировать уравнен1я (1) и (2). Выводимъ:

71

dy — a sin и du, 
dx =■ а (1 — cos и) du,

откуда
sinwdy _ _ _______

dx 1 — cos и cot у  и.

Касательная, имеющая угловой коэффищентъ cot у  и, образуетъ съ осью Х-овъ
Я 1 1

уголъ. равный у  — у  и, а нормаль съ тою же осью образуетъ уголъ у  и. Отсюда

заключаемъ, согласно сказанному въ § 14-омъ, что нормаль есть М А', а касательная МК. 
Изъ уравнешя:

dy_
dx cot у  и

можно вывести выражеше ^  въ функщи отъ у, что намъ понадобится дальше. Въ 
самомъ деле,

а —у

следовательно,

C O S  и а

sin и 1/2ау—У
а

1 — cos и — — :а ’

dx 2 1—cos и / 2а — У 
У

Это уравнеше приметъ другой видъ, если, проведя новыя оси, параллельный 
старымъ, и изменивъ направлете оси У-овъ на обратное, мы перенесемъ начало 
координатъ въ вершину кривой, ордината которой есть 2а. Формулы перехода будутъ:

у — 2а — yv х — х ^ т .а ,  

и мы можемъ написать, опуская указатель при у,

dy __ 1 /  у ~
dx У 2а — у

Задача II. — Касательная къ эпициклоид>ъ.
Эпициклоида есть кривая, описываемая точкою окружности подвижного круга, 

катящагося по неподвижному такимъ образомь, что дуги двухъ окружностей, точки 
которыхъ последовательно соприкасаются, постоянно равны по длине.

Разсмотримъ кругъ рад!уса г, катящШся по неподвижной окружности рад1уса В. 
Пусть А {черт. 18) есть начальное положете одной изъ точекъ катящейся окружности; 
когда эта окружность при своемъ двишеши коснется неподвижной окружности въ
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точке А', точка А  совпадетъ съ точкою 31 въ конце дуги А '31, равной по длине Л'А. 
Если за оси координатъ принять два прямоугольныхъ д1аметра СХ  и CY  неподвижной

окружности, первый изъ которыхъ СХ проходитъ черезъ точку А, и положить А! С А  =  9, 

а, значить, А! С  3 1 =  о ^ - ,  то для координатъ х , у точки 31 получимъ выражешя:

откуда

и, следовательно,

X  ==  ( P i  - j -  г )  COS ср - -  г  cos ̂ 9  - i
1 r  j

и - = ( Я  + ■ г )  sin 9  —-  г  sin ^ 9  - I -В чЛ
1 Г )

d y  = = ( « + г )  Ĵ COS ср - -  cos ^ 9  -[■- ? ) ]
dx — (R  -J- г) sin <р -j- sin 9̂ J d?

Соединивъ теперь точки К  и М, замйчаемъ, что прямая Е М  составляетъ съ осью 

Х-овъ точно уголь иначе говоря, она есть касательная въ точке 31, нор

маль же будетъ направлена въ точку А'.
Задача Ш. — Изъ некоторой точки О опущены перпендикуляры па касателъныя 

къ плоской кривой; определить касательную къ кривой, служащей геометрическпмъ мп>-
етомъ основанш этихъ перпеидикуляровъ.

Чтобы решить эту задачу, геометрическое реш ете которой ужеущно въ § 14-омъ, 
возьмемъ за начало координатъ точку О; пусть х  и у будутъ координаты точки 31 
плоской кривой. Пишемъ уравнеше касательной 31 Р:
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и ypaBHeBie перпендикуляра O P :

и dx
d y

/, (2)

Если изъ этихъ двухъ уравнешй и уравнешя данной кривой исключить у  и ж, 
то получится уравнение кривой, служащей гёометрическимъ м^стомъ точекъ Р, но для 
опред'Ьлешя касательной это исключеше не необходимо. Въ самомъ д'Бл'Ь, исключаемъ

изъ уравнешй (1) и (2) отношеше ~  и находимъ между координатами и  и t точки Р  

следующее соотношеьие:
tи V и (/ — х),

«

или, что одно и то-же,
U 2 -)- Р  =  и у  -(- t x \ (3)

дифферендируемъ это уравнеше:

2 ad'ii -f- 2tdt =  udy -)- tdx -j- У da -f- xdl. (4)

А такъ какъ по уравнешю (2)

udy -j- tdx —  0,

то уравнеше (4) приметъ видъ:

2udii -j- 2 tdt ■= ydu  -(- xdt.
откуда

du
dt

2 г  

У
* 2

Итакъ, искомая касательная, угловой коэффициенте которой выраженъ ч е р е зъ ^ , есть 

перпендикуляръ къ лиши, соединяющей точку Р  съ серединою ОМ, координаты ко

торой с у т ь ^  и . Это равносильно найденному результату (§ 14).

З ад ач а IV. —  И з ъ  т ь к о т о р о й  т о ч к и  О о п у щ е н ы  п е р п е н д и к у л я р ы  н а  к а с а т е л ь н ы м  

■къ п л о с к о й  к р и в о й ,  и  к а ж д ы й  и з ъ  н н х ъ  ОР п р о д о л ж е п ъ  д о  т а к о й  т о ч к и  f t  ч т о

OP. OQ —  а2,
•  ’ *

гдгъ  а  е с т ь  д а н н а я  д л и н а .  Н а й т и  к а с а т е л ь н у ю  к ъ  к р и в о й ,  с л у ж а щ е й  г е о м е т р и ч е е к и м ъ  

м ш т о м ъ  т о ч е к ъ  f t
Геометрическое рйшеше этой задачи дано въ § 14-мъ. Анализъ безъ труда при

водите къ тому же результату. Называя черезъ х и у  координаты точки касашя if ,  
составляемъ уравнеше касательной МТ:

и У
d y
d x (■•<— х) (1)

ДИФФЕРЕНЦДЛЛЬНОЕ НСЧИСЛЕШК 10
У
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и уравнеше перпендикуляра ОР:

и dx
Ну L (2)

Кром'Ь того, называя черезъ x v у1 координаты точки пишемъ:

OQ2 =  x ,2 + 2/1
а «• [ 1 + ш

о л

\dx
OF2

( d x )у — х

dyи, заменяя ^  на — у -  въсилу уравнешя (2), которому удовлетворяютъ.u — yv t X17
получаемъ:

*,2+У1 llL+S)
(yi+a

или, послЪ упрощешй,

% 
Ух
м
Ух I

УУх +  =  «*. (3)

Дифференцируемъ это уравнеше:

ydyx +  У\dy Ч" xdx} -j- xxdx =  0;

но такъ какъ точка Q л ежить на прямой, выражаемой уравнешемъ (2), то

и уравнеше (4) приметь видь:

откуда

y1dy-\-x1dx =  О,

>

ydyx -)- =  О,

dy±____
dx \ у ’

т.-е. что искомая касательная перпендикулярна къ прямой ОЛР; точно такой же резуль
тата, былънайдень въ § 14-мъ.

. § 84. При реш ети двухъ предыдущихъ задачъ некоторые члены исчезли сами 
изъ полученнаго уравнешя черезъ дифференцироваше, .что значительно упростило 
вычиелешя. Такое упрощеше т'Ьсно связано съ однимъ геометрическимъ обстоятель-
ствомъ, общимъ об^имъ задачамъ; равньтмъ образомъ, оно можетъ представиться во

• _

множеств^ аналогичныхъ случаевъ. Вотъ общая задача, для которой оно им'Ьетъ м^сто
и для которой об$ предыдущая задачи являются частными случаями.

*

Задача V. — Опредчълить касательную къ некоторой кривой, точки которой выво
дятся^ по заданному закону, изъ касательпыхъ къ другой данной кривой.

Пусть будетъ
<?(х, у) =  0
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уравнеше данной кривой; одна изъ ея касательныхъ иагбеть уравнеше:

Координаты ж,, у 1 соответственной точки искомой кривой суть данныя функцш отъ 
коэффищентовъ этого уравнешя и представить, следовательно, выражешя вида:

х г'= II ( Лу
\d x  ’ у - - х Щdx ) ’

II С*
ЁчII 1 Ay 

l dx ’ у - - x ^ L )  . 
х dx

Чтобы вывести изъ этихъ уравнений угловой коэффищентъ искомой 

тельной, полагаемъ:
каса-

и находимы

кроме того,

dy
dx У х dx '

Fi(«,  v),X

dx

Ay i

d l\ , , dF
Hu Clu +  -dv dv> 

du -j- dv. dFo 7 | dF.- du H— r 1du 1 dv

dv =  d ( y -— их) =  dy — udx — xdu.

Въ силу же уравнешя ^  =  и это значеше dv приводится къ — xdu; въ такомъ случае

ч

откуда

что и служить решетемъ нашей задачи. Упрощёюе результата происходить отъ того,
что du является общимъ множителемъ и определение отношешя dyi

dxx

t

перестаетъ быть

необходимымъ для нахождения производной ^ ; вь противномъ случае его нужно было 
бы вычислять.

Мы видимъ, что въ выражещяхъ dx\ и dyv члены съ dy и съ dx уничтожаются
и остаются только члены съ множителемъ du. Следовательно, вычислен!я точно т а т я

• *

же, какъ и въ томъ случае, если бы мы при переходе отъ одной какой-нибудь каса-
1 0 *
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тельной къ другой, безконечно-близкой, удовольствовал p i  сь изменсшемъ углового ко- 
эффищента, не изменяя координата .г и у точки касашя; равнымъ образомъ, искомая 
касательная точно такая же, какъ и въ томъ случай, еслибЬ1 прямая, которая служить 
для определешя различныхъ точекъ кривой, вращалась вокругъ неподвижной точки. 
Это мы уже видели въ § 14-мъ.

§ 85. Задача VI. — От?» различных?» точек?» данной плоской кривой отложена по 
нормалямъ къ этой кривой постоянная длина; найти касательную к?» кривой, предста
вляющей геометрическое мпсто пол ученных?» таким о оиразомъ точекъ.

Пусть х  и у  будутъ координаты некоторой точки на данной кривой, a t и и— 
координаты соответственной точки на новой кривой; кроме того, пусть X и и. будутъ 
углы, составляемые нормалью съ осями. Въ такомъ случае, очевидно,

t х  —|— I cos X, |
U =2'у / cos [X, J

откуда посредствомъ дифференцировашя находимъ

clt — clx -j- Id cos X, )
In =  dy - |-  Id cos jx. j

Умножаемъ первое изъ этихъ уравнешй на cosX, второе на С( sjx, и полученные 
результаты складываемъ: .

cos X dt -j- cos jx du — dx cos X -|- dy cos jx - f  l (ccs X d cos X -)- cos jx d cos |x). (3)

Зная же, что
c o s 2X - f  C 0 S 2J X = :  l ,

выводимъ посредствомъ дифференцировашя:

cos X d cos X =
•

= COS jx d COS }x =  0, O)

и, кроме того, по § 81-му имеемъ:
•

dx cos X - j- dy cos jx =  0; (5)

поэтому уравнеше (3) приметь видъ:
т

cos X dt -j- cos jx du =  0. (6)

Изъ уравнешй же (5) и (б) выводимъ:

. d u _dy
dt dx ’г

I
т.-е. что касательныя къ обеимъ кривымъ параллельны.
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То же самое мы нашли выше (§ 14) геометрически.
§ 86. Задача VII. — Когда уголь постоянной величины движется тагсимь образомь, 

что стороны его постоянно касаются данной плоской кривой, то вершина его Р  опишешь 
такую кривую, нормалью кь которой (гудеть прямая, соединяющая точку Р съ цетпромъ 
круга, проходящаю черезь эту точку и черезъ точки А  и В, вь которыхъ стороны 
подвижного угла касаются данной кривой.

Пусть

у =  ? О)

будетъ уравнеше данной кривой; пазовемъ черезъ «, р и а', р' координаты обеихъ 
точекъ касашя и черезъ а тангенсъ даннаго угла. Имея, кроме того, равенства: 
р =  © (а), р' =  <р (а'), мы можемъ определить координаты х, у точки Р  изъ следуюхцихъ 
уравнешй:

У - р =£■ ( о

у • -  L  а >• (2)

dp

da —
сф
da'~Ч + f - f ) - (3)

Исключая
d  а

И изъ этихъ уравнешй, находимъ:

а [(У — Р) (У —  ?') +  (* — “) (х —  “')] +  (У — Р') (ж — а) —  («/ — р) (ж — а') =  0 (4)

Это равенство, если принять за переменныя только х  и г/, представить кругъ, 
проходяшдй черезъ точку Р  и черезъ точки (а, р), (а', р').

Продифференцируемъ это уравнеше:

[ 2 а у  — а  (р -(- р') +  (а' — a )]  dy -)-  [ 2 ах — а (а  - | -  а') - [ -  (Р —  Р ')] dx +

Если теперь въ уравнеше (5) подставить значешя у — р и у  — р', выведенныя 
изъ уравнешй (1) и (2), то коэффищенты при da и da исчезнуть въ силу уравне- 
шй (1), (2) и (3).

Итакъ, выражеше дифференщальнаго коэффищента dy
dx одно и то же, будемъ ли

ш

мы разсматривать, въ уравнети (4), а и а' какъ пвремениыя, или какъ постоянный. 
Отсюда следуетъ, что касательная къ геометрическому месту точекъ Р  совпадаетъ 
съ касательною къ кругу, представляемому уравнешемь (4), когда въ этомъ послед- 
немъ а, р, а', р' принимаются за постоянный
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З а м ъ ч а ш е , о т н о с я щ е е с я  к ъ  п р е д ы д у щ и м ъ  з а д а ч а м ъ

§ 87. Всемъ предыдущимъ задачамъ можно придать одну общую форму: точки 
одной кривой Е выводятся иосредствомъ некотораго определенна™ построешя изъ 
точекъ и касательныхъ другой кривой 8; зная касательную въ данной точке кривой 8, 
найти касательную въ соответственной точке кривой Е.

Задача решена въ частныхъ сдучаяхъ, приведенныхъ въ качестве примеровъ, 
но изъ этого не следуетъ, что реш ете всегда возможно. При случайномъ выборе 
ностроетя, съ помощью котораго точки кривой Е выводятся изъ точекъ и касатель
ныхъ кривой 8, касательная къ кривой Е не будетъ определена, когда будутъ даны 
только соответственная точка S  и касательная въ этой точке. Если это и было воз
можно въ разсмотренныхъ частныхъ примерахъ, то только потому, что примеры были 
выбраны надлежащимъ образомъ.

Въ § 84-мъ для двухъ задачъ было разъяснено, къ чему относится то упрощеше, 
которое появилось въ р£шети; покажемъ, почему искомый результатъ невозможенъ 
вообще.

Пусть х , у будутъ координаты некоторой точки кривой S  и р —угловой коэффи- 
щентъ касательной въ этой точке; называя черезъ x v у1 координаты соответственной 
точки кривой Е, можемъ написать, по определешю этой кривой, что

=  F  («, 1
У г =  ?  (*, р), \

где F  и 9 суть две функщи, вытекаюпця изъ данныхъ условШ. Изъ равенствъ (1) вы- 
водимъ: *

следовательно,

dx

dy,

c£F
dx
dy
dx

dx

dx

dF
dy
do

dy dF
dp dp,

dy dy +  Tp dp’

dy , dy dy , dy dp
dyx__dx 1 dy dx
dx j

+
dF . dF dy ■ 
dx *” ^л‘ /lr‘

dp dx_ 
dF dp

dy dx 1 dp dx

j dy dp 
I /7*1dy 1 dp dx

d F ,  dF 
dx ' P dy i -

dF dp
dp dx

Отсюда видно, что -J—, угловой коэффищентъ искомой касательной, содержитъ не 

только х, у ъ р, какъ въ разсмотренныхъ частныхъ примерахъ, но еще и а это

значить, что когда задается точка кривой 8  и касательная въ этой точке, то каса
тельная въ соответственной точке кривой Е всё-таки останется, вообще, неопреде
ленною.



79

К а с а т е л ь н ы я  к ъ  к р и в ы м щ . о т н е с е н н ы м ъ  к ъ  п о л я р н ы м ъ  к о о р д и н а т а м ъ  

§ 88. Когда кривая задана уравнетемъ въ полярныхъ координатахъ:

* > ,  р ) = 0 ,

то можно легко определить въ каждой точке направлеше ея касательной. Пусть М  
будетъ данная точка на кривой, имеющая координаты со и р, а М '—ближайшая къ 
ней точка на той же кривой. Ведемъ рад1усы-векторы ОМ, ОМ' и изъ точки О, какъ 
изъ центра, ра^цусомъ ОМ описываемъ дугу круга МР, оканчивающуюся на рад1усе- 
векторе ОМ'. Очевидно, можемъ написать:

О М =  р, arc Ж Р =  о ( Ы .

Кроме того, такъ какъ М 'Р  есть безконечно-малое приращеше р, то оно можетъ быть 
принято (§ 46) за dp. Далее, изъ треугольника ММ'Р  видно, что

МР  _  sin  ММ'Р 
М 'Р  sin  М 'М Р ’

въ пределе же, когда равно р ~  и треугольникъ М М 'Р  — прямоугольный,
. sin ММ'Р  „ Т7 .отношеше ^тМ'МР ооратится въ тангенсъ угла V, составляемаго рад1усомъ-векторомъ

съ направлетемъ касательной въ сторону увеличешя угла со. Итакъ.

tang V =  р

Когда кривая отнесена къ полярнымъ координатамъ, то иногда подъ именемъ 
касательной, нормали, подкасательной, поднормали подразумевают четыре следую- 
щихъ лиши .

Проведемъ черезъ полюсъ О перпендикуляръ къ paдiycy-вeктopy ОМ; пусть Т  
есть пересечете этого перпендикуляра съ касательною и N —пересечете его съ нор
малью, построенными въ точке М; тогда М Т  называется к а с а т е л ь н о ю , . M N — н о р 

м а л ь ю ,  0 1 —п о д  к а с а т е л ь н о ю  и O N — п о д н о р м а л ь ю .

Вычислеше этихъ' четырехъ литй  не представляетъ никакихъ затруднешй.
Пишемъ:

§ 89. Какъ приложеше предыдущихъ формулъ, определимъ касательную К ъ  ло- 
гариемической спирали, уравнете которой есть

р =  ает ф ,



Пишемъ:
d<o

а е п ш  — —— 
тае,,,ш

1tang V  —

следовательно, уголь V — постоянный, имеющей тангенсъ — . Такиыъ образомъ, лога-

риемическая спираль пересекаетъ подъ постояннымъ углоиъ рад1усы-векторы, исхо
дящее изъ неподвижной точки. При т  =  0 уголь V —' прямой и логариемическая спи
раль обращается въ кругь.

Воспользуемся полярными координатами для решешя еще следующей задачи. .
З а д а ч а  VIII. —  И з ъ  н е п о д в и ж н о й  т о ч к и  О, н а х о д я щ е й с я  въ  п л о с к о с т и  к р и в о й  S ,

п р о в е д е н ы  к ъ  э т о й  к р и в о й  р а д  ( у с ы - в е к т о р ы -  и  п р о д о л ж е н ы - ,  к а ж д ы й ,  н а  п о с т о я н н у ю

д л и н у  I • н а й т и  к а с а т е л ь н у ю  к ъ  к р и в о й  - п р е д с т а в л я ю щ е й  г е о м е т р и ч е с к о е  м г ь е т о  п о -
♦

л у ч е н н ы х  г- т а к и м .ъ  о б р а з о м ъ  т о ч е к ъ .

Отнесемъ къ полярнымъ координатамъ и примемъ за полюсь неподвижную 
точку О. Если уравнеше данной кривой есть

? = ? ( “)>

то уравнеше кривой, получаемой изъ данной, будетъ:

р= <р о )  + 1 ■
%

Очевидно, что поднормаль выражающаяся черезъ им^етъ одно и то же зна

чение для обеихъ кривыхъ, такь что нормали въ соответственныхъ точкахъ сходятся *

Черт. 19.

на перпендикуляре къ радоусу-вектору, проведенному черезъ точку О; отсюда выте- 
каетъ весьма простое цоетроеше для нормали, а, следовательно, и для касательной.

Въ самомъ деле, для получешя нормали въ точке М '  кривой 2 достаточно про
вести нормаль въ точке М  къ кривой S  и соединить М '  съ точкою поресечешя зтой 
нормали съ перпендикуляромъ O N  къ радоуеу-вектору О М И 1.

§ 90. Вилл1амъ Робертсъ (William Roberts) заметилъ, что если положить
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где р и со п^едставляютъ поляр ныл координаты точекъ кривой, то

<%ю_ / da*1
pH f ~ p i p

и, следовательно, кривая, точки которой имеютъ координаты р' и со', и предположен
ная кривая пересекаготъ соответственные рад1усы-векторы подъ однимъ и темъ же 
угломъ. Отсюда вытекаетъ способъ получать изъ двухъ данныхъ кривыхъ две друпя 
кривыя, пересекаюшдяся подъ темъ же угломъ, какъ и первыя.

Папр., прямыя, уравнешя которыхъ суть

pCOSw =  a, р COS (со — <р):=(3,

где а и р—произвольны, a v обозначаетъ постоянный уголъ, очевидно, пересекаются 
подъ угломъ <р. Отсюда заключаемъ, что кривыя, представляемый уравнешями:

Pw COS nco =  а п, pw COS (/гео —  <p) =  pnj

всегда пересекаются подъ угломъ <р, каковы бы ни были значешя, приписываемый 
а и р. Полагая п =  2, получаемъ следующую теорему:

Система равнобочныхъ, концептрическихъ и сходственно расположенныхъ гипер- 
болъ перестшется другою системою такихъ Dice гиперболъ подо постоянпымъ угломъ, 
вдвое бблъшимъ угла, образуемого осями обгьихъ система.

При w =  у  кривыя обращаются въ параболы съ однимъ и темь же фокусомъ

и мы получаемъ следующую теорему:
Вегь параболы съ однимъ и тгьмъ лее фокусомъ и общею осью пересгькаются пара

болами съ птмъ лее фокусомъ,- но съ другою осью, подъ угломъ, равпымъ половить угла, 
составляемого осями обгъихъ системъ кривыхъ. * *

Робертсъ вывелъ изъ своего замечашя большое число теоремъ; некоторый изъ 
нихъ приведены въ качестве упражненШ въ конце этой главы.

К а с а т е л ь н ы я  к ъ  к р и в ы м ъ  двоякой К Р И В И З Н Ы

§ 91. Пусть ср(х, у , г) =  0, ф(я, у , *0 =  Обудутъ уравнешя кривой двоякой кри
визны; отыщемъ касательную къ ней въ данной точке.

Касательная есть пределъ прямой, соединяющей две безконечно-близгая точки, 
и мы знаемь (§ 13), что можно безъ изменешя этого предела заменить одну изъ 
разематриваемыхъ точекъ другою, находящеюся отъ первой на безконечно-маломъ 
разстояши второго порядка. Итакъ, если х1 у, z — координаты первой точки, то 
можно координаты второй принять равными х -f- dx, y~\~dy, z-{-dz; въ самомъ деле, 
известно (§ 46), что dy и dz отличаются отъ истинныхъ приращешй у и з только 
на безконечно-малыя второго порядка.

ДИФФЕРЕНЩ АЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕШ Е И
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Если t, щ v обозначаютъ координаты какой-нибудь точки прямой,# соединяющей 
две точки, координаты которыхъ суть х, у , z, y-\-dy, z -]- dz, то уравнешя
этой прямой будутъ:

t — х __и —у __ у—z
d x  ~ ~  d y  d z

Итакъ, чтобы получить въ конечномъ виде уравнешя касательной, достаточно 
найти три конечныхъ количества, пропорщональныхъ dx. dy, dz, и написать, что эти 
количества также пропорщональны I— х, и — у , v — z. По мы уже выше (§ 62) на- 
шли, что

d x  d y  ___ d z
d y  d b d y d y  d y  dfy d y  d b d y  d b
d z  d y d y  d z d x  d z  d z  d x d y  d x d x  d y

следовательно, уравнешя касательной будутъ:
•

t — X u — y _  v  — z
d y  d b d y  d b d y  d b  d y  d b ~  d y  d'b d y  d b
d z  d y  d y  d z  d x  d z  d z  d x  d y  d x  d x  d y

Иногда этимъ уравнешямъ придаютъ другой видъ, съ которымъ не мешаетъ 
ознакомиться. Они выражаютъ пропорщональноеть между разностями t —х, и — у , 
v — з и дифференщалами dx, dy, dz; съ другой же стороны, известно, что эти диф- 
ференщалы удовлетворяютъ уравнешямъ:

поэтому, уравнешя:

d f  d r  _ | _  d f  

d x  a x  +  d y

11**

•
s

i
*

+

II 0 4#

h - d x -

d x  +  d y

=  0;

1

•

+

*
|

*

1 -*)=o,

2 * -

1

+

£
.
1
 s

v.
«5;

 
|-
<=
-

'
i
' 1 — г ) = 0

выражаютъ, что разности t — х, и — у , v — 0 имеютъ те же отношешя, какъ и диф
ференциалы dx, dy, dz; иначе говоря, что эти разности и дифференщалы соответ
ственно пропорщональны. Отсюда заключаемъ, что уравнешя (1), представляюпця две 
плоскости, будутъ въ то же время и уравнешями касательной.

§ 92. Уравнения касательной къ кривой приводятъ безъ затруднен^ къ уравненш 
нормальной плоскости. Чтобы получить эту плоскость, достаточно, въ самомъ деле, 
заметить, что она проходить черезъ точку, координаты которой суть х , у , z , и что
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она перпендикулярна къ касательной. Следовательно, уравнеше этой плоскости мы 
напишемъ, по формуламъ аналитической герметрш, въ такомъ виде:

(t — x )d x - \- (u — y)dy-\-(y  — z)dz =  0,

где dx, dy, dz должны быть заменены функщями имъ пропорцюнальными. Это урав- 
неше можно доказать и непосредственно. Пусть t, и, v будутъ координаты какой- 
нибудь точки пространства; разности t — х , и — у , v — z пропорщональны косинусамъ 
угловъ, составляемыхъ съ осями прямою, соединяющею эту точку съ данною точкою 
на кривой, координаты которой суть х, ?/, z. Но с/х, dy, dz пропорщональны косину
самъ угловъ, составляемыхъ касательною къ кривой съ теми же осями; следова
тельно, услов1е, чтобы эти два направлешя были взаимно-перпендикулярны, т.-е. чтобы 
точка /, U) v принадлежала нормальной плоскости, выражается какъ разъ уравнешемъ:

(/ — x )d x -\- (u  — y)dy-\-(y  — z)dz =  0.

К р и в ы я  н а  п г а р ъ

§ 93. Изучеше кривыхъ, нанесенныхъ на шаре, привело математиковъ къ инте- 
реснымъ результатамъ, аналоия которыхъ со свойствами плоскихъ кривыхъ достойна 
замечашя. Мы ограничимся здесь указашемъ на систему обычно употребляемыхъ 
координатъ для определешя точекъ шаровой поверхности и на способъ получешя ка
сательной къ кривой, заданной уравнешемъ въ двухъ координатахъ произвольной ея 
точки.

Выбираемъ на шаре точку Р  и называемъ ее полюсомъ; тогда большой кругъ, 
плоскость котораго перпендикулярна къ рад1усу, проведенному въ точку Р, получаетъ 
назваше экватора; болыше круги, проходяпце черезъ точку Р, получаютъ назваше 
мерид'шиовъ, а малые круги, плоскости которыхъ параллельны экватору, назваше па
раллелей. Точки шаровой поверхности будутъ определяться мерид1аномъ и параллелью, 
на которыхъ оне находятся; мерид!анъ задается угломъ <р, который онъ составляетъ 
съ неподвижщымъ мерид1аномъ, а параллель—ея разстояшемъ до полюса, считая по 
дуге большого круга. При измененш <р отъ 0 до 2тс и О отъ 0 до тс будутъ опреде
лены все точки шаровой поверхности. Эта система, очевидно, равносильна употре
бление географическихъ широты и долготы на земной поверхности, при чемъ <р бу- 
детъ обозначать долготу и 6— дополнение до широты.

Пусть некоторая кривая задана соотношетемъ F  (0, <?) =  0 между координатами 
ея точекъ. Назовемъ две смежный {черт. 20) точки черезъ М  и Ж'; изъ точки Р, 
какъ полюса, сферическимъ рад1усомъ РЖ  (т.-е. ВЬ) опишемъ малый кругъ ММХ. 
Треугольникъ ММ,М1 можетъ быть принять за шгосюй и, следовательно,

. -art ММ!tangx¥ —

11*
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где М ' есть уголь, составляемый кривою съ дугою большого круга ГМ'. Далее,

Мх№  — Rdb,
М М Х — R  sin Ocfop;

первое изъ этихъ уравнешй—очевидно, второе же вытекаетъ изъ того, что ММг есть 
дута, соответствующая углу do въ круге рад1уса -Rsin6. Значить,

tang М' Ш  __ 1 №
JRsin9d<p sin9 d<o *

Если черезъ М ' проведемъ большой кругъ М 'Q, нормальный къ разсматриваемой 
кривой, и опустимъ на него изъ точки Р  перпендикулярную дугу большого круга 
PQ, то сферичесшй треугольникъ PQM' дастъ:

=  sin 0 cos Ж '.

У р а в н е ш е  ПЛОСКОСТИ,  КАСАТЕЛЬНОЙ КЪ ПОВЕРХНОСТИ

§ 94. Дано уравнеше поверхности въ прямолинейныхъ координатахъ:

* =  ?(*> У)-
*

Исходя изъ точки этой поверхности, имеющей координаты ж, «/, я, припишемъ х  и у 
безконечно-малыя приращешя dx и dy\ тогда соответственное приращеше я, какъ мы 
видели (§ 54), можетъ быть принято, если отбросить безконечно-малыя второго по
рядка, равнымъ

dz j  , dz j
~aZdx+ l t o dy’

где dz и dz частныя производныя отъ я, когда х  и у принимаются въ после-dx “ dy
довательномъ порядке за постоянныя.

Поэтому, вокругъ точки, координаты которой суть х, у , g, и на безконечно-ма- 
ломъ разстояши отъ этой точки приращеше для z можетъ быть разсматриваемо, какъ 
линейная функция отъ приращешй х  и у; итакъ, называя черезъ t, и> v координаты
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точки, находящейся на поверхности въ безконечно-маломъ разстоянш отъ точки 
х у у. я и отбрасывая безконечно-малыя второго порядка, пишемъ:

+  (О

Это уравнете, будучи первой степени относительно t, и , v, представить плос
кость, которая, очевидно, проходить черезъ точку х, у , г и для безконечно-близкихъ 
точекъ находится на безконечно-маломъ разстоянш второго порядка отъ разсматри- 
ваемой поверхности.

Докажемъ, что эта плоскость содершитъ касательную ко всякой кривой, нане
сенной на поверхности и проходящей черезъ данную точку. Черезъ эту точку Му ко
ординаты которой суть Ху у , ву ведемъ по поверхности кривую Р, и пусть яа этой 
кривой точка М' будетъ смежная точке Му координаты которой суть t} и у v. Каса
тельная къ лиши Р  есть предЬлъ прямой ММ ', но мы видели (§ 13), при опреде
лены этого предала, что точку М' можно заменить всякою другою точкою, находя
щеюся отъ нея на безконечно-маломъ разстоянш второго порядка, и, следовательно, 
заменить точку М' поверхности точкою плоскости (1), координаты которой, парал
лельный х и Уу суть t и Uy третья координата v, на основаны предыдущего, изме
нится лишь на безконечно-малую второго порядка. Но после такого перенесешя точки 
М' прямая ММ' будетъ строго расположена въ плоскости (1), то же относится и къ 
ея пределу; значить, касательная въ М  къ кривой Р, т.-е. къ какой-угодно кривой, 
проведенной по поверхности черезъ эту точку, расположена въ плоскости (1).

Если уравнете поверхности задано въ виде:

F (z , у, ё )=  О,

то нужно, чтобы воспользоваться уравнешемъ (1), вычислить

помощи формулы
dF
dx\
dF | dF dz 
dy * dz dy

dF dz 
\ 1 dz dx+ 0,

0;

сначала при

тогда уравнете касательной плоскости приметь виды

g ( * - * )  +  § 4 « - y ) + 5 ( * - * ) = ° .  (2)

Тотъ же самый результата можно получить съ помощью формулъ, данныхъ въ 
§ 91-мъ при определены касательной къ кривой двоякой кривизны. Въ самомъ деле, 
разсмотримъ на данной поверхности, уравнете которой есть F (х , у, з) =  0, кривую, 
получающуюся отъ пересечешя этой поверхности съ другого, которая проходить че
резъ разсматриваемую точку (х , у у я) и уравнете которой есть <р (#, г/, з) =  0. Мы
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видели (§ 91), что касательная къ этой кривой можетъ быть выражена системою 
уравнешй:

( t - -* > § ■ + < * - - у ) «8*
1 S + 'сГ 1 г»

ОII1

( 1 )

( l- -у ) £ + < » - ( 2 )

Если вторую поверхность заменить другою, подчиненною лишь тому условно, 
что она проходить черезъ данную точку, то кривая пересечешя можетъ принять все 
положешя на первой поверхности и касательная станетъ перемещаться; уравнеше 
же (1), оставаясь безъ изменешя, представить плоскость, изъ которой эта касательная 
не выходить, а такая плоскость есть именно касательная плоскость, найденная выше 
другимъ путемъ.

У р а в н е ш е  н о р м а л и

§  9 5 .  Когда известно уравнеше касательной плоскости, то не трудно составить 
уравнешя нормали. При прямоугольныхъ осяхъ нормаль образуетъ съ осями углы, 
косинусы которыхъ пропорщональны коэффищентамъ уравнешя касательной плоскости; 
эта прямая проходить черезъ точку (#, г/, z) и уравнешя ея, поэтому, будутъ:

t — х  и —у __V — Z
dF
dx

dF
dy

dF
dz

( i )

Если уравнеше поверхности задается подъ видомъ: 

то уравнешя нормали выражаются следующимъ образомъ:

t — х __и — у
dz 
dyi s  (

V —  z
~ T ~ ’ (2)

т.-е.

t —  —  z)

и у + ( * — *)

dz
dx
dz
~dy

0,1
1

o-J
(3)

§ 9 6 .  Въ каждой точке поверхности, уравнеше которой ес.тьJ  F (х, у , z) =  О, 
можно различать для нормали два противоположныхъ другь другу направлешя: внеш
нее и внутреннее. Впгьшпее направлены есть направлеше къ точкамъ пространства, 
для которыхъ

F  ( X, у, г) >  О,

а внутреннее направлены есть направлеше къ темъ точкамъ, для которыхъ, наоборотъ,

F  (ж , у, <  0 .
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Для угловъ А, р., v внешней нормали съ осями координатъ всегда

cos А
+

dF
dx

v m + m + m "

Въ самомъ д'Мз,

порщональны dF
dx’

dF
dy ’

изъ уравнешй (1) § 95-го ясно, что веб • три косинуса про- 

а такъ какъ сумма ихъ квадратовъ равна единиц^, то ихъ

значешя или равны, или равны, но противоположны по знаку, значешямъ, которыя 
мы только-что выписали. Назовемъ теперь черезъ е безконечно-малую длину, отло
женную на внешней нормали. Координаты конца этой длины будутъ:

Х-\-е COS А; у  - |- £ COS р, Z -j- е COS у,

и мы можемъ написать, пренебрегая безконечно-малыми второго порядка,

F  (х -j- е cos А, у  —j— s cos \1, z-{-e cos v) — F (ж, y3 z)
dF dF

S scosX+ i - ecoS!t+ w scosv-

Но по предположение

и кромЗз того

F(®, у, з) — 0

cos V
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следовательно,

F  ( х - \ -  e  c o s X ,  у

Если нормаль имеетъ внешнее направлете, то первая часть последняго равенства 
положительна и, значить, во второй части надо взять верхшй знакъ, а это требуетъ 
того же знака и въ предыдущихъ уравнешяхъ.

§ 97. Такъ какъ формулы, даюшдя направлеше нормали къ поверхности, имеютъ 
весьма важное значеше, то не будетъ безполезнымъ доказать ихъ прямо, независимо 
отъ уравнешя касательной плоскости.

Пусть
F (ге, у, «) =  0

будетъ уравнение поверхности. Такъ какъ при переходе отъ точки этой поверхности, 
координаты которой суть х ,  ?/, *, къ смежной точке, координаты которой суть - x - \ - d x ,  

. у  d y ,  z  d z ,  функщя F  должна оставаться равною нулю, то безконечно-малое при- 
ращеше F  будетъ равно нулю, и мы можемъ написать:

Въ этомъ уравненш отброшены безконечно-малыя второго порядка, и оно спра
ведливо, если d x ,  d y  d z  строго равны, какъ мы предположили, безконечно-малымъ 
приращешямъ х ,  у  и z \  но оно строго точно, если при d x  и d y , представляющихъ 
приращетя х  и у ,  d z  равенъ дифференщалу отъ z ,  который отличается, какъ мы 
знаемъ (§ 53), отъ приращешя z  лишь на безконечно-малую второго порядка.

Йтакъ, уравнете (1), которое вполне точно, доказываетъ, что прямая, образую
щая съ осями углы, косинусы которыхъ пропорцюнальны dF_

d x ’

dF_ 
d y 9

dF
dz’ перпендику

лярна къ прямой, образующей углы, косинусы которыхъ пропорщональны d x , d y , d z \  

такъ какъ это последнее направлеше представляетъ прямую, соединяющую две без- 
конечно-близшя точки поверхности, то оно темъ самымъ будетъ направлен1емъ какой- 
угодно изъ ея касательныхъ; следовательно, первое направлеше есть направлете пря
мой, перпендикулярной ко всемъ касательнымъ, т.-е. направлеше нормали.

О П Р Е Д Ф Л Б Н 1 Е  НФКОТОРЫХЪ К А С А Т Е Л Ь Н Ы Х Ъ  ПЛОСКОСТЕЙ

§ 98. Приложимъ предыдущая формулы къ некоторымъ примерамъ.
Примерь I.— Ищемъ касательную плоскость къ поверхности, выражаемой урав- 

нешемъ:
x — a z —  у(у  —  b z ) ~  0.  ( 1)



Уравнеше касательной плоскости, по предыдущимъ формуламъ, будетъ:

I — х — (и — у)<?'(у — bz) — [а — Ьъ'(у — bz)](v — z) =  0.

89

Косинусы угловъ, составляемыхъ нормалью съ осями координатъ, пропорщо- 
нальны

1, — <?', — а~1~Ъ(р'
и такъ какъ

а —J— (— ) Ь —|— (2кр — d) ■— О,

то нормаль къ поверхности перпендикулярна къ прямой, уравнешя которой суть

х  —  ая, у  —  Ья,

и, следовательно, касательная плоскость параллельна этой прямой.
Уравнеше (1) представляетъ, действительно, цилиндрическую поверхность,-про- 

изводянця которой параллельны прямой x =  az, у — Ья, и касательная плоскость, со
держащая всегда производящую, должна быть, какъ мы и нашли, параллельна этой 
прямой.

Прим%ръ II.—Разсмотримъ, во-вторыхъ, поверхность, уравнеше которой есть

ах +£>*/ +  3 =  9 (х1 +  +  2s)- (1)

Касательная плоскость выразится уравнешемъ:

(t — х) (а — 2х<р') -f- (м — у) (Ь 2 # < р ') +  ( »  —  г )  ( 1  —  2sv') =  0 .

Уравпеш1я нормали будуть:

t — X __ и — у  __ V  — я
а — 2хср' Ь — 2уу1 ‘ 1 — 2яф' *

Поверхность, представляемая уравнешемъ (1), есть поверхность вращешя вокругъ 
прямой, уравнешя которой суть-

t — av} 
и — bv.

TeoMeTpin показываетъ, что эта прямая nepec/Ькается со всеми нормалями къ 
поверхности. Это, впрочемъ, не трудно поверить по пхъ общему уравнение, найден
ному выше.

Въ самомъ деле, если въ уравнешяхъ (2) заменить t черезъ av и и  черезъ bv, 
то они примутъ видъ:

av — х __ bv — у __ v — я
а  —  2х<р' Ъ —  2 */<р' 1 —  2 # f'

и будуть удовлетворяться при

V

ДИФ Ф ЕРЕИЩ АЛЬПОЕ ИО'Ш СЛЕШ Е

_1_
2<р’ *

12
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§ 99. Решимте», наконецъ, нисколько задать, въ которыхъ требуется найти каса
тельную плоскость къ достаточно определенной поверхности, уравнение которой, однако, 
не задано.

Задача I.— О п у щ е н о  и з ъ  т о ч к и  О п е р п е и д и к у л я р ъ  OF н а  к а с а т е л ь н у ю  п л о с к о с т ь  к ъ  

п о в е р х н о с т и  S ,  з а д а н н о й  с  я  у р а в н с т с м ъ ;  н а й т и  к а с а т е л ь н у ю  п л о с к о с т ь  к ъ  п о в е р х 

н о с т и  2, о п и с а н н о й  о с н о в а т е м ъ  Р  э т о г о  п е р п е н д и к у л я р а .
Пусть х, у,  ̂ будутъ координаты точки поверхности &; уравнеше плоскости, ка

сательной въ этой точке, будетъ:

V
г*

перпендикуляру опущенный изъ начала координатъ на эту плоскость, 
Зфавнешями:

выразится

Если изъ уравнений (1) и (2) исключить dz_

d x
и d z

d y
•, то получится соотношеше

(v — z) V +  (t —  x) t +  (u —  y ) u —  0

между координатами ж, у , 0 точки М  поверхности S  и координатами £, и , v соответ
ственной точки Р  поверхности 2.

Дифференцируя это уравнеше, находимъ:

(2v —  z)dv - (- (21 —  x)dt- j- (2гс — у) du —  vdz —  tdx —  udy =  0.

Кроме того,
tdx - f -  udy - f -  vdz =  0 .

Действительно, t, и, v пропорцюнальны косинусамъ угловъ, составляемыхъ съ осями 
перпендикуляромъ, опущеннымъ изъ начала координатъ на плоскость, касательную къ 
поверхности S  въ точке Ж, a dx, cly, dz пропорцюнальны косинусамъ угловъ, соста- 
вляемыхъ съ осями лишей, соединяющей, на этой поверхности, точку х , у , z съ без- 
конечно-близкош точкою, и ясно, что эти два направлешя взаимно-перпендикулярны. 
Уравнеше (4) приводится, следовательно, къ

(21 — х) dt +  (2и — y)d u -f- (2v — z) dv =  0. (5)

Полученное уравнеше доказываете», что прямая, составляющая съ осями углы, коси
нусы которыхъ пропорцюнальны dt, du, dv, т.-е. всякая касательная къ поверхности 
2 въ точке Р, перпендикулярна къ прямой, составляющей углы, косинусы которыхъ 
пропорцюнальны (21— х ), (2и — у), (2v — z \  т.-е. къ прямой, соединяющей точку, ко
ординаты которой суть I, щ v, съ точкою, координаты которой суть ~ , Цг, ~  . ОтсюдаZ Z Z
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вытекаетъ, что нормаль къ поверхности £ проходить, какъ было доказано вь § 14-мъ,
X 'll Zчерезъ середину прямой OiY, координаты которой суть —, у .

З а д а ч а  II.— Опущепъ изъ точки О перпендикуляр о па плоскость, касательную къ 
поверхности S, заданной ея уравистемъ и этотъ перпендикуляръ ОР продолжеиъ до точки 
Q такой, что

OP.OQ =  a \

гдчъ а есть данная литя. Найти плоскость, касательную къ поверхности £ ,  геометри
ческому мгьсту точекъ Q.

Пусть М  есть точка касашя плоскости, касательной къ поверхности S, и 
х , у , z  — ея координаты. Уравнеше касательной плоскости будетъ:

v z dz
(*— ■ »)

dz
dy

перпендикуляръ OP, какъ и въ предыдущей задача, выразится уравнешями:

Следовательно, называя черезъ xv  y v z 1 координаты точки Q, будемъ иметь:

, dz
о ,  Vi +  *,

dz
dy О,

OQ2 — ^i2 +  ^ i2+ ^ i
a

OP2
4 - + © , + ( | п

- » r
dz
dxХ — + У

dz
~dy

Исключая изъ полученныхъ уравненШ dz dz
Тх  И ф  ’ н а х 0 д и м ъ

хх х +  уу1 +  гг, =  а2.

Какъ сейчасъ увидимъ, достаточно одного этого уравнешя для определешя искомой 
касательной плоскости. Въ самомъ деле, дифференцироваше даетъ:

но
О =  xdxt +  ydyx +  zdzx -f- xxdx +  yxdy -|- zxdz,

x tdx -f* yydy -j- dz =  0,

потому что линiя OP составляетъ съ осями углы, косинусы которыхъ пропорщональны 
х1, у ХУ8х и, кроме того, будучи перпендикулярной къ плоскости, касательной къ дан
ной поверхности, она образуетъ прямой уголъ съ ли шей, касательной къ поверхности 
S, а эта последняя лишя составляетъ съ осями углы, косинусы которыхъ пропорщо
нальны dx, dy, dz.

1 2 *
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Следовательно, уравнеше (4) приметь видь:

О — x d x x +  y d y l - f  - z d z x (5)

и выразить, что прямая, составляющая съ осями углы, косинусы которыхъ пропор
циональны d x lt d y v  d z ^  перпендикулярна къ прямой, косинусы угловъ которой съ 
осями пропорцюнальны х , у , -г, т-е. что всякая касательная къ поверхности, служа
щей геометрическимъ местомъ точекъ Q, перпендикулярна къ прямой ОМ, соединяю
щей начало О съ соответственною точкою М  поверхности S. Значить, искомая каса
тельная плоскость перпендикулярна къ лиши ОМ, что вполне согласуется съ найден- 
нымь раньше (§ 14) результатомъ.

§ 100. Реш ете двухъ предыдущихъ задачъ представляютъ замечательное упро- 
щеше. тесно связанное съ однимъ общимъ для нихъ геометрическимъ обстоятельствомъ; 
это упрощеше также имеетъ место во всехъ задачахъ, заключающихся въ следую
щей общей задаче:

З а д а ч а  III.— Т очки  поверхности £  выводятся по некот ором у произвольному, но 
вп о лн е  определенном у, закону изъ касатсльныхъ плоскостей къ данной поверхност и S; 
найт и  касат ельную плоскость въ т очки  поверхности  £.

Пусть х , у , z будутъ координаты точки поверхности $ ;  уравнеше плоскости, ка
сательной въ этой точке, будетъ:

v — z ~ ( t  х) £ + < • - » >
d z . 
dy

Координаты x v  y v  z\ соответственной точки поверхности I  являются, по предполо
жение, заданными функщями отъ коэффищентовъ этого уравнешя; следовательно,
полагая

будемъ иметь:

откуда

Но изъ уравнешя:

dz dz
d x ' С

Ч

иi
^

z - -p x  —-qy =  u,

:= ?, (p, q, u),
Jhz=  2> « ) .

'
=  < ? » ( ? >  2. u\ ■

II

£
 a

 
n dp — } —

dfi
du du,

II_ dp dp -f- t  +
d<? 2
du du,

IIy-i
**^

5 ii dp - f - du du.

u =  z — рх — qy ч

выводимъ:
du =  dz— pdx — qdy — xdp — ydq,
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следовательно,

d z  =  p d x  -[- q d y , 

d u  =  —  x d p  — y d q \

Исключая изъ этихъ уравнешй d p  и d q ,  находимъ соотношеше вида:

A d x x - \ -  B d y x - |-  C d z x — О,

изъ котораго заключаемъ такъ же, какъ мы это сделали для уравнешй (5) въ зада- 
чахъ I и II, что нормаль къ поверхности Е въ точке x v  y v  z x составляетъ съ осями 
углы, косинусы которыхъ пропорцюнальны А ,  В ,  С .

Успфхъ метода, какъ видимъ, зависитъ отъ того, что можно безъ новыхъ диф- 
ференцировашй составить соотношеше первой степени между d x i , d y v  d z v  потому что 
d u  выражается въ функция отъ d p  и d q .  Можно заметить, что такъ какъ значен!я 
d x v  d y v  d z x содержатъ только d p  и d q , то плоскость, касательная къ поверхности Е, бу- 
детъ та же, какъ и въ томъ случае, если бы плоскость, изъ которой выводятся точки 
этой поверхности, изменяла бы свое направлеше, постоянно проходя черезъ одну и 
ту же точку М \  действительно, р  и q  суть угловые коэффищенты уравнешя плоскости, 
а изменешя d x ,  d y , d z  координатъ точки касашя совершенно исчезли въ окончатель- 
номъ результате.

Этотъ результата согласуется съ темъ, что уже было сказано въ § 14-мъ.
§ 101. Когда точки поверхности выводятся изъ точекъ и касательныхъ плоско

стей въ этихъ точкахъ другой поверхности, то касательная плоскость въ какой-нибудь 
точке составленной такимъ образомъ поверхности не всегда можетъ быть выведена 
изъ заданныхъ точки и касательной въ ней плоскости къ первообразной поверхности. 
Впрочемъ, мы приведемъ два примера, где это возможно.

Задача IV.— Н а  п о р м а л я х ъ  к ъ  д а н н о й  п о в е р х н о с т и  В  о т ъ  р а з л и ч н ы х ъ  т о ч е к ъ  э т о й

п о в е р х н о с т и  o n u o o i c c u a  п о с т о я н н а л д л и н а  I ; н а й т и  н о р м а л ь  к ъ  п о в е р х н о с т и  Е, п р е д

о т с е л я ю щ е й  г е о м е т р и ч е с к о е  ш ь с т о  п о л у ч е н и ы х ъ  т а к и м ъ  о б р а з о м ъ  т о ч е к ъ .

Пусть я, у , # будутъ координаты точки поверхности В; а, (3, у—углы, которые 
нормаль въ этой точке образуета съ осями, и x v  y v  z x—координаты конца длины /, 
отложенной на этой нормали; очевидно, что

х х =  х  -f- Jcosa,
Vi — У +  ZcosP. 
z1= z - \ -  Zcosy*
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дифференцируя, находимъ:

dxx =  dx -(- Wcosa, 
dyx =  dy -{- Zrfcosp, 
dz ̂ -— dz —J— Idccsy.

Умножая первое изъ этихъ уравнешй на cosa, второе на cosp, третье на с- sy и склады
вая, получаемы

cosac/a^ -j- cos[Jdy1 -j- со sydz1 =  cosa dx -j- cos fidy -f- cosy dz
-f- Z(cosadcosa - j-  cos?deosj3 -\- cosydcosy) ( l )

А такъ какъ

COS2a -|- C0S2(3 -\- COS2? =  1,

что после дифференцировашя даетъ:

cosarZcosa -|- cosPcZcosp -J- c< syrfcos? =  0,

и, кроме того,

cosadx -j- cos$dy -(- cosydz= 0,

что вытекаетъ изъ взаимной перпендикулярности направлен1й нормали и касательной 
во всякой точке поверхности S, то уравнеше (1) приметъ видъ:

cosadx1 -f- cos$dyx - |-  cosydzx =  0,

откуда заключаемы, что нормаль къ поверхности £ въ точке xv y v z l образуетъ съ 
осями утлы, равные а, р, у, и, следовательно, совпадаетъ съ нормалью въ соответ
ственной точке поверхности S. Это уже было доказано въ § 14-мъ.

Задача V.— Д а н а  т о ч к а  О  и  п о в е р х н о с т ь  S ;  с о е д и н я е м  т о ч к у  О  с ъ  п р о и з в о л ь н о ю

т о ч к о ю  М  п о в е р х н о с т и  S ;  ч е р е з ъ  p a d i y c z  О М  и  н о р м а л ь  . M N  к ъ  п о в е р х н о с т и  в ъ  т о ч к и#
М  в е д е м ъ  п л о с к о с т ь ;  в ъ  п л о с к о с т и  O M N  в о з с т а в л я е м ъ  в ъ  т о ч к и  О  п е р п в н д и к у л я р ъ . О Р  

к ъ  p a d i y c y  О М ,  р а в н ы й  п о  д л и н и  э т о м у  p a d i y c y . Н а й т и  п л о с к о с т ь ,  к а с а т е л ь н у ю  к ъ  

п о в е р х н о с т и ,  п р е д с т а в л я ю щ е й  г е о м е т р и ч е с к о е  м и с т о  т о 'ч е к ъ  Р .

Пересекаемъ поверхность S  шаровою поверхностью рад1уса О М  изъ центра О; 
не трудно заметить, что заданный въ условш задачи рад1усъ ОР, на которомъ тре
буется отложить длину О Р  =  О М , перпендикуляренъ къ плоскости, касающейся по 
производящей О М  конуса, вершина котораго находится въ О и основашемъ котораго 
служить кривая пересечешя.

Пусть х , #, z  будутъ координаты точки М >  а x v  y v  z l —координаты точки Р \  въ 
силу взаимной перпендикулярности радусовъ-векторовъ О М  и О Р  можемъ написать:

( о
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Кроме того, такъ какъ лишя ОР перпендикулярна къ производящей конуса, безко* 
нечно-близкой къ ОМ, то

x xdx --f- yxdy -|- zydz = 0, (2)

где dx, dy, dz обозначаютъ дифференщалы отъ х, у, z, если оставаться на кривой 
пересечен in шара съ поверхностью S. Если уравнеше поверхности S  есть

?(Ж, у, *) =  о,

то dx, dy, dz будутъ определяться уравнешями:

наконецъ,

dy
~dx d x + % dy+ w  dz—

xdx  -f- ydy -f- zdz =  0;

x i2 +  У 2 +  ** —  +  У2 +  ̂ 2-

(3)

(4)

(5)

Дифференцируя уравнешя (1) и (5) и просоединяя къ нимъ уравнеше (3), пишемъ:

Уравнешя же (2), (3) и (4), будучи совместны, показываютъ, что опредгьлителъ 
изъ коэффищентовъ при dx, dy, dz во вторыхъ частяхъ уравнений (6) равенъ нулю; 
иначе говоря, существуютъ такихъ три множителя, 1, п, т, что вторыя части, умно
женный на этихъ множителей, даютъ сумму, тождественно равную нулю; значить, 
толю относится и къ первымъ частямъ уравнешй, т.-е»

(тх1 — х) dxl -|- (ту1 — у) dy^ -)- (mzl — z ) d z =  0, (7)

при чемъ т  определяется изъ уравнешй:

х 1 - |-  тх -(- п

ух +  Щ  +  и

z t -[- m s - (-п

dy
dx
dy
dy
dy
dz \

каждое изъ которыхъ*есть следств1е двухъ другихь.
Какъ и въ предыдущихъ задачахъ, мы увидимъ, что, по уравнение (7), нормаль 

къ поверхности, служащей геометрическимъ местомъ точекъ x v ylf zL, образуетъ съ
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осями углы, косинусы которыхъ пропорщональны тх1 — х, ту{ — у, т,г1 — 5. Такимъ 
образомъ, предложенная задача решена. Покажемъ, на сколько изящно можетъ быть 
истолкованъ этотъ результатъ.

Разсмотримъ треугольникъ ОМК (черт. 21), составленный прямою ОМ, нор-

Р

малью M N  и лишею OF. Такъ какъ сумма проекщй боковъ треугольника на оси ко- 
ординатъ равна нулю, то

К М dy

V я1 +  У\ + / ( § H t r + (
< drf \2 
Ч dz ) j /# 2 +  У* +  &

ОКу, - г г - л гкмЛу у ОМ _
V х? +  у С- + V  Ш ‘+ ( § ) ■ + '

( \ 2 
UW

V F +  У2 +  &
OKzt

*1 / ^ 0  1 . . О  1 - о
&

/ / Лт \ 2 / \ 2 i Л  m \ 5
zOM _

*■ / Л 1 О 1 оУ dx ) + (ж +Uш,

о,

О,

0;

отсюда видно, что мы, принимая во внимаше равенство х*  -j- y 2J- z\ =  х2 -\-у2 z2,
удовлетворимъ уравнен1ямъ (8), выбравъ

Косинусы угловъ, образуемыхъ нормалью въ точке Р  съ осями, пропорщональны

х х ОМ +  хОК , у х ОМ -f- у OK, z1 ОМ -j- zOK.

Отлагая же на ОМ длину ОК' =  ОК и на продолженш OF длину ОМ' =  ОМ, видимъ, 
что эти три выражешя пропорщональны проекщямъ на оси линш К М ', соединяющей 
полученныя такимъ образомъ точки. Следовательно эта лишя К М ' параллельна иско
мой нормали, а изъ -элементарной геометрш ясно, что она же въ плоскости MOF пер
пендикулярна къ МК. Точно такой же результатъ мы нашли въ § 14-мъ.
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§ 102. Лриложимъ, наконецъ, Teopiro касательныхъ плоскостей къ определен!!© 
закона, по которому перемещается касательная плоскость къ линейчатой поверхности 
въ различиыхъ точкахъ одной и той же прямолинейной производящей.

Пусть

x =  z  <р(«) +  t(a ),

У —  г  /(«) +  F(e)

будутъ уравнешя производящей; при измененш параметра а эта производящая зай- 
метъ въ пространстве рядъ положенШ, совокупность которыхъ даетъ разсматриваемую 
поверхность. Не изменяя ни въ чемъ закона, который мы разыскиваемъ, предполо- 
жимъ, для упрощешя, что при какомъ-нибудь значенш а, напр. а =  0, производящая 
совпадаетъ съ осью .?-овъ; для этого необходимо и достаточно, чтобы

9 ( 0 )  =  о ,  < н ° )  =  0 )

/(()) =  О, F(0) =  0.

Поищемъ, какъ изменяются плоскости, касающаяся поверхности въ раздичныхъ точ
кахъ оси .е-овъ. Въ уравнешя этихъ плоскостей, какъ содержащпхъ ось г-овъ, не 
войдетъ координата, параллельная этой оси, и нельзя будетъ воспользоваться фор
мулою:

— У ) * ,

dz dzпотому что коэффищенты ^  и необходимо являются безконечно-огромными. По
этому следуетъ одне координаты заменить другими, что возможно, такъ какъ отъ 
этого ничего существенно не изменится; итакъ, возьмемъ формулу:

и — y =  {t — %) dy 
dz *

Уравнеше не должно содержать буквы v, координаты, параллельной оси г-овъ; зна 

читъ, ^  =  0. Посредствомъ вычислешя приходимъ къ тому же заключешЕО.

Чтобы вычислить , дифферендируемъ уравнешя (1), разсматривая з, какъ по 

стоянную; находимъ:

^  =  W ( e) + W e) ] ^ .
dy =  W (« )  +  F(«)] da,

dy _  * f b )  +  F;(a) 
dx Ztpf(a) -j- ф'О*) ’

13

при чемъ нужно считать <х =  0.
ДИФФЕВЕЦЩАЛШОЕ НОЧИОЛЕ111Е
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Чтобы вычислить ф  и доказать, что она равна нулю, дифференцируема, оба 

уравнетя (1), разсматривая ;г, какъ постоянную; находимъ:

О =  [W(a) +  'V\e)] da -f- tp(ot) 
dtj — [zf'(a) +  F'(a)] da -f- /'(a)

а отсюда, по исключен in da,

+  . r( ч
£cp\a) -(- <j/(a) I / v

что при a =  0 обращается въ нуль вслфдств1е сд'Ьланныхъ предположен^: <р(0) — О,
/(О) =  0.

Въ такомъ случай уравнеше искомой касательной плоскости будетъ:

полагая

и (t —  х) *f'(0) +  F(0).
*р'(0) +  ф#(0) ’

A  0 )  =  a ,  F ' ( 0 )  =  &, 

?'(°) =  Ф'(°) =  »,

видимъ, что 
формулою:

уголъ О, образуемый этою плоскостью съ

tang6 — az -)- Ъ 
m z-\-n '

плоскостью Z X , выразится

Если подставить вместо плоскости Z X  новую плоскость, образующую съ Z X  
уголъ ф, то наклонеше О' къ этой новой плоскости выразится формулою:

tang6' =  tang (0 (az j -Ь) — ta n g y (mz -j- n) 
(mz 4 -  л )  4 -  («* +  b) tang<p ’

и если уголъ <p выбранъ такъ, что

то
т - f -  a ta n g c p  =  О,

t  п у  _  (а — ш tang<p)z , (?> —  ^ tan g cp ) 
® (w -)- & tangc?) ‘ (п 4  Ъ tang<p) *

Такимъ образомъ тангенсъ угла, образуемаго касательною плоскостью съ неподвиж
ною плоскостью, проведенною черезъ производящую, выражается функщею вида

Gz +  H,

а если перенести начало координатъ въ точку оси я-овъ, ордината которой по этой 
оси есть

* — <р



то я нужно будетъ заменить суммою z  -j-У  и выражеше tangO' превратится просто въ

Итакъ, мы видишь, что таогенсъ угла, составляемаго касательною плоскостью съ не
подвижною пропорцюиаленъ разстоянйо точки касашя до точки, надлежащимъ обра- 
зомъ выбранной на производящей.

§ 103. Въ нйкоторыхъ случаяхъ постоянная G. равна нулю и самая плоскость 
есть касательная во вс'&хъ точкахъ производящей.

Поищемъ для этого необходимое услов1е и, притомъ, не только для отдельной 
производящей, но д л я  в с гё х ъ  производящихъ поверхности.

Вернемся снова къ уравнешямъ:

ж =  & ? ( а )  +  <К«), 
У =  4(*) +  F ( a ) ,

представляющимъ собою какую-угодно производящую. Чтобы касательная плоскость
была касательною вдоль всей этой производящей, необходимо, чтобы оба дифферен-dz dzщальныхъ коэффициента, и -щ, были функциями отъ одной только переменной а

и сохраняли бы одно и то же значеше, пока не изменяется а.dzВычислимъ, напр., -j-; для этого дифференцируешь оба уравнения (1), разсматри- 

вая у , какъ постоянную. Находишь:

dx — dz ср(ос) - | -  [^ с р '(а )  - | -  < |/ ( а ) ]  с /а , 

О =  dz f(a) [z f’(a)- f  F'(ct)] da,

откуда, по исклгоченш

I 1
Zy'(a) +  d/(a) 
№  +  F'(a)

Чтобы эта функщя зависела только отъ а и не зависела отъ г, должно существовать 
равенство:

П « )  ~  F  '(a)’

выражая, что не зависитъ отъ #, мы нашли бы то же самое услов!е, которое, еле
довательно, и представляетъ собою разематриваемое свойство.

Это услов1е получаетъ замечательное геометрическое истолковаше: оно показы- 
ваетъ, что производящая, уравнешя которой

X  —  Z  <р(а) - f  ’}(а),
y =  zf(a)-\-F(a),

13*
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перееЬкаетъ безконечно-близкую производящую, представляемую уравнешями:

х  =  г  <р(ос) -)- г ф'(а) da -|- ф(«) +  ф'(я) da, |
y = z s  /(а) +  zf(a )  da +  F(«) +  F '(a) * •

Мы не будемъ здесь останавливаться на следств1яхъ изъ полученнаго резуль
тата и на томъ, какъ его нужно понимать; наша цель въ настоящей моментъ—дать 
приложеше теорш касательныхъ плоскостей къ одному весьма важному классу по
верхностей.

ОгИБАЮЩ1Я КРИВЫЯ И ПОВЕРХНОСТИ

§ 104. Когда въ уравнеше кривой входитъ произвольный параметръ, то полу
чается безчисленное множество формъ и различныхъ положешй этой кривой. Огибаю
щею кривою для такой подвижной кривой называется неподвижная лишя, къ которой 
подвижная кривая остается касательною во вс'Ьхъ своихъ положешяхъ. Подвижная 
кривая, къ которой огибающая постоянно касательна, получаетъ въ такомъ случай 
назваше огибаемой кривой.

Не трудно усмотреть изъ чертежа, что огибающая представляетъ геометрическое 
место точекъ перес'Ьчешя каждой подвижной кривой съ безконечно ей близкою кривой.

Въ самомъ деле, придавая переменному параметру последовательно весьма ма
лым приращешя, мы получаемъ рядъ огибаемыхъ кривыхъ, точки пересечешя кото- 
рыхъ съ соответственно смежною каждой изъ нихъ кривою образуютъ вершины кри- 
волинейнаго многоугольника, каждая сторона котораго представитъ собою небольшую 
дугу одной изъ кривыхъ. Пределъ этого многоугольника коснется, очевидно, всехъ 
разсматриваемыхъ нами кривыхъ и пройдетъ чрезъ точки пересечешя каждой изъ 
нихъ съ безконечно ей близкою кривою.

Поэтому, чтобы найти уравнеше огибающей кривой, предположимъ, что

Ф ,  У, ®) =  0 (1)

есть уравнеше огибаемой подвижной кривой въ одномъ изъ ея положешй; уравнеше 
той же кривой въ безконечно-близкомъ положены будетъ

< ? ( ж ,  у ,  а d a )  =  0 .  ( 2 )

Л

Чтобы получить координаты точки огибающей, нужно решить совместно уравнешя 
(1) и (2). Вычитая ихъ другъ изъ друга и деля результата на da, мы получаемъ 
такое уравнеше

dy(x, у , а) _
da О, (3)

которымъ можемъ заменить одно изъ двухъ предыдущихъ. Уравнеше же геометриче-



1 0 1

скаго места полученныхъ такимъ образомъ точекъ касашя, т.-е. уравнеше искомой 
огибающей, мы найдемъ, исключая а изъ уравнешй (1) и (3).

Итакъ, уравнеше огибающей кривыхъ, выражаемыхъ уравнешемъ <?(#, у , а) =  0, 
находится посредствомъ исключешя постоянной а изъ ихъ уравнешя и его производ
ной, взятой по этой постоянной.

§ 105. Можно доказать аналитически, что результата исключешя а изъ уравнешй:

Ф> у«)
dy(x, у, а) 

da

0,

о

(1)

(2)

выразитъ собою кривую, касательную къ каждой изъ предположенныхь огибаемыхъ 
кривыхъ.

Въ самомъ деле, допустимъ, что въ уравненш (1) а заменено его значешемъ 
изъ уравнешя (2); исключеше, такимъ образомъ, будетъ сделано и получится урав
нен ie вида

Ф , У> А ) =  0) (3)

где А  обозначаетъ функщю отъ х  и у. Можно утверждать, что касательная къ кри
вой, выражаемой уравнешемъ (3), въ каждой ея точке есть въ то же время касатель
ная къ огибаемой кривой, проходящей черезъ эту точку. Действительно, угловой коэф-
фищентъ для кривой (3), определяется изъ уравнешя:

<h_ I ch_(]y_ I 
dx • dy dx '

dy fdA  - dA dy 
dA \ dx ‘ dy dx )

0;

для кривой же, выражаемой уравнешемъ (1), въ которомъ количеству а придается чис
ленное значеше, принимаемое величиною А  въ разсматриваемой точке, угловой коэффи
циента получится изъ уравнешя:

dy | dy dy 
dx • dy dx 0,

dyкоторое вполне совпадаетъ съ предыдущимъ вследств1е услов1я ^ -= = 0 , справедливаго 

во всехъ точкахъ огибающей кривой.
§ 106. Когда въ уравнеше поверхности входить произвольный параметръ, то эта 

поверхность можетъ принять, вследств1е изменешй такого параметра, безчисленное мно
жество формъ и различныхъ положешй. Геометрическое место пересечешй каждой по
верхности съ безконечно ей близкою поверхностью* касается, по некоторой кривой, 
каждой изъ разсматриваемыхъ поверхностей и называется огибающею поверхностью 
относительно этихъ последнихь, которыя въ такомъ случае получаютъ назваше оги
баемыхъ поверхностей.

Въ самомъ деле, приписывая произвольному параметру рядъ последовательныхъ 
весьма малыхъ приращенШ, мы получимъ рядъ поверхностей, изъ которыхъ кавдая
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переспеть предыдущую, и на каждой изъ нихъ будемъ иметь по две смежныхъ крп- 
выхъ, происшедшпхъ отъ перес'Ьчешй этой поверхности съ предыдущею и съ после
дующею; между каждыми двумя такими кривыми содержится зона,—совокупность же 
этихъ зонъ дастъ въ пределе поверхность, представляющую геометрическое место по- 
следовательныхъ пересечешй разсматриваемыхъ нами поверхностей, которыхъ она бу- 
детъ касаться, всехъ безъ исключешя, по некоторымъ кривымъ, такъ какъ такая 

. поверхность служитъ пределомъ совокупности зонъ, взяты хъ соответственно съ каж
дой изъ нихъ.

§ 107. Кривая пересечешя двухъ безконечно-близкихъ поверхностей, соответствую- 
щихъ значешямъ а и a-{-da  параметра а, выразится двумя уравнешями:

<?(х, у , .г, а) —  0, (1)
?(ж, У, г, а -{- —  О,

которыя можно заменить точно такъ же, какъ и въ § 104-мъ, системою:

<р(х, у,г, а) =  О,
с]ф,у, г, а) _  Q /9. 

da '

Можно доказать аналитически, что поверхность, уравнеше которой получается 
посредствомъ исключения а. изъ уравнений (1) и (2), касательна ко всемъ разсматри- 
ваемымъ поверхностямъ. Действительно, допустимъ, что въ уравнены (1) а заменено 
его зяачешемъ изъ (2); исключеше, такимъ образомъ, будетъ сделано и получится 
уравнение вида

<?(*> У, г, -4 ) =  0, (3)

где А  обозначаетъ функцно отъ х, у , з. Можно утверждать, что въ каждой точке эта 
поверхность имеетъ съ огибаемою поверхностью, проходящею черезъ эту точку, общую

касательную плоскость. Въ самомъ деле, оба коэффициента и уравнешя каса

тельной плоскости определяются, для кривой (3), изъ уравнешй:

dy , dy dz 
dx ‘ dz dx
dy . dy dz 
dy dz dy

d<.p (dA dA dz \ _
dA \dx
dy (dA_L S ± (

' dA V

dz dx
dA dz 

dA \dy  1 dz dy

-

0 :

для той же изъ огибаемыхъ поверхностей, для которой постоянная равна численному 
значении А  въ рассматриваемой точке, оба коэффициента касательной плоскости по
лучатся изъ уравнешй:

dy | dy dz 
dx • dz dx
dy . dy dz 
dy ' dz dy

0,

0 ,
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которыя вполне согласуются съ предыдущими вследств1е услов1я О, справед-
ливаго во всгЬхъ точкахъ огибающей поверхности. Значить, об̂ Ь касательныя плоскости 
совпадаютъ.

§ 108. Можно также искать огибающую поверхностей, выражаемыхъ уравнешемъ:

F(®, у, z,а,

гдгЬ а и Ъ— дв'Ь произвольный п о с т о я н н ы й . Чтобы получить уравнете такой огибаю- 
щей, нужно исключить а и Ь изъ трехъ уравнешй:

FO, у, 5, а, Ь) =  0, (У
(2)

Результата исключешя представить собою поверхность, касающуюся каждой изъ раз- 
сматриваемыхъ поверхностей въ одной точке, чемъ этотъ случай и будета отличаться 
отъ предыдущаго, где каждая огибаемая соприкасалась съ огибающею по кривой. Въ 
самомъ деле, ясно, что при данныхъ значешяхъ а и Ь уравнешя (1) и (2) имеютъ 
определенное число решетй, представляющихъ собою те точки, въ которыхъ поверх
ность, соответствующая выбраннымъ значешямъ а и Ь, соприкасается съ огибающею. 
Не трудно- заметить, что въ каждой изъ такихъ точекъ обе поверхности имеюта 
общую касательную плоскость.

Действительно, уравнете первой изъ нихъ есть

F(ff, у , s, а. Ь) =  0; (1)

уравнете же второй отличается темъ, что а и Ь заменены двумя функщями i  и J5 
отъ х, у , £, представляющими собою значешя а и Ъ изъ уравнешй (2). Чтобы вычи
слить коэффищенты уравнешя плоскости, касательной къ поверхности (1), нужно вос
пользоваться уравнешями:

dF
dx
dF_
dy

+

+

dF dz 
dz dx 

dF dz 
dz ' dy

тате  же коэффищенты для плоскости, касательной къ поверхности

(3)

F(tf, У,*, А, О,

мы получимъ изъ уравнешй:

О)
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dF dF dz dzА такъ какъ въ каждой точк'Ь огибающей поверхности — 0, ^  =  о, то -g£ и ,

выведенный изъ уравнешй (3), нич'Ьмъ не отличаются отъ значенШ, выведенныхъ изъ 
уравнешй (4).

П Р И Л О Ж Е Н 1 Е  КЪ НЪКОТОРЫМЪ ПРИМ’ВР А И Ъ

§  1 0 9 . Огибающ ая эллипсовъ, выражаемыхъ уравнешемъ:

Xи =  — У
а 2 1 { к  —  а ) 1,

будетъ:

откуда

duвъ которомъ к —  постоянная и а  — произвольный п а р ам етр а — Уравнете =  0 здгЬсь

Х ‘ У‘
а ъ ( к — а)3 О,

а
кх*

2 5

к а

х3 -J- 2/3
_  ку^

2 2 5#3 _|_2/з

*
подставляя эти значетя въ данное уравнете, получаемъ для огибающей уравнете:

2 , % 2 
о с ? - \ - у ?> =  к \

§  110. Огибающая прямой постоянной длины, скользящей по прямоугольнымъ осямъ. —
Принимая данныя оси за оси координатъ, пишемъ уравнете подвижной прямой:

гдЬ а  и Ъ связаны равенствомъ:

+  =  (2)

Уравнете подвижной прямой заюиочаетъ зд£сь два перем'Ьнныхъ параметра а и 6, 
между которыми, однако, сущеетвуетъ известное соотношеше; поэтому, можно раз- 
смотреть Ъ, какъ данную функцно отъ а, и применить общШ методъ. Дифференцируя 
уравнешя (1) и (2) по а, находимъ:

x d a  | y d b __
а? ' Ь2 ~“ и’

ada -f- bdb =  0.
(3)
(4)
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Нужно исключить dh изъ этихъ уравнений и затемъ приравнять нулю коэффищентъ 
при da. Очевидно, мы придемъ къ тому же результату, если умножимъ первое изъ 
нихъ на неопределенный множитель — X, сложимъ его затемъ со вторымъ и при- 
равняемъ нулю коэффициенты при da и dh. Такимъ образомъ находимъ:

Умножая эти уравнешя соответственно на а и Ъ и складывая, получаемъ:

1Й  +  Й = « ’ + » 1-

откуда, на основаши уравнешй (1) и (2),

X =  1\ (6)

Следовательно, уравнешя (5) даютъ:

аъ =  12х, Ъг =  12у\ (7)

наконецъ, исключаемъ а и Ь изъ уравнешй (2) и (7):

2 , 2  ,2X» — 7/3 =  3̂.

Полученное геометрическое место того же характера, что и въ предыдущемъ при
мере. Это можно было предвидеть, заметивъ, что если прямая постоянной длины 
вписана въ прямой уголъ, то ея различный точки описываютъ эллипсы, общее ура- 
внеше которыхъ разсмотрено въ предыдущей задаче. Действительно, совокупность 
эллипсовъ и совокупность прямыхъ покрываютъ въ такомъ случае одну и ту же 
часть плоскости и, значить, предельный точки для обеихъ группъ намечаются одною 
и тою же огибающею.

§  111. Поверхность световы хъ волнъ. — Дань эллипсоиды

• лг*2 л#2
£ + f r + £ = i .

Черезъ центръ этой поверхности проведена произвольная плоскость Р, пересекающая 
ее по эллипсу. Р ; параллельно плоскости Р  проведена вторая плоскость Р ' на раз- 
стоянш обратно-пропорцюнальномъ одной изъ осей эллипса Е. Огибающая поверхность 
плоскостей Р ' играетъ весьма важную роль въ теорш света. Отыщемъ ея уравнеше.

Обе оси эллипса, по которому эллипсоидъ пересеченъ плоскостью будутъ кор
нями уравнешя:

ДИФ Ф ЕРЕИЩ АЛЫ Ш Е ИСЧИСЛЕШ Е 14
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гд15 l, т, п суть косинусы угловъ, составляемыхъ съ осями нормалью къ этой пло
скости *); такимъ образомъ, если пололшть — = 1 , 1v, — =  а , т  ’ а ’ Ь Ь' 1 с , то ура-

внете огибаемой плоскости, разстояше которой отъ начала равно —, будетъU

1х -(- ту - |-  ns =  v

при чемъ

12 -4- т 2 1,
г2 «г

----- д г '2  I v  ----- f t ' 2 ~ Т ~  v  ----- ^ '2 0.

Уравнеше подвижной плоскости содершитъ зд^сь четыре параметра I, ш, -м, v, 
связанныхъ между собою двумя равенствами, а такой случай былъ уже разсмотр^нъ 
выше (§ 108). Итакъ, намъ нужно было бы исключить два изъ этихъ параметровъ и 
приравнять нулю производныя отъ уравнешя подвижной плоскости, взятыя по .осталь- 
нымъ параметрамъ, а это, очевидно, то же самое, что продифференцировать по четы- 
ремъ параметрамъ какъ перем’Ьннымъ и исключить два изъ четырехъ диффереища- 
ловъ, чтобы затЗзмъ въ окончательномъ уравненш приравнять нулю коэффищенты 
при двухъ остальныхъ.

Дифференцируя уравнеше подвижной плоскости и оба равенства, связываюнця 
параметры, находимъ:

xd l-
Idl-

Idl - mdm ■ ndn 
»з _  an "T" v2 — b'3 ‘ va — d2

у dm -\-zdn  =  dv, 
mdm ndn =  0,

[
72 лу) \

(v2 _  д/2)2 +  -pTT v 2y  1 (V

n2 ]
»a — C,2)2J *

(1)
(2)

( 3 )

Умноживъ первое изъ этихъ равенствъ на X, второе на ц и третье на — 1, скла- 
дываемъ ихъ и приравниваемъ нулю коэффищенты при dl, dm, dn и rfv:

\х  —|— |x l : 

X у -|- jxm 

\z  - j - 1m

l
V2— a '2 ’

m
v2_£/2 )

n
qI2 >

j __ _ Г l2 , m2 | n
v [  (v2 — a '2)2 Г  (v* _  J»2,s r  p z z c'2)2

(4 )

( 5 )

(6) 

( 7 )

*) Мы выведемъ это уравнеше въ Teopiu maxima и minima. Можно составить его непосред
ственно, замечая, что въ эллипсоид  ̂ произведете двухъ осей лдаметральиаго с'Ьчснгя на иерпеиди- 
куляръ, опущенный на параллельную касательную плоскость, равно ироизведевш трехъ осей и что 
сумма квадратовъ величнпъ, обратныхъ тремъ взаимно-перпендикулярнымъ д!аметрамъ, иостоянпа 
п равна суммЬ квадратовъ величпнъ, обратпыхъ осямъ.
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Умноживъ равенства^), (5) и (6) на Z, т и п и сложивъ, получаемъ:

(8)

съ другой стороны, умноживъ тгЬ же равенства на х, у , з и положивъ х 2 у 2 з2= г2, 
найдемъ:

_ 1х _
v2—а!'1

nz
у2 — с’2 ’

или, въ силу равенства (8),

А ( г 2— V2)  = г
ту

V2— Ь'2

Перенеся въ равенствахъ (4), (5) и (6) вторые члены во вторую часть, возвышаемъ 
ихъ въ квадратъ и складываемъ:

А2/ г2
— ^2+  v̂2 — а12)2

отсюда, на основаны равенствъ (7) и (8),

т пttv | ГО
(V2 — Ъ'2)2 ‘ (Т2 —  С'2)2 ’

и, следовательно,

с о

(12)

Подставляя значешя \и р  в ъ  уравнеше (4), находимъ:

х
V (г2-- V2) 1 _  V2 +  v2__a/2] 5

откуда
х vl

такъ же
г2 — а'2 ”“  v2 — а'2>

У vm
г2 —  Ъ,2~-  V2 _ & '2  >

Z W
г2 — л'2 -  v2 _ V 2  *

Полученныя уравнешя умножаемъ на х, у, z и складываемъ; тогда, на основаны 
равенствъ (10) и (12),

X■___ I У2 I#'2 r2 _  J/2
3А

г2 — с'2 1.

14*
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Это и есть уравнеше поверхности волны. Не следуешь забывать, что г2 представляетъ 
здесь X2 -(- у2 - |-

§  112. Развертываюицяся поверхности. — Если плоскость движется по определен
ному закону и уравнеше ея содержитъ только одинъ произвольный парамстръ, оги
бающая различныхъ положетй этой плоскости называется развертывающеюся по
верят остыо.

Такъ какъ огибающая поверхность служить геометрическимъ местомъ последо- 
вательныхъ пересечешй каждаго положешя огибаемой плоскости съ безконечно-близ- 
кимъ ему положешемъ, то развертывающаяся поверхность представить геометрическое 
место ряда прямыхъ лишй и, кроме того, каждая касательная плоскость касается 
по одной изъ этихъ прямолинейныхъ производящихъ.

Если уравнеше подвижной плоскости есть

«г =  ж® (a) -J- y (а) +  F (а),

то уравнеше развертывающейся поверхности получится по исключены а изъ этого 
уравнешя и уравнешя:

0 =  ХФ' (а) +  y f' (a )-j-F ' (а).

§  113. Каналообразныя поверхности. — Еаналообразпою поверхностью называется 
огибающая различныхъ положетй сферы постояннаго рад1уса, центръ которой дви
жется по данной кривой. Такая поверхность представляетъ геометрическое место 
пересечешй двухъ безконечно-близкихъ сферъ.

Такъ какъ очевидно, что две безконечно-близшя сферы пересекаются по боль
шому кругу, лежащему въ плоскости перпендикулярной къ лиши центровъ, то канало
образная поверхность можетъ быть разсматриваема, какъ геометрическое место раз- 
личдыхъ положевШ круга постояннаго рад1уса, плоскость котораго остается перпен
дикулярною къ кривой, описываемой его центромъ. Кроме того, въ каждой точке 
этого круга поверхность касательна къ одной и той же сфере и, следовательно, все 
нормали проходятъ черезъ одну п ту же точку — центръ круга.

Уравнеше подвижной сферы постояннаго рад1уса, содержащее произвольный 
параметръ, будешь вида:

[ж —  <р (а)]2 +  О  — <Н*)]2 + 1> F  (а)]2 =  R2,

и уравнеше огибающей получится по исключены а изъ этого уравнешя и его про
изводной, взятой по а:

j

[ж -  9 («)] 9 »  +  & -  4» (a)] f  («) +  (а)] F ' (а) =  0.
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УПРАЖНЕН1Я

1. Геометрическое место такихъ точекъ, что сумма квадратовъ длииъ нормалей, проведепныхъ 
нзъ нихъ къ одной или П'Ьсколькнмъ даниымъ крнвымъ, есть величина постоянная, юг&етъ нормалью, 
въ каждой точке, литю, направлепыую къ центру среднпхъ разстояшй ocnoBaeifr всЬхъ нормалей, 
опугцснпыхъ изъ этой точки па данный крпвмя.

2. Геометрическое место такихъ точекъ, что сумма длипъ двухъ нормален, проведенныхъ изъ 
нихъ къ одной и тон же кривой или къ двумъ даннымъ крпвымъ, есть величина постоянная, им’Ьетт» 
касательною биссектрису угла между двумя нормалями.

3. Геометрическое место такихъ точекъ, что соотношеше между длинами нормалей, опугценныхъ 
изь нихъ на одну или нисколько данннхъ крйвыхъ, нредставляетъ данную величину, нм'Ьетъ ту же 
самую касательную, какъ и геометрическое м'Ьсто точекъ, для которыхъ существуетъ такое же со
отношеше между разстояшямн до пеподвижныхъ точекъ, служащихъ основашями нормалей, соот
ветствую щихъ разсматриваемой точкЬ.

4. Въ треугольнике, образуемомъ тремя дугами равнобочныхъ гиперболъ съ общимъ цептромъ 
или тремя дугами параболъ съ общимъ фокусомъ, сумма угловъ равна двумъ прямыыъ.

5. Если уравпеше <р(а?, у )= С  при изменены иостоянпоп С даетъ рядъ иараллельныхъ кри- 
выхъ, то

где РХт) есть функндя отъ <р(гс, у).
6. Если уравнеше ср(#, у, z) =  G при изменены постоянной О даетъ рядъ параллельныхъ по

верхностей, то

где F(cp) есть фу и шил отъ <р(ж, у, я).
7. Если поверхность, уравнеше которой есть

______а?______ -________f ______ ,_______
х2 +  уг Н- & — ' х* -Г у2 +  я* — ьл • #2 -}- у2 -ф-

перес'Ьчь сферами и эллипсоидами, выражаемыхъ уравнешямш

х2 +  У3 +  81 — В 2, 
а2х2+Ъ2у2-\-<?я2 =  Р,

то, каковы бы ни были иостоянвыя Р  и В, кривыя церес'Ьчешя пересекаются подъ ирямымъ 
угломъ.

8. Найти огибающую плоскостей, проходящихъ черезъ данную точку и пересекающнхъ две 
данпыхъ плоскости по взаемно-иериендикулярнымъ ирямымъ.

9. Когда кругъ катится ио прямой, огибающая одного нзъ его дгаметровъ есть циклоида.
10. Когда какой-нибудь кругъ катится но другому кругу, огибающая одного изъ его д1аметроъъ 

есть эпициклоида.
11. Когда плоскость перемещается такцмъ образомъ, что сумма квадратовъ ея разстоянш до 

пеподвижныхъ точекъ есть величина постоянная, то она огпбаетъ элдиисоидъ, центръ котораго сов- 
иадаетъ съ центромъ среднпхъ разстояшй данныхъ точекъ.



Г Л А В А  П Я Т А Я

Дифференщ алы н%которыхъ функцш, заданны хъ геометрически

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц 1 А Л Ъ  ПЛОЩАДИ, ВЗЯТОЙ НА ПЛОСКОСТИ

§ 114. Невозможно разсмотр^ть все неявныя функцш. Мы видели (§ 60), какъ 
дифференцируются функцш, получающаяся изъ решешя данныхъ уравнешй; въ этой 
главе мы остановимся только на площади данной кривой и на длине дуги кривой.

Разсмотримъ сначала площадь, заключенную между плоскою кривою, осью Х-овъ 
и двумя ординатами, изъ которыхъ одна— неподвижная, а другая — переменная.

Такая площадь NAM P (черт. 22) есть неявная* функщя отъ х, дифференщалъ 
отъ которой мы и будемъ искать, предполагая, конечно, что кривая N M  задана ура- 
внешемъ.

Если приписать х безконечно-малое приращеше dx, представленное на чертеже 
отрезкомъ Р Р \  то разсматриваемая площадь возрастетъ на криволейную трапе- 
щю МРЗГР', которую можно заменить прямоугольникомъ МКРР', такъ какъ при
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этоы'ь отбрасывается безконечно-малый треугольяикъ второго порядка Называя
ординату М.Р черезъ у, можемъ написать:

M K P F  .

Значитъ, искомый дифференщалъ есть yd x , а производная отъ площади, взятая по х, 
есть у .

§ 115. Предыдущей результатъ даетъ непосредственное доказательство следующей 
важной теоремы:

Всегда найдется такая функцгя, производная отъ которой равна данной 
фгутщш <р (х).

Въ самомъ деле, чтобы отыскать такую функщю, достаточно раземотреть 
кривую, уравнеше которой въ прямоугольныхъ координатахъ есть

площадь, заключенная между неподвижною ординатою и ординатою, соответствую
щею абсциссе х, есть определенная функщя, производная отъ которой, по преды
дущей теореме, равна <?0).

§ 116. Разсмотримъ, во-вторыхъ, плоскую кривую, отнесенную къ полярнымъ 
координатамъ, и отыщемъ дифференщалъ площади, заключенной между этою кри
вою {черт. 23), неподвижнымъ рад1усомъ-векторомъ ОА и рад1усомъ 031, соответ- 
ствующимъ углу О).

Если приписать углу со безконечно-малое приращеше МОЗГ, обозначаемое по- 
средствомъ dm, то площадь возрастетъ на секторъ МОМ'] изъ точки О, какъ центра, 
описываемъ рад1усомъ ОМ дугу круга 31 Р  и заменяемъ 0313Г секторомъ 03IP, 
пренебрегая безконечно-малымъ треугольникомъ второго порядка 313ГР. Секторъ 03IP
равенъ р2 — , что и будетъ дифференщаломъ разематриваемой площади; производная же 

отъ этой площади, взятая по со есть ~ .А
§ 117. Иногда требуется выразить предыдущей дифференщалъ въ прямолиней- 

пыхъ координатахъ, что не трудно вывести изъ толъко-что полученнаго результата.
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Въ самомъ деле, принимал за начало новыхъ координатъ полюсъ О и за 
ось Х-овъ полярную ось, на основанш известныхъ формулъ перехода можсмъ на
писать:

tang О) ш =  arc tang — ;

отсюда

dm x d y  — y d x

и, на основанш равенства #2 +  #2 =  p:

p2r/co =  x d y  —  y d x ;

4
такимъ образомъ, дифференщалъ площади Л О М  есть

d A
x d y  — y d x

Эта формула можетъ дать для d A  отрицательную величину; для этого достаточно, 
чтобы

x d y  —  y d x  < 0 ,

т.-е. чтобы, при положительныхъ х  и d x ,

ty_< V_
dx ^  х ’

а это значить, что параллель черезъ точку О для касательной въ точке Ж, напра
вленной въ сторону увеличетя х, проходить подъ рад1усомъ-векторомъ ОМ и, следо
вательно, уголь со уменьшается, въ то время какъ ращусь ОМ вращается вокругъ 
точки О при своемъ переходе въ положеше ОМ'.

Итакъ, выражете x d y  —  y d x , какъ и следовало ожидать, отрицательно въ томъ же 
смысле, какъ и равносильное ему выражете [rd&.

Д и ф ф е р е н щ а л ъ  д у г и  к р и в о й

§ 118. Непосредственное сравнеше дуги кривой съ прямого лишей, принятой за 
единицу, невозможно,—необходимо о пр еде лете. Вводимъ следующее определете: длина 
дуги кривой есть пределъ, къ которому приближается периметръ вписаннаго много
угольника, когда его стороны безпредельно уменьшаются. Было доказано (§ 18), что
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такое опред'Ьлеше вполне законно и что безконечно-малая дуга отличается (§ 19) отъ 
своей хорды на безконечно-малую третьяго порядка.

Пусть Л И  есть дуга плоской кривой, отнесенной къ прямоугольнымъ коорди- 
натамъ ОХ и OF. Если при неподвишномъ кошцф А  абсцисса конца М  получить 
безконечно-малое приращеше, обозначаемое Д.г, то дуга приметь безконечно-малое 
приращеше ММ'. Это последнее можетъ быть заменено (§ 19) его хордою, отличаю
щеюся на безконечно-малую третьяго порядка и равною

|/Д  х2 Д?/2 -\- Д^2.

Отсюда заключаемъ, что отношеше этой хорды къ Да? равно

/  и - й ) ’+ ( Ё ) ’ .

а предгЬлъ этого отношешя, т.-е. производная отъ дуги, есть

Дифференщалъ дуги 5 выразится произведешемъ этой производной на dx, т.-е.%

ds — ] /  dx2 -|- dy2 -|- ds2.

Если заданная кривая есть плоская, то относя ее къ двумъ координатнымъ 
осямъ въ ея плоскости, очевидно, найдемъ:

ds =  \ / dx2 -(- dy2.

§ 119. Приложимъ предыдущую формулу къ дуг£ циклоиды. Принимая за начало 
координатъ вершину, а за ось Х-овъ касательную къ кривой, мы нашли (§ 83):

dy _ ЛГ ~_ У 
dx V 2а—у ’

откуда

Замечая, что d y y  есть дифференщалъ отъ У \/Чау, выводимъ, что разность

s — 2 ]/2 ау представить собою постоянную, такъ какъ ея дифференщалъ равенъ нулю. 
Отсчитывая дугу s отъ вершины циклоиды, видимъ, что оба члена равности обра

^  ДИФФЕРЕНЩ АЛЬПОЕ ИОЧИСЛЕШ Е 15
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щаются одновременно въ нуль при у =  О; следовательно, эта постоянная равна 
нулю и

s =  2 1/  2 ау .

Не трудно признать тождественность этого результата съ найденнымъ въ § 20-мъ.
§ 120. Разсыотрпмъ теперь плоскую кривую А31 (черт. 24), отнесенную къ по- 

лярнымъ координатамъ. Если конецъ А  остается неподвижнымъ, а р и ш  обозначаютъ

координаты конца Ж, то дуга 5- есть функщя отъ со, дифференщалъ которой мы и 
будемъ отыскивать.

Придаемъ <о приращеше Д<», представленное на чертеже угломъ МОЗГ; тогда 
соответственное приращеше дуги будетъ 3131'. Предполагая Дш безконечпо-малымъ, 
мы можемъ дуду 3131' заменить ея хордою, отличающеюся отъ нея на безконечно- 
мал^7ю третьяго порядка. Опуская изъ точки М  перпендикуляръ МР  на рад1усъ- 
векторъ ОМ', находимы

ММ'2

Описываемъ изъ начала О, какъ центра, рад1усомъ 031 дугу круга 31Р', заключаю
щуюся между радаусами-векторами 031 и 031'; тогда, пренебрегая везде безконечно- 
малыми порядка выше перваго, мы можемъ заменить 31'Р отрезкомъ ЗГР' и МР  
дугою М Р '. Действительно, ошибка въ первой подстановке равна Р Р ', т.-е. разности 
между длиною ОМ и ея проэкщей на направлеше, образующее съ нею безконечно- 
малый уголъ; подстановка же дуги МР' на место прямой МР  равносильна замене 
безконечно-малаго синуса соответственною дугою.

Очевидно, имеемъ:

М 'Р' =  Др, 
МР' =  рДоз.
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Следовательно, пренебрегая безконечно-малыми порядка выше второго, можемъ на 
писать:

Отсюда заключаема», что предгЬлъ отношешя , или, что одно и то же, производ

ная отъ дуги s равна

откуда

els =  ] /dp2 -j- p2da>2, 
ds2 — dp2 -)- p2cZaA

Было найдено, что въ прямолинейиыхъ координатахъ

ds2 =  dx2 -J- dy2,

въ полярныхъ лее координатахъ

ds2 =  dp2 -J- р2г1в).

Эти выражешя равносильны и не трудно перейти отъ одного къ другому. Въ самомъ 
д'Ьл'Ь,

х =  pCOSa), у =  psina),

откуда

dx =  cosa>r?p — psincoc&D, 
dy =  sinaidp -)- peOScoeZo);

возвышая въ квадратъ обг£ части двухъ посл^днихъ уравнений и складывая ихъ, 
находимъ:

dx2 dy2 =  dp2 -j- р2с&о2.

§ 121. Точки въ пространств^ иногда опредЪляютъ при помощи координату 
аналогичныхъ полярнымъ: если OX, OY, OZ три прямоугольныхъ оси, то точка М  
задается ея разстояшемъ р до начала, угломъ 6, который составляетъ этотъ радоуеъ- 
векторъ съ осью Х-овъ, и угломъ ф между плоскостью Z X  и плоскостью, проходящею 
черезъ ось Х-овъ и радоусъ р.

15*
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Чтобы выразить дифференщалъ дуги кривой, отнесенной къ такой системе 
координатъ, разсмотримъ, во-первыхъ, кривую на поверхности сферы рад1уса р. Точки 
этой кривой определится координатами б и 6. Точки на сфере, соответствующая 
одному и тощ’ же значешю *!>, расположатся по большому кругу, лежащему въ пло
скости, проходящей черезъ ось Z-овъ я составляющей съ плоскостью ZX. уголъ й; 
точки, соответствукчщя одному и тому же значешю 0, расположатся по малому 
кругу, представляющему пересечете сферы съ конусомъ вращешя около оси Z-овъ 
подъ угломъ 6: рад1усъ этого малаго круга, очевидно/ равенъ psinO. Точка, опреде
ляемая на сфере координатами б и 6, будетъ пересечешемъ двухъ разсмотренныхъ 
круговъ, первый изъ которыхъ можно принять за мериЫанъ сферической поверхности, 
а второй за параллель.

Четыре круга, соответствующее двумъ безконечно-близкимъ точкамъ, имеющимъ 
координаты 6 и 6 для одной изъ нихъ и б —j— dtO и ф-j-ety для другой, образуютъ 
безконечно-малый прямоугольникъ, въ которомъ д1агональ выразитъ разстояше между 
этими двумя точками и можетъ быть разсмотрена, какъ гипотенуза прямоугольнаго 
треугольника, Такъ какъ две остальныя стороны последняго представляютъ безко- 
нечно-малыя круговыя дуги, то его можно принять за прямолинейный. Одинъ изъ 
катетовъ этого треугольника есть дуга круга рад1уса р и соответствуетъ углу rZG,— 
значить, онъ равенъ рс?6; другой есть дуга круга радауса psinQ и соответствуетъ 
углу — значить, онъ равенъ р sin ЫЬ. Отсюда заключаемъ, что разстояше ds между 
двумя разсматриваемыми точками выразится формулою:

ds2 =  рЧЪ2 -)- р2 sin2 .

Разсмотримъ теперь какую-нибудь кривую въ пространстве. Каждая точка этой 
кривой определяется тремя координатами р, Ь и ф. Величина первой изъ нихъ р даетъ 
сферу, на которой находится точка; величина второй б даетъ конусъ, на которомъ 
также находится разсматриваемая точка; наконецъ, величина третьей изъ нихъ ф 
даетъ плоскость, пересечете которой со сферой и конусомъ и определяетъ оконча
тельно точку. Эти три поверхности, сфера, конусъ и плоскость, пересекаются по
парно подъ прямыми углами; поэтому, шесть поверхностей, определяющихъ две без-#
конечно-близшя точки, составятъ прямоугольный безконечно-малый параллелепипедъ, 
даагональ котораго выразитъ разстояше между такими точками. Следовательно, квад- 
ратъ последняго, ds2, есть сумма квадратовъ трехъ реберъ параллелепипеда, т.-е.

ds2 =  dp2 - |- p2db2 -)- p2sin20<fy2.

л

§ 122. Предыдущая формула можетъ быть выведена изъ уравнетя:

ds2 =  dx2 dy2 -j- dz2.

Въ самомъ деле, такъ какъ

z =  pcosO, ^ =  psin6cos^, «/ =  psm6sin^,
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то

dz —  — р sin О JO -j- cos 0dp,
dx =  p cos 0 JO cos«} — p sin 0 sin ф J 6 — sinO cos Ы р ,
dy —  p cos 0 JO sin •{/ -j- P sin 0 cos J^ -j-  sin sin (Mpi

*

возводя эти равенства въ квадратъ и складывая, находимъ:

J.r2 - |- dy2 -f- dz2 =  dp2 -}- р2JO2 -j- p2sin20J'|2.

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц 1 А Л Ъ  ДУГИ КРИВОЙ ВЪ КРИВОЛИНЕЙНЫХЪ  КООРДИНАТАХЪ

*

§ 123. Самая общая система координатъ для определешя точекъ въ пространстве 
получается отъ пересгЬчешя трехъ данныхъ поверхностей какого-угодно вида; каждая 
изъ нихъ находится черезъ приписывате параметру, входящему въ ея уравнеше, 
некотораго значешя. Предположимъ, что уравнешя этихъ трехъ поверхностей решены 
относительно перемйняыхъ параметровъ и приняли следующей видъ:

а =  <р(х, у, г ) ,

Р =  <К®, У> z )>
Y — F (ж, у, г).

Придать ос некоторое значеше значить указать поверхность, на которой находится 
разсматриваемая точка; если придать заразъ ос и р некоторый значешя, то точка 
расположится уже на двухъ данныхъ поверхностяхъ, т.-е. расположится на кривой 
ихъ пересЬчешя; окончательное положете точки определится пересечетемъ этой 
кривой съ поверхностью, соответствующею значенпо, выбранному для у.

Не трудно вычислить разстояше между двумя безконечно-близкими точками, 
координаты которыхъ суть а, р ,  у ,  ос -\- Joe, p - | - j p ,  у  - j -  J y .  Въ самомъ деле, называя 
черезъ ds это разстояше, можемъ написать:

ds2 — dx2 -(- dy2 - j -  dz2.

А  такъ какъ x , у , z могутъ быть приняты за три функцш отъ ос, р ,  у  и, следова
тельно, можно написать равенства:

dy= % da+ %  + i f f <?т >

dz~Srda+fr +If rfT.
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то выражеше для d s 2 будетъ вида:

—  A d a 2 - j -  ВсЩ2 - |-  CVtfy2 - f - 1) d a d  ft -{- E d a d y

§ 124. Если поверхности, заданный уравнешямн, пересекаются подъ прямыми 
углами при всевозможныхъ значешяхъ а, р, у, то коэффициенты D, Е у F  въ преды
дущей формуле исчезаютъ и выражеше для d s 2 приводится къ виду:

d s 2 =  A d a 2 +  B c l f i 2 -f- C d f .

Действительно, при такомъ допущенш шесть поверхностей, соответствующихъ зна- 
чешямъ а, р, у, а - \ -da, р -)-cZp, у —1~к оордина т а ,  составятъ прямоугольный парал- 
лелепипедъ, квадратъ Д1агонали котораго d.s-2 будетъ равенъ сумме квадратовъ 
трехъ его реберъ; замечая же, что ребра обратятся въ соответственный значешя ds 
при d р =  о, rfy =  0, затемъ при cla =  О, cl у =  0 и, наконецъ, при d a  =  0, яф =  0, мы 
найдемъ ихъ длины изъ общаго выражешя для ds2 въ следующемъ виде:

d a  ] / А ,  d р \ / В ,  <?у | / С .

Отсюда выводимъ, что

d s 2 =  A d a 2 -{- B d $ 2 - f  С Т у 2, 

и, значить, D, Д  jP равны нулю.
§ 125. Равнымъ образомъ, разематривая прямоугольный безконечно-малый па- 

раллелепипедъ, мы можемъ получить простое выражеше для коэффищентовъ А , В , (7; 

такъ, напр., Jk/a2 есть квадратъ разстояшя между безконечно-близкими точками, со
ответствующими координатамъ а, р, у, а -|- Р, у. Назовемъ это разстояше черезъ е; 
его проэкдш на оси координатъ соответственно равны нроизведешямъ s на косинусы 
угловъ, образуемыхъ его направлешемъ съ осями; такъ какъ последнее совпадаетъ съ 
направлешемъ нормали къ поверхности, уравнеше которой есть

а — <р(х, , z),

то все три проэкцш выразятся следующимъ образомъ:
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и, следовательно, уравнеше:

перейдетъ въ

откуда

Черезъ в2 было обозначено произведете Ada?,—значитъ,

/da Y \ ( d a y , (  day  ’ 
\ d x )  - r \ W - r \ d z )

точно такъ же

В  =

и выражеше для ds2 будетъ:

, 9   da2 . dp |
aS — / d a y  . ( d a y  , ( d a y ~ r  ( d p y  , ( V , ( d$Y  '

+ ®'+(I)'+ (If  ‘
§ 126. Для изучешя точекъ поверхности можно ее принять за одну изъ коорди- 

натныхъ поверхностей, какъ соответствующую данному значение одного изъ трехъ 
параметровъ, наир., у. Въ предыдущемъ выраженш нужно тогда положить 1/7 =  0 , и  
квадратъ разстояшя между двумя безконечно-близкоми точками приметь видь:

dsз =  A d a 2 +  B d $ \

где а и р  суть параметры двухъ системъ кривыхъ, пересекающихся подъ прямымъ
угломъ на данной поверхности.%



§ 127. Предыдущая формулы даготъ, какъ частный случай, формулу § 121-го 
для разстояшя между двумя безконечно -близкими точками въ полярныхъ координа 
тахъ, задаваемыхъ уравнешямй:

^m pcos6, гг =  psinOcosd*, р sin 6 sin ф,

или, что одно и то же, уравнешямй:

р — у х 1 у2 z2 , 0 — arctang ----- ф =  arctang-—

Здесь р, 6 и ф суть три параметра, обозначенные въ общей формуле буквами 
а, р, у; подставляя въ последнюю эти параметры, находимъ полученный въ § 122-мъ 
результаты

d s 2 =  d p 2 +  р W  +  p 2 s i n 2 № f .

Для разстояшя между двумя безконечно-близкими точками на одной и той же сфере 
рад!уса р сл'йдуетъ въ предыдущей формуле положить dp =  0; тогда

sin2 0<г̂ф2),

что вполне совпадаетъ съ найденньшъ уже результатомъ.
§ 128. После полярной системы координатъ наиболее употребительная изъ криво- 

линейныхъ та, въ которой каждая точка определяется пересечешемъ трехъ однофо- 
кусныхъ поверхностей второй степени.

Пусть точка определяется значешями въ этой же точке трехъ корней следую
щего уравнешя относительно jx:

где Ъ и с данныя величины.
Для каждой точки пространства три корня этого уравнешя—вещественны. Чтобы 

убедиться въ этомъ, напр. при Ь2 <  с2, достаточно сделать последовательно [х2 =  - |- е, 
lx2 =  Ь2 — е, \х2 =  Ъ2-\-г, \i2 =  c2 — £, jx2 =  с2 —{— в, где £ — безконечно-мало и положи
тельно. Первая часть уравнешя приметь следуюпце знаки:

( Н*2 =  £ • • •\ =
( IX2 =  Ъ2 -f- £ +
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и такъ какъ она не обращается въ безконечность для значешй у, лежащихъ между 
значешями каждой изъ выписанныхъ паръ, то она необходимо обратится въ нуль въ 
каждомъ изъ этихъ нромежутковъ, и, следовательно, уравнеше будетъ иметь три корня: 
одинъ между 0 и Ь другой между Ь2 и с2, треНй между с2 и 4 -  оо. При первомъ 
корне поверхность, выражаемая уравнешемъ (1), представитъ двуполый геперболоидъ, 
при второмъ корне—однополый гиперболоидъ и при третьсмъ—эллипсоидъ. Называя 
корни черезъ р, v, р и предполагая \хг >  v2 >  о2, получаемъ для всехъ трехъ поверх
ностей уравнешя:

а
V

2

Г

Не трудно заметить, что оне пересекаются подъ прямымъ угломъ.
§ 129. Рассматривая, какъ координаты точки, соответственный для нея зна

чения ;х, v, р, мы получимъ для разстояшя между двумя безконечно-близкими точками 
замечательное выражеше. Начнемъ съ реш етя трехъ уравненШ (2). Для этого разла- 
гаемъ на нростейдпя дроби выражеше:

(X -  рг) (А -  р.-*) (А -  V-) 
X (X -  Щ  (X -  С - )

По известному методу изъ элементарной алгебры эта дробь будетъ равна

где

(р2 — С-) (г-2
с2 (С

Поэтому, если

X' Г
X -/;2 X -  с2 О,

то для X будутъ три значешя, X =  р2, X =  х =  v2, и формулы (1) дадутъ а*, у, s 
въ функцш отъ трехъ соответственныхъ имъ нараметровъ. Беря логариемы отъ обеихъ 
частей формулъ (1) и дифференцируя ихъ, находимъ:

Лх =  4 -  _ L  x,h

dv =  ~y£—  4 - M dv- I гг>&& f  — b - ^  р2 —ь- т  >
Л___  Р̂̂ Р ! Z\xd\x ,

’ДИФФКГЕ1Щ1АЛМ10К И СМ И СЛЕШЕ 1 6
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отсюда, после некоторыхъ упрощешй,

а (Г ~  Р ) (Р2 ~  )chf +  dz'1 =  d f О 2 — —_p-) .
(|*a -  И  <>2 -  C*)

фг/v2

При drj =  О, т.-е. когда обе безконечно-близшя точки лежатъ на эллипсоиде, 
уравнен1е котораго р =  const., последняя формула перейдетъ въ следующую:

§  1 3 0 . На каждой поверхности и для каждой системы перем'йнныхъ соответ
ствуешь своя особая форма выражешя els2. Изучеше этихъ формъ, какъ увидимъ 
ниже, очень важно для теорш поверхностей; здесь мы ограничимся поверхностями 
вращешя.

Поверхности враще/йя.—Беря за координаты точекъ поверхности вращешя длину а, 
отсчитанную по мерид1ану отъ неподвижной параллели до разематриваемой точки, и 
уголъ о> между неподвижнымъ мерид!аномъ и мерид1аномъ точки, замечаемъ непосред
ственно, что выражеше для ds2 будешь вида:

els2 =  d2a -ф- ср (о) cfco2.

Въ самомъ деле, пусть М  и М' {черт. 25) две безконечно-близюя точки; AM,

IV р 

Черт. 25.

А'М ' — с о о т в е т с т в е н н ы е  и м ъ  м ери д!ан ы ; A M  =  а, А 'М '— а cla. И з ъ  тр е у го л ь н и к а  
М М 'Р  м ош ем ъ н а п и с а т ь :

ММ'2 =  МР2 4 -  М 'Р2;♦
• #

т а к ъ  к а к ъ  Ж Р 2 р ав н о  da2, а  д у г а  М 'Р  со о тветств у еш ь  у г л у  do> мелсду меридианами 
и  о п и с а н а  раддусом ъ п ар ал л ел и , з а в и с я щ е й  о т ъ  а по зак о н у , и зм е н я ю щ е м у с я  в м е с т е
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съ природою поверхности, то выражеше для квадрата дуги будстъ иметь какъ разъ 
вышеприведенный видь:

ds2 =  do2 -j- ф (a) d<о2.

§ 131. Только-что выведенныя обнря формулы встречаются особенно въ общей 
Teopin географическихъ картъ. Если предположить, что земная поверхность (какова бы 
ни была при этомъ ея форма) пересечена двумя рядами взаимно-перпендикулярныхъ 
кривыхъ, которьтмъ мы дадимъ назваше меридтановъ и параллелей, и притомъ та- 
кихъ, что чрезъ каждую точку поверхности проходить кривая каждаго вида, опреде
ляемая параметромъ а для мерид1ановъ (долготою) и параметромъ (3 для параллелей 
(широтою), то чтобы нанести на плоскости рядъ точекъ, расположенныхъ на земной 
поверхности, нужно установить зависимость между координатами х,у точекъ на пло
скости и значешями а,(3 параметровъ, относящихся къ соответственнымъ точкамъ 
поверхности. Если разстояше между двумя безконечно-близкими точками на земной 
поверхности задано формулою:

ds2 =  Ada2 -f- 1?бф2,

то разстояше между соответственными точками на карте выразится следующимъ 
образомъ:

ds'2 =  dx2 -)- dy2,

dsи карта была бы совершенною, еслибы отношеше было постоянно. Къ несчастно,
такое услов1е было бы возможно только въ томъ случае, еслибы земная поверхность*
принадлежала къ классу такъ называемыхъ развертывающихся поверхностей, чего въ 
действительности нетъ.

Если отношеше не будучи постояннымъ, сохраняетъ свою величину во

всехъ направлешяхъ вокругъ одной и той же точки, то малыя части поверхности не 
будутъ искажены, и карта для страны небольшого протяжешя должна считаться 
удовлетворительной. Мы еще вернемся къ этой важной Teopin и докажемъ, что всегда 
существуетъ без конечное множество системъ, выполняющихъ это услов1е.

УПР АЖНЕН1Я

1. Даны на плоскости две каюя-нибудь кривыя и точки этихъ кривых*, въ которых* каса- 
тельвыя параллельны, соединены прямыми дин1ями; для полученных* таким* образомъ длннъ про
ведены равныя п параллельныя прямыя через* некоторую неподвижную точку. Доказать, что дуга 
кривоП, служащей геометрическим* местом* концов* последних* прямых*, есть сумма пли раз
ность соответственных* дуг* данных* кривыхъ.

16*
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2. На лемнискате, уравнеше которой [/- =  a'“C0s2u), даны две точки Р  п Q, соответствуюнЛя 
такнмъ значетямъ, и <о", угла что

COS U>' cos <о" = 2

доказать, что дуга, заключенная между точкою Р  и полюсомъ, равна дуг!'», отделяющей точку Q 
отъ вершины, соответствующей со =  0.

3. На параболе, уравнеше котором 2у =  х2, взяты три дуги, отсчитавшая веЛ> отъ вершины; 
абсциссами ихъ копцовъ служатъ три корня уравнев1я:

доказать, что алгебраическая сумма дугъ равна сумме абсциесъ ихъ концовъ, т.-е. а.
4. Если считать соответственными ташя точки на кривой, выражаемой уравнешемъ;г/3=27а2#, 

произведете абсцнссъ которыхъ равно а \ то разность между какою-угодно дугою и дугою, ем со
ответствующею, равна избытку разности касательныхъ въ концахъ первой дуги надъ разностью 
касательныхъ въ концахъ второй, при чемъ касательныя берутся между точкою касашя и точкою 
ихъ пересечения съ осью Х-овъ.

5. Прямая движется, оставаясь параллельной основанш цилиндра вращешя, къ которому 
она постоянно касательиа, при чемъ точка касашя оииеываетъ данную винтовую линпо. Найти 
уравнеше поверхности, которую оииеываетъ эта прямая, и доказать, что существуетъ такой гипер- 
болоидъ вращешя, что всякая взятая на немъ кривая будегъ равна по длине соответственной кри
вой на искомой поверхности, при чемъ следуетъ руководиться надлежащимъ закономъ соответс'шя 
между производящими и точками обеихъ поверхностей.

6. Если представить все точки линейчатой поверхности носредетвомъ двухъ перемЬниыхъ 
и и v, изъ которыхъ одна была бы постоянною па производящей, а другая равнялась бы разстоя- 
шю, отсчитанному на производя щей между разематриваемою точкою и неподвижною кривою, пер
пендикулярною ко всеыъ производящпмъ, то разстояше между двумя безконечно-блпзкими точками 
поверхности выразится уравнешемъ вида:

ds2 =  dv2 -|- {v, и) du2,

где o(v, и) есть многочлевъ второй степени относительно переменной v.



Г Л А В А  Ш Е С Т А Я

Производныя и дифференщалы порядка выше перваго

О п р е д е л е н и е  п р о и з в о д н ы х ъ  в ы с ш а г о  п о р я д к а

§ 132. Методы, изложенные въ предыдущихъ главахъ, даготъ возможность соста
вить производную какой-угодно данной функщи отъ переменной х. Эта производная 
есть функщя отъ той же переменной, и по тЬмъ же правиламъ отъ нея можно взять 
также производную, которая называется второю производною отъ первоначальной 
функщи Производная отъ второй производной есть третья производная, и т. д. По: 
добно первой производной, обозначаемой однимъ значкомъ надъ функщей, вторая про
изводная обозначается двумя значками, третья—тремя, и т. д. Такимъ образомъ по
следовательный производныя функщи ср (.г) будутъ:

§ 133. Обозначая черезъ ср (о;) функщю у отъ переменной я, имеемъ (§ 46), по 
определенно,

Разсматривая dx, какъ постоянную, мы видимъ, что дифференщалъ dy 
есть функщя отъ одной только переменнойх, и его можно, поэтому, продифференци
ровать. Дифференщалъ отъ dy называется вторымъ дифференщаломъ отъ у и обозна
чается черезъ d2y; очевидно,

О п Р Е Д Е Л Е Ш Е  ДИФФЁРЕНЦГАЛОВЪ ВЫСШАГО ПОРЯДКА

dy — ©' (х) dx. (1)

d 2y =  <р'\х) d x 2. (2)
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Разсматривая всегда clx, какъ постоянную, замечаемъ, что и d?y есть тагше функщя 
отъ одной только переменной х. Диффсренщалъ отъ d2y  называется третьнмъ диффе
рента ломъ отъ у 'и обозначается черезъ d?y; очевидно,

d3y =  о"'(х) dx3. (3 )

Продолжая писать по аналогш, заметимъ, что n-ый дифференщалъ отъ у/, Л / ,  есть

dnу —  <?п(х) dxil. (п )

%
Уравнешя (1), (2). (3). ...,(?*) даютъ последовательный производныя въ функцш отъ 
соответственныхъ дифференщаловъ:

§  1 3 4 . Если приписывать переменной х  безконечно-малыя равныя между собою 
прирагцешя, обозначаемый посредствомь Ля, то функщя <р {х) будетъ принимать по
следов ательныя значешя: ?(£), ср(:х 4~Дж), v(x-\-Z kx \ . . . ,  у(х -}- пДл;), который мы 
назовемъ черезъ у , y v у 2, . . . ,  уп. Полагаемъ, пользуясь известнымъ обозначешемъ,

Hi — У —  Д у ,

Д у, — Д.!/ =Д'>,
Д — Д2*/ =  Д3'/;

•У» — У, =  Ду,»........................................... >У» — У» -  1 =  Ду« -  х,

Д/Уо Ду/, — Д y / j j ......................; Ду/м — 1 ДУп — 2 — Д /у» — 2?
Д2у2 — Д2У, =  Д3У„ • • • , Д2У/>. -  2 — Д2?/м -  з =  Д3?У» -  :i,

гг — 1
У. д”_ V Д «

У,

где Д2т/, Д3//,. . .  суть вторыя, третьи, и т. д. разности отъ у.
При Дя безконечно-маломъ Д?/ можетъ быть заменено черезъ dy. Покажемъ, что 

также можно заменить Д2у  черезъ d2y, Дгу  черезъ dzy, и т. д., отбрасывая при 
каждой изъ такихъ подстановокъ безконечно-малую часть вычисляемаго количества. 
Но прежде мы должны доказать следующую теорему.

§  135 . Если фуикщя 6  {х, а) содержитъ кроме переменной х  букву а, не зави
сящую отъ х, и если эта фуикщя обращается въ пуль при а —  (У, каково бы ни было

х, то при техъ же условгяхъ обращается въ 0 и производная ~ ^ ~г а-~.

Это дредложеше — очевидно, если заметить, что такъ какъ буква а при диффе
ренцирована принимается за постоянную и значёше этой постоянной остается не- 
определеннымъ, то безразлично, придать ли этой букве определенное значеше раньше 
или после дифференцировашя. При а =  0 до дифференцировашя функщя и, следова
тельно, ея производная обращаются въ нуль; поэтому, произойдетъ то же самое, если 
положимъ а =  0 после дифференцировашя.

Отсюда очевидно, что если функщя (х, а) без конечно-мала при безконечно-
маломъ а, каково бы ни было х , то то же будетъ справедливо и для ея произ-

ВОДНОЙ d  0) .
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§•136. Разсмотримъ теперь функцйо:

У = ? (* ); (1)

пользуясь обозначешемъ предыдущаго параграфа, гхишемъ:

й  =  ? ' ( * )  - f  S, ( 2)

при чемъ е есть функщя отъ а и Да;, обращающаяся въ нуль одновременно съ Да. Если 
въ обеихъ частяхъ уравнешя (2) изменить х на а-{-Да, то пхъ приращешя, разде
ленный на Да?, будутъ равны, и мы можемъ написать:

Д2у _Дер' (а;) , Дг
Да;2 Да; Да; ‘

Ыо при Да-, стремящемся къ пулю, , очевидно, обратится въ пределе въ <?"(а),

а ~  — въ нуль; въ самомъ деле, такъ какъ в при всякомъ х безконечно-мало по срав- 

ненно съ Да, то то же относится (§ 135) и къ его производной, а следовательно, и къ отно-
Д? ^

шешю ~ , которое безконечно мало отличается отъ этой производной. Отсюда выте-

каетъ, что при Да безконечно-маломъ мы будемъ иметь, пренебрегая безконечно- 
малыми третьяго порядка,

Д2 у — о" (а) Да2,

т.-е. что при Да безконечно-маломъ Д2у равно d2y, если пренебречь безконечно-малыми 
третьяго порядка.

§ 137. Изъ предыдущаго доказательства вытекаетъ, что при Да, стремящемся
Д Ъ у

къ нулю, имеетъ пределомъ вторую производную, <р"(а), отъ у\ поэтому полагаемъ:

др — +  £i> С1)

где есть функщя отъ а и Да, обращающаяся въ нуль одновременно съ Да. Если въ 
обеихъ частяхъ уравнешя (1) изменить а на х  -|- Да, то ихъ приращешя, разделенныя 
на Да, будутъ равны, и мы можемъ написать:

Д zy 
Да*~

Дер "(а) 
Да

Но при Да, стремящемся къ нулю, > очевидно, обратится въ пределе въ <р"'(а), 
Д£1

а Да— въ НУЛЬ на томъ же основанш, какъ и въ предыдущемъ случае; отсюда
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отсюда вытекаетъ, что при Sx безконечно-маломъ мы будемъ иметь, пренебрегая без- 
конечно-малыми четвертаго порядка,

А3>/ <9///(х ) Ддг.

Точно такъ же найдемъ, что А4// можетъ быть заменено черезъ ъп\х)  Д;г4 и что, 
вообще, Д"у равно <р"(У) Ад", если пренебречь безконечно-малыми (п -j- 1)-го порядка; 
такимъ образомъ А"// и (Гц суть две безконечно-малыя п-го порядка, отношеше ко- 
торыхъ въ пределе равно 1.

§ 138. Есть существенное разлгппе между дифференщалами высшаго порядка и 
дифференщалами перваго порядка. Когда несколько переменныхъ связаны между 
собою такимъ образомъ, что все завпеять отъ одной изъ нихъ, то отношешя ихъ диф- 
ференщаловъ перваго порядка являются вполне определенными (§ 57). Нельзя того же 
сказать про дифференщалы высшаго порядка, пока не сделанъ выборе независимой 
переменной; это происходить отъ того, что при составленш разностей А2//, А3?/.. . . ,  
который можно заменить, когда оне безконечно-малы, черезъ гР/у, <Ру, . . . ,  нужно при
давать главной переменной х  последовательный приращешя, равныя между собою, что 
отличаетъ эту переменную отъ всехъ другихъ, соответственный приращешя которыхъ, 
вообще, не равны. Когда же, нанротивъ, разсматриваются разности и дифференщалы 
только перваго порядка, то переменная х получаетъ только одинъ разъ приращеше Д.г, 
которое, поэтому, нпчемъ не будетъ отличаться отъ соответственныхъ приращенш 
другихъ переменныхъ.

Заметимъ, наконецъ, что дифференщалы порядка выше перваго равны нулю для 
главной или, что одно и то же, независимой переменной, т.-е. что

d2x =  0, dzx =■ 0, . . . ,

если х  есть эта переменная.

О п р е д ъ л е ш е  ПОСЛЪДОВАТЕЛЬН.ЫХЪ ПРОИЗВОДНЫХЪ ОТЪ ФУНКЦ1И

§ 139. Чтобы составить последовательны я производныя отъ какой-нибудь функцш, 
достаточно применить надлежащее число разъ известные методы, по которымъ вы
числяются производныя перваго порядка. Къ несчастно, вычислешя часто чемъ далее, 
темъ все более усложняются, и почти невозможно обойтись безъ особыхъ пр1емовъ, 
чтобы получить па самомъ Оплгь производныя более или менее высокаго порядка.

Приведемъ несколько примеровъ такихъ пр1емовъ.
Производныя отъ произведежя.—Называя' черезъ Р  и Q две функцш отъ одной и 

той же переменной ж, по известнымъ правиламъ находимъ:

d (PQ)__р  dQ , г, dP
dx d x ' b d x ’

d 4 P Q ) _ v d*Q , dP dQ_i_ n d^P
dx2 dx2 ' dx dx ' b dx* 9

P(PQ) __ p  ffiQ , , dP PQ . P P  d Q ^ n P P
dx3 dx3 ' ' dx dx2 1 * dx2 dx 1  ̂ dxA 5

(1)
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и, заключая по индукцш, пишемъ следующую формулу:

d \P Q ) _  d"Q Qt -------\- n — ■
dxH

n{n— \) drP dn~2Q 
dx2 dxn~ 2 

dnP

dxn r dx dxa—1

n(n — 1)... (n — k + 1) dKP  d"~kQ
1 . 2

1. 2. . .  Jc dxk dxn-k dxn Q-

Чтобы доказать эту формулу, допустимъ, что она справедлива для числа п, и 
покажемъ, что въ такомъ случай она справедлива для числа п  - f -  I непосредственно 
высшаго. Дифференцируя об1з части уравнетя (2), находимъ:

d п + \P Q ) ( d p  dn Q p  dn + 1 Q d2P  dn ~~1 Q , d P d nQ
dx dx11 dxn+l

— n
dx2 dxП — 1dx" + 1

n(n -  1)... (n  — h +  1) I dk+1P  d“~ kQ , dkP
dx dxn

* •

1.2.3 ...Jc  ̂dxk+1 dxn k ~ dxk' dx
d n + 1p d n jp  d Q
_____________  Q  J __________________ -

dxn + 1 dxn dx

’ dT-b+'Q} ( 
'̂/7*»-*+1 J ' * * *

Соединяя второй членъ каждыхъ скобокъ съ первымъ членомъ предыдущихъ скобокъ 
и замечая, что сумма двухъ коэффищентовъ ?г-ой степени бинома есть коэффищентъ 

—)— 1)-ой степени, переписываемъ это уравнеше въ сл'йдующемъ вид^:

d‘. '+ \P Q ) _  d“+'Q dP d“Q (м + Dn P P  d“~'Q
(» +  1)<te”4 1 dx‘,+1 14 1 ' 1.2

, (n -\- \)n... (« + 1 — & + 1) dkP

dx- d x " -1 1 
d"+1P

• •

1.2 ... h dxk dxn+1- k
• • Q dx"*1 ’

а это есть не что иное, какъ формула (2), въ которой п изменено на (д - j - 1), п 
общность которой такимъ образомъ доказана.

§ 140. Производныя функцм отъ функцж.—Пусть и есть функщя отъ a-, a v(u)— 
функщя отъ функцш, которую мы обозначимъ черезъ у. Дифференцируя последова
тельно и выражая последовательныя производныя функцш ц> (и) черезъ (д), у" (м), 
<р'" (и),. . . ,  находимъ:

У — 9  ( « ) . ( 1 )

11 d  w / / \
= S F * ( * > *

>
( 2 )

сРр
dx*

d'2u  , ,  , ,
—  d x 3 4  ^  ^

( d u \ 2 ny \
( 3 )

d*y
d x * '

d*u и  \ | 0 d u  d*u  nr \  I J d u Y  \  
=  dx* 9  ( » )  +  3  d x  1]x% 9  ( » )  +  [ d x )  9  .(»■);

%
( 4 )

ДИФФЕРЕШ ЦАЛЬПОЕ НСЧИСЛЕП1Е 17
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dny
отсюда заключаемъ, что выражеше —  будетъ вида:

dxn

- А  =  л  <?'(«)+л у ь <) +  • • • +  <р

где А 1? . . . ,  А п зависятъ отъ и и его производныхъ, но не изменяются съ изм'£-
нешемъ вида функцш <?.

Чтобы получить эти коэффищенты, полагаемы

и, следовательно,

Г у
dxn

Ь .
1.2

f"(u) +

Коэффициенты B v Б 2, Б п, . . . ,  не зависятъ отъ вида <р, — поэтому ихъ можно опре
делять, делая частныя предположешя относительно этой функцш. Положимъ по
следовательно

<? (и) =  щ  * <р(и) =  гс2, . . . ,  <р (и) =  ип ;

применяя каждый разъ уравнеше (5), получаемъ между неизвестными B v  Б 2, . . . ,  В п 
следующихъ п зависимостей:

сГи

сГ\и?)
—  =  2 B ji  +  B ,,

dA fL  =  3  в  у  +  'ЪВ,и - f  В г \
d xn 1 ‘ 2 1 3

dn(un)
dxn

п В хип~х
n ( n - i )  п  , < п - \ )  (п—2)

• В 2и*~Ц------------------ В гип- Ъ -)- . . .  -|- В п.
1 . 2 1.2.3

Чтобы решить эти уравнешя и вычислить какой-нибудь изъ коэффищен-
товъ, напр. В к, сложимъ первыхъ к уравнешй, предварительно умноживъ первое

7 1 7с(1с — 1)1 к(7с — 1) (7с— 2) 1изъ нихъ на 7с. ~  , второе н а ----- х~2~ й? ’ на - - - у  ^ , четвертое на

— h. Qi~ р . Ф ZL ~  3)j_ ? И у д . неизвестныя B v В 2Г. Б *_1 исчезнуть, оста
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нется только В к. Действительно, если к' какое-нибудь число меньшее то коэффи- 
щенть при Bt‘ после сложения будеть

1 Г к(к — 1) . . .  (к — к'-(- 1) — 1) . . .  — V) гг \ •. % 
«*' L 1.2.3 . . .  к' 1.2.3 . . .  (F + T ) *• *■ " г  Ч

, к{к — 1 ) . . .  (к — К — 1) (fc' +  l)№'-|- 2)
'' 1.2.3 . . .  (*’ +  2) 1.2

+ к(1с—1)... 1 (к1 -f* 1) (Td -j— 2) . • . к "I
~  1 . 2 . . .  к 1 . 2  . . .  {к — !с') I ’

Т.-е.

( - 1)
i'4-l — !>...(*: — /с' +  1)

и 1.2.3 ...к '
(к — к')(к — к' — \ ) . . . \

1 . 2 . . .  (к — к')

[ l - < *  — *) +  •

]■

(к —к') ( к —' — 1)
ГТБ • •

или, наконедъ,
«

При к =  Id сумма будетъ (— 1 )*+1 Такимъ образомъ, уравнете, полученное отъ
и N

сложешя уравнешй (6), умноженныхъ предварительно на указанныхъ множителей, 
приметъ видъ:

к(к — 1) 1 
1.2 и2

dnu2 , Щ  — l)(k — 2) 1 dHu3 
dxtl ‘ 1.2.3 и3 dxn

Отсюда сл'Ьдуетъ, что формула (5) даетъ w-ую производную отъ <р(и) въ функция 
отъ ?г-ыхъ производныхъ всЬхъ степеней и,, показатель которыхъ не превышаетъ п.

§ 141. Найденное выражеше для 

образомъ. Пишемъ:

В,
ик можетъ быть преобразовано слФдующимъ

к(к — 1) и2
—О  £*

Дифференцируемъ обгЬ части этого равенства п разъ по разсматривая а, какъ 
постоянную:

г ( т -  >)■
dxH ( -1 )*  [

к dnu к(к — 1) 1 dnu2 
Cl dxn 1.2 a3 dxn а

1 dnuk
Т~

л
Ic F

17*



Вксъ вырашешемъ для — значитъ
и

Положивъ во второй части полученнаго равенства ос =  и , увидимъ, что она совпадетъ

при условш, что буква а, разсматриваемая при вс^хъ дифференцировашяхъ, какъ 
постоянная, должна быть заменена въ окончательномъ результат^ буквою и.

( и )Такимъ образомъ выражеше для приметъ видъ:
dx

гд'Ь суммировате распространено на вс£ д1злыя значешя 1с отъ 1 до п, а буква а, 
входящая во вторую часть, должна быть заменена посл’й дифферендировашя 
буквою и.

§ 142. Положимъ въ общей формул^ и — ж2; тогда

d \  (ж2) 
йяГ ~

В
B i? (^2) +  — ?" (я2) + . . .

Вк
1 . 2 1 . 2 . . .  &

ук (х2) I * •
Вп

] . 2 . . .  п
©«(я;2),

при чемъ выражеше для В к будетъ:

Л 2
~dxF

Mh — 1) 1 d V  
1 .2  ж4

1 Л 2*-|
#2Л‘ J

Вместо упрощешя этой формулы будетъ выгоднее вычислить непосредственно ни
сколько последовательныхъ производныхъ отъ <р(#2), чтобы, заключая по индукдш, 
заметить законъ ихъ еоставлешя. Полагая

У — Ф

находимъ посредствомъ посл'Ьдовательныхъ дифферендировашй:

dy
dx

dx2 
dzy  
dx9

—  2 X'o’{x2),

=  (2ж)2 «"(ж2) 2<р'(хг),

—  (2а;)3 <р"'(а;2) -)- 6(2а:)

g jr  -  (2а:)4 (х2) +  12(2а;)2 ?'"(х2) +  Щ " (х 2),

=  (2а:)5 <fv (а:2) -(- 20(2а:)3 <p,v (а:2) - |- 60(2а:)<р"'(ж2),

(1)

(2)

(3)

(4 )

(5)

(6)
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что приводить къ общей формуле:

апу
(2х)п уп(х2) - j -  п(п  —  1)  (2х)

dxП
Н— 2 *_1, | «(»— l)(w-2)(w— 3)еп (ж2)

п(п — 1 ) . . .  (п — 2р -}-1)

1 .2  ... р

1 . 2

(2ж )п-2р <ри~ р(а;2)  + . . . ,

(2x f - ‘ V )  + . .  • •

(.V

где вторая часть оканчивается сама собою, когда по очевидному закону составлешя 
членовъ коэффициенты при нихъ начинаютъ обращаться въ нуль.

Для доказательства замеченной такимъ образомъ формулы достаточно убедиться 
въ томъ, что если она справедлива для значешя п, то въ такомъ случае она спра
ведлива и для значешя непосредственно высшаго. Но, ведь, если формула (7) имеетъ

место, то коэффищентъ при уп+г-Нх2) въ — тт-, очевидно, будетъ
dxn+

п(п — 1 ) . . .  (п — 2р +  1) / 0 \ « - 2/>+i I п(п— — 2рА-В)
1 . 2 • • •р

(2ж)
2 . 2  . . .  (р — 1)

(п — 2р-j- 2)2(2х) » - 2/>+1

т.-е.

/()лЛп—2р+1 п(п - \ ) . . . { п  — 2р-\-В)(п — 2р-\-2)\п  — 2р-\-\
 ̂ } 1 . 2 . . . ( р  — 1) L р

(2ж)
«—2̂ 4"̂  “1“  1 )^ . • • (w - j - 1 —  2р  -f- 1)

1 . 2 . 3  . . . р

а это доказываешь вполне нашу формулу.
§ 143. Приложимъ предыдущую формулу къ разыскание • \

—sa)m-2  
Ax’" -1

выражеше для которой, замечательное по своей простоте, было дано и использовано 
въ своихъ приложешяхъ Якоби. Предыдущая формула, примененная къ этому случаю, 
даетъ непосредственно:

1

ж2)т ~ 2 _
Ax’"-1 

(т — 1) (т

(—  1 (2ж)”‘—1 (1 —  ж2>2 ( м 1 3ш -  - • *• • 3̂
2

- 2 ) (2#)м_3 (1 — x*j m - T т JL\ — I2/* * * 2 “Г

+
(т — 1) (т — 2) (т — 3) , 0 .*>_s

1 .2 (2ж) (1 — я2)2 (пг 3
2 • • « 1_

2 . . .  J,
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т.-е.

dm~Hi—xT ~ im -i
V I— 1dx

m(m — 1) (m — 2) „,_з 
1 . 2 . 3  X

( - D
»«—i 1 . 3 . 5 . . .  (2m

m
1) I м- i  |  /  -1 V 1 X'

О

к ж2
3 I m(m — 1) (m — 2) (m — 3) (m — 4) «<-5

1 1 . 2 . 3 . 4 . 5

Если положить x —  costt, то это выражете, въ силу известной тригонометрической 
формулы, которая къ тому же будетъ доказана въ одной изъ следую щи хъ главъ, 
обратится въ

( - 1 )
ш—1 1 . 3 . 5 . . .  (2т — 1)

т sm ти.

Итакъ, при # =  им'Ьемъ:

dxт—1
/  , \i7i—1 1 . 3 . 5 . . .  (2m 1) .(— 1) ----------------------- -smmw.4 у т

§  1 4 4 .  Производныя о тъ  arctanga;.— Им'Ьемъ:

d arc tang х 
dx

d*arctang# 
dx2

d3 arctang#
dx3

l-\-x2 1
2x

(1 +  x2f  ’ 
6x2 — 2

2 \ 3  •(1 +  s2)

He трудно продолжать эти дМств1я, но результаты все бол^е и бол'Ье усложняются и 
обпдй законъ не открывается самъ собою. Чтобы его найти, замйтимъ, что при 
и =  aretanga;

du
dx

1
1 +  х2

откуда

d“+1u _  ] / ^ 1  
dxnJrl 2

1 . 2 . 3 . .. п(— 1)П 1

_ { x + V - \ )
Пг\-1

( x - V - Т )

Приводя об^ дроби въ скобкахъ къ одному знаменатежо, увидимъ, что мнимыя коли
чества исчезнуть и выражеше для производной приметь вещественный видъ. 

Изящный результатъ получается при -

ТГ
2
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Въ самомъ д1злг]Ь, въ этомъ случай

cosy =  sin и =  —
V i-h x 2

sin у =  cosw =  —---
У 1 + 5

, + / Z i  =  / I +  a;2 [ c o s y + j/— 1 siny], 

ж — l / — 1 =  К 1 -j-# 2 [cosy— j / — 1 sin у];

зная же, что по теореме Моавра для всякаго положительнаго или отрицательнаго 
значешя ш

пишемъ:

0 “
(cos ж - j - — 1 sin =  cos тх -)- V — 1 sin тх , 

(cosх — V  — i  sin х)т =  cos тх — ]/ — 1 sin тх,

l

(* +  | / -  О
«+i

(х — \ / — l)
«+1 — [siНп +  1)у],

(1 +  х2) 2

а такъ какъ при этомъ

(1 +  ж2)
V.ы =  sin,i+V,

24 2

то окончательно

dn+lи
dxn+1 = 1 . 2 . 3 . . .  п(— l)n+1sinw+1 у sin(n 1)у,

§  1 4 5 .  Производныя отъ arcsin#.— Им’Ьемъ:

d arcsine 
d% ~~

V Г -
(1+Ж) 5t.l — х) 2,

и, следовательно,

^ ^ a re s in  х _ d”(l — х ) 5 (!-{-#) а
dxti+l dxn
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применяя, наконецъ, общую формулу § 139-го, находимъ:

dn+1 iarcsine 1 • 3 .5  . . .  (2 — 1)
dxn ^

п 1 — X 1 . 3 .

2п \ / \ — х- (1— х)п

1 3  5 п(п — 1 )(п  — 2)

п(п — 1) 
1 . 2 1 х \2

2п — 1 14- х 1 (2м—1) (2п — 3) \1 +  х

1 .2  3 1 — х 3
(2м — 1) (2м — 3) (2м — 5) \1 -{- х 

1 . 3 5 . . .  (2р— 1) м(м — 1) (м — р -{- 1) /1 —х \р
(2п  — 1) (2п  — 3) . . .  (2м — 2'р - г  I) 1 . 2 . 3 ... р 1 +  ж « •

1 —х
1 + х.

п

1 — XПолезно заметить, что коэффищенты нри различиыхъ степеняхъ въ1 “р X
все меньше единицы. Въ самомъ деле, отношеше коэффищента при (р р ^ )

скоокахъ
I — алр-и

къ коэффищенту при 1 —  Х\Р
1 +  гс. равно

■ (Sjp +  1) (w — р) _  “ j» +  l
(2»-2р- 1)(р +  1 ) ___1_  -

п — р

Это же отношеше меньше единицы, когда п — —}— 1 ? т.-е. когда п >  2\р +  1,  И,  

наоборотъ, больше единицы, когда п <  2р-\- 1. Такнмъ образомъ, коэффищенты идутъ, 
уменьшаясь, съ перваго коэффищента до минимальнаго, а затемъ увеличиваются до 
последняго. Следовательно, крайше коэффищенты, равные оба единице, больше всехъ 
остальныхъ.

Ч и с л о в о е  з н а ч е н 1е  н е к о т о р ы х ъ  п р о и з в о д н ы х ъ , к о г д а  п е р е м е н н а я

О Б Р А Щ А Е Т С Я  В Ъ  Н У Л Ь

§ 146. Часто требуется вычислить, во что обратится производная при некото- 
ромъ числовомъ значеши переменной, и въ особенности въ томъ случае, когда, после 
выполнешя дМствШ для получешя производной, переменная полагается равною 
нулю. Вопросы этого рода решаются иногда при помощи особыхъ пр1емовъ; приве- 
демъ несколько примеровъ.

Производныя о тъ  arctanga; при х — 0.—Нетъ необходимости прибегать къ общему
виду производной для определешя значешя, какое она приметъ при х =  0.* .̂

Въ самомъ деле, полагая и =  arctang#, пишемъ:

d u __ 1
dx 1 -j-x2 ’

d3u __ 2x ‘
F55? ’



откуда

/ ч \ *>х cl̂ U
( lJ r x -yds

I r\  C t l t
-  2 x  
1 a x

0.

Дифференцируя это уравнеше п — 1 разъ и ползьуясь известной теоремою (§ 1 3 9 ), на- 
ходимъ:

d"+1«
( 1 + ж 2) —- хг 2(п 
У т  '  йхя+1 ' V

d“u
1)'r ^ r +  0 l _ 3 ) l n

Н С - 1, = » ;

d”- ^  , d”« .
2 ) --------- г  4 -  2 х ----------\-

’ dx'1- 1 г dxn г

полагая а; =  0, получаемы

d"+I и d n г и

d x n ^ 1 ' о ^ d x5=Г )о»(« — О — °-

cZw \Отсюда, замечая, что = 1 ,  выводимъ при w-f-1 нечетномъ:

(iT+’m '
.ЙГй)о =  ( _ 1 Г 1 - 2 - 8 - №;

полагая же п - |-1  четнымъ и замечая, что ( ^ ) о= 0 ,  изъ того же уравнения вы
водимъ:

и'[d x n + i  о *
0 .

§  14 7 . Производный отъ  arcsine при а— 0.—Если положить

и — arcsine,

то

d u
d x

j / l  - X

l / l  — жэ
*■

о d u
d x i,

— x  d u л d*u

i / i —

CIU I /Z л Of
d x  +СГ Же2

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧ0ОЛЕШ Е

0

18
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и, по освобожденш отъ знаменателя,

(1 — х~) dhi 
dx2

Дифференцируя это уравнеше п — 1 и пользуясь известною теоремою (§ 139), на- 
ходимъ:

(1 — яг) —
сГ+1и
dxn+1

2 (п — 1) х
d nu
dx"

dп l u dnu
(n — 1) (n — 2)

dx 71— 1 X
dx

(n — 1)
jil—1Cv U
dxw—1 0 ;

полагая x =  0, получаемъ:

/cT+1w\ dn lu
dx*1- 1

Отсюда, замечая, что ( J j ^ =  1, выводимъ при n - j - l  нечетномъ:

U ^ / o -  1 , 3 2 *52 ” * ^  1)2'

а при n - 4-1 четномъ:

(dn+1u \  
W +1 I о

0

§  14-8. Производный о тъ  (arcsin#)2 при x =  0.—Полагая (arcsine)2 =  щ выводимъ

dw _ 2 arcsine
dx ~ /  1 —

5

d2u _ 1 2x arcsine
dx2 ~

c*1«—4
1

(1 -  x2f
2 I x du ' 

1 — x2 ' 1 — x2 dx ’

следовательно,

( л __x2 \ __ x  __ о
X ) dx* d x ~ 2 -

Дифференцируемъ это уравнеше n — 1 разъ:

„„ d “+1M d”u , d n~l u d nu dn~ lи
(” - 1 ,й = г “ °
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и полагаемъ х =  0:

это соотношеше даетъ возможность вычислять последовательный производный и при 
п - j- 1 нечетномъ

(Г+'м
dxn+1 О

О)

а при п - \ - 1 четномъ

2 . 22. 42. 62. . .  (п

§ 149. Производныя отъ xaoix при х =  0.— Полагаемъ xc.otx =  u- очевидно,

х cos х — п sin х. (1)

Дифференцируемъ обе части этого уравнешя п разъ, пользуясь при этомъ правиломъ, 
относящимся къ производной отъ произведешя; находимъ:

dncos х d 
х ---------- 1- n

П—1

dx11
COS X d nsin a? du dn—1

dx, n — 1 U ----- [- n
dx11 dx d x

sm x 
n—1 I

n{n— 1) d2u d M 2sinx
4 -

dnu
1.2

~—x— j- . . .  — sin x  —
dx2 d x dxn

dnu d11 lu
Если въ этомъ уравненш положить х — 0, то членъ с ъ ---- иечезяетъ и — -г- выразится

dx dx
въ функцш отъ всехъ предыдущихъ производныхъ; делая последовательно п — 1, 
п =  2, п =  3 , . . . ,  получаемъ:

_ du  п d2u   2 сРи л
и — Ж - 0 ’ Ш>~~ 3 ’ Ш? —  и," - :

*
когда эти первый значешя уже вычислены, изъ уравнешя (2) можно вывести и дру- 
п я  производныя въ последовательномъ порядке.

Заметимъ, что все производныя нечетнаго порядка равны нулю. Действительно, 
функщя х cotх есть четная функщя, т.-е. не изменяется ни по величине, ни по 
знаку при замене х на — х; иначе говоря, если обозначить ее черезъ <р(х), то

<Й*) — ? (— х).
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Беря последовательный производныя отъ этого уравнешя, находимъ:

? '(ж) =  — <р'(— ®),

ср}г(гг) =  (— 1 )п <рп(— х),
«

Отсюда заключаемъ, что при х —  0 для всякаго нечетнаго значешя и

и, следовательно,

9П(0) =  0.

Производя численныя выюладки, получаемъ:

/  du\   (d?u\   2 fdPuV  n  (d4u\   8  fd*u\  ~ UFu\ __ 288
U r  А.”  ’ \dx2J{ — ~ T '  № 7 0 ~ U’ [dxV о \ Ж 5/ 0 ~  5 \dxVo~~ 1»У’

jd~u\  ~ jdBu\   8064
\dx7) о 5 \dxs)o 0 4 5 '

§  150. Производныя о тъ  — r- —  при x =  0.— Полагаемъ — =  м, тогда
С 1 б “** 1

л; =  иех — и

и после дифференцирован1я

« d*i(/ ]-j— 1- иех dx
du
Ж*

Дифференцируя п разъ подъ рядъ обе части уравнешя (1), находимъ:

<Ги . Г ~ 1и
0 =  ех—-  +  ие*

dxП dxIX—1
п(п — 1) Г  2и ,
— 1 we*

1. 2 dxп —2 dxn ’

откуда при ж =  О

/сГ Ч»\ я{» — I) /й“ ги
0 =  п ( — Л  Н----— — . -— гг  + • • •' йя"-1 >01 1 .2 dx о

(du\
ИЫ 01 (м)°-

Это соотнолгеше даетъ возможность вычислить какую-угодно изъ производныхъ, если 

все предыдущая известны; и0 равно 1. Въ самомъ деле, отношеше ех—1 при х
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безконечно-маломъ является производною отъ с2 и приводится къ единиц^ при 0;

очевидно, то же самое справедливо и для обратнаго отиошешя------- . Выполняя вы-
еж—1

числетя, получаемъ:

Все производныя нечетнаго порядка, исключая первой равны нулю. Это можно 
утверждать й priori, независимо отгь предыдущихъ вычисленШ. Действительно, функщя

х х

•какъ легко видеть, есть четная функщя отъ х, а выше мы видели, что при этомъ 
условш для 'xeotx производныя нечетнаго порядка равнялись нулю при х =  0; произ
водныя же отъ функцш (2) совпадаютъ все, за исюпочешемъ первой, съ производ
ными отъ —- — .

ех — 1
§  151. Производныя отъ cos(warcsine) при .т =  0. — Полагаемъ

« =  cos(w arcsine);

дифференцируемъ:

clu
dx

msm(m arcsine) 
]/ 1 — x2

d2u 
dx2

— mx
(1 —a:2) | / l  — re-

sin(>H arcsine) — w 2 c o s ( m  a r c s i n e )

( Г — s 3) ;

отсюда

-|- m2 и = 0.

Дифференцируемъ p разъ это уравнеше:

(1 — х2)
dp+2u

2\рх
dp+1u
dx?*1' р (р  —  1)

dpu
dxp

x
dp+lu 
dxP+1

dpu dpu
P T" mdx? dx?

0
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что при х —  0 даетъ

(dp+2u \  . / dpu \

показы ваетъ, что все пропзводныя нечетнаго порядка равны нулю. Что же касается 
производныхъ четнаго порядка, то все оне выводятся одна изъ другой въ последова- 
телъномъ порядке, такъ какъ каждая изъ нихъ связана съ производною порядка на 
две единицы низпгаго. Такимъ образомъ

Чтобы изучеше разсматриваемой функцш не представило тяжелыхъ затруднешй, 
остановимся на некоторомъ опред^ленномъ толкованш полученнаго результата.

Функщя cos(»> arcsine)—не вполне определенная и, подъ однимъ и темъ же сим- 
воломъ, представляетъ въ действительности несколько различныхъ функщй, число 
которыхъ можетъ возрасти до безконечности. Въ самомъ деле, дуга, синусъ которой 
есть х , не единственная; напротивъ, такихъ дугъ безчисленное множество. Произве- 
дешя этихъ дугъ на какое-угодно т будутъ иметь, вообще, различные косинусы,, 
число которыхъ будетъ равно удвоенному знаменателю числа т ,  если т — соизме
римо, и безчисленному множеству, если т  — несоизмеримо.

Будутъ ли иметь все эти различный функщи одне и те же производньтя?
Только-что полученный результата, повидимому, решаетъ вопросъ,—по крайней 

мере, для частнаго значешя ж =  0, а такъ какъ мы нашли только одно значете, то 
невольно можемъ придти къ заключенно, что и существ у етъ только одно. Однако это 
было бы большою ошибкою. Предыдущее вычислеше основано на двухъ предположе- 
шяхъ, выделяющих^ определенную функцш, къ которой оно и относится. Во-пер- 
выхъ, положивъ

/ d2n+2u \
n+1 nr (m2 — 4) (nr — 16) . . .  (m2 — 4n2).

и cosm(arcsin#),

мы вывели равенство:

du
dx

I i -
а это возможно только при допущенш, что производная отъ arcsin# есть —И1— . По-

• V I  — X*
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добное же допущеше, въ свою очередь, требуетъ (§ 34), чтобы косинусъ разсматри- 
ваемой дуги былъ положителенъ; въ противномъ случай

cZarcsin#
dx

и пришлось бы написать:

du
dx т sin(marcsina;) 

) / l  — X2
d2u _ mxsmjmarcsine) __ 2 cos(marcsin#)
dx* ( l — x2) ] / l  — x2 L~ * 2

откуда.

(1 — x2) d2u 
dx2

du | n л x  -=— \-m*n =  0: dx 1 ’

это уравнен1е тождественно съ прежде полученнымъ, при другомъ предположети, и 
приводитъ къ тому же соотношешю:

сР+\

Но, во-вторыхъ, мы допустили, что при х  =  0 функщя и — 0, — 0. Это спра
ведливо только въ томъ случай, если, при # =  0, arcsin# =  0; на самомъ же д1зле это 
значеше есть первое изъ пфлаго ряда, но не единственное, такъ какъ, для х  =  0, 
arcsine =  fou, где к — какое-угодно целое число, и, следовательно,

u =  cos(w arcsin х) =  cos т к-.

Точно такъ же, если

если же принять arcsin# =  

значешй:

равна нулю, то только въ силу того же предположешя; 

кп, то для придется принять одно изъ следующихъ

*

du
dx
du

— — msin mhr,

msi n m k .
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Сл^дуетъ заметить, что первое изъ нпхъ относится къ случаю, когда к — четное, 
потому что тогда с< s Л'тг положителенъ, второе же — къ случаю, когда к — нечетное.

Итакъ, значеше, найденное для
(]~п + 2U

d x 2 n + 2

относится только къ той функщи
о

со s?n (arcsin#), въ которой за arcsin# принята дуга, обращающаяся въ нуль при х  —  О 
ц являющаяся всегда, въ силу своего непрерывиаго изм1знвшя, наименьшею изъ по- 
ложптельныхъ или отрицательныхъ дугь съ общимъ синусомъ х .  Еосинусъ такой 
дуги всегда положителенъ.

§  1 5 2 .  Чтобы придать функщи и =  cos(marcsine) снова всю ея общность, стоитъ 
только вычислить общее выражеше ея производныхъ при х  —  0, что сделать не трудно. 
Бо всгйхъ случаяхъ

d p + 2 u

d x p + 2

d p u

d x p

Кроме того, при х =  0

и  =  с , о $ ( т  arcsinO) =  cosw/in,
d u

d x

— msin(m arcsin 0) =  z ± :  m s i n m k K ,

и, следовательно,

d 2 n + 2 u

d x 2 n + 2

(— 1)”'+1 m2(m2 4 )  ( i n 2  —  1G ) . . .  ( m 2  —  i n 2 )  e o s w / t i r ,

d 2 n J p l u

d x 2 n + l

( —  1 ) ”  ( m 2 1) (in2 — 9) . . .  [ml — (2n — l)2jmsin ткп,

при чемъ знакъ — соответствуешь случаю, когда к — четное.
§  1 5 3 .  Производныя отъ  sin(m arcsin#) при х =  0. — Вычислеше производныхъ отъ 

функщи (siimarcsin#) совершается по тому же способу и приводить къ аналогич
ному изследовашю. Полагаемъ

и  =  sin(marcsin#),

откуда

d u

d x

т  c o s ( m  a r c s i n o ; )

rtr | / 1 — X2
d 2 u ____

d x 2

m x  c q s ( w  a r c s i n  x )

^  (1 — х2)У  1 —x1
m2s Щт a r c s i n # )

1  —  x 2
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знакъ -|- псрсдъ. радикаломъ долженъ быть взятъ тогда, когда arcsin# имеетъ поло
жительный косинусъ, и знакъ — въ противномъ случай. Изъ этихъ формулъ выво
дится уравнеше:

сЫ
dx т2 и — О,

справедливое во всехъ случаяхъ. Дифференцируя р разъ это уравнеше, ничемъ не 
отличающееся отъ полученнаго выше, также найдемъ, при х =  0, что

Кроме того, при х =  О

и =  sin(w arcsinO) =  sin ткк

и

du
dx zL mcos(m arcsinO) = ztzmcosmkn,

при чемъ знакъ соответствуете случаю, когда cos arcsine положителенъ и, следо
вательно, случаю, когда к — четное. Заметивъ это, легко найдемъ:

а2р*2и
dx2р̂ 2

(— 1 )р т2(т2 4) . . .  (т2 — 4p2)siimfcr,

d2p+1u
dx2p+1

zt: (— 1 f  (m2 — 1) (in2 — 5) . . .  [m3 — (2p  — l ) 2] m CosmAnr,

гдгЬ Ic— произвольное целое число, а знакъ -f- во второй формуле соответствуетъ 
случаю, когда к — четное. Если предположить, что arcsinO =  О, т.-е. если arcsin# есть 
наименьшая, положительная или отрицательная, дуга, синусъ которой х, то & =  0 и, 
следовательно,

d2p+2u _  а 
— ° ’

аг*+1и
— — (— i f  (т 2 — 1) (т2 — 5) [m8 — (2p  — l f ] m .

§  15 4 . Производныя отъ ous(marccos#) при х  =  0. — Полагая
t

ДИФФЕРЕИЦ1АЛЫЮ В ИСЧИСЛЕ111Е

cos(marccos#) =  го,
19
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находимъ:

d u __. msm(warccosa?)
d x  '~~ Y \ - x i
d2n m x  sin( m  arccos x ) m 2 c o s ( m  arceos ж)
dx2~ - (1 — a;2) ] / 1 — x 2

l — x 2 5

откуда

-j- т2 и —

это уравнеше было уже получено два раза и изъ него прежнимъ же способомъ, при 
я =  0, выводиыъ:

dp+2u
dxp+2

=  (р2 — т2)
dpu
dxp

Кромй того, при x = 0

и =  cosm(arccosO) =  cosm(2/c
du
dx z t  msinw(2/c-f-1)-^-,

7C
2~’

при чемъ к обозначаетъ какое-угодно цйлое число; знакъ -)- соотвйтствуетъ, какъ 
легко видеть, случаю, когда к— нечетнее, а знакъ —, когда к— четное. Далйе на
ходимъ:

d2n+2u 
dх2̂ 2 
d ^ u  
dx?n+l

(— 1)"т \т 2 — 4) (т2 — 16) • •. (w2 — 4?i2)cos(27c -(- \)т
т

zt: (— \)п (in2 — 1) (т2 — 5) . . .  [m2 — (2п — 1 )2] ж sin (27c - f  -1 )m

при чемъ во второй формулй знакъ -f- долженъ быть взятъ въ случай к четнаго и 
знакъ — въ случай к нечетнаго.

Е сли  и з ъ  дуть, косинусы которыхъ равны нулю, требуется взять только , 

то надо положить 7с =  0.
§  1 5 5 . Производныя отъ  sin(warccos^) при # =  — Полагая *

и sin(marccos^),
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найдемъ, какъ и въ предыдущихъ случаяхъ, уравнеше:

2ч d'2u du (1 — х 2) л 9 x ~j — \-nru  — О,ах2 ах 1 7

изъ котораго, при о; =  0, выводимъ:

А такъ какъ при ж =  0

dw_
sin(warccosO) =  sin(27*;—j— 1 )m ~ -, 

=p mcosm(arccosO) =  шс< s(2/c-}

гдгЬ A— произвольное пфлое число и знакъ — во второмъ уравненш соответствуешь 
четному /с, то при помощи этихъ значешй найдемъ:

d2n+2u 
dt~ ^ 2- 
d2n+\i
~dFx̂

(— 1 )я ш \т 3 — 4) ([т2 — 16). . .  (т3 — 4/^2)sin(2/t -j- 1 )т 

(— 1)" w(w2 — ]) {-т2 — 9) . . .  \_ш2 — (2п — 1 )2] cos (2к -{-

т
§ 156. Производныя отъ ( l - f - я2) 2 sin(marctauga;) при .х =  0 .— Полагая

и =  ( I -j- я2) 2 sin(m aretanga;)

di t J2a *
и составляя производныя и находимъ, посредствомъ исключен in sin(warctangx)
и cos(m ahitang#) изъ трехъ полученныхъ уравнен1й, следующее соотношеше мелсду 
л, du dhi

~dx И Ш*1

О +  жа) ^  — 2(»» — !)* ■ +  m*« — '«« - 0.
♦

Дифференцируемъ р разъ:

%
19*
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полагаемъ ж =  0:

d?+2u
dxf+2

dpu
dxp

(in — p) (in — p  — 1).

Kpoirb того, при x  =  0 (предполагая, что arctangO =  0) им'1;емъ:

л duи =  О, =  т ’ dx

откуда заключаемъ:

d2n+2u d2n+1u
О, — —-  - =  (— 1)” т(т — 1) (т — 2). . .  (т — 2п - f - 1) (ш — 2п).

dx2n+ du2nJrl

Беря arctang# во всей его общности, пишемъ:

и, при х =  0,

arctangO =  /стг

и =  sin mJciz, du
dx m cosmic к ‘

въ такомъ случай

d2n+2u
dx2n+2
d2n+1u
da?n+f

(—  1 )n m (m  —  1 ) . . .  (m  —  2n) (m  — 2n  —  l)sinm/or, 

(—  1 )w m (m  —  1) . . .  (m  —  2n) cos w /стг,

r#fc к— произвольное ц1>лое число.
т

§  15 7 . Производныя о тъ  (1 -\~хг) 2 cosOw arctanga;) при х =  0. — Полагая

ГО

и =  (1 х2) 2 cos(m arctanga;),
✓ .

находимъ посредствомъ такого же вычислешя, какъ и въ предыдущемъ случай, ра
венство:

2(т—  1)х ~ - \ - т ги —  ти =  О,dx



откуда

(lp+2u
Тх**2

dpu
dxP

(in — p) (m — p  — 1).

duЗная же n и при x =  0 и предполагая arctang0 =  0, выводимъ:

d2n+1и
da?"*1 О,

d2n+2u
dx2"^2

(— 1)'* m(m — 1 ) . . .  (m — 2n

§ 158. Производныя отъ cos m̂ar— ПРИ x — — Полагая
0 +  *2)

m
24 T

U
cos(r/iaretang#)

tn
( i + * 3) 2

duи вычисляя и и легко приходимъ къ соотношение:

(1 +  Я2) +  ( 2'»' +  2)Ж ̂  +  »»(«* +  1 >« =  °>

откуда, дифференцируя р  разъ и приравнивая х нулю, выводимъ:

ldp+2u\ , , , dpu
{&+>), о +  + * )  (** +  О —  =  0dxp

и, следовательно, можемъ писать:

d2kJrlu 
dxй+г т О

при р нечетномъ, равномъ 2А: -|- 1, и

Л
Л?*

m(w - f - 1 ).... (w -j- 2A* — 1) (— l)w

при p  четномъ, равномъ 2&.



150

П р ОИЗВОДПЫЯ И Д И ФФЕ Р ЕНЦ 1 АЛ Ы ВЫСШАГО ПОРЯДКА ДЛЯ ФУНКЦ1Й
ОТЪ НЪСКОЛЬКИХЪ НЕЗАВИСИМЫХЪ П Е Р Е МЪ Н Н Ы Х Ъ .

П р и н я т о е  п р и  э т о м ъ  о б о з н а ч е н а .

§ 159. Когда функдш содержитъ нисколько независимыхъ переменныхъ, то 
можно составить производную по какой-нибудь одной изъ нихъ; обозначеше для та
кой производной одинаково съ обозначетемъ производной отъ функдш съ одною не
зависимой переменною. Если

и =  <о(х, у, е),

то производный отъ и  по х , y ,  z  обозначаются (§ 50) черезъ , dil d i i Произ-
d y  5 d z

водный второго, третьяго, и т. д. порядка по одной изъ этихъ переменныхъ бу- 

дутъ обозначаться также, согласно обозначешямъ, приведеннымъ выше, черезъ ,
d 2u  d ? u  
d p J

Если берется производная отъ и по х , а затемъ отъ полученной производной 
производная по у , или, въ более общемъ случае, сначала т  разъ производная по 
переменной х ,  а затемъ п  разъ по переменной у ,  то конечный результата обозна-

dm+nu
чается черезъ--------.

* dx dyn
Точно такъ же, производную, взятую сначала т  разъ по х , затемъ п  разъ по у

и, наконедъ, р  разъ по я, будемъ обозначать черезъ -------------.
dxmdyndzv

ВОЗМОЖНОСТЬ МЪНЯТЬ ПОРЯДОКЪ ДИФФЕРЕНЦИРОВАН1Й

§ 160. Из учете производныхъ, взятыхъ въ носледовательномъ порядке по раз- 
личнымъ переменнымъ, приводитъ къ.важному результату. Порлдокъ дгьйствт не 
вл1летъ на результата.

Чтобы начать съ простейшаго случая, къ которому приводятся все остальные, 
возьмемъ производную отъ функдш и сначала по х, а затемъ отъ полученнаго ре
зультата производную по у , и докажемъ, что къ тому же придемъ, взявъ сначала 
производную по у , а затемъ по х. Короче говоря, докажемъ, что '

d2u __ dhi
dxdy " dydx *

Пусть

и — ф ,  у ) )



151

по определенно

du_ —  цт  №  ±  ̂  У) т(Д?1 У) _  ?(* +  у) — ф ,  у)
dx Ах Ах

где г безконечно-мало одновременно съ А.г. Если въ этомъ равенстве придать у при- 
ращеше А у и разделить соответственный приращешя обеихъ частей на А?/, то

йи
Их _  ф  Н- Ах, у  + Ду) —  ф  + Ах, у) —  9(ж, у + А?) +  Ф ,  У) t As 
А у АхА у  ‘ Ау

Точно такъ же имеемъ:

da
dy

Ф ,  у  +  Ау) — ф ,  у)
Ау + 1 j

где стремится къ нулю вместе съ Ау\ изменяя х  на ж-j-Aa:, делимъ соответствен
ный приращешя обеихъ частей этого равенства на А х и полученныя Ччастныя при- 
равниваемъ другъ другу:

du
W  _  Ф ± _& х, У +  А у) — ф  +  Ах, у) —  ф ,  у  -f-  Ау) + ф ,  у) , Ast

Ах АхАу 1 Ах

*
Въ этихъ формулахъ на основанш техъ же соображешй, какъ и въ § 136-мъ,

и въ пределе равны нулю; кроме того, первые члены во вторыхъ частяхъ урав-

нешй (1) и (2) тождественно одни и те же,—следовательно, первыя части этихъ урав- 
нешй стремятся къ общему пределу. Итакъ,

т.-е.

d*u   d*u
dxdy dydx ’

что и требовалось доказать.
§ 161. Такъ какъ порядокъ двухъ последовательныхъ дифференцирований по раз- 

личнымъ переменнымъ можетъ быть измененъ, то отсюда ясно, что и для какого- 
угодно числа последовательныхъ дифферендировашй порядокъ, въ которомъ они 
будутъ выполнены, безразличенъ. Доказательство тождественно съ доказательствомъ



152

въ ариеметикЪ теоремы, что въ произведен^ все множители можно расположить въ 
какомъ-угодно порядке; тамъ оно также основано только на томъ. что въ произведе- 
нш можно переставить два последовательныхъ множителя.

Д И Ф Ф Е Р Е Н ЦIА Л Ы  Р А З Л И Ч И  Ы Х Ъ  П О Р Я Д К О В Ъ  ДЛЯ Ф У Н К Ц 1 Й  о т ъ  н ъ с к о л ь к и х ъ
П Е Р Е М Ъ Н Н Ы Х Ъ

§ 162. Пусть и =  у(х,у) будетъ функщя.отъ двухъ независимыхъ переменныхъ. 
Если приписать каждой переменной безконечно-малое приращеше, то для функцш 
<?(#,//) получится также безконечно-малое приращеше, которое можно заменить вся-
кимъ другимъ безконечно-малымъ количествомъ, имеющимъ съ первымъ отношеше,♦
стремящееся въ пределе къ единице. Мы видели (§ 54), что, обозначая черезъ dx 
и dy безконечно-малыя приращешя двухъ переменныхъ, мы можемъ соответственное 
приращеше функцш выразить черезъ

у d u  j  I d u  jdu — dx -щ dy.

Если приписать снова х  и у  приращешя, равныя предыдущимъ, то дифференщалъ 
du, представляющей функцию отъ х  и у, будетъ самъ иметь дифференщалъ, который 
обозначается черезъ dhi; такимъ образомъ

Приписывая снова х и у  приращешя, равныя dx и dy, находимъ, что дифференщалъ 
d2y, представляющей функщю отъ х  и у, будетъ иметь дифференщалъ dhi, выражае
мый формулою:

d3u dx3 -\- 3dx3 1 dx2dy J ^&dxdyî wdy /

Продолжая составлять последовательные дифференщалы, соответствующие постоян- 
ньшъ приращен1ямъ, приписываемымъ х  и у, получимъ, заключая по индукцш, 
формулу:

dnu
Г и
dxп dx11 -f- п

Л
dx ld y -\-

dxn~1dy
п(п — 1) dnu dx^~2dy2 - f - .

1 - 2  dxn~'l dy2

которая символически пишется следующимъ образомъ:
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Во второй части этой формулы необходимо заменять различныя степени du диффе
ренциалами порядковъ, равныхъ соотвгЬтственнынъ показателямъ; такимъ образомъ

должно быть заменено черезъ

d p+ 4

dxpdyq

Эта формула доказана для частныхъ значешй 1, 2, 3 , . . .  числа п. Чтобы дока
зать ее вообще, достаточно вывести, что если справедливо символическое равенство:

то будетъ справедливо, при тг£хъ же обозначешяхъ, равенство:

Л-+1« — / —  dx4-  —  Y+11 \dx ' dya j ) •

Для этого зам етит., что такъ какъ сС'ч есть функщя отъ х  и у, то его дифферен- 
щалъ выразится формулою:

(dnu) dx -)- (dnи) dy\

*
значить, приходится взять производную по х отъ выражешя, которое пишется сим
волически

*
умножить эту производную на dx, зат^мъ взять производную отъ того же выражешя 
по у и умножить ее на dy. Но если умножить то же выражеше на

и написать

d u  j  I d u  j  
d x  —  d ydx dy

то пришлось бы произвести точно ташя же выкладки и самые результаты пибать
20ДПФФЕРЕПДТАДЬНОЕ ПСНЦСЯКШЕ
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абсолютно въ томъ же водк Въ самомъ д£лгЬ, беря производную по х  отъ какого- 
нибудь члена

и умножая эту производную на dx, находимъ

<F+5+1« „
A H ^ W dx ’

что тождественно по виду съ членомъ, который мы получимъ, умноживъ симво
лически

dpu df/u 
dxv dy1

duпа - j -  dx. Точно такъ же, беря производную по г/ и умножая ее на dy, замЗзтимъ, что 

получаемые при этомъ члены будуть им$ть тотъ же видъ, что и члены, получаемые
(1и

при умноженш предыдущаго выражешя на -щ dy\ такимъ образомъ, выполняя - дМ -

CTBie для получешя полнаго дифференд1ала dn+1u, мы пишемъ. TaKie же члены, какъ 
и при умноженш на

du 7 , du j- j -  dx  -4-  dy. dx 1 dy J

Итакъ, допуская символическое равенство:

dnu du 7 г du j  \ «
Ш dx +  Ш (1У) >

заключаемъ, что равнымъ образомъ справедливо символическое равенство

л»+1 /*< \ jxj _ i «
a U —  \ d x a X ' аУ>

§ 163. To же самое правило прилагается къ дифференщаламъ функдш отъ ка 
кого-угодно числа перем^нныхъ. Такъ напр., если

и ?(*, У, *, О,
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то совершенно такимъ же образомъ находимъ:

при чемъ степень, какъ и въ предыдущемъ примере, понимается символически.
§ 164. Необходимо заметить, что если функщя зависитъ отъ несколькихъ пере- 

м'Ьыныхъ, который сами известныя функцш отъ другихъ перем'Ьнныхъ, пришшае- 
м.ыхъ за независимый, то предыдущая формулы не приложимы.

Действительно, пусть, напр.,

« = ? о ,  q),

гд'Ь р  и q—•изв’Ьстныя функцш отъ двухъ переагЬнныхъ ИмФемъ:

• •

На первые дифференщалы выборъ независимьтхъ перемФнныхъ не вляетъ: между 
ними существеннаго различ1я нетъ (§ 138); следовательно, можно предположить, что 
р  и д заменяютъ х  и у . Но если требуется вычислить d?u, то не нужно забывать, 
что такимъ образомъ обозначается дифференщалъ отъ когда х а  у приписываются 
снова безконечно-малыя приращешя, равный темъ, который они уже получили. Этимъ 

• равнымъ приращешямъ соответствуютъ, вообще говоря, неравныя приращешя какъ 
для р , такъ и для у, и, значитъ, при дифференцировали выражешя (1) для соста- 
влешя dhi нельзя разсматривать dp и dty, какъ постоянныя; иначе говоря,

Продолжая такимъ же образомъ далее, придемъ къ сложнымъ и редко употребляю
щимся формуламъ.

П р о и з в о д н ы м  в ы с ш а г о  п о р я д к а  о т ъ  н е я в н ы х ъ  ф у н к ц г й

§ 165. Предыдупщя разеудедешя даютъ возможность вычислять производныя выс
шаго порядка отъ неявныхъ фушсщй съ несколькими переменными; наиболее про
стой и употребительный методъ заключается въ составленш полнаго дифференщала 
той функщи, отъ которой желательно иметь частным производныя: этими производ
ными будутъ коэффищенты при различныхъ степеняхъ дифференщаловъ незавцсимыхъ 
переменныхъ, разделенные соответственно на известные численные множители.

Достаточно одного примера, чтобы вполне разъяснить этотъ методъ. Пусть

. * = ф , о»
у =  «)."■

2 0 *
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*3*2# /?2 /72 f*
Требуется вывести изъ этихъ уравнетй ~ , . Для этого вычисляемъ с?2.?,

принимая cfo и %  за постоянныя; получится выражете вида:

d2z —  A d x 2 -|- 2B dxdy  -j- CVZ?y2,

и, следовательно, будемъ иметь:

d rz__ . d-z __р d2z ___; р
б7я2 5 с??/2

Замечая, что б72# и d2y  равны нулю, a <72а не нуль, изъ данныхъ уравнетй вы- 
водимъ:

с/Z <7?
dx dx h .  da. .

do.

d'u dx -i- —L. dor a%~r do(7#

d 2Z :— dx2 
dx2 • + 2 dxdkd rd a H1 do2 4- 4  (Рос1 do

0 = - ^  d x 2 -1 ' dx2 1-  2 4-<7.£(7a 1 (7a2 aa '- f  (Pa.do

Исключая изъ этихъ уравнетй da и d2a, получимъ для d2z  выражете искомаго вида, 
и задача будетъ решена. Такимъ образомъ на ходи мъ:

/ ̂  \
d2z __&<? 9 d?9i Ww , б72?
<7ж2 " dx2 - dxd-x / б?ф \ 1 (7a2

U*/
d2<* (РФ

^  _ da1 d-iь <7a2
dy2 ~~ I t y y

1

/Йф \3’
[ d o )

d'b б?2 6
d x
d'b
do

dy
7h

v.2

fZa
_l— 9 -\ ~ tfl

d2'b
dxdo db .

t* T~d'b \ 2 dx 
~ch)

dРф
do1

da)

cty ' 2 
dx

d 'b  d 2,i> ( d 'b  \
d?z ______ g  d x  _________ g  ^  d x d o  ,  (7?  (726 \  d x  )

d x d y  d o 2 i d ^ \ 2 da ( d ' l  \ ' (7a d a 9 ( d t y y *
[do ) [ d o  ) [ d o  )

Тотъ же методъ можно применить къ вычислении производныхъ более высшаго 
порядка, но результаты будутъ получаться все сложнее и сложнее..

§ 166. Также можно искать производным отъ z въ последовательномъ порядке, вы
водя ихъ одну изъ другой. Въ самомъ деле, дифференцируя оба данныхъ уравнетя 
по х  и  разсматривая у> какъ постоянную, находимъ.

dz     бТу | (7у da
dx ^  dx 1 do dx

__ d'b , d'b do
d x '  da dx1
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откуда, по исключенш (1ц> 
dx5

( х ,  а).

Т1з лее уравнешя, дифферендированныя по у , даютъ:
<

d z   . dy dot
dy {l' da dy ’

- _ф  cZa
cZa <7y ’

откуда

Такъ какъ p  и q— извгЬстныя функцш отъ х и а, то достаточно заменить въ посл1?- 
довательномъ порядка въ этихъ формулахъ функцш ? на срх и затЬмъ на <?2, чтобы

получить d p

dx
dp dq dq 
dy 5 dx w dy ’ т.-е. вторыя производныя отъ z . Такнмъ образомъ

находимъ:

(fa? d#

^Pi
ф  _cZc?1 Ф  (fa

(fa? ф
d a

d y  1 
_  (Za
“  "35Г ’

ф

Ф

dq
dy

db
dx

d a

d a

W ’ .
d a

ch i
d'\> d a

dx db
d a

Зам'Ьтимъ, что производныя Щ
вательно, онй равны. Это есть

?1 и Ъ-

d p  d q d?Zи ~~  представляютъ, и та, и другая, сл$до- 

необходимая зависимость между производными отъ
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Еслибы изъ этихъ формулъмы пожелали вывести результаты, полученные выше, 
то нужно было бы выполнить лишь указанный здесь дифференцированы по х  и по а 
функций и <?2.

УПРАЖНЕН1Я

1. Если иъ функции у — Ч((х) давать переменной х последовательны}! значения: a?, x -\-h v 
ж +  7г1 +  7/2, х  +  Ьл +  К  +  7/3, • •. и обозначать при этомъ соответственный знамени! у черезъ

Д >
У-> Уь Уп> то пределомъ отношешя j- j- j- —— jj- будетъ n-ая мроизводиая отъ у , когда //,,* 123*** w

, Ъп стремятся одновременно къ нулю.
2. Если конечная и непрерывная функгця отъ х обращается въ нуль при зпачетяхъ:#:^#!,

х =  х.2, . . . ,  х — хп  ̂ расноложеппыхъ въ возрастающемъ или убывающемъ порядке, то для всякаго 
значешя х, содержащаяся между хх if хп ,

Ф ) =  (» — »i)(® — — хп) —;Л +  -  ,1 • • О • • « /у

где ®п(а) есть значешс м-юн производной отъ фупкцш <р при некогоромъ среднемъ значети х 
между хл и хп. Для доказательства этой теоремы замечают!», что п -ая производная отъ первой
часто уравнешя:

<р(х) — А(х — хг)(х — х2). . .  (х — хп) =  О,
Ф в

имеющая при всякомъ А  корни xv х2, . . . ,  хп, равная

уп(х) — 1 .2 .3 ... пА,

обращается въ нуль для некоторая значешя я, лежащаго между хх и хп , если А  таково, что
допускаетъ еще {п +  1)-ын корень для этого уравнев1я въ тЬхъ же пределах!,.

о п * dny(ex)3. Представить выражеше — ■ подъ видомъ:
dx

Atf'(ех) +  А  ?"(«*) +  • • • +  А,? “(в*),

т.-е. вычислить коэффшценты А 1: А 2—  А п , не зависяпце отъ вида функцш <р.
т

1
9

4. Вычислить вы раженie ех—1
dxП и представить его подъ видомъ:

А х-------- j-Л 2—~-------
V - 1  (<?-1У*

т.-е. определить иостояиныл А и А 21 .►•, -4п+1.
d^xn (Ып5. Выражеше------v 7 есть вида:

+  . ..-\-А п , г
+.1 >

dxn

1 +  Ajlx +  р | ( ^ ) 2+  * • »+ А п (Щп ;1 .2 . . .  п

найти яостоянныя A lt А 2, . . . ,  А п.
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б. Полагая

z ~ X
x2-j-у г ’

имеемъ:

Л
dxП = ( - D

п .2.3.. .wcos +  l)arctang У_
х

и -j-1
( Ж 2 +  У 2 ) ~ 2 ~

d2nz
dy2и = ( - 1)

1.2.3.. -2«cos I (2й-|-1) arc tang — 
n L # J

2n -j-1
(ж2 -\-y%) ~T~

dJ^+xz
dy211 -j-1 = ( —l)

1 . 2 . 8 . . .  ( 2 n  -j- l ) s i n  ( 2 n  -|- 2 )  a r c  t a n g  —  

n-f-i_______________ L_____________ £
(ж2 4- i/2)24» 4-1

7. Если # есть функщя отъ ж и у, определяемая двумя уравнен!ями:

0 =  ax-jr У'cp(ot) - f  F (о),
0 =  Ж +  ̂ ср'(а) +  Е'(а),

то, каковы бы НП были ф у П К Ц Ш  <р(а) II Е̂ а),

d2g d2z _/ d?z \ 2
с?ж2 d#2 Vdrcfyj

8. Если

жа

р =

т —

ж2 - | -  у * 4 -  я * '1

у
ж 2  4 "  # 2 +  ^

£
^2 +  У +  ̂ 2

и р2 =  а2 -f- р2 у2, и если функций, разсматрпваемая какъ функцхя отъ ж, у
уравненш:

<22v , dr'i . d?v_п
dx*^~df^~ d**~ 1

то, разсматривая v какъ функцш отъ a, |3, у, будемъ иметь:

d2
?

da? d$
dH -  d?t l  , Vpa i dy2 0 .

удовлетвориетъ



Г Л А В А  С Е Д Ь М А Я

Зам ена переменныхъ

В Л 1 Я Н 1 Е  Н Е З А В И С И М О Й  П Е Р Е М Е Н Н О Й  Н А  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц 1 А Л Ы  Ц О Р Я Д К А
В Ы Ш Е  П Е Р В А Г О

§ 167. Когда разсматриваютъ дифференщалы перваго порядка, выборъ незави
симой переменной безразличенъ, и н1зтъ никакой необходимости говорить о немъ. 
Если приходится заменить эту переменную другою, связанною съ нею какимъ-ни- 
будь образомъ, то дифференщальныя выражешя не изменятся. Иное дело — диффе
ренщалы высшаго порядка; чтобы второй дифференщалъ dry имелъ определенный 
смыслъ, необходимо указать независимую переменную, вследств1е чего часто пшпутъ,

если х  есть эта переменная, dx2 вместо более простого, но менее яснаго d2y.
Возьмемъ для примера функщю у — х^\ считая х  за независимую переменную, 

имеемъ:

d y  =  4 : X 3 d x ,  d 2 y = l 2 x 2 d x 2 .

Принимая теперь за независимую переменную х 2  и обозначая ее черезъ ц у  будемъ 
иметь:

у =  и2, d y =  2tidu, d2y — 2 du2.
*

Отсюда, заменяя и и du ихъ значешями черезъ х  и dx, находимъ:

dy == Axzdx, d2y  =  Sx2dx2.

Итакъ, dy осталось безъ перемены, a d2y  уже изменилось.
§ 168. С м ы с л е  только-что отмеченнаго факта очень простъ. Когда прини

мается х  за независимую переменную, dx — постоянная величина, а когда вводится, 
вместо прежней новая независимая переменная, дифференщалъ которой разематри-
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вается какъ постоянная, clx является переменною и дифференщалъ пропзведе-
шя o'(x)dx будетъ другой.

Въ выбранномъ выше примере мы положили х2 =  и и, следовательно, х =  у 'и;
|  _Я

въ такомъ случае dx =  -  , сРх — ---- -и  - du2. Значить, если продифференцировать
2у и 4

выражеше:

с(у — 4x3dx,

то будемъ иметь:

(Pi) =  I2x2dx2 -j- Axz(Px =  Qx2dx2,

что совпадаетъ съ полученными выше результатомъ; кроме того, отсюда усматри
вается яснее, почему dry не равно более 12хЧ х2 и въ чемъ его отлич1е отъ прежняго.

З а м е н а  н е з а в и с и м о й  п е р е м е н н о й

§ 169. Если разсматривается функщя у отъ переменной х  и эта переменная 
принимается за независимую, то дифференщалы cly, d2y , сРу являются вполне опре
деленными (§ 133) Предположимь теперь, что за независимую переменную требуется 
принять некоторую новую переменную г, связанную съ х известнымъ образомъ; ка
ковы будутъ соотношешя, связываюпця дифференщалы cly, сРу, . . . ,  clny  съ диффе- 
ренщалами /^взятыми при этомъ нсвомъ предположены? Чтобы ответить на этотъ 
вопросъ, условимся обозначать дифференщалы, взятые при dx постоянномъ, черезъ 
djj, ctjj, d j j , , dncy, а дифференщалы, взятые - по независимой переменной /, по- 
прежнему, буквою d безъ всякаго указателя, такъ что dny  будетъ выражать тг-ый 
дифференщалъ при clt постоянномъ. Прозводная отъ у по х выразится, какъ мы ви

дели (§ 48), черезъ ^  , какова бы ни была независимая переменная. Пусть t бу
детъ эта переменная; ищемъ вторую производную отъ у по х. Для этого нужно диф
ференцировать предыдущую дробь и ея дифференщалъ разделить на dx; такимъ 
образомъ, для этой второй производной находимъ выражеше:

dxcPy — dyd?x 
dx*

Точно такъ же, чтобы получить третью производную сРу
dx*’ беремъ, какова бы ни была

независимая переменная, дифференщалъ отъ второй производной и делимъ его на dx:

dx*d*y — dx*dycPx — 3dx*cPyd?x -|- odydx-(d*xf
dx7 ’

ДИФФЕРЕНЩ АЛЬИОЕ ИСЧИСЛЕН IE 21



162

следовательно, искомыя формулы будутъ:

dyy

diy

d 2t / d x  — d r ie d  у  

dx 5
d6ydx- — dxdyd^x — 3dxd'2yd‘2x  -f- - dy (d'2x)~

~  dx2 "

Эти формулы даютъ возможность выбрать независимую переменную по своему же
ланно, или, что не редко более выгодно, оставить независимую переменную неопре
деленною.

§ 170. Въ каждомъ приложены необходимо пользоваться уравнешемъ, связываю- 
щимъ съ х  новую независимую переменную, и вычислять дифференщалы d2x, d3x , . . .  
въ функщи отъ этой новой переменной, вполне произвольной по нашимъ формуламъ. 
Разсмотримъ, напр., уравнеше:

d - y х dy | у _  0 m
dx'2 1 — x2 dx 1 1 — x2 5  ̂ '

въ которомъ требуется полошить х =  cos/ и I принять за независимую переменную. 
По общей формуле это уравнеше приметъ видъ:

drydx — d-xdy х dy , у  __.
dxd 1 — х- dx 1 1 — x2 ’

и независимая переменная станетъ произвольною. Полагая x =  cost и замечая, что 
d2t =  0, выводимъ:

dx =  — sin tdt, d2x =  — cos idl2;

следовательно, уравнеше (1), после неболылихъ упрощешй, перейдетъ въ следующее:

§ 171. Въ некоторыхъ случаяхъ oбщie методы привели бы къ сложнымъ выклад- 
камъ, которыхъ можно избежать съ помоццю частныхъ пр1емовъ. Въ качестве при-

dny
мера приведемъ преобразована выражешя хп — когда вместо х  вводится иезави-

dx
/7Л1

симая переменная t, определяемая изъ уравнешя х  =  дающаго — х.

Имеемъ:

_ и ^ )  * ( * . £ > ) *
 ̂ ' dxn ' d x \  ■ / dt пх« i *У dn+ly \

dx” Ж * dxn+1 /
X =  ПХп d - l  +  * * г

dx” ^  dx”* 1
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что для краткости можно написать следу ющимъ образомъ:

Полагая п =  1, выводимъ:

значить, полагая последовательно ?г =  2, п — 3 , . . . ,  легко приходимъ къ общей 
формул^:

напр., при п =  3, получаемы

§ 172. Сделаемъ здесь одно замечаше, полезное во многихъ случаяхъ. Когда 
независимая переменная остается неопределенною, мы сохраняемъ право выбрать ее 
после и, притомъ, совершенно произвольно. Поэтому, если въ найденныхъ формулахъ 
положимъ <Рх =  0, то мы получимъ выражешя, къ которымъ пришли бы непосред
ственно, принявъ х за независимую переменную; далее, вводя въ этихъ формулахъ 
вместо независимой переменной х  произвольную переменную t, мы должны снова 
придти къ первоначальнымъ формуламъ; если этого не случится, то наверное въ вы- 
числешяхъ сделана ошибка.

Пусть, напр., при реш ети задачи на кривую, заданную уравнешемъ у =  <р(х)у 
мы нашли для некоторой длины, определяемой геометрически, выражеше:

1  ____  d x d ~ y  4 -  c l y c l - x

а с?#3-}-ф3 ’

при чемъ еще не сделанъ выборъ независимой переменной. Положивъ теперь d*x =  О, 
получимъ: 1

1 ____  d x d ~ y

a dx* И- ф 3 *
21*
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Чтобы отсюда вернуться къ общей формуле, когда независимая переменная какая- 
угодно, нужно заменить dxd-y черезъ dxd2y — dyd2x\ въ такомъ случае найдемъ:

1   dxd-y — dyd'-x
а (1хл did

Этотъ результата не совпадаетъ съ первоначальною формулою, что невозможно; зна
чить, не точны те, неизвестный намъ, выкладки, который привели къ ней.

О д н о в р е м е н н а я  з а м ъ н а  в с ъ х ъ  п е р е м ъ н н ы х ъ

§ 173. Иногда представляется случай сделать въ формуле замену всехъ пере-
менныхъ и поставить вместо нихъ друпя, находящаяся съ первыми въ данной зави-

%

симости; это, наир.,- случается въ задачахъ при переходе отъ прямолинейныхъ коор- 
динатъ къ полярнымъ. Въ такпхъ случаяхъ вопросъ сводится къ решение следующей 
общей задачи:

дано, что ц есть функция отъ х ; подставить вместо этихъ переменныхъ две 
новыя и и v, представляюпця известныя функцш отъ первыхъ, и выразить диффе
ренциалы х  и у въ функцш отъ дифференщаловъ новыхъ переменныхъ и и г.

Для реш етя этого вопроса необходимо сначала приготовить данную формулу 
къ преобразование такимъ образомъ, чтобы независимая переменная была бы произ
вольна; для этой дели достаточно вычислить dx, dy, d2x, d2y , . . .

Очевидно имеемъ:

Эти уравнен1я даютъ дифференпдалы перваго порядка dx и dy; действительно,
dx dx dy du~r~ , -4- ,  ~т~ , - f-  разематри-du 5 dv ’ du ’ dv 1 . 1такъ какъ x  и у  даны въ функцш отъ и  и v, то можно

вать, какъ известныя, полученныя или непосредственнымъ дифференцировашемъ, или 
съ помощью метода дифференцироватя неявныхъ фунгацй въ томъ случае, когда 
и и v задаются двумя уравнетями, не решенными относительно х  и у. 

Дифферендируя уравнешя (1), находимъ:

d2x

dhj

d-x j  о -3-* dirdu2 9 -̂ 2x dude -L —  dv2 -4___aaai , ^ a v  -p  du

du2dir2 !
dudv 
d‘V

dX V u  +  У  d \

dudv dudv ,Py dv2 - f  - 4  d-Udv2 nd

dv
d£
dv d2v,

_ _ _ Оппплтп d x  d2x d2y d2y d2yи т. д. Значенш Ш 'д Ш , ' W'M'W'dAvвычисляются непосредственно, если
х  ж у  даны явно въ функцш отъ и  и v; въ противномъ же случае—при помощи 
известныхъ методовъ дифференцироватя неявныхъ функцШ.
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Особенно эта Teopin имеетъ примкнете ьъ приложенш дифференщальнаго исчис
ления къ геометрш. Пусть, напр.,

{dx- +  ch/y- 
dxa'2y  — dycPx

есть выражеше некоторой длины; требуется найти выражеше, въ которое обратится В  
после замены въ немъ х  и у  новыми переменными р и ш, определяемыми изъ 
З'равнешй:

X =  pCOSw, 

у =  psinto.

Принимая со за независимую переменную, будемъ иметь:

clx =  dp cos о) — р si n wlo), dy =  dp sin ш -j- p ci s шdo),
d2x =  fZ2pcoso) — 2dp sinoô co — pccscof/w2, 
d2y =  <72psinco -j- 2dp cosox/co — psincoc/co2

и, после подстановки,

В w + w j
P'V/co3 -j- 2 dp-du> —  pcPpdu

§ 174. Пусть требуется въ формуле принять переменную, которая все время 
разсматривалась какъ неопределенная, за независимую; въ такомъ случае, если она 
лредставляетъ одну изъ буквъ, входящихъ въ вычислешя, все ея дифференциалы по
рядка выше перваго приравниваются нулю, а если эта новая переменная входитъ 
въ  вычислешя неявно, то нужно поступить иначе.

Въ последнемъ случае составляютъ второй дифференщалъ отъ этой независимой 
переменной и приравнивают^» его нулю; тогда между различными дифференщалами 
буквъ, входящихъ въ разсматриваемое выражеше, получится зависимость, съ помощью 
которой можно его подвергнуть безчисленному множеству преобразовашй. Возьмемъ, 
напр., выражеше:

ъ (dx- -Ь dy2'f
dycPx — dxdry (D

я  примемъ за независимую переменную функщю 5 отъ х  и у, определяемую урав- 
яешемъ:

(2)d s2 =  d x % -f- d y 2;
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s, какъ известно (§ 118), есть дуга кривой, координатами точекъ которой слушать 
х  и у. Приравнивая cl2s нулю, находимъ равенство:

() — dxd2x  -р  dyd-y, (3)

при помощи котораго можно многими способами преобразовать выражеше (1), после 
чего это последнее приметь видь:

%
/  dx d2x  \ / dx \2 d~x , / dy \2 d2y

1 __ dy d'2x dx d-y__ dx l ds ds2 | , dy d -x_[ ds ) ds2 [ds I ds2
E  ds ds- ds ds2 ds I dy I 1 ds ds2 dy

\ ds * ds

Для ббльшаго изящества возвышаютъ въ квадратъ:

1 / d x \2 (d2i/\2 , ( dij \2 (drxY1 ’ dx dy d2x dry

а такъ какъ въ силу соотношешя (3)

0 dx dy d2x dry 0 / dx\2 (cPx\2 0 ( d y \2 (d2y P  ( dx d2x \2 , / dif d2y \2
J ds ds ds2 ds2 J [ds j [ds2) ~~ J (ds)  [ds2) ~  [ ds W ) ~  [~ds d ^ ) 1

TO

1 __ 1 dx\2 (d2y y  , (dy  \ 2 (d2x \2 , (dx у  (d2x \2j L_ ( dy\2 (d2y y  
E 2 [ds j \ ds2 J 1 [d s )  [ds2) 1 U s /  W ) 1 [ d s ) [ds2) >

( d x y  , / ^ \ 21 I Z^z/V] _  Z ^ V
[ds)  1 l <fe ) J [U s2) ' Us2) J “  [ds2) 1 [ds2) '

*
Должно заметить, что выражен1е В  въ функцш производныхъ отъ х и */, взятыхъ 
по s, неопределенно; въ самомъ деле, между этими производными существуютъ со
отношешя, и два выражешя, содержащая ихъ, могутъ быть равносильными, не будучи 
тождественными.

§ 175. Когда получена формула, въ которой за независимую все время прини
малась переменная, определенная такъ, какъ указано въ предыдущемъ параграфе,, 
то можно поставить себе задачу перейти, съ помощью этой формулы, къ общему 
случаю, где независимая переменная была бы совершенно произвольною. Этотъ во- 
просъ отличается отъ решеннаго въ § 169-мъ. Въ самомъ деле, здесь производный 
взяты по переменной .s, которая вместе со своими дифференщалами должна исчез
нуть изъ окончательнаго результата. Если дано, напр., уравнеше:

1 _(d2x \2j_  (d2y \ 2
w ~ [ w )  1 \ d s 2) ’ (О
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где

ds2 —  dx2 -}- с?г/2,

то по формуламъ § 169-го получится:

(dzxds — dxd?sf -}- {d?yds — dyd2s)2

мы же хотимъ получить выражеше для безъ .S-, въ функцш исключительно отъ
X и у .

Относительно выбраннаго примера ограничимся указашемъ хода 
выкладокъ.

Чтобы преобразовать формулу (2), достаточно вычислить д?х 
ds2

необходимыхъ 

но, такъ какъ

ds2 =  dx2 4- dy2,

то

dx
ds

dx

dx
d?x ] /dx- -f- dy‘

]/ dx2 +  dy2
dx{dxd?x -|- dydry)

}/ dx2 4- (ft/2
] /  c?#2 +  dy- ds{dx'z +  dy~)

cT-xdy- — dxdу dr у 
{dx2 +  (ft/2)2

точно такъ же • .

d2y _ drydx- — dxdyd2x
W ~ ~  ’ {dx2 +  dy2)2

Следовательно,

(d2x \2 , /d2y \2 {d?xdy2— dxdyd2y)2-\-{d?ydx2— dxdyd?xf _
[ d¥) —  ’ {dx2 +  dy2y

_d?x2dy2{dx2 -{- dy2) -f- d2y2dx2(dx2 -f- (ft/-) — 2dxd2xdyd2y {dx2 -f~ dy2)
— _|_ dy-у

_{dxd?у — dydrx)-
{dx? -)- dy2)z ’

что представляетъ весьма известную формулу.

%
С л у ч а й  м н о г и х ъ  н е з а в и с и м ы х ъ  п е р е м ъ н н ы х ъ

§ 176. Если ьъ функции отъ м н о ги х ъ  переменныхъ эти последшя заменяются 
новыми, то производныя отъ преобразованной такимъ образомъ функцш могутъ быть
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вычислены при помощи соотношетй, съ которыми мы сейчасъ познакомимся и 
который даютъ возможность вывести пзъ нихъ производныя отъ функщи въ ея 
первоначальномъ виде.

Разсмотримъ сначала, для большей простоты, функцию z  отъ двухъ перемйнныхъ:

* =  <?(*•, Ю-

Пусть и п г.будутъ дв'Ь новыя переы1знныя, связанныя съ ж и у двумя данными 
уравнешями, при чемъ не исключается, конечно, случай, когда одно изъ этихъ урав- 
нешй есть и  =  х  или v =  у и, следовательно, будетъ заменена только одна изъ пере- 
мйннныхъ, отъ которыхъ зависитъ функщя z .

Если х  и у — незавпсимыя переменный, дифференщалы dz, d'2z , d%  . . .  являются 
вполне определенными и ихъ выражете было дано какъ въ функщи отъ dx и dy, 
такъ и въ фзгнкщи отъ дифференщаловъ du, dv, d2u, d-v, . .  . Отождествлеше этихъ. 
выражешй дастъ намъ искомыя соотношешя.

Имеемъ:

Эти два выраженш d z  должны быть тождественны после замены d u  и d v  ихъ значешями:

Действительно, тогда оба выражешя d z  будутъ вида P d x  -{- Q d y  и такъ какъ оба они 
представляютъ, съ точностью до безконечно-малыхъ второго порядка, приращеню 
функцш то ихъ разность должна быть безконечно-малою второго порядка. Замечая 
же, что d x  и d y  — две безконечно-малыя перваго порядка, не зависягщя одна отъ 
другой, выводимъ, что эта разность строго равна нулю.

Изъ такого тождества вытекаетъ:

d z  _ d z d u , d z d v

d x  ~ ~  . d u d x ! d v d x

d z _  d z d u , d z d v

* У ~ ~  d u d y 1 d v d y

Эти уравнешя решаютъ вопросъ для случая производныхъ перваго порядка. Произ

водныя входяпця сюда, должны быть разсматриваемы, какъ извест

ный; получаются оне изъ данныхъ уравненгй* связывающихъ и  и v съ х  и у.
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Заыкгимъ, что каждое изъ уравнетй (1) ыожетъ быть выписано, какъ прямое 
с.т£дств1е изъ правила дифференцировашя (§ 58) сложныхъ функщй.

§ 177. Сравнеше двухъ различныхъ выражешй d 2z  дастъ производныя второго
порядка d2z d2z d?z 

dx1 ’ dxdy ’ dy1 въ функщй отъ производныхъ, взятыхъ по перем’Ьннымъ и и v.
Разсматривая d x  и d y ,  какъ постоянный, им'Ьемъ:

d 2z

d 2z

d~z j 2 I о d?z j  7 i d2 z 7 о
I *  d x  +  2 Ш и  dxdlJ  - r  w  W ,
d 2Z
did̂ d u 2 2 - f - 4 -  d n d v  - j-  ^  d v 2 

d u d v  1 d v 2
dz d?u +du dv

(1)

(Ю

кроме того,

d 2u
d2u 
dx2d x 2

d u
d u

dx d x

d2u

i du ,
+ w  **> d v -_ dv 

~ dx
i d?u i о
ь  d f  d» ' Aj II_ d2v 

“ dx2

dx d v

~dy dy,

d x 2 - j-  2 d x d y
cPy
dy2 dy

Уравнеше (2) после подстановки въ него этихъ значешй приметь видь:

d 2z  —  A d x 2 - j-  2B d x d y  - j-  C d y 2;

сравнивая съ уравнешемъ (1), заключаемъ, что

d2z __ . d*z __ т> d2z __р
dx2~ А ’ Ш у ~

ГД* А, Б, С — изв-бстныя функцш отъ — , ~ ~ ~  п огь производныхъ
и И V, взятыхъ по X и у%

Тотъ же методъ, очевидно, распространяется на производныя третьяго и высшихъ 
иорядковъ.

§ 178. По предыдущему методу определяются за-разъ, изъ одного равенства, 
все производныя одного и того же порядка. Впрочемъ, можетъ понадобиться выражеше 
только одной производной, — тогда находятъ более удобнымъ определять ее непо
средственно и отдельно.

Предположимъ, напр., что при данныхъ предыдущаго параграфа требуется вы
числить dH 

dxdy *
Сначала, по Teopin сложныхъ функщй, пишемъ:

d z   dz_ du dz_ do
dx du dx 1 dv dx

ДИФФЕРЕНЦШЬНОЕ ИСЧИСЛЕН1Е 22
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Чтобы получить

по г/, т.-е. написать:
нужно взять производный отъ обеихъ частей этого равенства

d * z __ d I d z \ du , dz d2u d f dz\ dv , dz d2v
dxdy dy \ du ' d.r ' du dxdy ; dy \ dv )  dx 1 dv dxdy 1

при ЭТОМЪ
d I dz 
dy {du ll могутъ быть вычислены no общей формуле:

d o  d o  d u  , d o  d v
4 -------* _____ _________ «_ _ _  _ _ •

dy du dy dv dy 5

такимъ образомъ находимъ:

drz __du du j d2z f du dv , du dv \ , d-z dv dv . dz d~u , dz d2v
dxdy du2 dx dy 1 dudv\dx dy 1 dy dx)  1 dv'2 dx dy 1 du dxdy~^~ dv dxdy

же принципы прилагаются къ преобразовать) производныхъ отъ функция съ 
болыпимъ числомъ независимыхъ перем^нныхъ; нетъ никакой необходимости оста
навливаться на этомъ. Приложешя въ дальнМшихъ параграфахъ не оставятъ места 
какимъ-либо затруднетямъ.

С л у ч а й  з а м ъ н ы  ф у н к щ и

§ 179. Когда уравнете связываетъ нисколько перем'Ьнныхъ, каждая изъ нихъ 
можетъ быть разсмотрена, какъ функщя отъ всйхъ остальныхъ, и часто въ течеши 
одной и той же выкладки считается полезнымъ заменить не только независимый 
переменный, но еще и функщи, который отъ нихъ зависятъ и вместо которыхъ 
вводятся въ такомъ случае новыя функщи, связанный съ первыми .данными со- 
отношетями.

Путь z есть функщя отъ х и у. Предположимъ сначала, что требуется подста
вить сюда новую функцно w отъ двухъ новыхъ переменныхъ и и при чемъ и , г?, w 
связаны, конечно, съ х, у , z тремя данными уравнешями.

Имеемъ:

dv,

йу-т- 

%  Ч"

du
dx
dv
dx

dx du
dy dy

d x  +  % dlJ

du
dz
dv
dz dx+%dij)

следовательно,
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съ другой же стороны
«

j d w
[ d x

dwdz\  1 , (dw , dw  dz \ 7
7 U d l)(lx +  [cg +  d I ^ l d^

Приравнивая другъ другу коэффищенты при dx и dy въ этихъ двухъ значешяхъ dw, 
получаемъ уравнетя:

d w  | dw  d z
d x

dw

d z  d x  

d w  d z
d y  1 d z  dy

_ dw (du , du dz\ i (do , do dz \
~ du dz dx ) 1 du [dx' 1 dz dx j 1
_ dw (du , du dz\ i dw 1 dv i dv dz \
" du \dy 1 dz dy) * do \dy 1 dzp d y ) '

dz
dx И въ функщи отъ dw dw 

du И dv ‘ Друпя производ
им? dw dii du „ныя, входяЩШ въ ихъ выражены, именно , должны быть раз

сматриваемы какъ данныя, такъ какъ и, v, го — известный функщи отъ х, у и г. 
Такъ же составляемъ дв^ формулы для dhv:

d'W
d u d v

dudv

Если заменить du, do, d2u, d2v и d2z ихъ выражешями въ функцш отъ dx и dy, то 
обЗз формулы примутъ видъ:

d2w =  Pdx2 -j- 2 Qdxdy -{- Bdy2.

Пользуясь теперь ихъ тождественностью, напишемъ три уравнетя, изъ которыхъ
(IP z с1/~ &
Ш-' dxdij и dtf М0ГУТЪ быть вычислены въ функцш отъ производныхъ го; взятыхъ
по и и о. Мы не будемъ останавливаться на этихъ слишкомъ сложныхъ и не инте- 
ресныхъ выкладкахъ. ‘

П р и м в р ы

§ 180. Преобразовать выражеше:

(Pv j_ d 2 v 
d x 2 1 d y 2

зам^нивъ въ немъ три прямоугольныя координаты х, у, z тремя новыми прямоуголь
ными координатами х ,  у', z', связанными съ первыми посредствомъ равенствъ:

%' =  ах +  by -j- cz, у1 =  а х  -j- Ъ'у dz, г1 =  а"х-j- Ь"у -j- d'z,
22*
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при чемъ девять коэффипдентовъ а, Ь, г, а', /У, с', а", 6", с" связаны между собою 
известными соотношешями, которымъ удовлетворяютъ косинусы угловъ, образуемыхъ 
попарно осями обеихъ прямоугольныхъ системъ. Заметимъ, что соотношешя, связы- 
ваюпця прежшя переменный съ новыми, все первой степени, — поэтому dx', dy, dz 
будутъ постоянными одновременно съ dx, dy, dz\ значить, мы въ праве писать:

кроме того,

dx =  adx -j- bdy -j- cdz, dy — adx' -[- b'dy' -)- cdz', dz' =  a"dx -J- b"dy' - |- c"d

Подставляемъ эти значешя во вторую часть предыдущаго уравнешя и приравниваемъ 
другъ другу коэффициенты при подобныхъ членахъ въ обоихъ выражешяхъ cl2v, 
тождественно равныхъ между собою вследств1е произвольности dx, dy, dz; находимъ:

d2 v _— yy2 (Pv -t- n'2 d2v _1_ n"2 (Pv 1 9 nn’ cPv 1 9nn” d2v
dx2 ~— (( dx'2 Г a dy'2 \ a dz'2—1 suit dx'dy' su. tv dx'dz'
d2v _-  />2 cPv _L//2 d2v _1_ h"2 d2v _l_ 97)7/ d2v tI 2 hb" d2v
dy~ ~— (/ dx’2 I w dy12 dz'2 1 S L/U dx'dy' 1 dx'dz'
d2v — sA d2v _L_ cPv 1 r."2 cPv -\- 2cc' d2v 1 2 cc" d2v
dz2 ~-— \y dx12 1 ° • dy'2~r 0 dz’2 dx’dy' dx'dz’

2а а, п d2v

+  2b'b

dz’dy' 
пи dH

- \-2 c c

dz'dy' 
, л  d2v

dz’dy'

5

5

Следовательно, принимая во внимаше соотношешя, связываюпця девять коэффищен- 
товъ, имеемъ:

d̂ v \d^_  __
dx2 • dy2 1 dz2

cPv | <Pv , d2v 
daft ~  dy*2 T  dẑ 2 *

§ 181. Преобразовать выражеше:

d2v i cPv 
dx 2 ‘ dy - ’

въ которомъ v обозначаешь какую-угодно функщю отъ х  и у, заменивъ х  к  у  пере
менными г и б ,  связанными съ первыми посредствомъ равенствъ:

х  == г cos 6, 2/ =  г sin 6,

равносильныхъ

г \ = х 14-у>, Ь =  arctang У. 
х
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Имеемъ.

d2v

d2v

Pv
dr} dx

Pv
dr2-dr

9 - — V- dxdуdxdy
о &v 

drd4 drdb

d?v
d f

Pv
w

d y \

< f t % d'r +  *  20 •-d4

KpOM'fe того,

dr xdr 4 - у dy

d 2r
(dx2 +  dy2) r — (xdr +  ydy)

db xdy — ydx 
x2 4- y2 5

r (x2 4- y2)(dx2 4 - tfy2) — (xdx 4 - ydy)2 (xdy — //dr)2
>2 .3

d20 — 2(д:б7̂  4- ycfy) M y — y d r )_q (г/2 — ж2) с7-сс7г/ — xy (dy2 — dx2)
//v,2 I л/2\2 “ ^  Zv.2 I л#2\2(*2 +  f ) (x2 4- y2f

и, следовательно,

™ ^  M g  4~ y(fy)2 _I_ 9 dPy_ (x2 — у2) drcfy 4 - xyidy- — dx2)
dr2 r2 1 " drdQ r* 1 ■

I d2v (xdy — ydx)2 j_  dv (xdy — ydx ) 2  , dv 9 (y2 —  a;2) cMy —  xy (dy2 — dx2)
"Г yw r4 1 <?/• r3 1 d) “ r*

Приравнивая другъ другу коэффищенты при dx2 и dy2 въ обоихъ выражешяхъ Л?, 
пишемъ:

Pv _ d2v x1 2xy d2v , Pv y2 | dv y2 ji 2 xy dv
dx2~~ dr* r2 r 3 drdQ 1 d92 r* 1 dr r3 1 r 4 d9 ’
dh __ d2v y2 , 2xy d2v , d2v x2 , dv x2 2xy dv
dy2 ~-  (jr2 r'2 1 гз угуц 1 УЦ2 jrL I dr 1*2 r 4 d9 ’

откуда

(Pv I Л  Л
dr2 ‘ dy2 dr2

Pv 1 | 1 dv 
d№ r2 ' r dr *

§ 182. Преобразовать выражеше:

Pv . Pv | Pv 
dx*.T dy3 ‘ dz2 >

Од^лавъ переходъ отъ координатъ х, у, з къ полярнымъ р, 6, 4, связаннымъ съ пер
выми посредствомъ равенств!»:

£? =  рСС SO, X psm6cos<k y =  psin0sin^



174

Вводимъ сначала вспомогательную переменную г , равную произведешю psinO;. 
тогда о и 6 заменять вполне х и ?/, и такъ какъ

x =  rcos^3 y =

то по предыдущему получимъ:

d 2v  , (Р  и   d~v  | 1 d - v  j _  l  d v  т

d x 2 1 d y 2 dr2 ' r2 d'b2 1 r d r '

значить, заданное выражете приметь видь:

I

Заметимъ теперь, что г и z, при данномъ 6, будутъ двумя прямоугольными коорди
натами, относительно которыхъ р и 0 можно принять за полярныя, т.-е. написать:

Следовательно,
■S

Остается вычислить -ц-\ не следуетъ забывать, что при вычислены этой производ

ной 6 и z разсматриваются какъ постоянный; v въ такомъ случае зависитъ оты 
р и 0 и

d v _d v  d y  , d v  dM

d r  d y  d r  dH d r  '

Далее, такъ какъ z постоянно, уравнеше pc"s0 =   ̂ даетъ*

— psin 6cZ6 -f- совбф =  0.

откуда

^  =  ptang6.
t -

Кроме того, изъ уравнешя psin0 =  r  выводимы

c?psin6 4- р cos6^6 =  dr,
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что на основаши предыдущего равенства можетъ быть написано въ виде:

tfpsinO cos 9r/p_
tang 9 или ^  =  sin bfir

Наконецъ, заключаемы

(Щ _ sin 9 _cos9
dr p tang9 p И

du dv . f. | dv cos 9
dr dr 1 dn p 5

уравнеше (А), после замены въ немъ г и ихъ значешями, переходить, въ урав

неше:

d2v , ^
с/ж2 1 с7г/2 dz2 р?

(cPv | , , г?с\' - 1 сР v . ^2г , 2 dv
1 ^ в“Г С01 J d9/ 1 +

§ 183. Дриложинъ обшде методы къ тому случаю, когда прямолинейные коорди
наты ж, у, # заменяются тремя переменными р, р15 р2, которьшъ Лямэ, часто и шки- 
Дотворно ими пользовавпнйся, далъ назваше системы кривомтейныхъ координатъ. - 

Пусть

<f(x, у , г) —  р,<f ix, у, *) =  p„ 92(х, г/, г) =  р2
N

'будутъ уравнешя трехъ системъ поверхностей, пересекающихся подъ прямымъ угломъ 
и делящихъ пространство на безчисленное множество безконечно-малыхъ прямоуголь- 
ныхъ параллелепипедовъ; каждой системе значешй параметровъ р, р1? р2 соответ
с тв у ю т  три поверхности, который, по предположен^, пересекаются подъ прямымъ 
угломъ въ точке, такъ же хорошо определяемой значешями р, р15 р2, какъ и значе
шями х , ?/, z. Эти параметры образуютъ систему криволитштхъ координатор

Лямэ съ большою пользою ввелъ въ вычислешя, относящаяся къ этой теорш, 
три функцш Л, hv /г2, определяемый изъ уравнешй:

Эти функцш не изменяются, въ чемъ не трудно убедиться, отъ замены координатъ 
-я, У? z другими прямолинейными прямоугольными координатами. Это, впрочемъ, вы-
текаетъ непосредственно изъ того, что ^  представляютъ (§ 125) ребра па-
раллелепипеда, ограниченна™ шестью поверхностями, соответствующими значещямъ 
р, p-f-dp, рх, px +  ф р  р2, р2 +  ^ра нашихъ параметровъ; измерешя же такого паралле
лепипеда не могутъ изменяться вместе съ направлешёмъ осей.
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Заметивъ это, постараемся сначала выразить производныя отъ а:, ?/, г, взятия 
по ?■> Рр Р2? БЪ функщи отъ производныхъ р, рр р2, взятыхъ по .т, ?/, з. Пишемъ:

Чтобы вывести пзъ этихъ уравнешй производныя отъ ж, у, г, взятия по р, pJf р27 
решаемъ ихъ относительно дифференщаловъ dx, dy, dz. Если принять во внимаше,

1  d ?  1

h dx 5 Ь
(l[> 1 dp
dy ’ h dz h

d?i
dx • • . суть косинусы угловъ, составляемыхъ (§96) съ

осями координатъ нормалями къ тремъ нашимъ поверхностямъ, который, по пред- 
положенно, образуютъ прямоугольную систему, то увидимъ, что для реш етя урав- 
н етй  (2) достаточно ихъ сложить, предварительно умноживъ въ послЗздовательномъ
порядка сначала на 1 cZp 1

/*?
dp} 1 do» 2 затемъ на-у^id

1 do 1 dot l  d[

на 1 dp
Id ~dz ’

I d  dx 5 h] dx 5 M dx 5 

ц  ^ , -ц . Такимъ образомъ находимъ:
dy 5 7/j dy ’ 7*2 <г?г/ и, наконецъ*

dx Id lh do 1 J_ jpg лг 
Ц  d x d?2)

и, следовательно, по § 57-му

dc _ 1 dp dx __ 1 Ф1 (to _ 1 dp2
dp ~"  Id dx ’ dp i ” "fcf d x ' do.2~ б?ж ’
dy _ 1 i t dy _ 1 dp 1 dy _ 1 dp2
dp “ id i t ) ' i f t d? 2 d y ’
dz 1 dp dz _ 1 rfo, cfc _ 1 dpi
<ц - “ Id dz 5 'k i~ dpi “ 7*2 dz '

►
Вдрочемъ, эти формулы можно доказать непосредственно. Въ самомъ деле, замечаем^

♦ dueчто произведете do представлдетъ безконечно-малое прирахцеше переменной х, когда

при р1 и р2 постоянныхъ р получаетъ приращете dp. Значить, это произведете есть 
пр^экщя на ось Х-овъ безконечно-малой нормали, содержащейся между поверхностями*

соответствующими параметрамъ р и p-\-dp, и равной (§ 125) по длине А такъ
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какъ коеинусь угла, еоставляемаго этою нормалью съ осью Х-овъ, выражается (§ 96) про-
I Г?0изведен 1емъ , - г  . тоИ <(Х '

dp
d x  ’

или, по сокращ енш  н а  <7р.

d x   1 do
dp id d x

§ 184. Вычиелимъ теперь въ функцш отъ координатъ р, ov  р2 сумму

d 2v d-v  , d 2v 
d x 2 1 d y 2 1 d z - 5

которой Пямз далъ назваше п а р а м е т р а  вт орого  п о р я д к а  ф у н к ц ш  v.

Прежде всего этотъ параметръ выражается легко черезъ таюе же [параметры 
отъ перемФнныхъ р, р1? р2. Въ самомъ деле, имФемъ:

dv do dp | dv dp, , dv P̂a.
d x  ~ -  d t d x  1 dp, d x 1 Фа с/л; 5

d 2v _ d?v
( '<7p V 2 , <<Z?i\2 i с/2г> ,/cZp2\2

dx* ~ “  d[? V d x ) ' <k i \ с/х / 1 €?pl 1̂ d x )

+  -
д -v do dp, dv  ddp

d 2v dp, c/p2 , d 2v dp.2 dp 
dp,dp2 d x  d x  1 “  do2dp d x  d x

do d y ,  , dv  c/2p2
dpdp, d x  d x  1 dp d x 2 1 dp, d x 2 1 dp2 d x 3

d 2 v d?vтакъ же сос.тавляемъ , и ^ ; складывая все эти вторыя производныя и принимая 
во внимате, что поверхности взаимно-перпендикулярны, находимъ:

(dv | (l2V | (llV _
c/.c- 1 с/с/2 1 cte2 ~

• dv  /
1 c/pa V йл-

/ r -c/2c; , 
dp3 1

7,2 d*V i !
1 " 2 c/p3 1

c/c;
c7P

/ c/2p ,
U x-2 1

rf2p
dif2'

<Ph , <Pp.\ , d v  f d'2p2 1 c/-p2 i ^2Pa
c/?/2 1 cte2 У 1 dp.2 \  d x 2 1 f/7/2 1 ^

c/2p

следовательно, параметръ второго порядка функцш v выраженъ въ функцш отъ р, р1? р3 
и отъ параметровъ этихъ трехъ функщй, которые мы теперь и постараемся отыскать.

§ 185. Поверхности, выражаемым уравнешями: р =  const., р1== const., p2 =  const.r 
пересекаются взаимно подъ прямымъ угломъ, независимо отъ значешй техъ постоян- 
ныхъ, которымъ приравнены р, р1? р2, и косинусы угловъ, образуемыхъ тремя ихъ 
нормалями въ какой-нибудь точке съ осями X, >r, Z, будуты

1 c/p 1 dp 1 c/p
h с/д; ’ /7 dy ’ л c/s •
1 dpi 1 dp, 1 dpi
к г7ж ’ К dy ’ A, dz ’
1 c/o2 1 1 c/p2
h a r?# '* h3 dy ’ л.,** c/*
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Между этими девятью количествами, какъ между косинусами угловъ, образуемыхъ 
попарно осями двухъ прямоугольныхъ системъ, существуютъ сл£дую1щя весьма 
изв'Ьстныя соотношешя:

dp _
- h 1

f dpi dp2 dp 1 dp,A 1
dx ~  ̂ dz dy б?у dz J ’

dp
- л 1

( dpi dp.2 dp, dp2\
<iy- V da? dz dz dx)  ’

dp _ - h 1
( dpi dp2 dp, do.A

dz ~ -  h j h '[dy dx dx dy ) ’

dpx __- ih 1
( dpo dp dp2 d? \

dx "  hh, 1{ dz dy d y  d^ /  ’

dp, _ _ ^ 1  |( dpo dp dp-2 dp \
dy~ "  7г 7г 0 1A* \dx  dz dz dx ) ’

d h _ -  7(1 lf df>2 dp dp 2 dp \
dz '  hho 1[dy dx • da? dy  / ’

d? 2 _ TloA# 1 dp dp. dp d p ,\
dx ~ Л/г, V dz dy dy  d^ ) '
dp  2 _ %2 ( d p  dp. d p  dp,\
dy ~  l ib i \ d x  d z d z  d x )  5

__ h 2 ( d p  dp. dp dpt \
d# ~~~  l ih i V d y  d x d x  d y )

Выводимъ изъ этихъ формулъ d2 р 
d y d x

d2 р 
d x d y

, дифференцируя ^  по у, а зат^мъ по х,

и полученные результаты приравниваемъ другъ другу:

h  I  d 2р, dp2 _  
l i j i 2 \ d z d y  d y

-  Ъ ( ^2pl ^'2
~  l i j h 2 \  d x 2 d z

d 2p, d $2 I dp, d2p2 
d y 2 d z  ‘ d# d y 2

d2p, d p 2 | dp, d2p

d
h

d z d x  d x  1 d x  d x d z  d z  d x

dpi d2po \  | ( dpx dp2_
dy dydzj "T" dy \d z  dy

d j L
dp\ d2p2\  | hji2 ( dpi dp2

d p i  d p 2 
d y  d z )

■?)+  ̂d# ds de dx
A • / »

или же, перенеся вс1з члены въ первую часть и придавъ и вычтя, для большей сим- 
метрш, еще некоторые, взаимно уничтожаюпцеся, напишемъ:

Ъ Г dp 1 /d2p2 , d2p2 I d2p2\ 
/г A  [d* W 2 dy2 ‘ d*2 )

h
M:

/ d л dpi 7 Ф 1
dp2 d# j_dp2 d^

da? da? 1 d y  d y  1 d# d;s

dpi
d£

d p  1 f dpa h J h  j ________
d£ \da? da? 1 d y  d y

d  ̂ d -A-x
dp2 h xh 2 . dp2 h ih o

‘ <Z* d*

d?2 / d2p, , d^pi , d * p A  ]
1 ' dy2 "T~d^r Vd#2

d p  2 
d z

л dp2 
d p i  d z

+

dz4J 1
I

л dp~ л dh\
dPl d* 1 dPl d^

‘ d z  d z  Jd x  d x  1 d y  d y

7 h , h , h
dpj Щ  , dpi liJh  I d p j h j h
d x  d x  ' d y  d y  ' d z  d z

+

0



179

на основанш же формулъ § 183-го, а также равенства:

dI dpt d —d  ̂ dx d-s dy i dz dz __ d*
dx dp2 dy dp2 1 d$ dp2 ~ dp 2

это уравнете перейдетъ въ следующее:

h

hxh
dpi f d~p2 i d~p2 

_dz \с1хг 1 dy2
сЩ
dz2)

dp<2 (d~pi
dz

d h
dpi
dz '°2 dp

d2Pi j_  drPi
2 1 dz- 

cl Ь

d

2̂ hJh dp2 д2
dz dpi

dpi 
dz

dp,

0,

a
h\

dp 2 
dz

dp i J

ТочБо такъ же получимъ два другихъ:

h dpi (d% 
Ldy \dx2

h

hju
dpi /d~P-2 
dx [dx2

d? po
dif

d2P2 1 d2p2\ dpg /d 2p! i d2pj i (pp,
d 2̂ 1 d$2 / dy [dx2 1 d#2 ‘ d^2

,  h 7 h

i d p i j  o
d r y -

dp2 7,2
d 7 7

1 V 2 dp2 dy h dpi

M dy
- dh

0,

d“ p2 
d£2

dpg (drpi I
I /7м2 * ■ dz2

d

dx \dx2 
h

d2pi i d2pi
dy

h

d
hi —-

dpi
dx

2

dpi Д2 V '
dx 2 doг 2

h2 _ M
dx 1 dp, 0.

d
a?

dpi
dj/

dpi J

d dpg
do;

dpi _

Умноживъ эти три уравнешя соответственно на ^  и сложивъ, найдемъ

после всехъ упрощешй,

I /d-р., , d*po
7*| (dx2 1 dy*

drp2 
ds2

,, ЛЛ t

dp2 0.

Такъ же, умноживъ ихъ на найдемъ:

1_ I d'Pi 1 d-pj 
\ dx3 1 rt/y2 dz2

j < 7d/ 2
rn°g-/7f

dpi 0;

точно такимъ же образомъ:

1 / d2p
Л2 V dx2

dy
dy3 1 ds2

7 ,<Mos
dp 0 .

23’*'
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' 3̂ ‘VПринимая во внимаше эти уравнев!я, можемъ теперь выражеше ^  2

найденное въ §184-мъ, написать въ слгЬдующемъ виде:

d 2v  

d z 2 ’

cP v  , ■ d 2 v : d~v

d ,r-  ‘ d y -  d z 2
Ir

f
О 1 d'2V

d

do2
d v  h xl u  h j u  j
rfp T  '

hi d ? v

d?2

do hi

I ^ 2  ^

<:?<; /iZ/j Г 7z/zt
i 2

C?2Z>
*lN

r/r JiJi h.J)
d[j\ dox hx z/p, J

или, что то же самое, въ виде*. .

d 2v

Жг-
drv 
d y 2

d'2v

~d?
d

li  d v

\

bjl '2 do 
do

, h x d v
cl l i j i  djx

d ?  i

d
]ц  d v

h h x d p2
do  о

\

Если p, p1? p2 — полярныя координаты, такъ что взаимно-перпендикулярныя поверх
ности суть сферы, то, заменяя о1 и р2 черезъ 0 и 6, которыми обыкновенно выра
жаются две угловыя координаты, имеемъ:

отсюда

*

z =  pcos6, 
х  =  psinOcoszj;, 
з/ =  Р sin 0 sin d»;

?2 -= #2 - j -  у2

<1 = 
4

ш

= a retail g

6 == arccos -

y_
X

z
\ /  x2 -j- у2 4 - z2

Такъ какъ разстояше между двумя безконечно-близкими точками есть %

d s 2 =  dp2 -f- р2с?62 p2sin2Grty2,

то

1
psin9

и, следовательно,

d2v ,, Л  
<7#2 1 zfy2

Л
zte2 sin 9[10 sin^ )  +  ^ (s in dd[ j )

d
dH

d v
dh

d_ / 1 dy 
l  sin 9 с?Ф

что вполне совпадаешь еъ результатомъ, найденнымъ въ § 182-мъ.
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УПРАЖНЕН1Я

1. Доказать, что при ос =  cost уравнеше (1 — х2) ^ г —х а-у— О перендетъ въ 
{-а2у =  0.

2. Преобразовать уравнеЕие:

d2z _  d2z 
dx2 dy2'

полагая х -\-у  =  *, х — у — р и разсматривая z какъ функщю отъ а и (3.
3. Если z есть функция отъ х и у , то, полагая

dz _ dz _ d2z _ t d2z _ d~z_
dx dy ^  dx2 dxdy S’ с/г/2 1

и прионная ^  и q за независиыыя перемЬнныя, будемъ им^ть:

г/ = до -{- #?/ — s

d u _ d u _ d2u _ t сРи _ — s dhi_ r
dp dq ^  dp2 rt — s2’ dpdq rt — s21 dq2 r t —$2'

4. Если ?(#, ?/, я) =  p, срДя, ?/, я) =  р̂  <p2(#, «/, -г) =  p2 — уравнетя трехъ группъ взапмво- 
перпендпкулярпыхъ поверхностей и, следовательно, р, р„ р2, образуютъ систему криволпнейныхъ 
координатъ, то определитель спстемы функцШ р, р„ р2, составленный по перем-Ьннымъ х, у , отъ
которыхь оне зависятъ, равенъ произведен!» въ которомъ буквы пм^ють значеше, ука
занное въ §183-мъ.

5. Если р2, pj, р| — три всегда вещественныхъ корня уравнения:

! =  .^1 J---- ____ [___—_
I  ^  г  —  ь 2 ^  х — с2 7

то, полагая

du = dо
l/(f'2- b !) (P2- c 2)

с/г<! = dpi
V - (Pi -  Ь3>(р? -  са)

//гео — с/р2
V ( Р З  -  V )  ( 1 4  -  С ! )

заключаемъ, что уравнен1е:

d*v . cPv j_ d2v  
dx2 ' dy2 1 dz2

равносильно
. *

+ <p2 -  p?)

6. Если положить
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то ураввете:

‘h  — n — r'i'li  — i i
dy1 — 1 1 2 dx

перейдетъ въ

___ ег
dudv 4 {u-\-v)'



Г Л А В А  В О С Ь М А Я

Составлеш е дифференщальныхъ уравненш

О П Р Е Д Е Л Е  HIE ДИ Ф Ф Е Р Е Н Ц Т А ЛЬ Н Ы Х Ъ  У Р А В Н Е Ш Й

§ 186. Всякое уравнете, представляющее зависимость между функщею и ея про
изводными, называютъ дифферепцгалыгымъ уравттемъ. Мы уже имели случай (§ 146) поль
зоваться дифференщальными уравнетями для разыскатя производныхъ отъ не» 
которыхъ функцШ. Уравнешя этого рода есть одинъ изъ важнМшихъ отделовъ ма
тематики, подлежащихъ нашему изследоватю.

Темъ, что функщя отъ некоторой переменной дана, еще не определяется диф
ференциальное уравнеше, которому удовлетворяетъ эта функщя. Въ самомъ деле,

пусть будетъ дано уравнете у =  у(х); дифференцируя его, пишемъ: =  <р'(я); вся

кая комбинащя этихъ двухъ уравнешй дастъ соотношеше между #, У и 5 т.-е. диф-
ференщальное уравнете, которому у удовлетворите Такъ, напр., дифференцируя 
функцш:

находимъ:

die “ ’

эти же два уравнетя даютъ соотношетя:

Ш + У = (М >=  А
\dxj 2 У dx7 .

къ котор ымъ можно, очевидно, прибавить безчиеденное множество другихъ. Если въ 
этихъ уравнетяхъ принимать у за неизвестную, то они будутъ иметь общее p t-
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шеше у =  ё1х\ кроме того, каждое изъ нихъ ыожетъ иметь и, действительно, им'Ьетъ 
безчисленное множество другихъ решешй.

§ 187. Можно поставить себе задачею комбинировать уравнеше, определяющее 
функцйо, съ уравнешемъ, изъ котораго узнается производная этой самой функцш, 
такимъ образомъ, чтобы удовлетворить некоторому условно, имеющемуся въ виду 
при дальнейшемъ изследованш. Неопределенностью подобнаго действ in пользуются, 
напр., для удаления изъ даннаго выражешя функщи, не желательной въ дифферен- 
щальномъ уравненш, какъ-то радикала, синуса, показательной функщи, и т. п.

Пусть, напр., дано уравнеше:

Выводимъ:

dx м ъ { х )  [«(#)]"* к

следовательно, по исключети <?(эс)т,

dx _m'f (х)
У ~  *№)

Если дано, напр., уравнеше:

у =  ] / 1  —  X2 ,

ТО

где уже нетъ радикала. 
Пусть будетъ еще

Выводимъ:

dy_
dx
У

dy
dx

х
Г У о 5

у =  sin  z(x).

C O S v ( z )  .

исключая тригонометрическая функщи sin z(x) и cos «(я), находпмъ:

У _ J __f i n
Upcf  \d x ) 1.
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Можно много привести подобныхъ примеровъ, но мы здесь лишь еще разъ на- 
помнимъ, что дифференциальное уравнеше, которому удовлетворяетъ данная функщя, 
по самой природе своей неопределенно. Вотъ почему, какъ мы только-что видели, 
можно самый видь его подчинить известнымъ услов!ямъ.

И сключение поотоянныхъ

§ 188. Если функщя содержитъ въ своемъ выражеши произвольную постоянную, 
то можно составить дифференщальное уравнеше безъ этой постоянной, которому дан
ная функщя будетъ однако удовлетворять. Задача всегда возможна и определенна. 
Въ самомъ деле, пусть будетъ дано уравнеше:

F(®, У, «) =  0, ' (1)

въ которомъ а обозначаетъ произвольную постоянную. Дифференцируемъ его:

dF_L d F d £ _  ,
d x  1 dy dx ’

исключая а изъ уравнешй (1) и (2), находимъ искомое дифференщальное уравнеше. 
Это уравнеше можно найти и другимъ путемъ: стоить только, напр., решить урав
неше (1) относительно а и, представивъ его подъ видомъ:

продифференцировать; тогда постоянная исключится непосредственно и получится 
уравнеше:

dy _  0
dx ' dy dx

Вообще, прежде чемъ приступить къ дифференцированию, данное уравнеше 
можно преобразовать какимъ-угодно образомъ; иеключеше постоянной а можетъ быть 
произведено посредствомъ весьма различныхъ выкладокъ, но конечный результатъ бу
детъ одинъ и тотъ же во всехъ елучаяхъ. Въ самомъ деле, когда намъ дано:

F(a;, у,  «) =  0 , (1)

где а—произвольно, мы въ праве выбрать по своему желанно значеше для х  и со
ответственное значеше для у, а разъ выборъ сделанъ, уравнеше (1) определить а и

не будетъ более ничего произвольнаго въ выражеши у черезъ х\ значить, dy
dx является

вполне определеннымъ. Такъ какъ производная dy_
dx определенна при данныхъ х и уу

то соотношеше, связывающее х, у и очевидно, также определенное и должно 
являться однимь и темъ же при всякомъ способе получешя.
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§ 189. Когда уравнеше съ двумя переменными х и у содержись несколько 
произвольныхъ постоянныхъ, ихъ можно исключить и составить дифференщальное 
уравнеше, въ которое оне более не входять, но за то придется ввести ровно столько 
последовательныхъ производныхъ отъ //, сколько было постоянныхъ.

Пусть будетъ дано уравнеше:

F tх, у, С' ( ' •  •  « Си) =  о,

где С1? С2, . . . ,  С„ обозначаютъ произвольныя постоянныя. Дифференцируя п разъ 
подъ рядъ, составимъ п новыхъ уравнешй, который вместе съ даннымъ дадутъ воз
можность исключить п постоянныхъ. Но той же цели мы можемъ достигнуть мно
гими другими путями. Въ^самомъ деле, можно преобразовать уравнеше (1) до диф- 
ференцировашя; можно также преобразовать какимъ-угодно способомъ те изъ урав
нений, которыя вытекаютъ изъ дифференцирования уравнения (1), подставляя до новаго 
еще дифференцирования на место какого-нибудь одного изъ нихъ результатъ его 
комбинирования со всеми предшествующими. Можно, наир., исключить постоянную Сг 
изъ уравнешя (1) и его производной, затемъ исключить С2  изъ полученнаго такимъ 
образомъ дифференщальнаго уравнешя и его производной, и такъ продолжать до техъ 
порщ, пока не будутъ исключены все постоянныя. Весьма замечательно, что все эти 
методы хотя и требуютъ сильно различающихся между собою выкладокъ, но приво
дить къ одному и тому же конечному результату Въ самомъ деле, такъ какъ урав
неше (1) содержитъ п различныхъ постоянныхъ произвольныхъ, то можно, при дан- 
номъ значенш выбрать по своему желанш соответственныя значевия для у и его

dy d?y (Р1~~лу(п — 1 ) первыхъ производныхъ — , — , . . . ,  — Но эти п услов1й определяютъ п
dx dx2 dx

постоянныхъ. и у является определенною функщею отъ х\ следовательно, производная
dnv~ — определенна. Такъ какъ эта n-ая производная определенна при данныхъ 
dx11

ty  dn~xy .х , у. — . . . . ,  — ~ г, то уравнеше, связывающее ее съ этими количествами, также
dx ' dx

определенно и должно являться однимъ и темъ же при всякомъ способе его получешя.
§ 190. Чтобы дать примерь исключешя постоянныхъ, составимъ дифференщаль- 

ное уравнеше третьяго порядка, которому7- удовлетворяешь функщя .у, определяемая изъ 
уравнешя:

(х — а)2 -}- (у — Ъ)2 =  R 2,

выражающаго все круги, нанесенные на плоскости. 
Дифференцируемъ три раза:

< * -* )%  +  * о О,

(у Ъ ) %  +  3 f  p i' 1 dx dx2 0;
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исключая изъ двухъ последнихъ уравнешй (у — б), находимъ:

что и представляетъ искомое дифференщальное уравнеше.

ЙСКЛЮЧЕН1Е П О С Т О Я Н Н Ы Х Ъ  В Ъ  УРАВНЕНИИ съ нисколькими Н Езависимы ми
П Е Р Е М Е Н Н Ы М И

§ 191. Дифференцироваше даетъ возможность точно такъ же исключить постоян
ный изъ уравнешя, въ которое входитъ функщя отъ несколькихъ переменныхъ, какъ 
и въ случай только съ одною независимою переменною.

Пусть будетъ дано уравнете:

'? (Я-, У, «• ь, г) =  О,

определяющее з у какъ функщю отъ х ,  у  и отъ двухъ постоянныхъ произвольныхъ. 
Дифференцируя по х,  затемъ по г/, получаемъ два уравнешя, которыя вместе съ 
даннымъ даютъ возможность исключить а и Ь.

ОР *Вводя производныя второго порядка, ^ , сРе (Гг 
dxdy ’ dy- мы можемъ исключить пять

постоянныхъ; введя производныя третьяго порядка, исключили бы девять постоян- 
ныхъ, и т. д.

§ 192. Существуетъ весьма важное различ1е между уравнешями, полученными 
такъ, какъ только что указано, и уравнешями, вытекающими изъ исключешя по
стоянныхъ въ уравнешяхъ только съ одною независимою переменною. Действительно, 
въ этомъ последнемъ случае полученное уравнеше имеетъ ту же степень общности, 
какъ и данное, и можетъ всецело его заменять. Точно такъ же, какъ оно было 
Выведено изъ перваго, это последнее можетъ быть выведено изъ него, какъ изъ исход- 
наго. Это—теорема интегральнаго исчислешя, доказательства которой здесь привести 
мы не можемъ, но которая будетъ разобрана нами позднее; впрочемъ, можно видеть 
теперь же, что все это совершенно иначе въ случае двухъ или несколькихъ незаВиси- 
мыхъ переменныхъ: уравнете въ частныхъ производныхъ отъ функщи гораздо более 
общее, чемъ то, изъ котораго оно получено.

Въ самомъ деле, разсмотримъ уравнеше вида:

<?(#, У, I г )  =  0.

Беря последовательный производныя по х  и по у , мы можемъ. составить* два 
уравнешя перваго порядка, три второго, четыре третьяго, и т. д. Такимъ образомъ,
если понадобится ввести производныя второго порядка, то у насъ будетъ шесть

. „ dz dz dPz d?z cPz .
уравнешй между Ш ' ’ Ш ’ d y '’~Шу> К0Т0РЫЯ> по исключенш постоян-

24*

г
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ныхъ а и Ь, дадутъ четыре уравнешя между этими различными количествами. Изъ
d  ̂  d zдифференщальнаго же уравнешя между х, у, ^ , наоборотъ, мы можемъ по

лучить только два уравнев1я второго порядка, дифференцируя по х  и по у. ГГрисоеди- 
нивъ сюда данное, будемъ им'Ьть только три уравнешя вместо четырехъ; следова
тельно, разсматривая производныя до второго порядка включительно, видимъ, что 
уравнеше (1) подчиняетъ ихъ большему числу условШ, чЪмъ дифференщальное урав
неше, выводимое изъ (1). Различ1е усилится, если перейдемъ къ производнымъ третьяго
порядка. Данное уравнеше, дифференцированное по х  и по у до третьяго порядка

.о dz dz d?z drz d2z d3zвключительно, дастъ десять соотношетй между х, ^ ^ , , j - . ,
d^ z  dP^

~d^dy 5 litfdx 5 ёф и ^ мя постоянными; такимъ образомъ будетъ восемь соотношешй,
независимыхъ отъ постоянныхъ, между у, z и производными отъ z до третьяго 
порядка включительно. Беря же за исходную точку дифференщальное уравнеше, 
освобожденное отъ постоянныхъ, выводимъ два уравнешя второго порядка и три 
третьяго, что составить всего пщсть соотношешй между тйми же производными, кото
рый первообразное уравнеше подчиняетъ восьми соотношешямъ. Одно это сближеше 
показываетъ, что дифференщальное уравнеше предоставляетъ функцш z ббльшгй 
просторъ, ч1змъ первообразное.

§ 193. Можно доказать другимъ путемъ, что уравнение, полученное посредствомъ 
исключешя об1шхъ постоянныхъ а и Ь изъ уравнешя:

? О, У, г, а. Ь)=  О (1)

и его производныхъ, допускаетъ безчисленное множество рЪшешй, не содержащихся 
въ первообразномъ уравненш. Въ самомъ д'Ьл'й, пусть

F [х, d z  d z  
d x  5 d y

О (2)

будетъ такое дифференщальное уравнеше, которому удовлетворяетъ, по предположе
нию, функщя з, выведенная изъ уравнения (1), каковы бы ни были значешя по
стоянныхъ а и Ь. Прежде всего замЗзтимъ, что поверхности, представляемый уравне- 
шемъ (1), имЗлотъ огибающую, которой каждая изъ нихъ касается въ точкЬ; уравнеше 
этой огибающей поверхности получается чрезъ исключите а и Ъ изъ уравнешя (1) и 
его производныхъ по постояннымъ а и Ь. Пусть

'К®, у ,  *) =  о (3)

есть результатъ такого исключешя. Уравнеше (3) даетъ для z выражеше въ х и у,
удовлетворяющее уравнению (2), потому что въ каждой точк£ огибающей поверхности

dz dz v . „ 'количества х, у, им'Ьютъ т£ же значешя, какъ и для той из Ъ огибаемыхъ

поверхностей, которой она касается въ этой точкЗз, а потому соотношеше (2), имеющее*
м'бсто для всЬхъ точекъ вс^хъ огибаемыхъ поверхностей, будетъ имЗзть м’Ьсто и для

поверхности.
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По можно получить безчисленное множество другихъ уравнешй, который точно 
такъ же будутъ обладать свойствомъ уравнешя (3). Въ самомъ деле, зададимъ между 
постоянными а и Ъ произвольное соотношеше b =  f (а), тогда уравнете (1) приметь 
видь:

'г|>\ //, *, а, /■(«)] =  0 (4)

и будетъ содержать всего одинъ параметръ а, вследств1е чего оно представить рядъ 
поверхностей, огибающая которыхъ касается каждой изъ нихъ не въ одной только 
точке, а по некоторой лиши. Уравнете этой огибающей явится результатомъ исклю- 
чешя а изъ уравнешя (4) и его производной по а, и очевидно, что такимъ образомъ

получится уравнете новой поверхности, для каждой точки которой я, */, dz dz 
dz * d\j

будутъ те же, что и для соответственно выбранной точки на одной изъ первона
чально данныхъ поверхностей; следовательно, уравнете (2) удовлетворится функщего г, 
выведенною изъ этого новаго соотношешя. А такъ какъ введете произвольной функ- 
цш f(a) даетъ возможность получить безчисленное множество различныхъ результа- 
товъ, то, значить, уравнете (1) очень далеко, какъ мы и предвидели, отъ общаго 
решешя дифференщальнаго уравнешя, которое изъ него выводится. - •

§ 194. Пусть, напр., дано:

выводимъ:

следовательно,

. Чтобы найти друия реш етя уравнетя (2), полагаемъ Ъ =  о (а) и исключаемь а изъ 
уравнешя:

* =  ах +  уо (а) . (3)

и его производной:

О =  х 4 - уо' (а). . (4)
ч

Изъ уравнетя (4) заключаемъ, что а есть функщя отъ — и, следовательно, исклю-•Р
4eHie а приводить уравнете (3) кь в и ^ :

Ц
xl* (б)
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гд1з F есть функщя, видъ которой зависитъ отъ функщи 9; въ самомъ деле, легко 
показать, что, какова бы ни была функщя F, уравнете (5) удовлетворяетъ диффе
ренциальному уравненпо (2). Действительно, выводимъ изъ уравнетя (5):

—  — р  ( J L )  1L р ' ( J L )  —L  — р ' / J L ]
d x  ~  U )  .г U Г  d y  ““  г U  Г

и, следовательно,

d z  d zZ— X-j— -  у -у- .
d x  • J  d y

Поверхности, представляемый уравнешемъ (1), будутъ здесь плоскости, прохо
дящая черезъ начало. Задавая соотношете между обеими постоянными, получаемъ 
уравнете плоскости, движущейся вокругъ начала по произвольному закону и эта 
плоскость огибаетъ конусъ, уравнете котораго удовлетворяетъ дифференциальному 
уравненш совокупности его касательныхъ плоскостей.

§ 195. Предыдущее реш ете всецело покоится на геометрическихъ разсуждетяхъ, 
но можно доказать непосредственно, не обращаясь къ теорш поверхностей, что урав
нете, получаемое чрезъ исключение а изъ

Б1 [ж, у, г , а, <?(а)] =  0 (1)

И

d F  [ х ,  у , е ч а , у (а)] 
da О, (2)

d z  d.даетъ, между и х у у, z, то же самое соотношете, что и уравнете;

F  (г, у ) z, а} Ь) =  0.

Чтобы на самомъ деле исключить а изъ уравнений (1) и (2), нужно вывести изъ 
второго значеше а въ функцш отъ ху у, г и подставить его въ первое, а чтобы

dz dzполучить въ уравненш, вытекающемъ изъ такого исключены, и -ч- , нужно про-dx “  ф
дифференцировать уравнете (1) по х  и по у у принявъ во внимате, что а, бывшее 
постояннымъ, является теперь переменнымъ. Такимъ образомъ будетъ:

dF , dF dz dF da 
dx 1 dz dx 1 ~da ~dx
dF | dF dz 
dy ‘ dz dy

dF da 
da dy

0,

0 ,
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• dFно выражете для а таково, что мы имеемъ тождественно =  0, и предыдущая урав-
нешя приводятся, поэтому, къ уравнешямъ:

clF | dF dz _ dF j_  dF dz__r
clx 1 dz clx ’ dy ' dz dy ’

точно ташя же уравнешя получаются и при а постоянномъ. Два же эти уравнения 
можно такъ скомбинировать, чтобы исключить изъ нихъ и изъ даннаго оба коли
чества а и <?(«), являющаяся переменными. Вычислешя будутъ абсолютно те же 
самыя, какъ и въ томъ случае, когда эти количества были постоянными и назывались 
а и б; значитъ, и результатъ будетъ точно такой же, что и требовалось доказать.

§ 196. Предыдущая разсуждешя могутъ быть обобщены. Если разсматривать 
функщю отъ п независимыхъ переменныхъ, связанную съ этими п переменными 
уравнешемъ, содержащимъ п постоянныхъ произвольныхъ, то можно исключить эти 
п постоянныхъ изъ даннаго уравнешя и производныхъ перваго порядка, взятыхъ 
по п независимымъ переменнымъ; такимъ образомъ составится дифференщальное 
уравнеше перваго порядка, которое, каковы бы ни были постоянныя, будетъ удовле
творяться функщей, определяемой даннымъ уравнешемъ, и. кроме того, безчисленнымъ 
множествомъ другихъ выводимыхъ изъ нея функщй.

Пусть будетъ дано ypaBHeHie:

О --  F Xр • • • } ^ 2’ • • ‘ ) ( ’>0’ ( 1)

Предположимъ, что между п постоянными С1? С2, . . . ,  Сп выбрано произвольное ихъ 
число р  и что эти выбранныя разсматриваются. какъ произвольныя функЩи отъ 
всехъ остальныхъ, такъ что уравнеше (1) содержитъ только п — р  постоянныхъ; если 
продифференцировать это уравнеше по этимъ п — р  постояннымъ, въ последователь- 
номъ порядке, то можно исключить эти постоянныя изъ составленныхъ такимъ 
образомъ уравнешй и даннаго; результатъ такого исключешя будетъ ypaBHeHie между 
w, х1У а2, . . . ,  я»; функщя и, определяемая изъ этого соотношешя, видъ котораго 
зависитъ отъ введенныхъ нами произвольныхъ функщй, удовлетворить тому же диф- 
ференщальному уравнешю, какъ и первоначально данная функщя, содержавшая п 
постоянныхъ.

Действительно, разсмотримъ С\, С2, . . . ,  Ср въ уравнешй (1 ) какъ произвольныя 
функщй отъ остальныхъ постоянныхъ и продифференцируемъ его по постояннымъ 
Ср.j_i, Ср+2, . . .  , Сп\ такимъ образомъ у насъ будетъ п — р уравнешй. Изъ этихъ 
уравнешй выводимъ Ср+1, Q,+2, . . . , Ст чтобы подставить ихъ въ данное уравнеше, 
которое будетъ тогда содержать только м, х п  х2, . .  . , х п. Можно утверждать, что

производныя , . . . ,  и функщя и будутъ иметь, для данныхъ значешй
переменныхъ x v  х2, . . . ,  хп, точно таюя же выражешя въ функщй отъ а*1? х 2>. . . ,  хп, 
Сг  С2, . . .  , Сщ какъ и въ томъ случае, когда буквы Cv С2, . . .  , Сп были постоян
ными. Въ самомъ деле, если мы после замены въ уравненш (1) Q+i, Сл,+2, . . . .  Сп
ихъ значешями станемъ его дифференцировать для подучешя . то намъ придется



192

принять во внимате, что буквы C v  С2, . .  . , Сп не обозначаютъ более постоянныхъ, 
но представляютъ функцш отъ Ср+i, , 0„, которыя сами содержать х1} х2, . . . ,  хп.
Уравнеше, полученное посредствомъ дифференцировашя по л\ , будетъ тогда:

67F , rfF rfu ( dF dCp+1 i , dF dCn
dxx 1 du dxx 1 dCJ)Jrl dxt 1 * 1 dCn dxx

но, по предположение, выражешя Cp+1, Cp+2, . . . ,  C;i даютъ тождественно:

и уравнен1е приводится къ

dFj__ dF du 
dxt 1 du dxt 0;

совершенно то же самое получается при С\, С2. . . . , Сп постоянныхъ.
, т • die du du s~i /%Поэтому, соотношенш между и, х2, . .  . , хп, . . . ,  , Сх, С2, . . . ,  Сп

те же самыя, что и при С1, С2, . .  . , С» постоянныхъ, и, следовательно, хотя 
С15 С2, . . .  , являются функщями отъ С^+2, . . .  , Сп, а эти последшя коли
чества, въ свою очередь, функщями отъ #15 х 2, . . . , ихъ можно исключить со
вершенно одинаково въ обоихъ случаяхъ, потому что результатъ исключен\я не зави
сите отъ обозначетя исключаемой буквы. Итакъ, всегда будетъ одно и то же 
соотношеше между функщею it, переменными, отъ которыхъ она зависитъ, и ея 
производными по этимъ переменнымъ.

Чтобы придать результату наибольшую степень возможной общности, полагаютъ 
произвольное число р  равнымъ п — 1.

Пусть, напр., дана функщя отъ трехъ переменныхъ:

и С 1̂ 1 | С2Х2 \ ? (1)

исключая постоянный изъ этого уравнешя и его производныхъ по х х, х 2 ти х 3, находимъ:

du , duх. -7---- \-.х91 dxx 1 2 dx'**■2
X du 

3 dx* и. (2)

Пусть

c ; =  ? (cv), с 3= ь(С \)-

если исключимъ С\ изъ уравнений:

и — CLx l -f- ) -{- x3
0 ~ х 1 +  ) xz'УФд>

(3)
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то получпмь уравнеше между хг, х2, х3 и щ содержащее две произвольный функцш 
ср и У, и прнтомъ такое, что функщя и, определяемая изъ него, удовлетворяешь
урмеяошю (2).

Каковы бы ни были функцш ? и 6, изъ (3) выводимъ:

следовательно, и есть однородная функщя первой степени вида:

.легко убедиться, что эта функщя удовлетворяешь уравнении (2).

И с к л ю ч е н а  п р о и зв о л ь н ы х ъ  ф у н к щ й

§ 197. Предыдущее выводы позволяютъ думать, что дифференцироваше даешь 
возможность не только исключить постоянный, но и избавиться отъ произвольныхъ 
функщй въ уравнеши, которое ихъ содержишь. Сейчасъ мы докажемъ, что это дей
ствительно такъ, и сделаемъ несколько замечашй относительно такого исключешя.

Здесь не ыожетъ быть и речи о функщяхъ съ одною только переменною. 
npucyTCTBie въ уравнеши, определяющемъ такую функщю, еще некоторой произволь
ной функщй превратило бы первую въ совершенно произвольную и, значить, не 
было бы места спещальному изследовашю.

Разсмотримъ случай, где • функщя z завибйтъ отъ двухъ независимыхъ пере- 
менныхъ х  и у. Произвольныя функцш., входящая въ уравнеше, связывающее х, у и г, 
могутъ быть двухъ сортовъ. Разсматриваемое уравнеше можешь заключать, подъ зна
комь произвольной функщй, данную функщю отъ х, //и такъ, напр., въ уравнеши:

<?(# * +  У2 +  ̂ )

ср обозначает ь произвольную функщю отъ суммы х 2 у2 z2. Въ другихъ случаяхъ 
уравнен1е содержитъ одну или несколько произвольныхъ функщй отъ количествъ, 
выражеше которыхъ въ х, у, z изменяется вместе съ самимъ видомъ функщй, такъ 
какъ они определяются изъ прочихъ уравненШ, куда входятъ те же функцш съ своими 
производными; такъ, напр., въ системе:

* = ф + а)[> -ь ?(«)].
* + ? ( « ) + (у+ а) ? ч « ) = °*

исключеше ос дастъ между х, у  и z  соотношеше, которое, очевидно, зависитъ отъ 
вида, выбраннаго для произвольной функщй <р(ос), но ос можетъ быть выражено въ

ДИФФЕРЕПЦ1АЛЫ Ю Е ИСЧПСЛЕШ Е 25
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функцш отъ .г. у и s только въ томъ случай, если задана эта функщя 9. Такъ, 
напр., полагая 9 ( 0 )  =  ас, находимъ:

а принимая ®(л) =  — , выводимыО»

значить, функщя 9 ведетъ, въ обоихъ случаяхъ, къ весьма различнымъ выражешямъ.
Ясно, что если уравнеше, связывающее г  съ х и ?/, содержитъ п произвольныхъ 

функщй 9^ ) ,  92(а2), 9п(а„), то нужно для ихъ исключешя имйть еще п другихъ.
уравнений, с-держащихъ тй же самыя функщй, при чемъ туда могутъ входить какъ 
ихъ производныя, такъ и самыя перемйнныя ос1? ос2, . . . ,

Напр., три уравнешя:

х. 4- а

'I* ф )  +  'К?)> 
■А7 >+ 'У©

даютъ, между х, у и г, соотношеше, зависящее отъ вида функщй 9 и
§ 198. Разсмотримъ сначала простМппй случай, когда произвольная функщя 

берется отъ данной функщй перемйнныхъ х, у и z и когда заданное уравнеше 
имйетъ видъ:

=?(*'>, (1)г

при чемъ v и и данный функщй отъ х , у и г, а 9—произвольная функщя. 
Беря производную отъ уравнешя (1) по х, затймъ по у , находимъ:

civ
dx
dv
W

dv dz_ 
clz dx
d v clz 

dy

da , du dz 
1"

cl7

dXs
du

clz dx 
du dz_|_

dij 1 dz clij

дйля первое изъ этихъ уравнешй на второе, пишемъ:

dv dv dz 
dx ‘ dz dx

или

du , du 
dx ‘ dz

dz
dx

dz I du dv
dx \ dy dz

dv . dv 
+  dz

dz du du 
+  dz

dz
dy dy

•

dy dy

dv \ A - l L  
^  <b)

1 dv du dv du \
dy) \ dx clz dz dx)

d u dy_ 
dx dy

du day 
dy dx
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Итакъ, каковы бы ни были функцш и и г?, это уравнете содержитъ частныя про

изводный и. -0 - въ первой степени. .

§ 199. Разсмотримъ, во-вторыхъ, более обпцй случай, когда функцш z опреде
ляется системою 1с-\-1 уравнетй между я?, у, г и к произвольными функщями, ко- 
торыя должны быть исключены вместе съ переменными, отъ которыхъ оне зависать.

Пусть 91(7-i)5 'г2(аз)> • • • ? «*(«*) будутъ те А- произвольныхъ функщй, которым 
могутъ входить вместе со своими производными въ /с—|— 1 данныхъ уравнетй; начнемъ

^  ф ($ Z cl~ }&съ вычислен1я частныхъ производныхъ ~ , ^ ^ , . . . ,  въ функщй отъ

.г, //, #, и функщй ©j(a ), <?2(а2), . . . ,  ©*(аА.) съ ихъ производными. Для этого про-
дифференцируемъ сначала все уравнешя по х, затемъ по у , и составимъ такимъ

. ^  clz
образомъ 2(/j - f - 1) новыхъ уравнетй, содержащихъ, вместе съ и - щ , производ

ным по я и по у отъ а1? з2, . . . ,  а1:. Значитъ, мы можемъ исключить эти производ-

ныя и вычислить dz
dx и dz

~dy' Производныхъ второго порядка отъ /t-j-1  данныхъ

уравнетй будетъ 3(А; - j - 1); оне содержатъ, сверхъ , производныя перваго

и второго порядка отъ а1? а2, як. Если заменить въ нихъ производныя перваго 

порядка, ~ . . . ,  ихъ значешями, выведенными изъ предыдущихъ урав-
С?"ССнешй, и затемъ исключить ЗА: производныхъ второго порядка ~ , . . . ,  то

останется три уравнешя, изъ которыхъ можно вывести —5, и ^ . Точно такъ же

можно опроделить производныя отъ z какого-угодно порядка. Ихъ выражешя будутъ 
содержать, вместе съ х , у , .0, функщй <р2(а2), . . . ,  с»*(ад.) и производныя отъ
этихъ функщй,. которым войдутъ посредствомъ дифференцирован1я. Въ самомъ деле, 
ясно, что если уравнеше содержитъ функцш) ©(а). то производная отъ этого уравнешя, 
нотой или по другой изъ независимыхъ переменныхъ х  и ?/, будетъ содержать <р'(а); 
второе дифференцироваше введетъ ©"(а), и т. д. Следовательно, вычисленныя по 
этому способу производныя отъ z до n-го порядка включительно будутъ содержать А; 
функщй cp/aj), ©2(«2), . © * ( « * )  и ихъ производныя порядка ниже (/г —{— 1)-го, что 
составить всего (и-{-1)А; функщй, подлежащихъ исключенпо для получешя искомаго 
соотношешя между z и его производными. Всехъ производныхъ функщй отъ до

и-то порядка, вместе съ самою функщею z будетъ ^ 4 - -  и, следовательно, ка-Л
ково бы ни было к, можно выбрать п. достаточно болыпимъ, чтобы

л (» + 1)
2

Въ такомъ случае число уравнетй превзойдетъ число исключаемыхъ количествъ и 
самое исюпочете всегда будетъ возможно.

§ 200. Если функщя <р(а) входить въ уравнете, производная отъ этого урав
нешя по х или по у  всегда содержитъ ©'(а). Отсюда вытекаетъ, что, вообще, всякая

25*
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производная отъ z будетъ содержать такую производную отъ функцш которая не 
входитъ въ производный нпзшаго порядка. Но въ н^которыхъ исключительныхъ слу- 

* чаяхъ эта новая функщя, введенная посредствомъ дифференцировашя, исчезаетъ при 
исключешяхъ и не входитъ уже въ конечный результаты 

Пусть будутъ даны, напр., уравнешя:

. _  1:?/ — ?(*>?
<?'(«)

Дифференцируя эти уравнешя по я*, затЬмъ по ?/, ппшемъ:

1 -4-

d z  _ —  2 \ у —  c ( . a ) l ? '( a ) 2 —  v " { a ) \ y  —  c f(a )]2 да
д х  ~ ' J { a f d x  ’

d z  _

сл
1

i  , ,  ч da ~
? ' ( 2) —  [ у  —  <р(а )12 ? " < »

д у  ~ o ', * w

, да
Ч \1 ^

? " W I >  ? ( » ) ]  d x

1 д х  ~ 5

да  _ [ l  —  * '( « )  ? '( « )  t ' b )  d v  !>  ? ( * ) ]

ду

• д а

ди

г У*)

Изъ двухъ посл’Ъднихъ равенствъ выводимъ:

да  __  <г'('а)-
д х  —  2 < ? ' ( а ) 2  —  \у —  9( а ) ] с р " ( а )  5 

д а __  cpYaJ
ду 2<р'(а)2 +  [у —  ф ) ]  у"{а) ’

а посл'Ь подстановки этихъ значешй въ остальныя два равенства получаемы

Итакъ, производная <р"(я) хотя и входитъ въ уравнев1я, служатся для опредй-
dz dzл е т я  производныхъ перваго порядка и но однако исчезаетъ въ окончатель-

номъ ихъ выраженш.
§ 201. Важно отметить, какъ въ предыдущемъ пример!;, особый случай, когда 

вычислеше производныхъ отъ z не вводить новыхъ производныхъ отъ произвольныхъ 
функщй, содержащихся въ данныхъ уравнетяхъ. Чтобы понять, кашя сл,йдств]я
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влечетъ за собою это обстоятельство въ занимающей насъ теорш, докажемъ сле
дующую теорему:

Если функщя z определяется двумя уравнешями вида:

.V =  F, [яг, «, ?'(*)]> 1
,? =  FJa:, а, «(*), ?'(«)], ( 1)

где F, и F2— данный функщи, а 9(7.)—произвольная функщя и исключеше функщи
/ ч dz dz9(7) возможно между производными перваго порядка *и то уравнеше междуdy

dz dz о dz dzx , ?/, у  -g—, , къ которому оно приводить, первой степени относительно -g— и g - ,

всяшй разъ какъ производныя -д- и содержать въ своемъ выраженш функ-
щю <?"(«).

Для упрощешя положимъ ~ — р, </, имея въ виду отличить такймъ обра-
dF.зомъ производную р отъ частной производной -gf-, въ которой а разсматривается

какъ постоянная, тогда какъ при вычисленш р  за постоянную принимается у. 
Уравнешя (1), дифференцированный по х при у постоянному даютъ:

О

Р

dFt dz_ 
d<x dx 1

dF1
dx 1

dF2 dF2 (h 
1 d* dx ’dx

(2)

гд-6 c?F]
da

dF.и представляютъ производныя отъ F : и F 2 по букве а, разсматри-

ваемой какъ переменная всюду, куда она входить въ ихъ выражешяхъ. т.-е. оди
наково какъ въ тФхъ членахъ, где она встречается одна, такъ и подъ знаками
<р(а) И 9 ( a ) .

da
Приравнивая другъ другу значенш частной производной -g j, выведенный изъ 

уравнешй (2), находимъ:

Р dx
dF2
da

dFj1
dx
dFT ’
da

дифференцируя уравнешя (1) по у при х  постоянномъ, получаемъ:

1 db\ dа 
da dy ’
dF2 d*_
dz dyQ
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и, следовательно,

(1

Вообще, эти выражешя для р  и q будутъ содержать ?"(«), такъ какъ эта про-
(7F fTFвзводная обязательно б х о д и т ъ  и въ и въ : она можетъ исчезнуть только

случайно, являясь общпмъ множителемъ для обепхъ производныхъ. Но если этого

нетъ, то ?"(я) можно исключить не иначе,
с!Ъ\
(Ъкакъ вместе съ дробью , которая
сН

только одна п содержитъ эту производную; результатъ такого исключетя необходимо 
будетъ:

%

Если существуетъ соотношеше между а*, у , zy р , ср то возможно далее исключить 
я, <?(я) и ^(а) между этпмъ уравнетемъ и двумя заданными, не содержащими ни р у 
ни ср такъ что результатъ необходимо будетъ линейнымъ относительно р и ср 

Уравнешя:

X ос

[у — <?0*)Р 
*'(*) 5

у — Ф )
*'(«)

приводить къ соотношение:

не линейному относительно р  и ср Действительно, производныя 

изъ нихъ выводит», не содержать ©"(а), какъ того и требуетъ

dz который мы
предыдущая теорема.

У Р А В Н Е Н 1 Я  в ъ  ч а с т н ы х ъ  п р о и з в о д н ы х ъ  р а з л и ч н ы х ъ  к л а с с о в ъ

ПОВЕРХНОСТЕЙ
*

§ 202. Мы разсмотримъ последовательно главные классы поверхностей, изсле- 
дованныхъ геометрами. Приложеше методовъ, которымъ посвящена эта глава, даетъ 
возможность исключать произвольный функцш, входянця въ общее уравнеше поверх
ностей, и получать такимъ образомъ дифферента л ьное уравнеше, характеризующее 
каждый клаесъ.
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Цилиндричешя поверхности.—Цилиндрическая поверхность образуется движешемъ 
прямой параллельно некоторой неподвижной прямой. Пусть

х  —  az а. \

будутъ уравнешя движущейся прямой/гд'Ь а и Ь — дв$ постоянный, а а и |3— дв’Ь 
переменный, связанный уравнешемъ, такъ какъ безъ этого услов1я прямая могла бы 
проходить черезъ все точки пространства и законъ ея движешя пересталъ бы быть 
опред'Ьленнымъ.

ИтакЪ; предполошимъ, что

при чемъ функщя 9 — вполне произвольна и частный видъ ея отличаетъ одну ци- 
линдрическую поверхность отъ другой. Исключая а и ,3 изъ уравнешй (1) п (2), 
полу чаемъ:

это — общее уравнен1е цилиндрическихъ поверхностей.
Дифференцируя это уравнеше по а*, затемъ по г/, находпмъ:

5

dz ау'(х — az) dz 
chj;

исключая же произвольную функщю ъ '(х— az) и делая приведете, выводимъ:

что представляетъ дифференщальное уравнеше вс'йхъ цилиндрическихъ поверхностей, 
производящая которыхъ — параллельны данной прямой. Оно выражаетъ, въ чемъ не 
трудно убедиться, что касательная плоскость въ каждой точке— параллельна этой 
прямой.

Чтобы исключить а и Ь и получить свойство, общее всемъ цилиндрическимъ 
поверхностямъ и не зависящее отъ направлешя производящих^ нужно продифферен
цировать уравнеше (4) по х, затемъ по /у; находимъ:

а d-z
dx* Ь d*z

dxdy а _d-z 1 / 
dxdy ' > dy~
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и, следовательно,

это уравнеше соответствуешь всемъ цилиндрическимъ поверхности мъ, но оно со
ответствуешь также, какъ мы увидимъ, и безчисленному множеству другихъ по
верхностей.

§  2 0 3 . Коничеснш поверхности. — Коническая поверхность образуется движешемъ 
прямой, проходящей черезъ неподвижную точку. Если а, (3, у — координаты такой 
точки, то уравнешя вращающейся прямой будутъ вида:

х  —  си =  m(z — у),

у — ? =  Ф — i),

где т и п связаны уравнешемъ, такъ какъ безъ этого ycjOBin прямая могла бы про
ходить черезъ все точки пространства и законъ ея движешя пересталъ бы быть 
определеннымъ. Итакъ, предположим^ что

7)1

при чемъ функщя су— произвольна и видь ея отличаетъ одну коническую поверх
ность отъ другой. Исключая т и п  изъ (1) и (2), находимъ общее уравнеше кони- 
ческихъ поверхностей:

X — а
« —Т

СУ

дифферендируемъ это уравнеше по я, затемъ по у:

, , сЬ .
(г — 'O — fa fr  — «)

О -  т)2
СУ/ (У —  Р \  d z  у  —  р

—  (х  —  а )
(IZ
cly

(Z — у)2 СУ и р
z — 7

z — у/ dx (z — у) 

(г -  y)2

исключивъ отсюда су̂  и сделавъ приведешя, получимъ:

(4)

что представляешь уравнеше въ частныхъ производныхъ коническихъ поверхностей, 
вершина которыхъ имеешь координатами а, р, у; оно выражаешь,- въ чемъ не трудно 
убедиться, что все касательный плоскости проходить черезъ вершину конуса.
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Чтобы исключить а, [3, 7 и получить свойство, общее всемъ коническимъ по- 
верхностямъ и не зависящее отъ положешя вершины, нужно продифференцировать 
уравнеше (4) по х, зат’Ьыъ по у\ находимъ:

II
^ I гч dx 1

оч d'2z , .
'j)di)dx' C

v d2z 
a  ̂ dx21

II 1II

^dxdy  ' 0
ON d2Z
w d f  ’

и, следовательно, по уничтоженш общихъ членовъ и исключены отношешя —— - ,
Х> ct

d'2z \ 2  d2z d*z '
dxdy) dx2 (hj2 1

это уравнеше уже было найдено для цилиндрическихъ поверхностей.
§ 204. Поверхности вращешя. — Поверхности вращешя образуются вращешемъ 

лиши, безъ изменешя ея вида, вокругъ неподвижной прямой такимъ образомъ, что 
каждая изъ ея точекъ описываетъ кругъ, плоскость котораго перпендикулярна къ 
этой прямой и центръ его расположенъ на ней.

Пусть
л

х  =  ciz -\-р , у =  Ьг q

будутъ уравнешя неподвижной прямой, служащей осью поверхности. Любой изъ этихъ 
круговъ можетъ быть разсмотренъ, какъ пересечете съ плоскостью, перпендикуляр
ною къ прямой, сферы съ центромъ въ произвольной точке этой прямой (напр., въ 
точке, координаты которой .г* =  т, у =  п, z =  0). Значитъ уравнешя такого круга 
будутъ вида:

(.г — т)2 -у-(у — и-)'2 -\- s3 =  В 2, 
ах —}— Ьу —{— z =  /г,

при чемъ существуете зависимость между к и В , безъ которой кругъ моте бы прохо
дить черезъ всякую точку пространства и никакой поверхности не получилось бы. 
Итакъ, предположимъ, что

* =  (2)т%

иеключеше к и В  изъ уравяенШ (1) и (2) даете:

ах -\-by-{-z =  <р[(я — т)* -{-(у —  и)2 -{- г2], (3)

что представляете общее уравнеше поверхностей вращешя.
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕН1Е 26



2 0 2

Дифференцируемъ это уравнете по х, загбмъ по у:

2?'[(л-— »02+ (у — п)- +  52] [ ( ,  

2с'[(.г— m f  +  0/ — п)‘ +  г1 ] I

исключая <?' и делая приведетя, находимы

о(;У — п) — Ъ(х - т ) - \ -  {у п Ь*)-сЬ +  (а‘ X т) (к
dy О,

что представляетъ двфференщальное уравнете поверхностей вращешя; оно выра- 
шаетъ, что нормаль встречаетъ ось. Если предположить ось поверхности совпадающей 
съ осью z-овъ, то

а =  О, Ъ =  О, т =  О, п =  О,

и дифференщальное уравнете приметь видъ:

уравнете въ конечномъ виде, въ этомь случай, есть
*

Z =  у(х2 - j -  у2).
*

§  2 0 5 . Коноиды. — Коноидъ есть поверхность, образуемая движетемъ некоторой 
прямой, скользящей по данной прямой параллельно неподвижной плоскости.

Примемъ за неподвижную плоскость, параллельно которой должна перемещаться 
производящая, плоскость X Y  и зададимъ уравнешями х =  mz, у — т  ту прямую, по 
которой она скользить. Уравнешя производящей будутъ вида:

* =  7, 2/ =  «ж +  р;

чтобы она встречала направляющую, должно существовать равенство:

Щ — 0.1П'[ -р  р,

и , следовательно, уравнения производящей примутъ видъ

ъ  у — «т =  Ч®— щ ) ;  . (1)

чтобы движете было определенным^ необходима зависимость между а и у, — напр., 
пусть

г =  ?(*); (2)
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исключая « и •( изъ уравнешй (1) и (2), получаемъ общее уравнеше коноидовъ:

1 V х — mz j

Дифференцируя его по х, зат!змъ по у , находимъ:

dz
dx

dz
dy

n (x—mz) — (y — nz) 11 — m dz
dx dx

\2

1

(x — mz)

n (x — mz) -{- m ^r-{y — nz)dy
(x — mz)2

dy <9

У — nz \ 
x  — mz) i

у  — nz \ 
x — mz ) 5

откуда, по исключенш <p' и нйкоторыхъ приведешй,

dz
dx + tv — пг)

dz
dy

что представляетъ дифференщальное уравнеше коноидовъ. Если принять за директрису 
ось £-овъ, то т =  0, п =  0; уравнеше въ конечномъ виде будетъ:

а дифференщальное:

§ 206. Дифференщальныя, уравнешя разсмотренныхъ поверхностей до сихъ поръ 
были перваго порядка; те поверхности, который намъ остается еще изследовать, 
имеютъ дифференщальныя уравнешя второго и третьяго порядка; для упрощешя 
введемъ следующее обозначеше, обычное въ вопросахъ, относящихся къ теорш 
поверхностей.

Если ypaBHeeie поверхности есть
У

* =  <р(я, У),

то будемъ полагать

d z __  dz___ drz___ d2z __ drz_
dx dy dx1 *5 dxdy Sy dy-

и, следовательно,

dz = p d x  qdy,
d2z =  rdx2 -(- 2 sdxdy - |- tdy2,
Ф. _  r dp _ dq___„ d q _  .
&  1 dy dx * dy

26*
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§  2 0 7 . Поверхность, образуемая движежемъ некоторой прямой, скользящей по непо
движной прямой.—Примемъ за неподвижную прямую ось г-овъ; уравнешя производя
щей—вида:

у  —  у х ,  z  —  а х  -[- Ь.

Чтобы эта прямая образовала определенную поверхность, нужно, чтобы а и Ь были 
данными функщями отъ у; полагая

а =  -f (7 ), b —  -Ят),

пишемъ уравнешя производящей въ виде*.

У — Тж! * =  а?(т) +  Кг);

откуда, по исключенш у,

это—общее уравнеше разсматриваемыхъ поверхностей; оно содержитъ две произволь
ный функцш. Для исключешя о и можно было бы, согласно изложенному методу, 
составить производныя отъ уравнешя (2) по х  и по у, но проще и изящнее про
дифференцировать уравнешя (1), считая х и у за переменныя, а у за постоянную. 
Это приводить къ разсмотрешю на поверхности двухъ безконечно-близкихъ точекъ, 
расположенныхъ на одной и той же производящей; такимъ образомъ получаемъ:

c l y  =  у d x ,  d z  =  © (у) d x .

Въ последнемъ уравненш заменяемъ d z  черезъ p d x  -f- q d y ,

замечая, что, по уравнешямъ (3), находимъ:
затемъ делимъ на d x  и,

Р уа — 1 х
гп

Чтобы две функция, р +  q У- и У- , зависели одна отъ другой, необходимо и доста-й/ jO
точно (§ 7 3 ), чтобы ихъ определитель равнялся нулю, а это сводится къ пропорцю- 
налъности ихъ производны хъ, такъ какъ здесь дело идетъ о двухъ функщяхъ отъ 
двухъ переменныхъ; такимъ образомъ, уравнеше (4) равносильно следующему:

* (* + « £ )  d ( |
dx

dydy
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или, после приведения,
tif -(- 2sxy -j- rx2 =  0; >

это—дифференциальное уравнеше разсматривасмыхъ поверхностей: г, s, t обозначаютъ 
здесь производный второго порядка, определенный выше.

§ 208. Косыя поверхности съ направляющею плоскостью.—Косою поверхностью съ 
направляющею плоскостью называется поверхность, образуемая движешемъ прямой 
параллельно неподвижной плоскости.

Принимаемъ за плоскость ху  неподвижную плоскость, носящую назваше на
правляющем плоскости; уравнешя производящей:

* =  Т> 2/ =  «*-гР»

где а и (3— функщи отъ 7, видъ которыхъ определяетъ частную поверхность. По
этому можно положить

а  =  г(т)> Р = 'К т );

и, значитъ, общее уравнеше косыхъ поверхностей съ направляющими плоскостями 
будетъ

У  =  «?0 ) +  <{<*); ( 1) 

дифференцируемъ это уравнеше, оставляя г постояннымъ,

d y = d x  (2)

кроме того, при Z  постоянномъ

и, следовательно,

О =  pdx -j- qdy

а это придастъ уравненш (2) следующШ видъ:

р  +  < ? ? '( * )  =  о .

По этому равенству отношеше -£ есть функщя отъ я; для этого необходимо и
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достаточно, какъ мы только-что говорили въ предыдущемъ параграфе, чтобы ихъ 
производный были пропорцюнальны, т.-е. чтобы

дг — sp . р
sg — tp д ’

а по освобождены отъ знаменателей

/V/2 — 2pqs - j -  tp2 =  0 ;

это—дифференщальное уравнеше косыхъ поверхностей съ направляющею плоскостью.
§ 209. Развертывакищяся поверхности. — Мы опред'йлимъ развертывающуюся по

верхность, какъ огибающую положешй подвижной плоскости. Мы уже нашли (§ 112), 
что уравнеше такой поверхности получается по исключены а изъ двухъ уравнетй 
сл'йдуютцаго вида:

z =  xo (a) -L У’Ь (я) +  F (а), (1)
О =  Ж?'(«) - f  У'Л*) +  F 'О) • (2)

Чтобы исключить произвольный функцы, дифферендируемъ первое изъ нихъ по х  
и принимаемъ во внимаше второе:

дифференцируя то же уравнеше по у и принимая во внимаше второе, находимъ:

такъ какъ dz dz
ax и ^ - Ф у н кц ш  

чить а изъ двухъ уравнешй (3)
отъ одной и той же переменной а, то можно исклю 
и (4) и тогда получится соотношеше вида:

dz
dx

т.-е., по принятому нами обозначенш,

p  =  F (q) . (б)
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Чтобы исключить функцию F, дифференцируемъ уравнеше (5) по х } затемъ по у:

откуда

это—уравнеше въ частныхъ производныхъ резвертывающихся поверхностей.
§ 210. Всякая развертывающаяся поверхность есть геометрическое место каса- 

тельныхъ къ кривой, называемой ребромъ возврата этой поверхности. Принимая это 
свойство за опред'Ълеше, можно придти къ тому же самому дифференциальному 
уравнешю.

Действительно. уравнешя касательной къ какой-нибудь кривой будутъ:

где s и у  суть функцш отъ х, определяемыя уравнешями кривой. Такъ какъ буква х  
обозначаешь здесь параметръ, то заменяемъ ее буквою ос; кроме того, для полной 
аналогш съ предыдущими задачами заменяемъ м, г, координаты точки поверхности, 
буквами х , 2/, я, a z и у  функщями <р(а) и пишемъ:

^ — ? (.«) =  ?'(«) О — «)> |
у  —  =  — а). )

Отсюда нужно исключить а и произвольным функщи ©. и ty. 
Дифференцируя оба уравнешя (2) по ж, находимъ:

dz
dx

d a  _
dx ~
d a  __ 

dx “

<?'(“) ( l  -
doi' 
dx >Иг

\ da 
) ’

■]/'(«) (-1 -
d a  \
dx ji + 4"(а)(ж - v d a

a ̂  dx ’

d aизъ этихъ двухъ уравнешй исключаемъ :

d *"(«),*

dz d*такимъ образомъ, зависитъ только отъ а. Такъ же увидимъ, что -щ  зависитъ тоже
только отъ ос. Изъ этого заключаемъ, что существуешь, какъ и въ § 209-мъ соотно- 
meHie вида:

dz
dx F dz

d y ) '
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изъ котораго выводпмъ, подобно предыдущему,

/ (Г-z V2 _  d2z d-z 
\dxdy) dx1 dy2 ’

§ 211. Последнее уравнеше можно получить еще и другимъ путемъ. Касательная 
плоскость къ развертывающейся поверхности — одна и та же по всей длине произ
водящей. Ищемъ, вообще, услов1я, при которыхъ одна и та же касательная плоскость 
къ поверхности имела бы безчисленное множество точекъ соприкосновешя.

Уравнеше касательной плоскости въ точке, координаты которой х, /у, .г, есть

к — з —  p(t —  --L — у) ;

при безконечно-маломъ измененш х, у, чтобы плоскость оставалась тою же самою, 
необходимо, чтобы и не изменялись, т.-е. чтобы ихъ дифференщалы равня
лись нулю; следовательно, будутъ одновременно равенства:

приравнивая другъ другу оба значешя dy 
dx 5 находимъ:

d2z d2z _/ (Pz у
dx2 dy2 \dxdy)

Такимъ образомъ, если касательная плоскость касается поверхности по непре
рывной линш, то предыдущее уравнеше будетъ удовлетворено во всехъ точкахъ этой 
линш. Съ другой стороны, если поверхность есть геометрическое место ряда лишй, 
вдоль которыхъ касательная плоскость остается одною и тою же, однимъ словомъ 
если она—огибающая положешй подвижной плоскости, то уравнеше (1) должно иметь 
место въ какой-угодно точке поверхности, иначе говоря, оно будетъ дифференщаль- 
нымъ уравнешемъ этой последней.

Заметимъ при этомъ, что геометрическое истолковаше уравнешя (1) весьма 
. просто; въ самомъ деле, это уравненie можетъ быть написано въ виде:

т.-е.
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следовательно, оно вырашаетъ, что производный функщй р  и ([ пропорциональны и, 
значить, зависятъ одна отъ другой, иными словами, существуетъ соотношеше вида:

Изъ этого соотношешя между двумя коэффициентами уравнешя касательной плоскости 
видно, что если требуется провести къ такой поверхпости касательную плоскость 
параллельно данной, то задача становится вообще невозможною.

§ 212. Линейчатыя поверхности. — ЕолгЬе общее уравнеше поверхностей, образуе- 
мыхъ движешемъ прямой, является, очевидно, следств1емъ исключен1я параметра а 
изъ двухъ уравнешй вида:

z

Дифференцируемъ оба эти уравнешя, оставляя а постоянною; находимъ:

А такъ какъ

dz =. <p(<z) dx , 1

dy = '1(a) dx. j 

dz — pdx -j- qdy.

(2)

(3)

то первое изъ этихъ уравнешй, по разд^ленш на dx и замене производной - j-  ея 
значешемъ ф(а), перейдетъ въ следующее:

р  +  <гК«) =  <К«) ; (4)

дифференцируемъ вновь, оставляя а по-прежнему постоянною; находимъ:

т.-е.
г

dp -j- dq№) =  О, 

sdу -j- (sdx -[- tdy) — О,

(5)

(6)

или, по разделены на dx и santofe производной ея значешемъ, *

г  +  .s - l(a )  +  ф(а) [s +  /'Xa)] =  0; (?)

дифференцируемъ еще разъ, оставляя а постоянною и замечая при этомь, что

dr

7  «ds =

d*z , - d3z л
d x  +  d ,J  >

(L’X ~b А з  Уу i

dt

dx3
d3z 

dx*dy
d3

dfdx  1
d*z
dy' dy ;

ДИФФЕРЕНЩ АЛЫ 10К ИСЧИСЛЕН1Е 27
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находимъ:

заменяя производную ея значешемъ ^(<х) и исключая зат^мъ 6 ( a )  пзъ уравнешй
(7) и (8), получаемъ дифференщальное уравнеше линейчатыхъ поверхностей; это урав- 
нен1е—третьяго порядка.

§ 213. Каналообразныя поверхности. — Каналообразною поверхностью называется 
огибающая поверхность различныхъ положений сферы постояннаго рад!уса, центръ 
которой движется по какой-нибудь кривой. Мы видели (§ 113), что уравнеше такой 
поверхности получается посредствомъ исключешя параметра а изъ уравнешй:

е— + h — <?(<*)?+[»—<к«)]1=«г,
*— « + [у— ?(<*)] ?'(<*)+ 1> — <Ka) M a) =  о.

О)
(2)

Чтобы исключить произвольный функщи (р и ф, дифферендируемъ сначала урав
неше (1) по х, оставляя у постоянным^ зат^мъ по у, оставляя х постоянными При 
этихъ обоихъ дифференцировашяхъ члены, происходящее отъ измгЬнен1я а, исчезнуть» 
въ силу уравнешя (2).

Такимъ образомъ мы получимъ:

0 -
ч dz ,

- а̂ + х ~-  <К«) =  о, (3)

(* - 1 .Q
if

* + 1-  ?(«) =  0; (4)

отсюда, замечая, что ©(a) необходимо есть функщя отъ ф(а), выводимъ:

dz
(5)

гд'Ь F есть новая ̂ произвольная функщя, видъ которой зависитъ отъ вида ©(a) и ф(а). 
А такъ какъ уравнешя (3) и (4), совместно съ первымъ, даютъ:

то уравнеше (5) можетъ быть переписано въ вид1з:

(6)
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Чтобы исключить эту функцш F, нужно продифференцировать предыдущее уравнеше 
по х, затемъ по у\ исключая же F ; изъ двухъ полученныхъ уравнений и принимая 
во внимаше предыдупия обозначешя, получаемъ:

a\rl — s2) +  a ] /l  -|\-р2 +  cf f(l q2)r — 2 pcjs +  (1+JP2)f] +  (1 -тР2 +  42)2 =  0. (7)

Уравнеше (6) выражаетъ геометрическое свойство поверхности, вытекающее не
посредственно изъ определешя; въ самомъ деле, х~\- -  -  - ар , у -}------- - ^ пред-

ставляютъ координаты точки на нормали въ разстоянш, равномъ а, отъ соответствен
ной точки поверхности. Выведенное соотношете между этими двумя координатами 
показываетъ, что геометрическое место полученныхъ такимъ образомъ точекъ есть 
кривая; а не поверхность, какъ непременно случилось бы, если бы такое построеше 
было произведено на поверхности другого рода.

З а м е ч а т е л ь н о е  в в е д е ш е  д и ф ф е р е н ц 1а л ь н а г о  у р а в н е ш я  в ъ  одну
а р и о м е т и ч е с к у ю  задачу

§ 214. Разсмотримъ два какихъ-нибудь числа т и п. Составляемъ изъ нихъ 
два другихъ шг и nv служащихъ для первыхъ соответственно среднимъ ариометиче- 
скимъ и среднимъ геометрическимъ; другими словами, полагаемъ:

ш т-\~ п 
2 5

п j =  | /  т п ;

надъ и nL производимъ те же действ1я, что и надъ т и тг, и полагаемъ:

Щ +  ni 
2 5

П2—  V mint ’

продолжая безконечно эти действ1я. составляемъ рядъ чиселъ w3, пг, mv nv . . . ,  ко- 
торыя, какъ въ этомъ не трудно убедиться, идутъ непрерывно сближаясь; требуется 
найти пределъ при безконечномъ повторенш предыдущихъ действШ.

Эта любопытная задача въ первый разъ была решена Гауссомъ. Впоследствш 
Борхардтъ связалъ ее весьма изящно съ дифференщальнымъ уравнешемъ при помощи 
разсуждешй, съ которыми мы сейчасъ и познакомимся.

Пусть о) есть искомый пределъ; со, очевидно, зависитъ отъ т и п. Полагаемъ, 
поэтому,

а) =  /(ш, п) ;
27*
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изъ опред'Ьлешя ш вытекаегь также, что

кроме того, если умножить ж и и на одно и то же число /с, то все последовательно 
выведенный числа т п п[} т21 п2, . . . ,  не исключая и со, умножатся на /г; значить, со 
есть однородная функщя первой степени отъ т и п и, следовательно,

О) т?Ш=mJ п
т. « » ♦

Полагаемъ п
т х, п. п

т . . .  и обозначаемъ функцио /7 — ) черезъ — ; обозна-
Пчая подобнымъ же образомъ /*( — ) черезъ — , иагЬемъ. очевидно,т У1

У =  У 1
т
Шл

2*/i
1 4- х (1)

далее, такъ какъ хх связано съ х уравнешемъ:

х 2 V х
1 +  х ’

то изъ уравнивая (2) выводимъ:

(О

dxx
dx

1 — х
(1 -f- x f  ]/ X

и изъ (1 ):
«У
dx (1 -j-x j У i

(Xj — ̂ i3)(l +  xj 
2(x — x3)

2 (lyx d.rx
1 -f x do\ dx

dx
заменяя производную ея значешемъ и освобождаясь отъ знаменателя х 
лучаемъ:

(* -
2 ф  ,}- у , + ( i +  *)(*-,- О *2'11 -j- X dxx ’

X% по-

откуда, взявъ производныя отъ обеихъ частей по х , найдемъ:

_  ^  i td(x — хя) dx
dx 'У \

cf(x-ZlP
l -j- x | 2x(x — 1) dyx dxx * ,

T  1 _L ^  >7 * rl v  r“ №dx

+  (1 +  x)

1 -|- x dxx dx

dr,
dr j dx

ctiicHe трудно заметить, что по замене производной dx ея значешемъ два члена, содер-
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• (hiжанце множителемъ -j~K взаимно уничтожаются; вычитая ху изъ обеихъ частей. Пе
рсии сываемъ это уравнеше въ следую щемъ виде*.

(1 (ж — ж3) - 
dx

dy
dx ху 1 —  Ж

d(xy — x*)dVl

(l + x )Y  X dxx
йхл

■r i*A

Если, въ этомъ уравненш, х изменить на xv то х t перейдетъ въ х2; если затемъ 
изменить на ж2, то х2 перейдетъ въ ж3, и т. д.; поэтому, полагая

будемъ иметь:

, 1 ( х  -  * * >

&(У)
1 — X 1 X 1  — X , 1 — Х„

(1 4- х) |/ж  (1 + х 1)У х 1 (I -\-х.2)У х,
• • •

( 1 - f  Ж „ ) | /

шШ ;

но если п увеличивается безпред^льно, 1 — хп стремится, очевидно, къ нулю; въ та- 
комъ случай

ш(?/) =  О

и, следовательно, у удовлетворяетъ дифференциальному уравненно:

Не имея возможности останавливаться здесь на следств!яхъ изъ полученнаго резуль
тата, мы всё-же полагали невозможнымъ пропустить столь замечательное ириложеше 
анализа въ главе; посвященной составленно дифферепщальныхъ уравнен1й.

По л н ыя  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц 1 А Л Ь Н Ы Я  У РАВНЕН1Я

§ 215. Дифференшальныя уравнешя, которымъ удовлетворяютъ функцш отъ не- 
сколькихъ независимыхъ переменныхъ, имеютъ место между функщями и ихъ 
частными производными. Иногда изеледоваше приводится къ другого вида уравне- 
шямъ, имеющимъ место между дифферента лети независимыхъ переменныхъ и диф- 
сфереицгаломъ зависящей отъ нихъ функцш. Мы видели (§ 57), что если £ есть функ- 
щя отъ х и ?/, то существуетъ уравнеше первой степени между дифференщалами 
dx, dy, ds) изъ которыхъ два остаются произвольными и определяюсь третШ; урав- 
HeHie этого вида

Pdx -f- Qdy -|- Rdz =  0, (1)
»

где Р, Q, R  — данный функцш отъ х , у, я, называется полиымг дпфференцгальпьтъ 
уравпенгемъ.
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Дифферешцальное уравнеше (1) очевидно отличается отъ уравнены въ частныхъ 
дифференц1алахъ. Въ самомъ деле, въ уравнении (1) dx и d y— произвольны, ихъ 
можно предположить равными последовательно нулю и тогда

d z   Р dz   Q
dx Я ’ dy Я ’

такимъ образомъ. изъ уравнешя (1), изъ одного, могутъ быть узнаны обе частныя

производныя dz
dx и между которыми уравнеше въ частныхъ производиьтхъ даетъ

только одно соотношеше. .
§ 216. Введете частныхъ производныхъ перваго порядка отъ функцш съ двумя 

переменными позволяетъ, какъ мы видели (§ 197), исключить произвольную функщго; 
разыскаше же уравнешя между дифференщалами даетъ возможность исключить только 
постоянную.

Пусть F  (#, у , г, С) =  0 есть соотношеше между х, у, z и произвольною по
стоянною С. Отсюда выводимъ, между дифференщалами, единственное соотношеше:

*

которому они подчинены; результатъ исключешя С изъ этого и даннаго уравнешй 
есть вполне определенное уравнеше вида:

Pdx -(- Qdy -f- didz —  0.

§ 217. Уравнеше вида:

Pdx -f- Qdy -|- Bdz =  0 (l)

не всегда соответствуете какой-нибудь зависимости между х , ?/, я. Не трудно заме
тить, что для этой дели функцш Р, Qy В  должны удовлетворить некоторому не
обходимому услов1ю. Въ самомъ деле, -изъ уравнешя (1) выводимъ:

откуда

и, следовательно,

dz -

Рн 4 

II dx — Q
Я dy,

dz P dz Q
dx Я ’ dy ~ Я

7 2J
d7T _

d SL 
_ - я

dy dx 7

а такъ какъ Р, Q и R  содержать я, предположенное функщей отъ х и уу то♦ •

, Р , Р , ,d 7 d d - -j-. 7Я I Я d z_ Я | Я dz t
dy ' dz dy dx ‘ ' dz dx ’

(2)

(3)

(4)

4



215

заменяя d z
d y

и d z
d x

ихъ значешями (3) и упрощая, находимъ:

/ й р _  0
V d x  d y  I 1 ° \ d x  d z  j  1 \ d y  d x  J

это уравнеше должно имгЬть мг£сто при вс'Ьхъ значешяхъ х, у и г, удовлетвориющихъ 
данному уравнешю. Могутъ представиться два случая: или уравнеше (5)— тождество 
и тогда услов1е, очевидно, выполнено, или оно устанавливаетъ некоторое соотношеше 
между х , у и £, которое должно быть искомымъ, и если уравнеше (1) не есть сл^д- 
CTBie уравнешя (5), то, значитъ, оно невозможно.

Пусть, нанр., дано уравнеше:

( f i x y 2z  —  b y z b) d x  -j- (5x 2y z  —  4 x z 3)  d y  -4- ( 4 x 2y 2 —  6 x y z 3)  d z  =  0; (6)

составляя уравнеше (5), видимъ, что оно — тождество. По предыдущей теорш тогда 
можно поставить вопросъ, какому соотношении между х ,  у  и z  соответствуем урав
неше (6).

Пусть еще дано уравнеше:

( z  —  y ) d x - f- x d y  -J- { у  —  z ) d z  =  0 ;  ( A )

уравнеше (5) будетъ:

( В )

Отсюда выводимъ:

dz — dx -[- dy, (С)

и такъ какъ значешя z и dz изъ уравнений (В) и (С) обращаютъ уравнеше (Н) въ 
тождество, то изъ этого должно заключить, что уравнеше (И) возможно и что оно 
им1зетъ единственное р'Ьшенге:

■ф

z —— х —|— у. -

Пусть, наконецъ, дано уравнеше:

zdx — ydy 4 -  ydz =  0;
t

ypaBHeHie (5) въ этомъ случай будетъ:

—  2z —  О,

и такъ какъ z~=0 не представляем р'Ьшешя даннаго уравнешя, то это последнее 
невозможно и не соответствуем никакой зависимости между х , у и z.
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§ 218 Предыдущее выводы могутъ быть обобщены. Уравнен1е между четырьмя 
переменными «г, у, я, и и произвольною постоянною даетъ, черезъ исключите по
стоянной, полное дифференциальное уравнеше вида:

Pdx -)- Qdy -|- Век Sdu =  О,

но, при этомъ, между функциями Р, Q, В , S  должны существовать некоторый не
обходимый соотношешя. Въ самомъ деле, разематриваемъ въ уравнешн (Г) щ какъ 
функции отъ незавнеимыхъ переменныхъ #, ?/, и заменяемъ du .его зиачешемъ:

такъ какъ dx, dy, dz— произвольны, то коэффиц1енты при нихъ должны быть по 
нулю и, следовательно, уравнеше (1) заключаетъ въ себе три следующихъ:

]> _[_ S  - I й =1 d x = 0 ,

Q I S * u  =1 d y
= 0,

E + S — ==  0 .

Решаемъ эти уравнешя относительно частныхъ производныхъ отъ и и полученный 
значешя вносимъ въ равенства:

d / du\  __  d (du\
dy \  dx ) dx [dy ) 5

d I d u \ __  d ( du \
dz [dy ) dy [ dz ) ’

d / du \ __  d I du\
dx [ d z ) dz [dx) '

опуская взаимо-уничтожаюшдеся члены, находимъ:

o(dP__ dQ\ j f i fdS dPx L p (dQ dS\
[dy dx J 1 ^[dx  da) .1 [du dy J

c< j dQ dR\ . TJ d S  dQ\ , n (dR dS\
's [ж -  W  +  B W  - ^ )  + Q[du- w)
c, ( d l l ___ d P \  , p  /dS_ d l i \  , p  (  d P  d S \

[dx dz) [dz du) ' ' [du dx)

»

эти три уравнешя должны удовлетворяться тождественно, чтобы уравнеше (1) могло 
быть выведено изъ соотношешя между х, у, в, и и произвольною постоянною.

§ 219. Когда р  переменныхъ х [} х2, . . . ,  хр связаны п соотношешями, содержа
щими 2п — 1 произвольныхъ постоянныхъ, то можно исключить эти постоянный
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между данными уравнениями и ихъ полными дифференд1алами; результатъ такого
исключен!#. очевидно, будетъ вида:

X ldxl -(- Xdx2 -j- . . .  -j- X pdxp =  О. (1)

Обратно, если дано подобное уравнеше, то, разсматривая въ немъ р — п перемен
ны хъ, какъ неизвестны# функцш отъ п остальныхъ, можно написать непосредственно 
и уравнешй, представлягощихъ ^необходимое следств1е, какъ бы въ некоторомъ роде 
видоизменеше уравнешя (1). Если, напр., xv х2, . . . ,  хр^ п суть функцш отъ хр~н+ъ 
Хр—  ̂ • • • j Хр, то

dx dj\ ,гг и Х р _ _ п + 1
аХр-п-\-Л (lx (I.) п— п-1-2 • ♦ »

>- »-т'2
i h  dr ■
dxp

замечая, что и друпе дифферешцалы выразятся такимъ же образомъ, мы можемъ 
заменить ихъ въ данномъ уравненш этими значешями и приравнять нулю коэффи
циенты при п произвольныхъ дифференщалахъ dxp-.n+i, с1хр_п+2, dxp — получится
п уравнешй между р  — п неизвестными. Если п равно или меньше р — п , то нетъ 
никакого необходимаго услов!я между коэффиц1ентами. Х 19 Х 2, . . . .  Хр; въ против- 
номъ же случае эти функцш подчиняются услов1ямъ. къ которымъ мы еще вернемся.

УПРАЖНЕН1 Я*

1. Исключить п о с т о я н н ы й  а н Ъ и составить дифференциальное }траввеше второго порядка, 
которому удовлетворяетъ функц1я у , заданная ураввен1емъ:

ху =  аех-\-Ье х.

2. Исключить а Ь, с, d и составить диффереанцальное уравнен!е третьяго порядка, которому 
удовлетворяетъ фувксйя «/, заданная уравнеп1емъ:

Отв.
acv -f-be у =  сех -f de х

з &  т *
dx \dx^)

3. Исключить произвольную функцш изъ уравнен1я:

£ Я Т V У X /

и вывести ypaBHesie въ частныхь ироизводныхъ:

ДИФФЕРЕНЩАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕШЕ 28
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4. Исключить произвольный функцш нзъ уравнешя:

z — а?<р(ах -|- Ьу) -Ь у'Ь(ах -f- by)

и вывести уравнен1е:

в, л _ 2вь ^ _ + 6 . ^ = 0 .
dy- dxdy ах~

5. Уравнеше:

въ которомъ ср и f — произвольныя функцш, заключаетъ въ себй уравнеше:

d2z dz dz d'2z
dxdy dx dy dx1— 0

6. Исключить произвольныя функцш пзъ уравнешя:

Z =  Xй ср 'КЛ 4- — xh IJL 
X I ' у п * \ X

Отв.

X drz dH л dH dz
dx2 dxdy  ̂ dy2 X dx

dz5 4-  Х-т-ЛгУ-^- —dy n2z

7. Исключить произвольныя функцш изъ уравнешя:

2 =г у(х 4- у) -f ху<Ь(х — у)

Отв.

d3z d3z
"Г d3z d3z

dx3 dx2dy dxdy2 dy*
2 UPz ’ dPz 

x~\~y \d x2 dy2

8. Дано:

z — cp(a) — #<f'(a) + W) 4- яф'(Р),
— _a_ " t ?

У "  2 ’

2.

Исключить произвольныя 
производи ыхъ:

функцш ср и ф и составить дифферепщальЩу уравн̂ Й̂  въ частныхъ

d2z dH 2 d z  
ete2 ф3 х dx ~  ’

которому удовлетворяем г.
9. Дано:

у + =  ?(«),
z — х Л - ~a %
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Составить дифферепгйальеое ypaBnenie въ частныхъ (ныхъ:

которому удовлетворяет!» z.
10. Нзъ уравнеиш:

(X  а)2ф' (а) 1 х  -\~ а

г/ +  1[(а; +  а)-ф'(а)]-О

черезъ нсключете произвольной функцш ф(а) вытекаетъ:

/I шУ
dz у   ̂ dz 
d y ) dx

dz\  21
w ) F ’


