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В данной работе конструируются новые семейства классов конечных π-разрешимых групп: классы Фиттинга, опреде-

ляемые вложением холловых π-подгрупп в радикалы групп, и формации, определяемые вложением корадикалов групп в хол-

ловы π-подгруппы и холловых π-подгрупп в формационные нормализаторы. При этом рассматриваются только конечные 

группы. 

Определение. Пусть π – некоторое множество простых чисел и F – непустой класс Фиттинга. Обозначим через Rπ (F) 

класс всех π-разрешимых групп, который определяется следующим образом: G  Rπ (F) тогда и только тогда, когда  
F-радикал группы G содержит ее некоторую холлову π-подгруппу. 

Теорема. Пусть F – непустой класс Фиттинга. Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) класс групп Rπ (F) является классом Фиттинга; 

2) класс Фиттинга Rπ (F) π-насыщен. 

Определение. Пусть π – некоторое множество простых чисел. Обозначим через Rπ (F) класс всех π-разрешимых групп, 

который определяется следующим образом: G  Rπ (F) тогда и только тогда, когда F-корадикал группы G  содержится в 

некоторой холловой π-подгруппе группы G. 

Теорема. Пусть π4P и F – формация. Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) класc Rπ (F) является формацией; 

2) формация Rπ (F) π#-насыщена. 

В работе изучается также класс всех π-разрешимых групп Hπ(F), определяемый вложением холловых π-подгрупп в фор-

мационные нормализаторы. Доказано, что класс групп Hπ(F) является π-насыщенной формацией. 

Ключевые слова: класс Фиттинга, формация, локальная формация, холловы π-подгруппы, F-нормализатор. 
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In this paper new families of classes of finite π-solvable groups are constructed: Fitting classes, defined by the embedding of Hall 

π-subgroups in radicals of groups and formations defined by the embedding of coradicals of groups in Hall π-subgroups and Hall  

π-subgroups in formational normalizers. We consider only finite groups. 

Definition. Let π be a set of primes and F be a non-empty Fitting class. We denote by Rπ (F)  the class of all π-soluble groups, 

which is defined as follows: G  Rπ (F)  if and only if the F-radical of the group  contains some a Hall π-subgroup belonging to . 

Theorem. Let F be a non-empty Fitting class. The following assertions are hold: 

1) a class of groups Rπ (F) is a Fitting class; 

2) Fitting class Rπ (F) is π-saturated. 

Definition. Let π be a set of primes. We denote by Rπ (F) the class of all π-solvable groups, which is defined as follows:  

G  Rπ (F) if and only if the F-coradical of the group  is contained in some a Hall π-subgroup belonging to . 

Theorem. Let  and F is a formation.  

1) a class Rπ (F) is a formation; 

2) formation Rπ (F) is -saturated. 

In this paper, we study the class of π-soluble groups Hπ(F) defined by the embedding of Hall π-subgroups in formational  

normalizers. It is proved that class of groups Hπ(F) is saturated formation. 

Key words: Fitting class, formation, local formation, Hall π-subgroups, F-normalizer. 

 

лассическим объектом в теории конечных 

групп являются холловы π-подгруппы. 

Пусть π – некоторое множество простых чисел. 

Холловой π-подгруппой группы G называется 

такая подгруппа H из G, порядок которой являет-

ся π-числом, а ее индекс в G – π'-числом, то есть 

индекс такой π-подгруппы не делится на простые 

числа из множества π [1]. 

К 
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Многочисленные результаты по исследова-

нию холловых π-подгрупп базируются на  

фундаментальной теореме Холла [2] о том, что в 

любой конечной разрешимой группе существуют 

холловы π-подгруппы и любые две из них со-

пряжены. В последующем теорема Холла полу-

чила развитие в работах Чунихина [3–5], где бы-

ло обобщено понятие разрешимой группы и ус-

тановлена справедливость теоремы Холла для  

π-разрешимых групп. Напомним, что конечная 

группа G называется π-разрешимой, если каждый 

ее главный фактор является либо π'-группой, ли-

бо абелевой π-группой. В частности, если π – 

множество всех простых чисел, то π-разрешимая 

группа разрешима. 

Уже в 60-е годы прошлого столетия была вы-

явлена новая роль холловых подгрупп как одного 

из основных инструментов для построения но-

вых семейств классов конечных групп. Наиболее 

известными своими приложениями в исследова-

ниях групп являются классы Фиттинга и форма-

ции. Класс групп – это множество групп, которое 

вместе с каждой своей группой содержит все 

изоморфные ей группы. Классом Фиттинга на-

зывается класс групп F, замкнутый относительно 

нормальных подгрупп и произведений нормаль-

ных F-подгрупп. Формация – класс групп, замк-

нутый относительно факторгрупп и конечных 

подпрямых произведений. 

В работах Локетта [6], Бризона [7], Хаука [8], 

Дерка [9], Н.Т. Воробьева [10] и других изуча-

лись классы Фиттинга и формации конечных 

разрешимых групп, определяемые вложением 

холловых π-подгрупп в некоторые канонические 

подгруппы, в частности, в F-радикалы групп для 

классов Фиттинга и F-проекторы групп для фор-

маций. Известно, что если  F – непустой класс 

Фиттинга, то в каждой группе G существует наи-

большая нормальная подгруппа, принадлежащая 

F. Ее называют  F-радикалом группы G и обозна-

чают GF [1]. Если F – непустая формация групп, 

то подгруппа GF группы G называется  

F-корадикалом группы G, если она является пе-

ресечением всех тех нормальных подгрупп M из 

G, для которых G M принадлежит F [1]. 

Так как конечная π-разрешимая группа явля-

ется разрешимой в случае, когда π – множество 

всех простых чисел, то актуальна задача по-

строения классов Фиттинга и формаций  

π-разрешимых групп, определяемых заданными 

свойствами холловых π-подгрупп, в частности, 

вложением холловых π-подгрупп в канонические 

подгруппы. 

Основной целью настоящей статьи является 

реализация указанной задачи в универсуме всех 

конечных π-разрешимых групп. В данной работе 

построены новые семейства классов конечных 

π-разрешимых групп: классы Фиттинга, опреде-

ляемые вложением холловых π-подгрупп в ради-

калы групп, и формации, определяемые вложе-

нием корадикалов групп в холловы π-подгруппы 

и холловых π-подгрупп в формационные норма-

лизаторы. В исследовании рассматриваются 

только конечные группы. В терминологии мы 

следуем монографиям [1; 11]. 

1. Предварительные сведения. Классом 

Фиттинга называется класс групп F, который 

удовлетворяет следующим условиям: 

1) если группа G F  и NUG, то N F; 

2) если N1, N2 F – нормальные подгруппы 

группы G и G = N1N2, то G F. 

Напомним также, что если H и M – классы 

групп, то их произведение H M определяется 

следующим образом: 

H M = (G: G обладает нормальной подгруп-

пой N H такой, что G N M). 

Произведением классов Фиттинга H и M 

(фиттинговым или радикальным произведением) 

[1], обозначаемым H+M, называется класс всех 

таких групп G, что G GH M, то есть  
 

H+M = (G: G GH M). 
 

Пусть P – множество всех простых чисел и 

π4P. Тогда π' – дополнение множества π во мно-

жестве P, то есть π' = P\π. Наряду с множеством π 

будем использовать функцию π(m) – множество 

всех простых чисел, делящих натуральное число 

m. Зафиксируем множество простых чисел π. Ес-

ли π(m)  π, то число m называется  

π-числом. Напомним, что подгруппа H группы G 

называется π-подгруппой, если порядок H есть  

π-число. 

Факторгруппой группы G по нормальной под-

группе N называют множество всех смежных 

классов с операцией умножения смежных клас-

сов, которая определяется следующим образом: 
 

(g1N)(g2N) = (g1g2)N 
 

для любых элементов g1, g2, принадлежащих G. 

Факторгруппу G по нормальной подгруппе N 

обозначают G N. 

Класс групп F называется формацией [11], ес-

ли выполняются следующие условия:   

1) каждая факторгруппа любой группы из F 

также принадлежит F; 
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2) из того, что H A принадлежит F и H B 

принадлежит F, всегда следует, что H A  B при-

надлежит F. 

Пусть H и M – некоторые формации. Если  

M = , то положим H  M = . Если M  , то 

обозначим через H  M класс всех таких групп 

G, что GM
Î  H. Класс H  M называется произ-

ведением формаций  H и M  (корадикальным 

произведением или гашюцевым произведением), 

то есть  
 

H  M = (G: G/GM
H). 

 

Приведем также в качестве лемм ряд извест-

ных утверждений, которые мы будем использо-

вать для доказательства теорем. 

Лемма 1.1 [11]. Произведение любых двух 

формаций также является формацией. 

Лемма 1.2 [1]. Пусть X, Y и H – формации. 

Тогда 
 

(X  Y)  H = X  (Y  H). 

 

Лемма 1.3 [1]. Пусть F – непустой класс 

Фиттинга и N – нормальная подгруппа группы G. 

Тогда 
 

NF = GF N. 

 

Лемма 1.4 [9]. Справедливы следующие ут-

верждения: 
 

1) если KUG и Gπ – холлова π-подгруппа 

группы G, то GπK K – холлова π-подгруппа фак-

торгруппы G K; 

2) если  KUG и Gπ – холлова π-подгруппа 

группы G, то Gπ  K – холлова π-подгруппа  

группы K. 
 

Лемма 1.5 [1]. Пусть M, N и H – любые под-

группы группы G. Тогда следующие утверждения 

равносильны: 

1. HN  HM = H (M  N). 

2. H  MN = (H  M)( H  N). 
 

Лемма 1.6 [12]. Пусть G – π-разрешимая 

группа и Gπ – холлова π-подгруппа группы G. То-

гда для любых нормальных подгрупп M и N груп-

пы G справедливы следующие утверждения: 
 

1) MN  Gπ = (M  Gπ)(N  Gπ); 

2) MGπ  NGπ = (M  N) Gπ . 
 

Лемма 1.7 [1]. Пусть F – класс Фиттинга,  

X – непустой класс Фиттинга. Тогда справедли-

во следующее включение: 

F  F+X. 

 

Лемма 1.8 [1]. Пусть F – формация и X – не-

пустая формация. Тогда справедливо следующее 

включение: 

F  X  F. 

Лемма 1.9 [11]. Пусть F – непустая форма-

ция, K9 G. Тогда справедливы следующие утвер-

ждения: 

1) (G K)
F
 = G FK K; 

2) если G = HK, то H FK = G FK; 

3) если G = HK и K  G F, то H FK = G F. 
 

Мы будем использовать следующие утвержде-

ния о соответствии подгрупп групп и фактор-

групп, а также теоремы об изоморфизмах групп. 

Лемма 1.10 [1]. Пусть HU G, тогда справед-

ливы следующие утверждения: 

1) каждая подгруппа факторгруппы G H 

имеет вид F H, где F – подгруппа группы G, со-

держащая H, то есть 
 

H  F  G;  
 

2) если F – подгруппа группы G, содержа-

щая H, то факторгруппа F H является подгруп-

пой факторгруппы G H; 

3) если F – нормальная подгруппа группы G, 

содержащая H, то факторгруппа F H является 

нормальной подгруппой факторгруппы G H. 

Лемма 1.11 [1]. Справедливы следующие ут-

верждения: 

1) если  V и N – подгруппы группы G и V 

нормализует N, то имеет место изоморфизм 
 

VN N y V V  N; 
 

2) если M и N – нормальные подгруппы груп-

пы G и N  M, то справедлив изоморфизм 
 

(G N) (M N) y G M. 
 

2. Классы Фиттинга, определяемые вложе-

нием холловых подгрупп в радикалы. В дан-

ном разделе построено новое семейство классов 

Фиттинга π-разрешимых групп, определяемых 

вложением холловых подгрупп в радикалы 

групп. 

Напомним, что символом  Ѕ
π
  будем обозна-

чать класс всех π-разрешимых групп, а символом 

Eπ ' – класс всех π'- групп. 

Определение 2.1. Пусть π – некоторое мно-

жество простых чисел и F – непустой класс Фит-

тинга. Обозначим через Rπ (F) класс всех групп 

из Ѕ
π
, который определяется следующим обра-
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зом: G  Rπ (F) тогда и только тогда, когда  

F-радикал группы G содержит некоторую холло-

ву π-подгруппу G. 

Напомним, что если π – некоторое множество 

простых чисел, то класс Фиттинга F называется      

π-насыщенным в случае, когда  

F+ Eπ ' = F.  

Мы будем использовать известную теорему 

Чунихина. 

Теорема Чунихина [3]. Пусть G – конечная 

π-разрешимая группа. Тогда выполняются сле-

дующие утверждения: 

1) группа G имеет холловы π-подгруппы и 

любые две из них сопряжены; 

2) группа G имеет холловы π'-подгруппы, 

причем любые две из них сопряжены; 

3) каждая π-подгруппа содержится в не-

которой холловой π-подгруппе. 

Теорема 2.2. Пусть F – непустой класс 

Фиттинга. Тогда справедливы следующие ут-

верждения: 

1) класс групп Rπ (F) является классом 

Фиттинга;  

2) класс Фиттинга Rπ (F) π-насыщен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть группа G при-

надлежит классу Rπ (F) и N – нормальная под-

группа G. Докажем, что N принадлежит Rπ (F). По 

определению 2.1 F-радикал группы G содержит 

некоторую холлову π-подгруппу Gπ из G, то есть 

Gπ  GF. По лемме 1.3 F-радикал группы N опре-

деляется равенством NF = GF N, а по лемме 1.4 

ее холлова π-подгруппа – равенством  

Nπ = Gπ N. Отсюда следует, что 
 

Gπ  N  GF N  
 

и поэтому Nπ  NF. Это означает, что  

N  Rπ (F). 

Докажем, что произведение двух любых нор-

мальных Rπ (F)-подгрупп также является            

Rπ (F)-подгруппой.  

Пусть G = MN, где M  Rπ (F), N  Rπ (F), при-

чем M и N – нормальные подгруппы группы G. 

Покажем, что G  Rπ (F), то есть F-радикал 

группы G содержит некоторую холлову  

π-подгруппу G. По определению 2.1, из  

M, N  Rπ (F), следует, что 
 

Mπ  MF и Nπ  NF. 
 

Теперь, учитывая леммы 1.3 и 1.4, имеем ра-

венства для  F-радикалов 

 

MF = GF M и NF = GF N  
 

и для холловых π-подгрупп: 
 

Mπ = Gπ  M и Nπ = Gπ  N. 
 

Следовательно, 
 

Gπ  M  GF M и  Gπ  N  GF N 
 

и поэтому 
 

(Gπ  M)(Gπ  N)  (GF M)(GF N). 
 

Заметим, что по леммам 1.5 и 1.6 следующие 

равенства эквивалентны: 
 

Gπ (M N) = Gπ M  Gπ N и  

 

Gπ MN = (Gπ M)(Gπ N) = Gπ . 
 

Следовательно, 
 

(Gπ M)(Gπ N) = Gπ MN = Gπ   

 (GF M)(GF N)  GF. 
 

Итак, Gπ  GF. Это означает, что G  Rπ (F) и 

Rπ (F) – класс Фиттинга. 

Докажем утверждение 2, то есть покажем, что 
 

Rπ (F)+Eπ ' = Rπ (F). 

 

По лемме 1.7 
 

Rπ (F)  Rπ (F)+Eπ '. 
 

Докажем обратное включение. 

Пусть G принадлежит произведению 

Rπ (F)+Eπ '. Тогда по определению произведения 

классов .')( EFRGG  Следовательно, по опреде-

лению Eπ '-корадикала ).(FR'E
G  По определе-

нию 2.1  
 

.)()( F

E

F

EE
GGGG

'''

 

 

Так как Gπ  Eπ  и 
'E

GG , то по теореме Чу-

нихина )(
'E

GG . 

С другой стороны, по лемме 1.4 
 

.)( GGGG
'' EE

 

 

Следовательно, .)(
'E

GG  Кроме того, 

),(FR'E
G так как 

 

)(FR

E
GG

'  и 
'E

G U .)(FRG  
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Значит,  

.)()( FF

E

F

EE
GGGGGG

'''
 

 

Таким образом, Gπ  GF и G  Rπ (F). Это до-

казывает обратное включение.  

Теорема доказана. 

3. Формации, определяемые вложением 

корадикалов в холловы подгруппы. Напом-

ним, что класс X называется наследственным 

классом или классом, замкнутым относительно 

подгрупп, когда выполняется следующее требо-

вание: если G  X и H  G , то H  X. 

Будем обозначать через Eπ  класс всех  

π-групп. 

Определение 3.1. Пусть π – некоторое мно-

жество простых чисел. Обозначим через R
π 

(F) 

класс всех π-разрешимых групп, который опре-

деляется следующим образом: G  Rπ 
(F) тогда и 

только тогда, когда  F-корадикал группы G со-

держится в некоторой холловой π-подгруппе 

группы G. 

Известно, что произведение двух любых фор-

маций является формацией и операция умноже-

ния формаций ассоциативна. Напомним, что 

формация F называется π-насыщенной, если 
 

Eπ '  F = F. 
 

Теорема 3.2. Пусть π4P и F – формация. То-

гда справедливы следующие утверждения: 

1) класс R
π 
(F) является формацией; 

2) формация R
π 
(F) π'-насыщена. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что   

R
π
(F) = Eπ  F. Пусть группа G принадлежит 

классу R
π
(F). Тогда по определению  

3.1 F-корадикал группы G содержится в некото-

рой холловой π-подгруппе группы G, то есть 

GF
  Gπ. Так как Gπ  Eπ и Eπ – наследственный 

класс Фиттинга, GF
 Eπ. Следовательно, по опре-

делению произведения формаций G  Eπ  F.  

Это показывает справедливость включения   

R
π 
(F)  Eπ  F. 

Докажем обратное включение. Пусть H при-

надлежит произведению Eπ  F. Тогда по опреде-

лению произведения формаций HF
 Eπ. Следова-

тельно, HF
 является π-группой. По теореме Чу-

нихина HF 
 Hπ. Итак, H R

π 
(F). Отсюда следует, 

что  

R
π 
(F)  Eπ  F. 

 

Итак,  

R
π 
(F) = Eπ  F. 

Так как по лемме 1.1 произведение двух лю-

бых формаций является формацией, то R
π 
(F) – 

формация. Утверждение 1) доказано.  

Докажем, что формация R
π 
(F) π'-насыщена, то 

есть 
 

Eπ  R
π 
(F) = R

π 
(F). 

 

Ввиду свойства ассоциативности умножения 

формаций и утверждения 1) 
 

Eπ  R
π 
(F) = Eπ  (Eπ  F) = (Eπ  Eπ)  F =  

= Eπ  F = R
π 
(F). 

 

Следовательно, формация R
π 
(F) π'-насыщена. 

Теорема доказана. 
 

4. Формации, определяемые вложением 

холловых π-подгрупп в F-нормализаторы. На-

помним, что локальным спутником называется 

отображение f : P  {формации групп} [11] 

множества P всех простых чисел в некоторое 

множество формаций. 

Носителем локального спутника называют 

множество простых чисел  
 

π = {p  P: f (p)  }. 
 

Формацию F называют локальной, если суще-

ствует такой локальный спутник f, что 
 

F = Eπ ( p π Ep'  Np  f (p)), 
 

где π – носитель локального спутника  f,  Np – 

класс всех p-групп (p – простое число). 

Пусть F – локальная формация. Подгруппа H 

называется F-нормализатором группы G, если 

выполняется одно из следующих равносильных 

условий: 

1) H является критическим F-добавлением к 

GF
 в G; 

2) H  F и существует максимальная цепь  
 

G = M0  M1  …  Mt  = H,  t  0, 
 

в которой Mi  F-критична в Mi-1 для любого  

i = 1, 2, …, t. 

Напомним понятие  F-добавления. 

Пусть K – нормальная подгруппа группы G. 

Если K  GF
 не содержится в Ф(G), то G обладает 

максимальной подгруппой M1, не содержащей  

K  GF
. Если KM1

F  не содержится в Ф(M1), то 

M1 имеет максимальную подгруппу M2, не со-

держащую K.M1
F  Продолжая этот процесс и 

дальше, мы построим максимальную цепь 
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G = M0  M1  …  Mt  = H,  t  0, 

обладающую следующими свойствами: 

1) Mi не содержит F
1-iM   K  при любом i > 0; 

2) H F  K  Ф(H). 

Подгруппу H называют  F-добавлением к K в G 

[11], а указанную цепь – F-добавляющей цепью 

для подгруппы K. 

Пусть K – нормальная подгруппа группы G. 

Максимальную подгруппу M группы G называют            

 F-критической в G относительно K [11], если в G 

найдется такая F-предельная нормальная под-

группа N, что N  K  и MN = G. Таким образом, 

будем называть F-критической подгруппой груп-

пы G всякую ее подгруппу, являющуюся макси-

мальной в G и F-критической относительно G. 

Пусть f – локальный спутник формации F. 

Главный фактор группы G называют  

f-центральным, если G CG(H K)  f(H K) = f (p), 

для любого простого делителя p порядка H K.  

В противном случае фактор H K называется  

f-эксцентральным. Если f – приведенный локаль-

ный спутник формации F, то есть f (p)  F для 

всех p  P, то f-центральный главный фактор 

группы G называют F-центральным, а в против-

ном случае H K называют F-эксцентральным. 

Через (F) будем обозначать множество всех 

простых делителей всех групп из F. 

Лемма 4.1 [11]. Пусть F – локальная формация 

и G  S
(F)

F. Тогда любые два F-нормализатора 

группы G сопряжены. 

Лемма 4.2 [11]. Если H является  

F-нормализатором группы G и K – нормальная 

подгруппа группы G, то HK K является  

F-нормализатором группы G K. 

Лемма 4.3 [13]. Пусть  F – локальная фор-

мация, G – группа и K1, K2 – произвольные нор-

мальные подгруппы группы G. Если  F-корадикал 

группы G (F)-разрешим и H – нормализатор 

группы G, то справедливо равенство: 
 

HK1 HK2 = H(K1  K2). 
 

Лемма 4.4 [3]. Пусть G – группа, KUG. Если 

G K и K – π-разрешимые группы, то G –  

π-разрешимая группа. 

Лемма 4.5 [11]. Пусть  F – локальная форма-

ция и G  S
 (F) 

F. Если H – F-нормализатор груп-

пы G, то H покрывает каждый  F-центральный 

и изолирует каждый F-эксцентральный главный 

фактор группы G.  

Определение 4.6. Пусть π4P, F – локальная 

формация и (F) – множество всех различных 

простых делителей всех групп из F. Определим 

класс всех π-разрешимых групп H
π
(F) следую-

щим образом: G H
π 
(F) тогда и только тогда, ко-

гда G  S
 (F)

F и F-нормализатор G содержит не-

которую холлову π-подгруппу G. 

Теорема 4.7. Пусть F – локальная формация и 

π – некоторое множество простых чисел. Тогда 

справедливы следующие утверждения: 

1) класс групп H
π 
(F) является формацией; 

2) формация H
π 
(F) π-насыщена. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G  Hπ 
(F)  

и N – нормальная подгруппа группы G. Покажем, 

что G N  H
π
(F). Пусть H – F-нормализатор груп-

пы G и Gπ – холлова π-подгруппа G. Тогда по оп-

ределению 4.6 H  Gπ и поэтому 
 

HN  Gπ N. 
 

Так как по лемме 4.2 HN N является 

F-нормализатором группы G N, а по лемме 1.4 

Gπ N N – холлова π-подгруппа группы G N, то 

HN N  Gπ N N. Итак, ввиду лемм 1.4 и 4.2  

F-нормализатор группы G N содержит холлову  

π-подгруппу группы G N. Следовательно, по оп-

ределению 4.6  G N  H
π 
(F). 

Пусть G H
π 
(F), M и N – нормальные подгруп-

пы группы G, причем 
 

G M  H
π 
(F) и G N  H

π 
(F). 

 

Покажем, что G M N H
π 
(F). По определению 

класса H
π 
(F) и лемме 4.2 

 

HM M  (G M)π и  HN N  (G N)π. 
 

Отсюда по лемме 1.4 
 

HM M  Gπ M M и HN N   Gπ N N. 
 

Значит, по лемме 1.10 
 

HM  Gπ M и HN  Gπ N. 
 

Следовательно, 
 

HM HN  Gπ M Gπ N. 
 

Ввиду лемм 4.3 и 1.6 
 

H(M N)  Gπ(M N). 
 

Учитывая леммы 4.2 и 1.4, H(M N) M N –  

F-нормализатор группы G M N, а Gπ(M N) M N – 

холлова π-подгруппа группы G M N. 

Итак, 
 

H(M N) M N  Gπ(M N) M N. 
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Это означает, что G M N  H
π 

(F). Следова-

тельно, класс групп H
π 
(F) – формация. 

Докажем утверждение 2 теоремы. Для этого 

покажем, что  
 

Eπ '  H
π 
(F) = H

π 
(F). 

 

Ввиду леммы 1.8 справедливо включение  

H
π 

(F)  Eπ '  H
π 

(F). Докажем обратное включе-

ние. 

Пусть G – группа наименьшего порядка из 

класса Eπ '  Hπ 
(F) и K – минимальная нормальная 

подгруппа группы G. Так как G K   G , то G K 

 H
π
(F). Если K1 – минимальная нормальная под-

группа группы G, отличная от K, то по индукции 

G K1  H
π 

(F). Но по утверждению 1 класс групп 

H
π 

(F) – формация. Следовательно,  

G = G K K1 H
π 

(F), что противоречит выбору 

группы G. Значит, K – единственная минимальная 

нормальная подгруппа группы G и, ввиду мини-

мальности, .)(FHG  K  Так как G  Eπ '  H
π 

(F), 

то по определению произведения формаций K 

является π'-группой. 

Пусть H – F-нормализатор группы G и Gπ – 

холлова π-подгруппа группы G. Ввиду лемм 4.2 и 

1.4 следует, что HK K – F-нормализатор группы 

G K и Gπ K K  – холлова π-подгруппа группы G K. 

Так как G K H
π 
(F), то справедливо соотношение 

 

HK K  Gπ K K.                            (1) 
 

Следовательно, HK  Gπ K. Если K –  

F-центральный главный фактор группы G, то по 

лемме 4.5 H покрывает K, то есть H  K. Следо-

вательно, 

H = HK  Gπ K  Gπ. 
 

Значит, G H
π 
(F). Получаем противоречие с 

выбором группы G. Остается признать, что K –         

F-эксцентральный главный фактор группы G. 

Тогда по лемме 4.5 H изолирует K, то есть  

H  K = 1. Теперь, учитывая тот факт, что K яв-

ляется π'-группой, получаем Gπ  K = 1. Следова-

тельно, ввиду (1) и изоморфизмов получаем со-

отношения 
 

H = H H  K y HK K  Gπ K K y  

 y Gπ Gπ  K = Gπ.                     (2) 
 

Так как по теореме Чунихина в π-разрешимой 

группе любые две холловы π-подгруппы сопря-

жены, то из (2) следует, что H  Gx для некото-

рого x  G. Следовательно, G  H
π 
(F). Получен-

ное противоречие завершает доказательство вто-

рого утверждения теоремы. 

Теорема доказана. 
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