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первому  изданию.

Настоящий сборник задач содержит упражнения по 
тем отделам Высшей Математики, которые входят в курс 
лекций, читаемых мною в I -м Петроградском Политехниче
ском Институте, именно: 1) Высшая Алгебра, 2) 
рование функций, 3) Геометрические приложения ди 
ренциального исчисления, 4) Геометрические 
интегрального исчисления, 5) Интегрирование ди 
циальных уравнений, 6) Определенные интегралы 
Во второй части сборника приведены ответы на предложен-

* я

ные задачи, и во многих случаях, для г
родных задач, даны общие указания на способ

А. Адамов.
Петрограду 6 мая 1911 г.



__ ч

Второе издание отличается от первого л и т ь  исправле
нием замеченных опечаток.

ко вто р о м у  изданито.

Петроград, 29 августа 1922 г.
А. Адамов.



О Т Д Е Л  I.

Высшая алгебра.

1— 2. Обозначая через число сочетаний из элементов
по т, доказать:

*

1. 1 — С!** + Che
1

. + - ^ ( - i ) ‘e g = ( - i ) * .  а*-1.2

2 г й  Л 3  t  Л 5• 4̂А:+2 — 4̂А-4-2 ~Г

3. Найти суммы:
Рп_ 1 = 1 + a cos 6 + a2cos 2 +
On—1 —

1
. . . + т ( : - 1)*сад = К 1)*Й*

. . + ай_1 cos (п—1) Ъ.
n~1 sin (ю— 1) Ъ.a sin Ъ + а2 sin 2Ь + . +а

4. Доказать:
.т с  2тс . Зтс . (п— 1)тс

sm — . sin — . sm — . . .  sin----------n n n n
n

-  2»-i

5—8. Разложить на вещественные множители 2-ой степени 
функции:

5. я4 + я2 +
7. ж6 + а?3 + 1.

6 . я4— я2 + 1.
8 . х 6— #3 + 1.

9—11. Найти корни из комплексных чисел:

9. V —  5 + 12г. 10. \ / i 11.
4

/
/ 1

2 + * 2
Б

12. Найти целую функцию степени не выше 3-ей, которая 
делении на х  + 2, ж + 1, а:— 1, ж— 2 1

Л. А. АДАМОВ



о В ы с ш а я  а л г е б р а . Отд. I.

13. Найти целую функцию степени не выше 4-ой, которая 
при делении на а: 4-2, а? 4-1, х — 1, х  — 2 дает остатки = 1 и при 
делении на £ — 3 дает остаток 0.

14. Найти целую функцию степени не выше 8-ей, которая
при делении на х  — 1, х  — 2, х  — 3, 4 дает соответственно
остатки 4, 3, 2, 1.

15. Найти целую функцию степени не выше 4-ой, 
при деления на (х — 1)°
(# + 1)2 дает остаток 1.

которая
9 дает остаток 2 и при делении на

1 6 -3 8 . Разложить на простейшие дроби:

16.

18.

За:2 4- За: 4- 1 
2х* + За:2 + х '

х- + 2х — 5
х/о X

20.
а? + х 2

4#+ 4 

2х +1
х Ъх2 + 4

22. 2 а: 4-3
х * 4- х 1 2

24.
х 2

26.

28. *

30.

34.

38. 1
х6 4-1

17. 4а:2 4- 2а: 4-1
х 2 (х+ I )2

19
ОX1 2а: 4- 6

х 8

21. х
6а:2 4- 11а:— 6

2а:2 —• За: 4- 7
х За?з IX2 4- 21 х ~  18

23. х 2 4- 6а: 4- 7
х * 4- 5а:2 + 9а: 4- 5'
2xs + х 2 — 2а: + 1

(X — I)2 (х2— 4а:4- 5)’ (а: — 1)» (4-1) '
х2 4- х  4- 2

27. 1
(х4-1)2 {х2 4- 2а: 4-3)' (X24-1) {X2 4-1)\ ‘

2а: — 3
29.

За:2 4- х  — 2
(х + 1)2(а?24-а?4-1)' {х— I)3 (а?2 4-1)

х 2 4- За:— 2
31 2а:2 — х  4-1

И '— I)2 [X2— X4- I)2’ (х — 1 )3 (х2 1
с6 4-2а:5 — а:8 + 1

33.
1

(X — 1) (х2— х + I)8' 1 4- а?4 ’
• 1 X2

35.
1

X*+ За:2 4-4' X4— X2 4-1"*
- Xs

37. 1
X* — За:3 4- 9 а?4 — 6а?2 4-1



Отд. I. В ы сш ая  а л г е б ра . 3

39— 41. Следующие уравнения с кратными корням 
к системе уравнений с простыми корнями:

привести

39. а? 5а;4 + 5а?3 +1 Ох2
40. х7 —  2а?6 + 3а? хА X

4VX -t- о
3 + За;2 -

V/ #

2а? + 1 = 0.
41. х7 —  Зх6 + 5а:5 —  7а:4 + 7xs —  5а;2 + За? — 1 = 0.

42-57. Найти рациональные корни следующих уравнений:
42. а?3— х 2 — -4а? + 4 = 0. 1чНсо•«а- — За:3 —7а:2 + 27а?—18 = 0.
44. а;4— а:3 —- 11а?2 - - х  — :12 = 0.

* * -

45. X4+ а?3 — 5а?2 + а? - 6 = 0. ч

46. х ъ— 4а:4 -  10а;8+ 26а?2 — 11а: 4-30 = 0.
47. а?5+ 4а;4- - 6а?3 — 31а;2 — 34а? — 24 = 0.
48. 2а:3—х2—25а: — 12 = 0.49. 20а;4 + За;3 + 18а;2 + За?—2 = 0
50. 4а:4— 16а:3 + 5а:2 + 19а? + 6 = 0.
51. 8а;5 — -20а;4 — 30а:3 + 65а:2 — 35а: + 6 = 0.

6а:5 + 11а:4 + 5а:3 + 5а:2 
25а:4 + 110а;3 + 162а;2 + 38а:

1 За:8 + 7а:2 - 1  За; -  
3 + 5 а:2—а:—1 = 0.

52.
53.
54. 10а?4

а;— 6 = 0.
15 = 0.

3 = 0.
55. 6а?4—а ? .............
56. 6а;4 + 1 За?3 + 1 2а?2 +1 За? + 6 = 0
57. а?5 + 3а?4—9а?3—21а;2 —10а?—24 = 0.

5 8 —74. Отделить по способу Штурма корни следующих
уравнений:

58. Xs — Ьх + 10 = 0. 59. а?5 + 10а: —12 = 0.
60. Xs-7а? + 2 = 0. 61. х6 + За;—10 = 0.
62. ча?6 + 6а? + 8 = 0. 63. 2а;8-11а?2-27а; + 16 = 0.
64. 2а?3 —17а;2+ а? + 30 = 0.
65. а?4 + 4а?3 — 6а?а + 8а?—1 = 0.
66 . а;4—12а;2 + 28а?—18 = 0.. **

67. о?5 —5а?* + 10а?—6 = 0.
68. х 5 — 5а?4 + 5а?3 + 5а;2 — 12 = 0. 69. а?5 + 5а?4 + 5а;3 — 5а?2 + 

+ 12 = 0 .
70. а?5 —5а?4 + 5а?3 + 10а?8—20а? + 8 = 0.
71. а?4 —4а?2 + 8а; — 6 = 0.
72. х 6 — За?4 + 2а?3 + 12ж +10 = 0.
73. а;6 — 6а;5 + 12а?4—6а;3— 9а? + 24а? — 6 = 0.
74. аз* + 6а?1 + 12а?4 + 10а?3 + За:2 + 12а?+ 22 = 0.

1*.



4 ГАЯ АЛГЕБРА. Отд. I

75 — 78. Исключить иррациональность из знаменателей дробей:

75. 1

Уз + 1

78.
У¥+

е \

76. 21/6 + 3

V 6 -3  1/6 + 2
77. 2V5 1

3_ 3_
V25 + 4V5 + 1

V 3+ V 2 -1
► * «

79—82. Вычислить следующие симметрические функции от 
корней х г, х %ухь кубического уравнения 0:

1 . 1 / ПГ, \ 2
+ — ^ - + — . 80.79

1 х 0 X,
хх + х 2 Х1 + Х3 Ху + Х8 Х0Х W l + хгх 2

81:
х. х 9 X,

х2 + х3 Xg  + Х-у + 3
Ху+Х2

82
2 9 9 9/у> 4 j /у* /у* & I /V* */̂ ̂  Л/g I W g

---------------------—  I —

ж. я +
Xз 2  + жх2

83—86. Вычислить следующие симметрические функции от
корней данных уравнений:

83. "V X

84. 'S ’

—А— = от корней ур-ия х лX + А 
X— 1

х* + Ъх + £ *°т к°Рней УР"ИЯ ж

1 = 0 .

х  + 1 — 0.

85. >
1

-& ~i  от К0Рней УР-ия х

1

х + 1 —- 0 .

У X + -х от корней ур-ия х3 + X 1 = 0 .

87—89. Вычисл ить (по формулам Кардана) корни следующих
кубических уравнений:

87. X3 + Зх + 2  —  0. 88 . xs + 3x2 —  З х — 1 = 0.
+

90—97. Определить (по 
уравнений 4-ой степени:

51 = 0.
способу Феррари) корни следующих

90. х* +
91. ж* + 4ж3
92. ж4 — + ♦  • *

+1 = 0 . 
+ 1 = 0.

гЬ 1



Отд. II. 5

93. ж4 + 4ж3 + ж2 + 12ж + 9 = 0.
94. ж4 + 2ж3 + 4ж + 2 = 0. 95. ж4 + Зж2 + 4 = 0.
96. ж4— Зх2 + 9 = 0. 97. ж4 — 6ж2 + 1 = 0.

98—100. Решить по способу Грэффе следующие уравнения:

98. х3 , 1X" + —х о
1

105 = 0. 99. ж3
7 9! 119 149
-- I -----------

6 860 ж

100. ж4
8
2 ж3 +

27
40

57 53
ж ж +560 22400 = 0.

. ч

101—102. Решить уравнения:

103. При каких значениях к система:
х + 2у=3,  

будет совместною?
2ж + 5 у -  , х

104. При каких значениях t система:
2ж — 3 у — 2z = tXy 4х + у + 4z = ty,

= 0

101. 1 1 1 102. 1 1 1
а Ъ ж = 0. а Ъ ж
а3 ь3 ж3 а4

9

ь4 «Л/

= 0.

% — 2

Зж — 2у + 2# =
допускает решения для ж, z иные, чем x - y - z -

ОТДЕЛ II.
Интегрирование ф ункций.



Отд. II.6 И н тегри ро в а н и е  ф у н к ц и й .

-0 r(2x + 3)dx 
d Jx* + x2^~2  ‘

13. [J'.
x2dx

x 4 + 2x% — 3 ‘

15
1

x

17
1

19 x

21

x 2

dx.

x 2(2x—1)5 dx.

X2 2x2 3x + l
l x 2 + 21 x— 18 dx.

x 2
{x— l )3 (x2—Ax + 5) dx.

16.
2a;3 + x 2 2 x + l
(x — 1)* (x2 + 1) dx.

18
f4ar
J x2

20.

Ax2 + 2x + 1 
[x + l )a
x2dx

dx.

x

22.

3a;2 + 9 ' 
x2 + x  + 2

(a; + l)2(a:3 + 2a: + 3) dx

24
dx

1 +x 6

26-/(5
xdx

x + 1)2 ’

28
a:3 1
(a? + 2)- dx.

30
dx

32.

(2a; + 3)2;(3a: — 2) 
dx

з

(a;

34.
2x2— x

bx + 2)
5

4

1 +X6 dx.

36. fJ *a; (1 — x 8)2 '

38



Отд. II. И н тегри ро в а н и е  ф у н к ц и й .

45
xdx

х* + х2 + 1 '

47 • ь
dx

49

(а?*— 2) 
dx

хл (аз* + 1) ‘

51• hJ
dx

53. I

(1 + х
x ivdx

(ж6 + 1)3 *

55
x 2dx

х G х А +1 ’

5 7 1

хЫх
(х*—3)

5 9 . ,

61

63

(1 + х2)
xidx 

(1 + ж2)3 *
x 2dx

65.

67
Г ха— \

' I  (х2 + х + 1 f dx‘

x idx 
[х2 + I )2 *

1

69./-

71./

73.

(х—1 )dx
ж3 +1

хй—5#4—Ьх2 + 1
\

(:Х4 + 1) dx
X6 1

__ Г (х2 +1  ̂  dx. 
i 5 'J  x* + 3 x ? - S x - l

77 (х2

X ' + l

46
/ ‘ x2dx

liF— l *

48 x Зж2 + 9

50
dx

ж4(хь + 1) ’

52
x7dx

(1 + x4f  
dx

54 .  -Jx, i\2 *

56

(1 + s 4) 
(x + 1)

x X2 + 1

58.
xvdx.

60

(x2 + 2) 
x 10dx

3 •

3 \4  *

62

64

66

68

(1 + x3)
x 12dx

(x6 4-1 )3 ’
хЫх 

(a:4—l )2 *
( x2—1 )dx 
~(2x2—l)2

(x2—1 )dx 
x* + x 2 + l

70 x
f ( x 2-- 1) dx

xi—-X2 + 1

76 x 3 1



Отд. IIS

79
1) d

81

хь +1
(x2 +1) dx 

x4 + Ьх2 + 1

83.
Sx +1

(x + 1 )2х ъ!ч
dx.

85.
x 3

87.

V x 2 + 2
dx
;Г~

X 2

89.
dx

3
1) (x + l)2

91. 1 -b X  

1— X
dx.

93
dx

VxA (x— 1) 

dx

97.

ox2
Х Л

1)
x + 1

x —V x + 1 dx

99
П

X

I гЛX
X 2

103.
/У* —  , /V» tA/ iA/

105
У х 3 + В

X2

80.

82.

( x 2— 1) dx
■ IIP- ■ *•

x* + Ьх2 + 1
(x2 + 1) dx-

x x ■X — 1 )

84. fJ •
xAd i

3

V  x'2 + 1
4

86.

88.

V  xdx
У  x + 1

dx

90

xV X 2 +  X

dx
О

V\x + 1) (x— 1)5

92 2—x 
1—x

dx.

94.
dx

3

n x—l )3 (x + 1)

96.
1—x
I + x

1/2
c ■»./ •

98./
dx

100

V 2x+ 1— V x + 2

dx
x V  1 — a2 + aV 1 x2

102 2+ 2a2)V x2 + a2dx

104

106./

108.

dx
V S x 2 + l x - l

2 x2 dx.



Отд. II. И н тегри ро ва н и е  ф у н к ц и й . 9

X3 х + 1
109. 11/- - — .

I |/ ж2 + 2ж + 2

111.

113.

115

117.

119.

125.

127.

129.

131.

133.

135.

110.
За:3 + За:2 + 8х—4

V  х2 + 2х + 5
dx.

137.

f  1 + 4оХ— Ьх2— баг/ г - ИИ1г-г ■ _ (J/ JU Я 112. j

114. I

,16. j

V 2xz—x + 3 dx. 

Г dx
J V 1—х — х
г
f (ж +1) К 2—ж—хг ах. 

Г dx
X2 V  1 i- X2 

r dx
J (х—I )2 V х2— Зх + 2 {x + 1) V x2 + 2x + 3

\

Г dx
,18. J dx

J (х + 2)2 У х2 + х + 1 (x + l )3 V x2 + 3x + 2
f  xdx

120. j
f  dx

J (х - 4) у  х2 +х + 1
%

(j x3 — x)Vx2 + x
f  dx

122.
у dx

J {1+X2f h ' 1 (1 + x 2) V 1—x2
г r(x—1) dx

124.
r dx

J (x2 + 1) V 3 —x2 1 (x2 + 2)2]/ l  + x2

Г (x—l) dx 126.
Г (2a:—1) dx

J (x2 + l  )*'*' 1 (x'2—x + 1)3'3 ’

Г (1 —a:) dx
1 2 8 j

r (x — l ) dx
J (1—X—x2f  ‘ "-' (x2 + 2x— l )3-'3'

f x2dx
13 0 ,

f  (x— l) dx
J (a2—.x2yir f ( x2 + x+  l f u ‘
Г dx

132-j
r xdx

J (£*-1)Ух* + 1‘ {x2 — 3 a? + 2) у  x2 + x  + 1
Г dx

m .
f  dx

J (x2 + 1)2 V 1 — x2 1 (x2 + x  — 3)]/ x2 + x + 2
Г (2a: — 1) dx 136.

Г (a:2+ 2
J (x2—x  + 2) V2a:2 — 2a; +1 1(x* + 1) Y x2 —x  -f
f  (x — 3) m .J (3a:+ 2) dx
J (2x2-t- 6a: + 1) V 3 x 2 + 8a: + 2 (4a:2+5it+4)]/r3a:2—4^+3

f (2a:—3) dx
140.1

r dx
f *

J (2x2—3x + 2)V x2+ x + l J ■ *У Х т^ '



1 0 И н тегри ро в а н и е  ф у н к ц и й . Отд. II

141
dx

х V I: + х

143
dx

V l  + x*

145 f
dx

(x4— 1) Vx* + 2

147./

149./ 

151. f(

■x
>

dx

x V X s —  1

3 - 2  a?)4»dx.

153.1 

155.(ж*

157. 1

x (1—x^f^dx.

x + x2yi-2 dx.

dx

161.

x
X  —  1

x2 + x 
dx

6
2 s 2 + 1)

142 3

V 2 x 3

144./
(x3 +1) V  1—x3

146■ z
dx

(x* + 5) V  +1

148 5

150. [

x5 V 1 + ж5 
dx

6
я6 j/ 2̂ 6 + ^

152. j x 2V 1 +ж4

л:3 У 1 +а;* dx .154. [

156. J (1 + x6) '̂'* dx.

158.
xdx

V l + X 2 +X

160*f (x + V 3 / a
<&r

У 1 + x2

162. f —
J ( x2

(x2 — 1) ob
(#2 + 1)У xi —x2 +  \

164
'x2 +1 xdx

J х* + 1 У x* + ■+■1

166 X.3 1
£3-j-l V x 4—x2-bl

(x2 +  l  )dx

170./
Вж4 + 1

V l + x *

+  X — 1 )

i

dx*

1



Отд. II. И н тегри ро ва н и е  ф у н к ц и й .

173. и  -аг cos 3# dx.

175. Je-a?#2 cos 2# dx. 

177. j (#3 — х) cos3#d#

179. /#sin2#cos4xdx .

181

183.

sin3#
cos4#
cos5#

dx.

r-j- dx. sm4#

185• hJ si
dx

sm4#cos°#

Ш . [AJ sin6#

189
dx

coss#

191. J sin5# dx. 

193. J cos7# d x .

195.
dx

sin2#cos5#

197. [-.J SI
dx

199.

sm3#cos4#
sin4#c2#
cos2#

201. fsin8#cos5#

sin8#cos4# dx.203. /si

205 . fVsin2#cos# dx

207. [V sin3#cos# dx.

cos#—3sin# dx.

176. jeQxxsinax dx.

178. Jsin#sin2#cos3x d x

180
dx

2 — 3sin# + cos#*

182. /

184 J si

sin8#
cos5#
cos4#

dx.

sm8# dx.

186 • / -  J sin*
dx

3#cos°# ’

188.
dx

sin5#

190
. dx
cos3#

192. j sin6# dx. 

194. f cos4# dx.

196.
sin2#
cos# dx.

198.
dx

sin3#cos3#
sin6#^#
cos3#200. /

202. J sin3#cos7#c?#.

204
Г dx

' J V  sin3##cos#

206.
.л/  /V»

3
2 4



1 2

209.
dx

У  sin*a?COS°a?

211. /cot

213.
dx

3

2X

215.
dx

2‘

217.

219.

(3 + sin2a?)
dx
- 1 gx
sina? dx

221.

223. f

(1 — 3 cos x)
dx

3‘

dx
(1 — 3 sina? -f- cos a?)2

225.
cos2a? dx

sin4a? COS4 ж

227
3sina? 4- 5cosa?
sin# — 2cos3a? 

dx
cosa?— 2tgx' 

cosa; dx

dx.

e2cos2a?)3 i 2

GOS3X sin3a?

237. f —J cosa;

гзЧ ш

ФУНКЦИЙ. Отд. II.

210. f  t

212. dx

214

У  t gx
dx

2 + 3cos2a?

216. 1 + 4sina?cosa?—2cos2a;
sin4# dx

2 , e -  к

dx

220

-J- 2sina:' 
sin2# dx

222

224./

226.

(2 -}-cosa?) 
cos2a? dx

2‘

(2+3sina;)2'
2 cosa; — sina? -f- 1 

(2 -J- cosa?)3 dx.

cosa? dx
sin8a?-)-cos3a?

228. f dx
2cota?—3sina?

230.
sina? dx

232. [—.J si

234. f-
J (

sina; -j- 3cosa? 
cosa? dx
sm 3a?

sina; cosa?—sina:

236

cos* cosa?-)-sina; 
sina? dx

doe.

sina?-—cosa?

238. f(acos2a? -j- 5sm2a?)bsina?cosa?̂ a:

240. f ~
J Sj

242. f  ,J si

cosa? dx 
sin4a?

dx
sina? sin3a?
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243. dx
COS#COS3#

245.
cos#

У sin 3#
dx.

247. dx

249.

251

253

255.

| / 1 _j_ еж+ e2 ж'

xlgx (1-j-lg#) 
x  1 gxdx
(<»a+ l  )*/»■’
log ( x—2) dx 

(ж+1)3 '
#log(#—1) dx

dx.

(*2+ l ) 2

257.
log(a?-|-|/'i_j_x2)

259.

У  1-j-x2
log tg# dx

cos4#

261. / arcsin 3# dx.

263.

2 6 5 . /

arcsine dx 
(1-j- x 2f u

x. arcsine dx
2 \3/.2

267
Г ai

' J 1/

(1 — #2) 
arcsine dx
У 1- j -x

269. Jiarcsin-̂  1

271. f  arct g V x  

273. f

# <##.

arctg# dx
(1 + # ;2 ’

'x- arct gx dx
Vl —  # 2

244

246.

sin# e£# 
cos3#
dx

2^ + T

248. \Vx\g~xdx.

250

252.

254.

\gx • dx
(X2 +
lg (a?-f-2)

( # +  i) ig  (# +  i)
1/# 2# 4- 3

/V»

256. / log(a? -f- ] /  1 _{_ a^cfa;.

258. /log(#-{-l-f- У х 2 _u 2x4-3
(ж+ 1 )

260. / #3arcsin# c?#.

262.

264

266.

arcsin# dx
a — *)a. '
arcsin# dx
(1 - # 2)3'*'
# • arcsin# c£#

K l #2

268 • /* v 1 #‘! arcsin#

270 . / arcsin V .r dr.

272. Я

274.
a:2

276. Ь
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2 7 7 . /

2 7 9 . /

х  • arctg# dx
(1 +  х*)'ь

'x- arctg# dx
2 i3/

281

( 1 - s 2)
"x • arct g#dx

(x2 — l)2

283. / / * ■ ■  V T& .

285
<2#

1)

287 logtg#- dx
sin2#

289. i1 —Ш3Ж logsin x dx.x

291. Iogsin# dx
cos4#

293, #
sin2# dx.

\

2# — ~#2—#*

1 #4 e~xdx.

1
x

2 -f- log#
,2'

dx.

dx
- •

x y  x '
1 -f- si #

3 dx.
x

3)3 dx.

V i X

Отд

278. / arctg# dx
(1 — #2) i‘i

280. / arete 1 —#
1 + # $#.

282. / qcos*xgij22# dx.

284
2 3#

#.3 e » dx

286 1 + log#
(#log#) dx.

288 . Jcos x ■ logtg x d x .

2 9 0 . /  

292. /

log COS #6?#
cos2 #

e~x (2# 4 - 1)
# у  # -<$#.

294. -  Scoss)
sin4#

296 '(2#2 -{- x -j- l)ex 
( 2 # - f l ) 2 dx.

298 2# log2#
(1 + log#) e?#.

300. a:) [#еж — e~x] dx.

nnn fsin# -
302. / —-7J si

304. f xcosx 

3 0 6 . /  

3 0 8 . /

#COS#
" dx.

sin#
#2 £?#.

# log# £?#
КГ #

2 -J- 3sh9#
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311. /sh2#cos3 312. xsb2x  cos xdx

3 1 3 . /ж2сЬЗж dx. 3 1 4 . /x • arcth# dx.

315. /^-arcsh logsha?

317. / sh:r • logthce dx.

dx.

sh2a? (far.
(2 -{- chx)2'

Проинтегрировать полные дифференциалы:

319. \ V l - f
xy У

V i X X 2 -j- у dx -[•

+  \ V  1 X 2 xy
V l У

=-fО 1
X

2 X +  Г  у~Ь
1

320
У +

2V 1 +xy +У
У , x • Л 1j- + ex sm 2y + —=sin-ж dx +

+ У x
2 V 1 + xy a —  +  2 eжi + уг

X

321 У2 + 1 + 1
V  ж2+ 1/2 V y%—x2J

dx +

V 1
+ У x

У {% + V x 2 +y2) 1Лг2 + «2 + 1
x Vy  J

322 1 + 1 + Vy 1
2 V  xy х —  Ъу 2 y X (i

+
Г - V  x
L 2 yV у

2
ay) ж J

V  x+

|3ж +

- + 1
'2K y(!—<*») . (y* + l) 8ii*

323
2ж

ж2 + у + 2 x V l + y ~ Y+x2ф +Iga; \ dx +

+ x% + «2 + X
У 
2 X

2 V l + y  1 + * V + 1

324. Г ^ -  +
Ж + 1

L a? /  a;2 -4- 1/2 -f- л.2+ #

+f c i +
L у

x
У

+
oi

£ +
Кж» + + * “ 2̂ - ж а
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325.
1

+
4

х +
х -г Ъу—

1
2 з :

+ 1
V X2 + +

dx -г

+
3

+
V Z

х + Ъ у - к з  , 2 V y { l + y z )
+

s  + 3 у 4z +

1
2 x + z

+
V i

'ТВ

V  X 2 +  XZ z^ 2 У z (1 + уз)
1 dz.

326
yz 2s

X 2 +  z
— + 2x \dx +

x *& 1

_ 1 +(xyz) 2Vу z

+
XIJ s .

1+(xyz) ж 02 +
/ у

1

2z V
+ 1 \ dz

z

327.

+

V yz

+

2 z
9

x  — z
+

X

2 s - 1 1
2 — s  + 1 j +

V s#
2У y(l +sys) (у —*) У «/ 9 О— z2

+
У

cos ~y

+ xyz)
+

2s
x 3

+
У

{ у - з ) У у -  — з2
1

AMК/log1.? dz.

328
2s з

s 2 + f — zl +  (x + 3) V x 2—z2
+

logx

+
2z

X 2 +  y 2 —  z 2

329

u( 1, 1, 1) = 1
330. du =

, 0,

x dx +

+
2 У

9 9s- + «f z
1

У z2—yl
: +

1
y2V 1 + f

X У
) V x 2 Z' У ,г2

+
COS£

У
dz.

&

кцию u(x, у, z) по следующим условиям:
1

X 2Z
1
о

!bJ
dy + xhy z

x +2 £8 dz,

+ xz) dy + (y2 + 2 + xy) dz,
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ОТДЕЛ III.
Геометрические приложения дифференциального

исчисления.
В задачах п 1—30 введены для краткости следующие

обозначения (в прямоугольной системе координат):
St—под касательная; 8п—поднормаль;
Т  длина касательной; Ж— длина нормали;

—отрезки, отсекаемые касательною на осях абсцисс
и ординат;

Длина отрезка касательной, заключенного между осями 
координат;

Pt длина перпендикуляра, опущенного из начала координат 
на касательную;

Т»—отрезки, отсекаемые нормалью на осях абсцисс
и ординат;

Аг длина отрезка нормали, заключенного между осями 
координат;

Ря-длина перпендикуляра, опущенного из начала координат 
на нормаль.

Знак 11 j означает длину отрезка I.
Имея в виду указанные обозначения, доказать для кривых п°

1—30 следующие свойства:
,  л •

1. # = а ( cos* + log t g 0 ,  y = a s in t . . .T -a .

2. x = x0 + a (log siuif—sin3*),
y = a sin* cos*. .  . N'2 a2, N- T

3. х ~ х й + а cos *
2sin2*+ 0gtgU  ' 2 / ' 2 ”°2

\  1 1 x - *+ —) + -lo g  tg

y = a 1 1+sinif cos* * * • X т Л .
a

4. x - a  (sin* + cos*), y - y ^  + d s m t

-A# A* 'Ф

ж
о 4  2

1 1

• t «

X
X
ay

2
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5 а 1—3sin2£
х = х 0 + з (sintf/' У

most
. . . N- S.П a2.

6. X -
a cot2f cot2£

sin2£ e , у - a  cot̂ -e • • . N - T  = x  • y,
N 2 + = x2.

7. x = # 0 +  аГ % t
4 +_2 log t

тс i)
у = acot ( J  + 2 . . . N  + Sn =

a a
8 . x - x 0+ y(2£ + sin2£), y = ^ ( l  — cos2tf) . . . N •  •

9. х - х 0 + а{— sin  ̂+ 2i ^ ) »  У ~ а (cosif + coW) . . .
1 1 1

+  ^  =N Sn a

10. x  = x 0 + a[ logtg + costf sin£), у - a  (siitf + cos£). . .

1 J l -  1
N + T " ~ a

, x  - a  (1—sia£), у = a cost. . . L n -  \ + 1 Sn I,
X -  Yn = N•П

. x  = acost + (b + at)smt, y = asmt — (b + ai) cost . . . Pn - a ,
1

X J +
1 1

Y  2
x n a2

X - > у = a —& cos£
1 1

4-
1

• X  I7П a

= a у = — acostf • •
1 1

+
1

Y t2 a 2» -Pj — Й.

15. ж s
X 2tg<—1

X/-8- arct̂  v/"s

y = x cos t
cost—sintf . . . L n = T,+
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16. X - а 2sin£ + 1—V  5 \ 5
V  sirtf—cos2if \ 2sin̂  +1 + j/" 5

у - х costf . . . N = x ,  Sn ' T -

17. x - a 4sin2‘ t

t
SID 2 V  sintf

, y = x$mt . . . T - x .

18
a V 3

arctg
2t %t

V 3
X = 1—sin ̂  costf у = #sin2£ . T

*л sm£ + cos£
19. x -  ——--: ‘У,У=аеun£—cos£ ’ 9 cos2£ • cot

%
4 + t « * •

JPf — Pnt
20. # = asin£, у - a  (1—costf) . . .

21. a? = й situf, y = a  — bcost . . . Pn ‘ N = a - S n.
1

22. x  = (a—V) sint — -x a sin% 2/ = b + ^ a sin2£cosf . . .

Pn a.
x

23. y - a e ' v- • • • A - N .

V
24. bx -  a?e 2“2 . . . Pr N  = a2 У
25. {у—-2 х)г -а{у— х). . . 8п -Ъ у  — 2а?.
26. ху = «■*.. . X. • Хг = 4а2, делится в точке (х, у) пополам.

27. яХ + «/х = ах , X =

28 а; «/2 = а2 . . .

 ̂ Т * j. У * — л* ̂ 1 ' ’ - + Xt а *
Sn = x, Х ‘ Т  = у- N, L n

(х,у) попалам.
29. xTym = an+m 

вас. (а?,у).
30 . + = 0

• •

• •

L, делится в отношении m : п точкою

Lt делится попалам
В задачах 31—40 введены следующие 

ной системе координат):
ачения (в
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8t — полярная подкасательная 8п— пол. поднормаль, Т — по
лярная длина касательной, IV— пол. длина нормали, Р £—длина 
перпендикуляра, опущенного из полюса на касательную, Рп — длина 
перпендикуляра, опущенного из полюса на нормаль. Имея в виду
эти обозначения, доказать для коивых 31— 4 0  следующие свойства:

31 г
32 . г

acosu, 9 = 90 + и — tgw . . . = St = V а
asinwcosu, 9 = 90 + 2и — tgw . . . IV2 + Г2 = ,

г2.

I 8п I + 18 , 1 —t а

33. г = asumcosM 
sinw + cosu

/

>9 = Oq + и  — tgw log (1 + tgw) . . .
N+T--=a

34. r - a V sinwcosw, 9 = 90 + и 1
-x-igu . . . N■ T - a 2.

3 5 . r = a (sinw + cosw), 9 = 9e + w—log (1 +  tgw) • I «

1 1 1
+jy -  j a

36. r a
cosw, 9 = 9n— u + tzu  . . .V

0 a
137. r ~ a  Vcosu, 9 = 0̂ +  "o" (w—tgw) . . . N - S t = a2.

38. r=asin (0 — 0o) . . . N= a> P t ~
2

a

39. r и2
sin2 (9 — 90) ♦ * . N a

40 . r2 = a2sm 2(9 — 90) . . . T  • 8n = a2.
Для кривых, приведенных в задачах 41— 49, требуется дока-

, что длина дуги между любыми двумя точками равна раз
ности двух значений некоторой функции координат,—значений,
отвечающих концу и началу дуги, что для краткости обозначено

м *о = ГА®»зО 15-

41. 1
ж0 +

t
S1Dщ  + % tg  _2

а
У 2sin£ » *

®0 =
У2 \  1

а о

!Г
О

г
2 + у = asintf . . .

•si —so= ( № 1о£ I
а

1

о
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43. х = х0 + -̂ -(2£ + sin2£),  ̂= -̂ -(1 • •

sl
44, у = a chх —хо

а , • • S1 § - Л0̂ ~  I ^
2 \  1

о

45. (у 4
9 а а (х—хй)2 . .

1
— V а У о

46. г -
1
2*«sum 2 1

,e  =  90+ ^ w
i

V sinw—cosw 2 s- log (sum ♦- • #

so =
10

1 +  siim

47 • r a
v * ( t

+  —  v e
2cos%

2
, e =

ft 1 + sum 
0+ 3cos8w • • ♦

1 
8

■  \  ■ '

0

48. r =
a

1 , 2tgw—1
_ _ a r c t g  _j -
J / 3  1 / 3

V 1 smwcosM

9 = 9л—и +
2

1 /1
arctg 2tgw—1

V T
• • < ®1 — (^)o.

49. r = aem$ . . . . sA — s0 = (T)J.

В задачах 50—63 доказать ортогональность следующих си
стем кривых при произвольных параметрах т. е.
что каждая кривая одной системы пересекает каждую кривую
другой системы под прямым углом:

•  #

50. у2+ %ах = а2, y2 — 2bx = b2;(а> 0 , &>0).

5 1 .Л  +а 2 1 2 = 1> —са _ &з = !; (с постоянное, а

52. ху = а?,х2—у2
53. £2 + «/2

1
= 0, ж2 + у2—2Ъх = О

54. х2 + -~-у2 = а2, у2 - 2 Ьх.

1
. х 3 у2 = а2, гс̂ 8 =

56. =
1

2



22 Г е о м е т ри ч . п р и л о ж е н и я  д и ф ф е р е н ц . и с ч и с л е н и я . О т д . III.

57. ж3 = ау2, 2х2 + Зу2 = Ъ\
58. (х2 + у2)2-  а2(х2—у2), (х2 -ьу2)2 = Ъ2ху.
59. х* — 6х2у2 + y i = а4, -  54.
60. х ъ— Юж3!/2 + bxyi -  а8, Ьх*у— 10х2уъ + у 5 = &5.
61. (х2 + у*)2 = аь (х8—Вху2),
62. cos у -  ае~х,sin  ̂= be—х

63. г* = a*sin&0, rk = b cosM.
64. Доказать, что кривые r* - a ksinkb и rk = &*sin (kb + о) пере

севаются под углом о.
Найти параллельные кривые для следующих кривых:

65. у2 = 2$х. 66. х2<3+ y‘la .
67 , x - a ( t —sin£),«/=:a(l—costf). 68. r = a ( l  + cos9).

Найти подэры следующих кривых в прямоугольных коорди
натах (подэрою данной кривой относительно точки {х0, у 0) назы
вается общее место оснований перпендикуляров, опущенных из 
точки (#0, у0) на все касательные данной кривой):

У2 = относит. (0,0). 70. у2-  2 ротнос.Р
2 ,0

71. = а2 отн. (0,0) 72 х »
а + У п

ь = 1 отн. (0,0).

. 0 - а 2уотн. (0,0). 74. х  -  = asin3£oTH.(0,0).
. # = a(cos£ + £sin£),«/ = a(sin£--£cos£) относ. (0 ,0).

Найти подэры следующих кривых (в полярных координатах)
относительно полюса:

76 г2 = a2cos29. 77. г = 2acos9.

. г = а{ \ 79. г> =
а

у . f s

. Г 

. Г

а
1 -ь 81. гк =

83. г - а е тЪ.

кривых;
(b + at) cost.
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87. х  = acos3£, у = asin8£.
/  *  ’  ■

88. х -  Basing, у -  acos£(3cos4tf— 10cos2tf +15).
89. х = а [sittfcostf (2cos2£ + Ъ) + Щ ,у  = 2acos4£.
90. x = asmH, у -  acostf (3 — cos2£).
91. x —a [2£cos£ + (t2—2) sin£], у -  a[2feint—

92. х —Ъа
sin£

cos2£ + log tg I  + { ) ] ’*> =
2 a

cos H'
93. x  * ае~* (cost —sintf), y —ae~f (cost + sintf)

94. x = x0 + 4a (£ + -|tf3), y - a { \  +t2)

9 5 . x = xa+ a k f - ^ r , y =
COST

Для кривых 96 — 108 доказать 
кривизны JR, координатами точки 
(см. в начале III отд.):

соотношения между радиусом
х, у и отрезками T,N,8t,S,П

96. х = х0 + alog
sin£

1—sin£ , у - atg
% t
4 +=2 . . . R 2 = N2 +

n_ t а 1 + COŜ a ma\
97. x  = atg^-, У -  P0 + o=l°g -  ^  -  • • • Щ  = + 2*).2 costf

98. x - a t g  l ~l + ~2 p

а Г 1 + sin£ 
У ~ + 2 I cos2£ logtg l — +

тс t
I + l , 1 . . .  E  =

У2

99. x - x 0
4c os2

а a t 
— t  + 2 l0g tg2

2
У = atg L

2

100. x -asm t,  y ~ y 0— acostf . . . M =
У

101. x = x0 + alog tg£, у = atgtf. . . &

» •

У

4_ _ a a
102. x = -g tg*, У = Уо + -1 . . .  R
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103. ® = х0 + а ( cos£ + log tg -4

к
104. х = х 0 + ~(1

, у -  аъ\Ы . . . В =

к

уТ

У -Уо + ~т№—sin2£)...B = & • У

105. х = х 1
О

106 /V» « . /у» *■* tvо

2
fecos£,

У-Уо + к

у -  У (Г —кcot£ . . .

Т '
N  
8

3

flog tg К
4 +

t
2 sintfj . . . В  = 8к

У

107. х = х0 + М, у = у6—&logcos£ . . . В - к- N
У
т108. х = хй + klogsint, у - у й + kt . . . В - к  .— .
У

В задачах 109— 118 доказать для кривых соотношения между
В и длиною дуги s, отсчитываемой от начала

координат (t = 0):
109. х = 2a (£sin£ + eos£ — 1),

у = 2а (sin£-— tcost) . . . B  = 2 Vas
x  = За (fsint + 2tGOSt — 2siH£),

У =
3 ___

(— £2cos£ + 2£sin£ + 2cos£—2) . . . 2.

111. x = a у alogsec^ . . . B  = aeh—.

ax =
V  2

log

a
У V 2

losr

1 + 1/  2sin̂
1— V  2sin£

V_2cos* +1 y ¥ — 1
V  2costf— 1 V  2 + 1 . . В  = 2ach

s
a

\

к t 
4 + 2 ) , У  = a (sectf—1) . . .  B - a2 + s2

a

. a -
a
4 +

a,y  = -£ (1—,cos2tf) . . B  = V a2—s2.

x - a  (1

r = « 4

/  —
sin£ 1 . . . B  = aV e—1,
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е* (sin# + cos#— 1), 

е* (sin#—cos# + 1) . . . B ~ a  + s. 

(sh#cos# + ch#sin#),
.  %

(sh#sin#—ch#cos#+1) . . . + s2.

118. # = y  (1—cos3#), y = i r  sin3# • • • —4s2.

В задачах 119—132 доказать для кривых, заданных в поляр
ных координатах, соотношения между радиусом кривизны 
радиусом-вектором г и отрезками St, Sn, Т, N, Pt, Рп (см. объ
яснения после примера 30).

119. r = asecw, 9=:90-f-tgM— и . . .  В - Pt.
4лл 'lb
120. г = atg-y-, * = % +

121. г = V
а

cosm—sum
2
2

и
■>

е = е 1
о log (cosw — sinw)

1
2 и . В  = Т.

122.
а 4ei

^  1/*' “ sm-^-K sum

uaii . и2 , о = е0—и—cot -у  .

2

123. г =
а \

V  \ + si
е V

1  -aretg 2 t g M + 1

V
SlIWCOSM

6 =  90— м +
2

/ 3 arctg
+1

B = П*

• • • П

124. г = » у te:
w
2

4stn*м

О -г- О© + cot
и
2

• •
ь W+ l$i •
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ТЕ tb
125. г = acotw. cot( — + ~ ), 6 = 60—  tg

126. г

4 • 2

, 6 = 60— tgu . . .  В  =
туз

2 + 2 /* г

127. г =
а 14

sumV  sinw cosw • е

0 = 6о -̂w + ^log (sinw jy _ NS,« • $ * Job “* r

128. r =

140

a л л , / TC w. _i— ?0 = 0o—w + tg I —+  ̂ ). . . B  = r1-—sum 4 2

. r = ae4*, 9 = 90—log • .  • ♦ 1 - L  1
B ~ T  + isr

l
130. rk~l - a*-1 sin (k—1) (0- 0o). . .

2 2
a (1 + cos 0). . . B  = ^ N= j:V 2 ar.

1 a
132. ' r2 = a3 cos 2 0. . . JB = ttIV = „ .3 3 r

Найти ЭВОЛЮТЫ следующих кривых:
а> =■ a ■ (2 cos£—cos 2 £), = a (2 sin£—sin 2 £)

. x - a  (3 costf—cos 3 £), у (3 sin£—sin3£)
♦  *

x-  — acos% у -  a

x - 1
2 p cotH— k sin <(, cot £ + к cos£.

= a cos t + (b + at) sin t, у = a sin t— (b + at) cos t.
sin /), у = ae-t

2) sin t \ y - a \ ^ l t  sin t— {P— 2) cos £].
2 a

О »•COS45
1
3 f  1, у  = a(1 + tf2)2.
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143. х =
р . . /тс

a sm £ — 2 sm t '■log \ f  *  2 ' ’
P V ̂= a cos -^tg£ + — cos £2 2

it
—  4-----
4 2

1144. x -  cos tI b + sin2 si
У

 ̂ _ t b
145. x = t—b th —, у -  a ch— + —a a

sin t la
1b—  -?г-а sin2

ch t
a

146. x - t  + a2b a bt2
V a 4 ^ > y=  T  +t Va* + t*

147. x - t
bt2

y a* + t* 'y 3 a2 '
t +

a2b

148 . x  = a cos +
Tib cos

V a2 sin2t + b2 cos2 £
у -  b sin

Tea sin 2
+  Г7

V a2 sin2 t + cos2t

149. x  = a ch +Teb ch t
V a 2 sh2 t + b2 ch2

, у = b sh t

ka sh t
V a2sh2 t + b2 ch21

150. r = aO.
152. r = a(1 + cosO).

151. r2 = a2 cos 2 0.
153. rn == an cos n 0.

Найти огибающие кривые для следующих систем огибаемых

построенных
у2 = 2 рх, как на диаметрах

* I

• S •

155. Окружностей, построенных на главных хордах элл1
.2X" у—j + £2 = 1, как на диаметрах

156. Окружностей, построенных, как на диаметрах, на хор-
х2 + у2 = а2,

157. Окружностей постоянного радиуса 
лежат на окружности х2 + уг -  т2ш

О
Ч

г
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158. Окружностей, центры которых лежат на данной окруж
ности (х — а)2 + (у—h f  = В 2 и которые проходят через начало
координат.

159. Поляр параболы у2 = 2 рх, если полюсы лежат на па
раболе у 2 - Ч у х  (<?>р).

160. Поляр гиперболы ху-а2, если полюсы лежат на ги
перболе х у -Ъ 2(й2< а 2).

161. Поляр эллипса - 2+ ^  = 1, если полюсы лежат на эллипсе& Ъ2
к? у% _ л 
¥  + ¥ ~ 1'

X* V
162. Поляр эллипса + fa = 1, если из полюсов этот эллипса2 Ъ2

виден под прямым углом
163. Хорд, соединяющих концы двух сопряженных диаметров

эллипса
X2 2
<?+ J- = 1.

164. Различных положен Ш прямой, которая вращается с по
стоянною угловою скоростью о вокруг одной из своих точек, в то 
время, как эта точка сама движется по прямой (оси х) с постоян
ною скоростью V.

165. Различных положений прямой, концы которой движутся 
по сторонам прямого угла с постоянными скоростями vv  v2, при
чем в начальный момент эти концы находятся в расстоянии а 
от вершины прямого угла.

166. Различных положений прямой, которая представляет
восставленный в середине отрезка постоянной

длины а, скользящего концами по сторонам прямого угла.

1»

167 . Различных положений отрезка постоянной длины а, 
который скользит одним концом по оси у, а другим концом по окруж

ав = 5
168. Различных положений окружности постоянного радиуса 

центр которой движется по параболе у2 = 2рх, а также огибаю
щую тех траекторий, которые описывают при этом движении 
точки окружности, если определенный диаметр ее остается парал
лельным оси х.

задача при движении центра окружности

ПСУ а*
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170. Подобная же задача при движении центра окружности
по гиперболе х у - а 2.

171. Элл1 гасов с полуосями а и Ъ,у которых оси парал-
X2 у 2лельны осям координат и центры лежат на эллипсе + , 2 = 1.

172—177. Найти огибающую системы эллипсов Xл
а + У2

Ь2 =1
при следующих условиях:
172. а + Ъ = с (постоянное).

174. а2 + Ь2 = с2.

173. аЪ-с2.

175.
1

а I: И"
1 1

Ь*1 2/3

176. a^ + V'» = c \ 177 1 1 1177. -  + —а о с
178 181. Найти огибающие следующих систем прямых

(t переменный параметр).

178. y = t x + Y f 179. у - tx +
а
t2 •

180. y - t x - \
at

t - Г 181. {x—a) sint
»

182—185. Найти кривые, касательные которых
х у
а + ]3 = 1

дают следующими свойствами: 

182. аЗ = а2. 183. — + ®т п = 1.

184. а* + (З'г = ак. юс V ч185. о + ~  — 1 .а
186. Найти кривую, касательные которой находятся в по

стоянном расстоянии а от точки (х0, у0).
187. Найти кривую, для которой произведение 

ляров, опущенных на касательную из двух постоянных 
(с, 0) и (—с, 0), равно постоянному Ъ2.

188. Решить задачи 133—149, рассматривая эволюту 
огибающую нормалей эвольвенты.

3S?.

Вычертить графики следующих кривых:

189. у - с
х 190.

1
х2

191. у
х-

в
— X

У 193. у х2е
— х = х2е



3 0 Г е о м е т р и и . ПРИЛОЖЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦ. ИСЧИСЛЕНИЯ. О т д .  III.

195. у -  еян- 1. 196 У -
X 197.

—X
у  = е cos#.

1+6
X

198. у = х % logs: 199. 0 *=»*.
т
п

200 . у = х  ( т и п  взаимно простые).
201. 2/ = 0,2я;8 + 0 ,8я:2—1,2а?4-0,1.202.  ̂= ОДж4—0,4л:8+0,4л:2-и0,5

203. 2/ = 0,Зж5—2,5я:8 + 6л: + 1. 204 1 1

ж2 ян-1

207.

У я;2 +1  

(я:—I )2
я;2 +1

209. у -  sin% + cos%.

206.

У — 4-------- г-я: х — 1
_ я:2—ан-1 

У ~ я:2 —я:—2

+
1

я:—2

208. у  = sin8a? + cos^.

210. у -  log 1 + х 
2 —х

211. у =
х + 1 
Я:—2 212. у -

% __
V х
X—1 *

213.2/

215. 2/2

V я:
я:— 1"

8 + я;4= 0

214. 2/а + ж8—я;4 = 0.

. я: = а
218.

х - а

222. я; =

. х - 1

. X 1

, заданных параметрическими урав-

y -  at (1 + £2). 217. x - a t  (1 — t), у - a t 2 (1 —£).
, у — $£8 (1 + 219. я: а < * )»  у  =  '0^ ( 1  —  г 2 ) .

■tb), у -  at (1—г8). 221. я: = а (1 - * ) 2, 2/= а *(1

223. я: =

, У 1 225. х -

at&
1 + Г  У

at8

at*
l + t ’

_ а£4
Г+72’

it У . Я: =
а

l - t 8» 2/
а£

1- # 8‘
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228. х -
at2

1 +t 3» У =
at8

3’

230. х =
4 at

IT—ia y =

1 ■+•1 
4at2

l - t * '

229. x ± 1 + t8’ У
at

1 + t8'

231. x - 2  a sin2/ ,  -  2a+ •

232. x  = a cos t, у = a cos t cot
t
2 •

Найти точки перегиба следующих кривых:
X f  = Щг233.

235. у8 -  За (х2 +у2).

237. у4 + ху8 =
1
8

239. х2у + а2у

ах

234. х 8 + х2у + 2ау2 = 0. 
236. х*—х2у2 + bay8 = О

238. у4:—х* = .

240. 4 ху2 + Ъбаху + 81а2 {х—у) + 729а3 = 0.

241. Ъу8 + Ъ -  2. 242. v —
а

cos3 О

243. г =
а

sin49'
245. г = а (2 cos 9 + 3).

244. г2 -  а2 (1 + 2 cos2 9). 

246. г = а (32 see 9+ 5).

2 4 /. г
а cos2 9

sin2 9 (cos9 + sin9)"
% *

Исследовать фигуру кривой в области начала координат для
следующих уравнений: •
248. х* + х 2у2 —у2 + = 0,» ■ ■ V
249. 2 у8 — ху2 + у2— + Вх2 - 0 ч•
250. у*—х* + х2 + 4ху + Ау2 = 0. 251. Х %+я«/2--  9 у2 + 6
252. у5— 6я4 + 2 х2у2 + 0. *

253 х6— 2х*— Ъху8— + у2 =0» (
254. х 5 + х*—Ъху8—2 х2у + у2 = 0.\ t *

255. хь + 2 ху8—ж4 + 4х2у —4у2:= 0. ■
256. y1 + 2xiy — Зж8 = 0. 257. у в—х*у

«0+ = 0.
258. х"1 + ху8—у8 -  0. 259. а:5+ ху + во II 0..
260. х ь + у5—хьу + 4 =0. 261. «/5+ 2х-£х2у-- х у 2
262 х6 + у8-—4х2у2 + х8у = 0. 263. У®.+ х8—■ху* + Фу2
264 х 1 —уь л-хг у8—х*у -  0. 265. + ж4- • ху2 = 0.
266. —■ + g/4 + я#2 = 0. 267. ПЗГ' \+У-■ 2ху —= 0.

2
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Найти ассимптоты следующих кривых:
268. х* — ху2 — х2 + 2 ху + у2 -  0.
269. х2у — ху2 — 2 ук у 2 + х2 — 2 = 0.
270. 2 а:3 — Б х2 у + ху2 + 2 — — 1 = 0.
271. 2 х 2у + ху2— уг + х у + у

2 а:3 — 5 х%у + 2 ху2 + 4 х2272
. 3 х2у + 2 ху У 6 х

х + 1 = 0 .
— 10 ху + 4 у 2, + х + 1 = 0.. 
4 ху + 2 У2~\~У — 1 = 0.

274. 3 х2у  — 4 ху2 + уь + ху — у2 + х  — 1 = 0 .
— 2 ху + у — 2 = 0.275. хА + 5 х2у  + 6 ху2 — —

276. а:* — 4 х 2у2 +уъ -  0.
277. х5 + х2уг —■ а:4 + 2 х2у — 0.

278. г =
а

1 — 2 sin О 279. г = а. (sec 0 + cosec 0)

280. г = а •

282. г

sin (29—а) 
sin (а —9)

sin2 9

281. г =
а sin 2 9
1

а * 1 + 2 cos 9 ' 283. r ~ a t g

tg*
9
2

284: =
а
tgH' 285. г

а sin2 9
sin 0 + cos 9

Составить уравнения линий 3-го порядка по следующим
данным:

286. Даны: три ассимптоты: а: = 0, |/ = 0, — 2 = 0 и
точки (0 ,1), (1,0), (2,1).

двойная точка (0,0) с пучком касательных
2 У О и две ассимптоты х = 1, у -  2.

: точка возврата (0 ,0) с касательной 0, ассимп- 
гота х = 2 и две точки (1,1) и (— 1,2).

касательные: 
гания (2,

290
касательная

291
г + 2 = 0 и

: точка возврата (1,1) с касательною у - х  и две 
ж = 0 с точкой касания (0,3), у -  0 с точкой на-

гы: две ассимптоты 1 = 0, х + у — 2 = 0,
= 0 в точке (1,0 ) и двойная точка (— 1,—1).

ассимптоты 1 = 0, — 1 = 0,
в начале координат.

292. Даны: узел (0,0) с пучком касательных х2 — А.у7 = О,
+ у — 1 = 0 и касательная у = х + 2 в  точке (— 1,1).ассимптога

*
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293. Даны: точка возврата (0,0) с касательною х + у = 0, 
ассимптота у — 1 = 0 и две точки (— 1,2) и (0, — 1).

294 . Если кривая 3-го порядка имеет три ассимптоты и 
пересекает каждую из них, то три точки пересечения лежат на 
одной прямой. Если* же кривая имеет три ассимптоты, но пере
секает только 2 из них, то две точки пересечения лежат на 
прямой, параллельной третьей ассимптоте.

295 . Если кривая 3-го порядка имеет 2 двойных точки, то 
она представляет совокупность прямой и линии 2-го порядка. 
Если кривая 3-го порядка имеет 3 двойных точки, то она пред
ставляет систему трех пересекающиеся прямых.

Вычертить графики алгебраических кривых:
296. ос? у + ху2— 2а8 = 0. 297. ж8+ /

оI! •
298. Xй — у9 -—8 аху = 0. 299. Г — ж8 + Заж2 = 0.
300. Xй + х— ау2 = 0. 301. ж8+ ху2 - -  2аг/2 == 0.
302. ж8 — + ау2 = 0. 303. ж8— аж2--  ау2 =:0.
304. ж8 — ~г 0. 305. ж8— аху + ау2 = 0.
306. Xs — а(х - y ) s = 0. 307. ж4— ах3 + ау3 - 0.
308. х4 — аху2 — ау6 -  0. 309. X*— ах2у1 + ат/8 == 0.
310. ж4 + ху3 -— ау3-  0. 311. X4+ х2у2 -— а /  == 0.
312. ж4 — х2у‘! — ау? = 0. 313. ж4+ х 2у — ау * - 0.
314. xi + yi —• 4аж8 - 0. 315. X4— / + 4 аж8 = 0.
316. х4 + у4 — 4 ах2у-  0. 317. ж4 У* -  4аж2я/ = 0.
318. х4 + у4 —- 2а?ху = 0. 319. ж4— а2х2+ а2#2:= 0.
320. ж4 + х2у2+ а?х2 — а2у2 = 0. 321. (У‘г 1 — а8ж= 0.
322. ху2 + 4а2:х — 8а3 = 0. 323. ж8+ ху2 + аж2 — ау2 = 0.
324. х2у2 — а2'"х2 + а2у2 = 0. * ’ _

325. (ж2 + у2- -  ах)2 — а2 (х2 + у‘*.) = 0. -
326. х4 — 2х2',у2 — 2а? х2 —  2 а2 у2 + а4 = 0. • • .
327. (ж2 + у2)2— а?х2 — Ъ2у2 — 0, ✓• «
328. xi + yi —<а?х2—Ъ2у2 = 0. 329. ху? + 2 + ж— $» + 2 = 0
330. {х2 + у2)2— а (х3 + у3) = 0.
331. х4 — 2 3 — 3 а?у2 — 2 а2 ж2+ а4 = 0.
332. х2у —ху2—х—у + 2 = 0. 333. ж8+ х2у —~2хуг -- Г - о
334. х2у8— 2х2у + ж* — у -  0. 335. х2\5/ 4* 4“ах? — аху= 0.
336. X* 4- Х2у2 -- 6 ах2у + а?у2 = 0. 337. Ж 21/.>— 4 + у2 —• ж* = 0.
338. — 2ж4 + х3у + х2у2 + 4х2у —-#2 = 0. ;

А, А- АДАМОВ.
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Вычертить графики кривых в полярных координатах:

339. г =
а

eos20 340. г = a(cos2D + sin20)

341 r - a !)• 342. г = atg
е
2

343. r = a(sec0 + tgO). 344. r = a(sin49 + cos*9).

345 2̂ 9аи cosO 346. t  —a
sin (20—a) 
sin (a—0)

347. r - a  cosO + 6. 

349. r2 = a2 sin 30.

348. r - a  secO + Ъ.

350. r - a .
sin20 

cos 80

351. Найти параболу, ось которой параллельна оси , и 
которая имеет с кривой х* = а2у в точке (а, а) касание возможно 
высокого порядка.

. Найти окружность, которая с параболой У х  л-У'у -  2 
имеет в' точке (1, 1) наивысший порядок касания.

353 Найти две параболы, которые имеют оси параллельные 
осям координат и образуют с окружностью х2 + у2 -  5а2 в точке 
{а, 2 а)касание 2-го порядка.

354. Какого порядка будет касание параболы ж2 = 2 с ее 
кругом кривизны в ее вершине?

355. Какого порядка будет касание кривых x i + y4:- a y bi
x i = а% у) в точке (о, а)?

356 Доказать, что общее место центров эллипсов, которые 
имеют оси параллельные осям координат и образуют касание 2-го 
порядка с данною кривою в данной на ней точке, есть равносто
ронняя гипербола, проходящая через эту точку

. X =

длину дуги для следующих линий в пространстве:

0 , у = zsin log z. 358. х =V cosK sinK z.

. X
1 1

У

x  = zcosz, y - z s m z

z sm 2 log#.

361. X = 5 У
x2 +y2 = 1,

362. 6x - z z, %y = z2. 
364. x = cost, у -  sint. z
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365. х = + ^22,У  = 4 f  + Lt*, 0 = h *  + p
3 2 3

366. х = azlc, у -  bzl при l -  ~t , =;
2 l

НОЙ
рой

Вычислить косинусы углов касательной, бинормали и глав 
нормали с осями координат, а также радиусы первой и вто 
кривизны для следующих кривых в данных на них точках:
367.
368.

х2 + у2-  2z, x + y = z2 + 1 в точке (1, 1, 1).
у 2 = X- z + B, z2- B —2y в точке (—1 ,1 ,1 ) .

369. 2x + y2—z2 •= 2, x2 + 2y—z = 2 в точке (1 ,1 ,1 ).
370. х2 + 2у z2 2, 2х + у2—z = 2в точке (1 ,1 ,1 ).
371. х2 + y —2z = 0, 2x —y2 + z2 = — 2 в точке (—1, 1, 1)

372. ж = cos2 + sin22, у = sin2 (1—cos2), z = — cos2 в точке тс
2

373. x — e*cos2, у -  e*sin2, z - ё  в точке 2 = 0 (спираль, начер-
_  „ „  Л .2 , л .2  __ « 2  „  ____________________ ____ _ „ „  ____ -ХГ/ЛЛ7ченная на конусе ха + у* -z* и проектирующаяся на плоек, 

в виде логарифмической спирали = е9).
374. х — 2cos2, у = 2sin2, z = t в точке 2 = 0 (спираль, начер

ченная на конусе х2 + у2 = я2 и проектирующаяся на плоскость 
в виде спирали Архимеда г = 9).

375. х = tfcost, у -  e*sin2, z = e2tв точке 2 = 0 (спираль, начер
ченная на параболоиде х2 + у* - z  и проектирующаяся на плоскость 
ХО У в виде логарифмической спирали г = е9).

376. х = 2cos2, у -  2sin2, z - t 2 в точке 2 = 0 (спираль, начер
ченная на параболоиде х 2 +у2 = z и проектирующаяся на плоскость 
ХОУ в виде спирали Архимеда г = 9).

377. Доказать, что для конической,спирали 373 касательная, 
бинормаль и главная нормаль составляют постоянные углы с осью 
конуса (ось z).

378. Найти общее м<
х  = acost, у  = asin2, z = Ы.

т

379. Найти общее место касательных к винтовой л
380. Найти общее место главных нормалей кош

381. Найти общее место касательных спирал:
382. Найти общее место касательных спирал

з*
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383. Доказать, что система прямых:
У = Zty (t) + фх (t) при условии q>' (t) ф /  (?) = ф' (?) ср/ (?) представ-

систему касательных к кривой: х - ^  + жр, «/ = ф1 + ^ф,ляет
2 - ь

У
384—386. Найти кривые по данной системе их касательных
384. X  = — Zsmt + ?sin? + cos?, Г = Z  cos? — ?cos? + sin?.
385. X  = Z(cos ?— ?sin?) + ?2sin?, (sinzf + ?cos?) — ?2cos?.
386 X  -  ZC0Sî  ~  ?cos? + ?2sin?

2
Y  _ £  ^  + *cos? ?sin? ?2cos?

2* 2

2
387. Доказать, что система: x = at2 + bt + c, y = a1t2 + b1t + cv  

+ b2t + o2 изображает всегда плоскую кривую.
388. При каком соотношении между коэффициентами кри

вая x = atz, у = Ы2 + b1t + b2, 2 = ct2 + c1t + c2 будет плоскою?

х  =
кривизны кривой:

389. Доказать, что кривая 365 будет плоскою, и найти 
уравнение плоскости, ее содержащей.

390. Найти радиусы первой и второ
, у = sin?, 2 = ch?.

391—392. Доказать равенство радиусов 1-й и 2-й кривизны 
для следующих кривых:

391.&С-Я3, Ъу-22. 392. = ch#, = sh£.
393. На поверхности f{ x , у, 2) = 0 найти такую линию, чтобы 

во всех ее точках нормали к поверхности были параллельны дан- 
плоскости 1х + ту + П2 -  0.

На поверхности эллипсоида х 2
а
_ + £>2 ' 7 ■>

Z
70  ̂ Оо2 cj

= 1 найти ли-

всех точках которой нормали к поверхности составляли бы 
а с осью х.

нию,
/

данный
395. На поверхности эллипсоида 394 найти такую линию, 

всех ее точках касательные плоскости к поверхности 
были удалены от начала координат на расстояние 1с.

касательные плоскости к эллипсоиду 394, парал-
+ ту + 0.

1 „ 1 провести

396. Найт
дельные

К эллипсоиду — х

ные плоскости через прямую:

+ — у2 + 22 = 1

х ~ 3 _ у  — 2 _
4

касатель-

2
3
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398. Найти условие, при котором возможно провести через
прямую

X —Xо
е

У - у
т

о Z —  Zо
П касательные плоскости к эллипсоиду

394.

xyz
поверхности399. Доказать, что касательные плоскости к 

а3 отсекают от угла, образуемого координатными плоскостями,
9 .тетраэдр постоянного объема: аи

400 Доказать, что касательные плоскости к поверхности
1сх к + ук + zK — апри X = ,  ̂ отсекают от осей координат отрезки,

сумма к-ых степеней которых постоянна и равна ак.
401. Составить уравнение касательной плоскости к поверхно

сти, заданной в сферических координатах (9—дополнение до ши
роты, ф долгота) уравнением: д~а  . sin 9. / ‘(ф). (Поверхность пред
ставляет общее место окружностей, которые лежат в плоскостях, 
проходящих через ось z, и построены, как на диаметрах, на ра
диусах-векторах кривой, заданной в плоскости X O Y  полярным 
уравнением г = «/(ф).

4 0 2 -4 0 4 . Найти подэрные поверхности относительно начала 
координат для следующих поверхностей (Подэрною поверхностью 
называется общее место оснований перпендикуляров, опущенных 
из постоянной точки на все касательные плоскости данной по
верхности).

4 0 2 .- , + ^ + ^  = 1. 403. 404а3 Ь2 с
405. При каком условии плоскость А х  + By + < 

ставляет касательную плоскость к эллипсоиду 394?
406. При каком условии плоскость Ах + By + Cz + D = 0 6 j  

касательною к сфере (x—a)2 + (y— b)2 + (z— c)2= B 2 и в какой е 
точке?

407. При каком условии две сферы:
(х—а)2 + (y—b)2 + (z—c)2 = В 2, (х— а ^ 2 + (у— Ъх)2 + (z—сх)2А  В 2х 

пересекаются ортогонально (под прямым углом)?
408. При каком условии две сферы примера 407 касаются

409. Ив точки (1,1,2) провести общую касательную плоскость

« двум сферам: и 1)2 + 2+ 2 —3
4
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В задачах 410—412 требуется доказать, что поверхности 
вида 0 = ср ($,«/), содержащие произвольную функцию 9 , пересекают 
ортогонально каждую из поверхностей системы /(ж , 0, а) = О,
содержащей произвольный параметр а:

4-10. 0 =

411. 202 = 9

У
ж
У
X

и ж2 + у2 + 02 = а2.

■х2 у 2 и х2 + у2 = 2

412 i Уха + у* + za -  9 х и ж2 + у* = a2z2.

413. Доказать, что касательные плоскости к поверхности 
-2  у—ЪЪ,у + (х—2 z f — 2{h—2 д) (ж—2 z )+ h 2—4%  = 0 парал-

„  Ж—  1 V  0— 1
лельны прямой -

(Зж
У
82 — В-  1

414. Доказать, что касательные плоскости к поверхности
[1г(х—-Ъ) + Ьу)2 + {Ъ2— а7)у2 + ¥ (z — b f  + 2bhy (0—b) —0 проходят чрез 
точку ( Ъ, О, Ь).

415. Для эллипсоида А х 2 + Бу2 + + 2 2 + 2 = О
найти уравнение описанного цилиндра, образующие которого па
раллельны оси 0.
' Oft 'Ьр

416. Найти цилиндр, описанный около эллипсоида + -у  +
jft 00 7/74 £

+ —2 = 1, если образующие его параллельны прямой -у = ^  = —.

417. Найти конус, описанный из точки (0,0,в) около поверх
ности ж4 + ?/4 + zi ~ a 4: (с >  а).

418. Найти конус, описанный из точки (а,Ъ,с) около сферы 
ж +«/2 + 02= .В 2.

419. Найти конус, описанный из точки {x0, y0, z 0) около эл-
ж У 0

липсоида —  + тг + ■> 1.
а* о с

420. Для двух сфер: ж2 л-у1 + 02 = ,3 , (ж — 1 — 1)2 +
3

+ (0 — З)2 = -7 найти
421.

описанный конус.
что нормали к поверхности: ж2 + + z2 =

ж
f( lx + ту + nz) лежат в одной плоскости с прямою: у  = 

422. Найти поверхность вращения прямой

У z

т п
ж __ У _ £

а1 ~ К ~
около ^__У  

а ~Ъ
z
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423. Найти поверхность вращения окружности =
я -  0 около прямой X  =  у =  Я .

424. Найти поверхность вращения линии #4 + j/4 = О
около прямой Х -У  = Я.

425 . Доказать, что поверхность х 2 — 2ху + у2 + 2я2 — 2ах—2ау + 
+ а? = 0 есть поверхность вращения около оси х = у, я = 0.

4 2 6 . Доказать, что поверхность (х + у) (2#2 + + —
-Ъа  (2 ху—я2)есть поверхность вращения около оси

4 2 7 - 4 3 6 .  Найти огибающие поверхности для следующих
систем огибаемых поверхностей:

4 2 7 . Плоскостей, параллельных оси я и отстоящих от начала 
(О, 0, 0) на расстоянии В.

428 . Плоскостей, проходяших через начало (0, 0, 0) и от
стоящих от точки (0, Ъ, 0) на расстоянии bsina.

4 2 9 . Плоскостей, параллельных прямой х - у  = я и отстоящих 
от начала на расстоянии В.

430 . Плоскостей: ах + fiy + yz = Vra2a2(а, р, у, 
переменные параметры).

431. Плоскостей: ах + $у + у = я при условии: а2р + (32д + 2у = 0. 
(см. 430).

= 1 {i-—перем. параметр).432. Плоскостей: -х г + т т +1-----:a Ы 1 +
\

433. Плоскостей: x + + 0.
434. Плоскостей: #siiitf—ycost + =
435. Плоскостей: — cosjf)— (̂sin  ̂+ cos + 2 я = .
436. Плоскостей: х(ЫЫ—2cos£)—y{tzmt + 2sin£) + я(2 -+ i,2) = £3.
437. Доказать, что для системы огибаемых плоскостей# = y®{t) + 

+-#ф(£) + ю(£) характеристики представляют систему касательных к 
некоторой кривой (ребро возврата развертывающейся поверхности).

438—440. Найти огибающую поверхность для сфер постоян
ного радиуса В,  центр которых перемещается по одной из следую-
1116V х кривых:

X- у9
438. у2 = 2рх,я = 0. 439. ^  + 73 = 1, я -  0; 440. ху = а2 я = 0.

441—443. Найти огибающую поверхность для эллипсоидов
.2 .300̂ 'll* 3

~2 + J7i + ~2 = l ПРИ одном из условий:(Ь О* Сг*
441. а2 + Ъ2 + с2 = Г2. 442. а + Ь + с = 1.443. а 1] + ЬЪ + c h = l h

(I данная постоянная).
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х У2
4 4 4 — 4 4 5 . Найти огибающую поверхность для параболоидов

«

- я — с (р, q , с положительные переменные параметры) при
Р У
одном из условий:

4 4 4 .

4 4 6 .

4 4 5 . т  = А  +  -р-' q-
Найти поверхность, касательные плоскости которой от

секают на осях координат отрезки, сумма которых постоянна и 
равна а.

4 4 7 . Найти поверхность, касательные плоскости которой от
секают на осях координат отрезки, сумма квадратов которых по
стоянна и равна а2.

4 4 8 . Найти поверхность, касательные плоскости которой от
секают от координатного угла тетраэдр постоянного объема

4 4 9 . Найти точки закругления поверхности
4 5 0 . Найти точки закругления поверхности хуя = а3.
451 . Hal Ии точки закругления поверхности +  У у  + 1/ z  = Va.
4 5 2 — 4 5 6 . Найти главные радиусы кривизны следующих по-

4 5 2 . х2 + 2у2 + Ья2—2#0 = 3  в точке (1, 1, 0).

4 5 3 . z - a  arctgУ
х

. Я2 2 ху

4 5 4 . х 2 + у2 = a2ch 

4 5 6 . cz-xy.

z
а

О Т Д Е Л  1У.
Геометрические приложения интегрального

исчисления.
*

Простые интегралы.

1
пересечения с

дуги следующих кривых:

р)3 от точки (р, 0) до точки

2 . Параболы
X У.

Ъ
1 между точками (а, 0), (0, &).



3. Замкнутой части кривой = (3 —
4. Кривой х -2а Vb ft, — между точками 

(0,0), (6а 1/15, 0).
5 . Замкнутой части кривой x - a V  14ft, у - a t  (8— ft).
6. Кривой х —Ш ъ, y = bat (l — ft) между точками (0, 0), 

(6а, 0).
7. Кривой х = 2а sh81, y = 3acht  от точки (0,3а) до (х,у).
8. Части кривой ж = 8 a ft,(2ft — ft), лежащей над 

осью х.
9. Замкнутой части кривой x = 16aft, у = 2а (bft — 3£5).
10. Кривой х -  baft, у - a  (8ft — ft) между точками (0, 0), 

(9а, 0).
11. Кривой x = acost, у-— 2а log sin от точки (0, 0).
12. Петли, образованной пересечением парабол у-' = 4ах,

Отд. IY. Г ео м етри ч . п ри л о ж ен и я  интегрального  и с чи с л ен и я . 41

8 1х2 = -у Щ

13. Полного обвода кривой
7зх

а
2 / 2/

14. Полного обвода кривой х ъ + у - а

+ У
Ъ

7з
= 1.

.7  5

х

15. Полного обвода кривой х  = sin t (1 + 2 cos2 t ) , y - a  cos31.

16. Полного обвода эпициклоиды с п петлями:

= ^Г (» + 1) cost—соз(я + 1)Л, у ĵ (w-г 1) sintf— sin (n + l)t

17. Полного обвода гипоциклоиды с п петлями:

X = - [ (п I п — 1) cos£ + cos (п—1)£ (п— l)sin t—sin (п

18. Трактриссы х  = aĉos t + log tg V = a sin t от

ДО (x, у).

19. Полного обвода кривой 88 отд. III.

20. Кривой 89 отд. III между точками
21. Полного обвода кривой 90 отд. III.
22. Кривой 91 отд. III между точками
23. Кривой 92 отд. П1 между точками

3
2

f
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24. Кривой 93 отд. III между точками (а, а), (х , у).

25. Циссоиды х  = sin21, у = 2sin31 
cos t между точками(0,0),

(®, «/)• 2/ 2/ 2/
26. Кривой (х + у) — {х — у )п = а п между точками (а?х, y t),

( * ^ 2 ’  У St)'

27. Кривой : х-  sin t• f r(f) + cos • f "  (t), cos • /*' (£)
sin t- f "  (t) между точками t = t0 'и t = tx.

28. Замкнутой части кривой : r = a (О2 1).

29. Полного обвода кривой : г - a  sin8

30. Полного обвода кривой : г = a sin

9_
3

4

г
31. Кривой : г = а sec и ,0 = tg и— и от точк 

а, 9 -  0).
(а* 0) (т. е

32. Кривой : г -acos2 м, 9 = 2 (и — tg м) от точки (а, 0).
33. Кривой : г - a  (sinw + cosM), 9 — log (1 + tgM) от

точки (а, 0).
34. Кривой : r = asec2M, 9 = 2 (tgM— и) от точки (а, 0).
35. Кривой : г = a sin и cos' м ,9 = 2м — tg и от точки (0, 0).
36. Криво
[ (а, 0).

: r - a  (1 + tgM), 9 = tgM — log (1 + tgw) от

a
■ ■  ■»> / VШШ5 : r - l  + cos и

л ,  ̂ . 7C M
, 9 = logtg ("T + и от точки

2,0  •
l X 2*4-1

1
fe + 1 a

в пространстве : у

от точки (0, 0, 0 ).

+ 2 а2к £ =

. Кривой : у
1 + sin х cos х), 2  -  sin х  от точки (0, 0, 0).

40.

41. Кр
(О, 0, 0).

типл , 1
MJL 9 1

1

*т ft ’4̂

2 - \ o g x  от точки (1„ 0, 0).

1, г -sh tот точкиih t



Отд. IV. Г ео м етри ч . п ри л о ж е н и я  и н тегра льн о го  и счи слен и я . 4:3

42. Кривой : х  = logch t, у = sh t 
(О, О, 1).

t, 2 - c h i  от точки

43. Сферической спирал X = a cast 
ch  ̂ ’ У

asm t  
ch t , z - t in t  (на

плоек. ХОУ проектируется в виде спирали г
полюса сферы до верхнего.

См. также задачи 357—В66 отдела III.

а
ch9) от нижнего-

инерции однородной дуги дляНайти координаты
следующих линий:

44. Окружности х2+у2 = В 2 между точками 0), (О,
45. Полного обвода циклоиды х - а  (t — sin t), у - а  (1 — cos
46. Астроиды x = asmz t, у - a  cos31 между точками (а,

(О, а).
47. Полного обвода кардиоиды ' г - a  (l+cos9).
48. Винтовой линии х - а  cast, y = asm t,  г = Ы от 2 = 0

до t =
к
2

Вычислить площади, ограниченные следующими линиями:
49. у = х2е~х, у-0, при £^>0.
50. у = х* —

к оси х.
4xs + 4х2, у = 0, между 2 точками прикосновения

51. у = sin3 х + cos3 х, у - 0 ,  между 2 последовательным
ками пересечения кривой с осью х.

52. у - х ге 8 , у -  0 (ассимптота).
я4.53. у2 -  хг —

55. Площадь петли 

56. х* = а (х9—у*), у = 0.

\% ■ К'54. хд = а(х — у)'2, у
1вой х2 - а  — у2).

857, у2 = 2рх, у2 = - щ

= О*

58. Площадь между эллипсом
59.

2
х2 +у2 = а2, у —

60.
X2 у2

= 1,
9X2

а2
V+ 4- - 1.ъ

61. х2 + у2 = 2ах, х
62. у2 + 2 ах = а2,у2 — 2Ъх Ь2 (й>0;• vv>
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63. ж2 + 4у2 — 8а2, х 9. 3у 2 = а2 (ж>0).

64. у2 = 4 2 = 1
2 «2/

65. х2 + у2 = 2а2, у2-а х , у-0. 66. ^ (ж Ч в 3) = а ¥ , | / з  +  а.
67. (*/— ж)3 = а2 л;2. 6 8 . ж4 = а2х — Ь2у2.

69. Площадь петли кривой; 2 — ж2).
70. Площадь петли кривой: у2 (а2 + ж3) = х “ {а2 — ж2).
71. Площадь петли кривой: 1 —2ж).
72. Площадь замкнутой части кривой: 2у2 (а2 + ж2) = (а2
73. 2у2 (а2 + ж2) — 4ау (а2 — ж2) + (а2 — ж3)2 = 0 .

74. Плов дадь между трактриссой ж = & ( cos + log tg

ж3)2.

t

у = a sin£ и осью ж.
75. ху2 = £а2 {2а— ж), ж = 0

2 J

НЛО
76. Площадь петли кривой «/2 (а — ж) =

и ее ассимптотой ж =
ж2 (а + 
а.

а также
щдь между кривою и
77. Площадь, ограниченную кривою 16 отд. IV.
78. Площад£, ограниченную кривою 17 отд. IV.

Г
79 ж

а + Уъ = 1, ж = 0 , 0.

п п

80 . \ / - ^ - +  V - | - =  1, ж = 0, г/ = 0.& 
2n-rl

81
ж
а

2
+ У 2

ъ = 1.
г

+ у.
Ъ - 1  (&, Z нечетные).

83. ж2 + 2/3 = аж, х 2 л-у2 -  Ъу{а'>0, 6> 0).
84. ж4+ 2/
8 6 . ж4 + ?/4

4 _

88. (ж2 + у2)2
90 . ж4 + «/4 = 
92. ж6 + у 
94.
96.

а2ж3 + .
2

6 4

2П ,2Л

(ж2 + у 2)2

У
аах2/у.2л ~ 2 2П — 2

85. (х2 +у2)2 = 2а2ху. 
87. ж4 + 2/4 = Ы х 2у.
89. (ж2 + «/2)3 = 4ьа2х2у2. 
91. ж4 + г/4 = а2ж2 + Ъ2у2
93. ж6 + у6 = а2ж4 + Ъ2у*.
95. х2п + у2п — а2 (х

= а 8)•
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397. Площадь петли кривой
98 . Площадь петли кривой ,
99. Площадь петли кривой ж4 = — .
100. Площадь петли кривой 8—
101. уь + уА -  «?/2, х = 0.
102. Площадь петли кривой — 0.
103 #4 + у* 2 ауя+ 2ах2у = 0.
104. Найти две части, на которые площадь лемнискаты

(х2 л-у2)2 -  а2 (х2 — у2) делится окружностью х2 + у2 =

105. г2 = а2 sin пО (полная площадь).

1 а2.

. Площадь между кривою г = a (sec 0 + tgO), ее ассимпто- 
тою г cos 6 = 2аи полярною осью.

107. г - a  (cos 29 +sin 20) (полная площадь).
sId 89108. Площадь петли кривой г'2 -  а? ——г-.COS у

i

109. Площадь петли кривой г sec 0 при a<CJ> (см. 348III).
110. Для улитки Паскаля r = 5 + acos0 при (см. 347 III) 

найти площадь внутреннего завитка и площадь между внутренним 
завитком и внешним обводом.

111. Полная площадь кривой r = 6 + <zcosQ при а<^Ъ.

112. Для кривой г - a cos 26
cos 6 найти площадь завитка в пло-

sin26 
cos 6и ее ассимптотой.

(адь между кривой и ее ассимптотой.
* *

113. Площадь между кривою

6
114. Для кривой r = atg  найти площадь завитка и

между кривой и ее ассимптотой.
В задачах 115—132 знаками Vx, Уу обозначены 

щения данных кривых около осей х ж у, значками
верхности вращения около осей и

115. x i + yi - a 2x2 . . . Vx. 116. ж4 + = л~8

S у
вра
-по

* • * * V’ X'
117. x = asinH,y = acosH . . . 8в.

118. х а ( cos£ + log tg —), «/ = asintf . . .

119. x - 2  a sin4 ,y  - 2 a  cot t • Ш « У
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120. х  = 2 a sin t,y  -  a sin t cos t  . . . F„, 5 .̂

121. #=  a22,«/ = ?j-a£ (3—£2) между точками (0, 0), (За, 0)
у  я* #5 ' «/’ ^2/*

9 6
122. х = — at*, у--ур-а (Ыъ— 8tf5) между точками (0,0),(5а,0)5

S Г
3

123. х = 2 at%, у = а (2£2—i(4) между точками (0,0),(4а}/‘2, 0)

♦  О Fг

124. r2 = a2cos2 0 . . . F ,̂ F^,^.
125. r = a ( l  + cos9) . . . FT,
126. г2 = a2 cos29 + 52sin29 ( a > 5 ) . . F ^ ,^ , Vv,S

^  ^  «/

127. ( у2— b2)2- a x % между точками (0,5) и (0,— b).
128. x = a(t—sintf), y = a(l—cos£) . . .
129. £ = a(£ + sin£), «/ = a ( l  + cos t) . . . Vy, Sy.
130. Объем й поверхность вращения циклоиды х = a (£ + sintf), 

a (1—cos t )около касательной в ее вершине (0,0).
2 сь sin8 f/

131. Объем вращения циссоиды х -  2a sinН,у = — . около ее
ассимлтоты х —2а.

& cos t

132. Для сегмента, отсеченного от параболы хордою

■х = р
2 V  S  V  Sr XI г у> у•

ь (по площадям параллельных 
данными поверхностями:

сечений) объемы,
о ОX2 ,2 .2
а2

у*  ̂ X* Z
— 1 * ~2 + “Т* = 1 •а Ы

134. z2 = 2 рх, у - 0, у  -  х, х - а ,  z -  0.
135. я2 = 2 z2 = 2qy, ж = 0, «/ = 0, £ = а.
136. z2 = 2 рх, -  Ч  {а— х).
137. z2 -  2рх, х2 У у2 = 2 Дж.
138. ж2 + я2 = 2 •II«IIОIIт%%

139. x2 + z ах, у2 + £2 -  2 у -
140. х2 + у 1 -  az, х 1 + у2 = Д% # = 0.
141. Xs + у1 = 2 <

• * ■ » 
до, z - a xx, z - o(ах> а 2).

142. x i + y'2 + z г = 3 а2, !сЧ / * 2 й1 .

z = a sm a
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143. x‘i + y2 + 0* = a \  — 2 г).
144. х2 + у2 + 07 = 2 c z , (с>в)

145. х2 + у1 = а (0—а), х2 + у2 = 3
16■я1.

1146. х2 + у2 = х

147.

148.

149.

150.

х 1 у г 82
1. X2 у'г 02

> *> 0а2 + ХУ
¥ + С2 ~ 2 + а ¥  '~ С2'

х' У1 81
з,

х 1 у1 = 2
£

а2+ ¥ + с2 — 2 + а ¥ яс
х2 у1 2 ■8 ж2 fУ2 я8
а2+■¥ — С’

IIс*+
С2 *

X у2 20 =а2+ ¥ + & 1* Сш 1

151 +
'к ч

= 1 (полный объем).
/'

152. у X
а + У

Ъ +
z
— = 1, х = 0, «/ = 0, 0 = 0.с

Двойные интегралы.

153. Вычислить объемы 133—139 при помощи двойных 
тегралов в прямоугольной системе координат.

_ х

Вычислить помощью двойных интегралов объемы,
ченные данными поверхностями:

ин-

154. 0 = с. а— х b— у
а Ъ , х = 0, у = 0 , 0  = 0.

155. С0 = ху, х = 0, х = а, у = 0, у = Ъ.
156. 02 = ху, х = а, у = Ъ,
157. (х — а)2 + у2 = В 2, у + 0 = В , 0 = 0.
158. х2 + у2 = В 2, х + у + 0 = а , х = 0, у = 0, 0 =

3
159. х + у + 0 = а, Вх+у = а,-г~х+ = 0, 0=

. х+ у  + 0 = 2 а, х + 2у х + у  = щ, у  = 
161. х2 02 + а2 у2 = с2 х2, х=  0,

Ь
0 .

-  X, 0 = 0.
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163. х 2 + {2  + с)2 = а2( а >  с), О, 2 = 0.

164 У2 + 2 сх, х- а ,  у
' 2 о

а Х у 8  =  0 .

165.
2 ,2 О

9  7 с)а- о2 + 2 — 1» С ’
Ж" у
— + 4- = 1.а 2 о

z = 0)

166. (х cos а — г sin а)2 + у2 = .й2, х 2 + у2 = й 2.
«лч . 'tzx щ izy .
id#. z =csm —-sm-т- (объем одного возвышения над плоскостью

168. z -  с . sin2 ( — ) sin2 ( ~  1 (объем одного возвышения нада
плоскостью я = 0).

Ь

169. Z sm
TZX

а + sm9 izy
Ь

Z  -

» ж = 0, х - а ,  у - 0 ,  у = Ъ,

170 8 =
ch~ I — )сЛ2^

,■2 = 0.

а Ъ

171. *==
c h \ ^ \ c h l y

, 2= 0.

а Ъ

172,  ̂=
-.о

173.

+ а ) [у~+ Ь2)
л

,2 = 0.

У  (я2 — х 2) (Ъ чТj х  — X — (X, у — 0, у — Ь, 2 — 0.
у )

174.

175.

^k+i+i
(х + а)к(у + Ь)- { к  >  1 , 1 >  1), х

z = e Уг) (х + у), х = 0, 0, 2 = 0.
х = 0, у=  0, 2  = 0.

(аг* +  у4), я - 0 .

ть порядок интегрирования в следующих

178
1/2 ах

з 179
О

a - {- j / a 2 —

|/* 2 аж — х2
х2

/(я , у)
/ ‘ а

О
У а2 —х2
а° —  х 2

|/4 ах
х2 f(x,  у)

2а
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182— 185. Вычислить моменты инерции следующих однород-

относительно его осно-
ных плоских фигур, при массе фигуры = Ж:

182. треугольника с высотою h
вания;

183. параболического сегмента (у2 = 2 рх), отсеченного главною
хордою длины 2 h, — относительно оси параболы;

184. параболического сегмента, отсеченного главною хордою, 
при длине отрезка оси 1гь—  относительно главной хорды;

185. площади циклоиды (t
относительно ее основания (ось х).

1 8 6 -

sin t), у - а  (1 — cos£)

sin i) , у -  а (1 - -  cos

-1 8 8 . Вычислить координаты центра инерции однородных 
плоских фигур:

186. параболического сегмента отсеченного осью
параболы и главною хордою, проведенною через точку (х, у);

187. сегмента астроиды х - а  cos31, у ■= a sin31, ограниченного 
осями координат;

188. сегмента циклоиды х - а  (t — 
ограниченного прямыми у -0, х = ш .

189. Решить задачи 140 — 146 при помощи двойных, инте
гралов в полярной системе координат { х - г  cos 0, у = r  sin 0).

190— 205. Вычислить объемы, ограниченные следующими по 
верхностями:

190. я2 = х2 + у2, х2 + у2 = ах, у = х, у = 2 х, -0.
191. х2 + у2 = Вх, ах + Ъу + ся = 0, ахх + Ъу + ся=§ (аг >
192. ся = х2+у2, я = х  + у.
193. с я - х 2 + у2, х2 + у2 = ах, я = 0. •
194. ая = х2+у2, х + я = 2а.

' /  , » ,

195. ся = ху, cf + у2 = ах, я = 0, у > 0, х  >  0.
196. ся -  х2 + у2, х41 + у* -  а2 (х2 + у2), я = 0.
197. я2 -  2 ху , (гс2 + у2)2 = 2 а2 ху, я = 0, у  >  0, х  >  0.

198
ОX1 У

V <1
-  2я, х2 + у2 = ах при £ > 0.

199. я2 = 2аху
V х2 + у2

оX2 у2 (полный

200 . у2 + я2 -  4а (х + а), х2 + у2 +  я2 -  с
. я = а-—VX2 +у2, X - я ,  х  = 0.

9>,т4 а).

202. Z а. z + f  + B 2 , x -  Q , я

А . А . АДАНО В.
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203. S — C + X ,2

V
+

2
, х2 + уг- z B \0 = 0.

204. x2z2 + a2y2=. я2 (а3—02) (полный объем).
205. cz -  х% + у2, (ж3 + у2)2—Чах {х2 + у2) = а2у2, 0 = 0.
206. Остающийся объем сферы: x 2 + y2 + z2- a 2, если отнять 

части, вырезаемые цилиндрами с основаниями г2 = «rcos2Q,
г~ •а

207. Остающийся объем сферы + 02 = , если отнять
части, вырезаемые цилиндрами с основаниями: г2 =
г 2 = — а2

208. Даны поверхности 2с0 = у2—х~ + ЧхусоЫ (0< а < г ) ,  %2 + 
+у--=В2. Найти 1) ту часть объема, которая расположена над

плоскостью ХОУ, 2) ту часть объема, которая расположена внутри 
угла положит. координат.

Вычислить моменты инерции однородных плоских фигур, при 
массе фигуры = Ж:

209. плбщади круга х2 + у2 = В 2 относит, одного из диаметров; 
210 .площади кардиоиды г - a  (1 + cosO) относ, полярной оси;

площади лемнискаты r2 = a2cos20 относ, полярной оси.
зслить координаты центра инерции однородных плоских

ш-

212. площади кругового квадранта при радиусе В;
218. площади кругового сектора при радиусе В  и централь

ном угле а;
. площади, ограниченной кардиоидой r = « (1 + cosfi) и по

лярною осью;
215. площади лемнискаты r2 = a2cos29, лежа угла

положит.
площади петли Декартова Листа

217. Вы- числить объемы в зад. 147— 150 помощью 
интегралов в системе координат х = apcos<p,

ограниченные следующими линиями:
2 .2 \ 2

220* / X й

■ V ?

г . i n
+

%
4 А

ь2

219.

( х
‘ \ “а

х у
~а?+ 1>2

2+ - V х 2
2+ ъ2

2\ 2

X
Ь2

X2 у2'

У
к2'

222 £  JL
а2+ Ъ2

24 2 3 ,3 %* у
ft +ОТ

3
Ьь ,2
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224 X' зг хи

2 2 6 . 4 +  -£  = - £  + уа

228.
г' х 1 У

а5 + ft2 2

229 + У2\ 8 #4«/
62 / —

230 — 4-—  
и п - о * +  Ь *

х*у
е3

225.
X* у
«‘ + -

4 3
ft* ,3

ft4“ ft2 F*
л:0 у
~И + Л

6
а

х
= -ti+ У4

¥ ~  ¥  г /Ь4-
я / ж
а\ а + ?/\

**
ft2/ ft2= 0.

231. я4 = + ау3 (площ. петли)

232. сх3 = (ft#—а^)2, у  -  0. . # 3 =

234. £  +а й3
v АА.  ж

ж = 0. 235.
3 3

2 5 а3 Ъъ
Щ / X— (петвд).

т  ■,:х ( ъ + - у )  =»*>*=
237. ж3 = fta;2—аг/2 (петля).
238. (Ъх2 + а«/2)3 = 4с5# V*.
240. ж4 = ft#3—а?/3, у -  0.
242. ft#6 + аУв = 6с2ж4«/.
244. ft#2” + ау2п = с8 (#у)й-1.

с '
%

239. гс4 = fta;2«/—а«/3 (петля).
241. ft#4 + а^4 = с2да/2.
243. 6#2п + ш/2" = с3#2”-2 + d3y2n~2

Вычислить Объемы, ограниченные следующими поверхностями:

245.
2
+ +

2 п
= 1 (п целое полок.).

246.
X
V

+ У
ч Н

х 2
а2 + &2

У
•4* - = 1, 0= 0.

247. сг
О? 2

ху 'а2 + ft2 1, 0= 0, у > 0, # > 0.
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251. ^ + »а ¥
£2
12)

252. * + fа о
z

X
а
А

,2\  2

5 +  л»
а?

к. ь »  ̂— 0.

2 — ) аг + "
4

а 6*  ̂= 0.

253. 2х = *" У2 т-
2\ о

а 6
л

254. -+£•j) g
/у*Ь лр

255. + Ьа Ъ~

256. cz =. ху

,2л , ar у
%2, I “  + Т2 от о

2 \  2

^гг, г -  0, 2/ > 0, ж >  0

Н ,  г = 0 .л  /

£ £Ж
Н—  — 2.а с

ж* и*
а

х
4 ^ 4  =  ^ 2  +  7Л> &  —  0-*

t
к

257. 2# =
X У
Р Я. ?

х
а

У2 + &2= 1, Z 0.

258. z — c . е
(& . У8 \ \aa 'rb'i ) z = 0.

, /  . я = с . sum: I
х
а2 2.2t

V последовательных

образуемых над плоскостью Х О  Y).

[ *2 0у2 Z= csm тс 1/

с
+ F

<

. z
ch~

х~ у
~  +  а

, z -  0.

¥lJ
z ж4 о4
-  = — +  а4 6°

#2 2 
а2 + 62

— X  2 — о-  К v -
а •о2~

* 2а
г  

• 1/2

1, « = 0, y = fo .

0
• -,1.

1 a? = 0, у = 0 , я == 0.

ж У
а

z
т + ¥  + с2

пять части, вырезаемые цилин

а2 а == О , Ъ
х
а 0.

1,

Отд.IV.

колец,

если от-
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266. Остающийся объем эллипсоида
х 2 у Z1 
—+ j i  + —а Ъ~ с — 1, еели от-

/ нять части, вырезаемые цилиндрами

Х1  + 1. 
а2

2\ 2 X
а2

У ух.:
F + ь

2\ 2
2

У
£2

х
а

267. Момент инерции однородной эллиптической- пластинки 
с полуосями а, Ъ и массою Ж" относительно большой и малой оси.

Определить центры инерции следующих 'однородных'-плоских 
фигур:

у*
268. Квадранта эллипса — + -75 = 1 между положит, осямиQj 0~

координат.

269. Петли кривой
динат.

270. Петли кривой
координат

x i у*_ Х^у
а ^ Ъ * -  с3 между полож. осями коор-

а?2 у2\ з
¥  + V -  —§- между полож. осям

Вычислить площади, ограниченные следующими линиями 
(все параметры в уравнениях считаются положительными):
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279 X , У
--------Г  -J-а Ъ

X х у"1
» , у > о

28°- (М ) X f
h* , # >  0, у >  0.

281 х у
“Г

5

а ь
х^ * * у  ̂

"------Ь ,а Ъ
\ п _ я?1- 2 2
/  ~ Ая~2 + # Ц 0, « > 0.

288.
2и4-1

а + 6

Вычислить объемы, ограниченные следующими поверхностями:
ж2# = — + — >
я ч1

9 Xt II £ Ml +а

Л? V
+ -? -= !, ж = 0, 2/ = 0, £ = 0.а

У _

6

_ = 1  £  + 1 -  
6 у а Ъ = 3,

ж
а 3 2/

&
х
а

У _
& = 0 ,3  = 0 .

.2 2£ «“ 3----1- — Ч---
а? &2 с2 1» — + -?- = 1, # = О, «/ = 0, з = 0 .а 6

287. ж « \2 2̂
+  -T-J 4— 5 =  1» ^  =  0, 0 3 =  0.6

.я ,У

*  +  »  
а

к Z
+ —  = 1 , х  = 0 ,  у  zz 0 ,  z  =  Q ( k  >  0 )

6
■ |м

&
= 1, х -  0, у = 0, 3 = 0 >  0).

* + *ла 6

2
= 1 , х = 0, « = 0, з = 0 .

а & У = ! ■  * = > 0> * > 0

. я = 2 У2
Ч

ю
= з = 0, у  >  0, ж

О



294. *> /
\ л + 2/

6
\б «*
)  = ? • г = 0 ’ £ > 0, ж >  0.

295. £
+ У

ь + 2/
&

ж 1  
h к

«
, .0 = 0*«/ = 0, х >  0.

2 9 6 .0  = с sin тс ( ~ + ^ \  0, 0 = 0 по

следовательных параллельных трубок, лежащих внутри угла поло
жит. координат). , # 

к 2Т
297. z - c  • siniB W a + У

b
, x = 0 , y  = 0, 0 = 0 (см.

298. z 1
* . У 
« + 4

, х  = 0, «/ = 0, 0 = 0.

299. 0 = с • е
( 5 + 1  V« ь , а? = 0, у == 0, 0 = 0.

300. Найти центр инерции однородной площадки, ограни-
V X  цченной прямыми — ь -

а
1 х

7  —  1 #  Н  7о а о
У = 2 , ,8  — = у

а 6 а

,301. Найти центр инерции площади петли кривой

Ъ
х у
а + £

угла полож.  координат

302. Площадь X \Уз ( у
а ъ

х _ у
■ ш% ( у V/i

+ ■/ *&
У

а Ъ ъ
х О, у >  О

303. Площадь

304.

x V k ^ f  у 
+  [ ~Ъ

х\Уг

Ъ ,2
K -+ Z
р +

у \%Площадь петли. \ ( ~ j /з +
12

_  ХУ
с2’

• №

■ К-Э
+ Ъ

■/»
+

+

а/» пв

0
у  -  * •

<>
.  1 t

= 1.
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+

307. Объем: X
а

ч*
+ W

ь
2/зПЗ

+
Z 2к

= 1,&>0 .

308. Объем: zb- c x y Х \2>'3 ( у
а) + \~Ь

о ;*7,
г  -р -« . 2/ > 0,я > 0.

309. Объем: z = — ■+ —
■Р Я

. 2/ ж' '*
а + У 2/з.

6 = 1,£ = 0.

310. Объем: а:
а

2 У z2
'7 + 70 +Й2 • с: = 1,

ж
а

V*
+ У_ъ

■I:3
= 1.

311. Какую часть объема, ограниченного поверхностью

У
О ?
~!з

ъ
+

. 2 /# ' ,з

ж
а

V..

+

= 1, отсекает плоскость z 1
8 с.

312. Объемы последовательных колец, образуемых над пло

скостью X O Y  поверхностью £ = c.simc
з

+ У 2/зПЗ
Ъ

. Площадь; у  i
г а

+ У
ъ

ж
а

+ = 2,— =
а

У
V

X
а = 9 У——-а

. Площадь; (V t + У
ь

х~ у й

петли
: ( У ^ + У т Г = 1 ^ ° ' ^ -

ж
а

+
Г У

ь

8
+ = 1 (жМ), «/:>(), г

г х
а

+

+

319. Объем: ящ

У
ь

2 к
+ = 1

*
( т ) ‘ - 1

(С
а НЬ У 8

■ ■<

, *>о,

1с> 0).

} 2/> 0,я> 0,

fc>0),

,z> 0).
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В задачах 320 — 361 требуется определить площади и объемы, 
выбирая так систему координат, чтобы пределы интегрирования
Оыли ПОСТОЯННЫМИ ло обоим переменным интегрирования.

320. Площадь: х —у = 0, х — 0, = а, -н 3
'« \

X^
321. Объем: 2 = — + —, х = у. х = Ъу, х + у = а, х +р  q

в
-  a,
= 0 .г;

а4
322. Объем: в - —% (2 x —a)s, х -  у, х = 2 у, ж = а, х + у = а,

У
в = 0.

323. Объем:  ̂= -§sin(^— В ,
У \ У J \  ■

в
* . i • .

324. Площадь: х + у = а, х + у , аж,  ̂= (а >
' а >  Р

325. Площадь: ж2 = ау, ж2 = , г/ = ж,

>0).

у ~  vi (аО,
т > » г > 0), ж > 0.

ж
326. Объем: с32 = -* (ж

У3
+ г/2), ж2 = ау,ж2 =Ъу

2 = 0, ж > 0.

327. Площадь: ху = а2, ху = &2, у = я», # = ю
г»

328. Объем: 2 =
Щ.а2 j ху = а2У1ху = 2а2, у  = т )у = п,в

329. Площадь: у 2 - т х у у2~ п х у ж = ом/, х = $у ( т >
• а >

Л*

330. Объем: в2 = ху, у2 = тх, ж = а 2 = 0.
331. Объем: с в - х у у у2 = тх, у* = пх, х  = ау, ж =2 ____ ? 2 ==’

332. Объем: 2 = у sin Г it' ̂  J, шх}
'ЧЧ,

2/- = мж, ж = ау,

ж= ^ , 2 = 0 (w >w  >  0,1 >  а >  р >

333. Площадь: ху = а2, ж^= Ъ2, ж =
. Объем: св -  х у , х у  , ж

(
♦ . V . '

. Объем: г2- х у ,  ху = а2,
(

2«>
)•

t
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X2
в = — + ̂ -» ху -  а2, a# = 2а2, ж = 2 у, а? = Зг/,

Р 2

337. Объем: 2 = с sin шу  
4а2

2 = 0 (при ж > 0 , у >  0).

, ху  = а2, жз/ = 4а2,
2 = 0 (при >  0, >  0).

338. Объем: 2 =
сж . 
— sin 
У

тс V  ху  „
—2^ —, х у - а 2, ху -  4а2, ж = 2# 

х - Ъ у ,  z -0 (при ж >  О,
339. Площадь: ?/2 = аж, з/2 = Ъх, ж2 = ту, (а >  6 >  О,

да >  w >  0 ) .
Объем: С2 = ж«/, у2 = 2аж, з/2 = Заж, ж2 = Ъу, ж2 = 2$ ,̂ 2 = 0. 

341. Объем: 22 = ж ,̂ «/2 = аж, з/2 = 4аж, ж2 = &/, ж2 = 95#, 2 = 0.
8 / Tt.T4l\

у2 -  2аж, ж2 = 2а^, 2 = 0.2/Объем: 2 = r-ssmа*
71Жу-
4а2

: 2 = а sin
■гс(ж3 + з/3) 

4 аху]
Площадь: ху = а2,ху -  Ъ2, у2 = даж, (а >  > 0,

да >да >  0).
: г2 = ху, х у - а 2, ху -  4а2, з/2 = Ъх, у2 = З&ж, 2 = 0. 
: cz -  ху, ху = а2, ху = 2а2, */2= 6ж, з/2 = 26ж, 2 = 0 .

' “ i H w
ху  = 2а2, ху  = 4а2, з/2 = §ж,

«2 = 26ж, 2 = 0.

: ж3 = а2«, ж3= 623/, у 9 = с2х, =

ж* ж

» * 1

351. Площадь

а*-1» У -  Ьк-1»X = с*-*’ *
C>d>0:, 7с2- 1> 0)

ж2
т * »

■■гс* „
,= т » у -

ж3
Т ’

2 ** 
» = й

ж3 ж® ж2 ж3•V /
а2 ’ у ~ т у ~ с ’ » = d (

в > * > 0), ж > 0,

2/



%
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352. Площадь:
Жк ж*

У ~ У ~
I XI

г-1 > di- > 2»>0Г
>с><г>о, k > i , j p — i<o, г2 1< 0), Ж>0, 2/ > 0.

л
У = а*-г> У — y t-  1» у

а > ^ > 0, А;2—1<0),< , » > 0 .

354. Площадь: у - а
от
тл> У= йй> я  ̂= с2, = (а>& >0

£

с>«?>0, к2—1< 0), *

355. Площадь: у2 + 2аж = а2, ?/2 + 2to = &2, у*— Ш х = яг2,
2/2—2пх = п2у у - 0  (а > 6> 0,

356. Объем: с2г = х2у, у2 + 2аж = а2, у2~ 2 т х = т2, у = 0, я = О'

357

(а>0,
N

Площадь: а?+у2- а у , х 2 + у2 = Ъу, х = ьу, х - ^ у
(а > 5 > 0 , а

358. Площадь: ж2 + /  = «ж, х2 + у2 = ахх, х2 + у2 =
л«2 t й|2 — -7i м (a r  +  г/ -

359.
a:

Площадь: gp- ч -

2/2 _ ca Ж У2

ж

cos2?;о

sin*?;о cos2?;. sin2?; = c2 K > w o> 0, 0|>^o>O) np
,/»•

л л ж2 2/2 / о ?2 ?/2
360. Площадь: ^  + ^  = 1, —-2 + _  1 i  ^ _ i

&t2 -  * г»2 %2 ’

Ж2
; /

m

У

n
= 1 (ax> a , mx<m )при —- 6X2 -  m2 + w

1 (постоянному)

ж2

т

3611 Объем: Ъ  =

X -
п,‘

ж2 ?г , #
, S + x a = l »  -а2 &2 а

С>. О

+ ? W i , <rm
- = 1 2 / " 1 ?

= 1,  ̂= 0 при , « !> < *, я 2
i- — л 2

&х2 = т  +2 _ л» 2 2

ить прим ■4Й-

УИ
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363. Решить прим. 160 помощью системы коорд. х -
а

u + v'

У -
аи

U +  V

Преобразовать следующие определенные интегралы, вводя но
вые переменные миг?:

364-
Рх
OLX

f  (х, у) dxdy, и - х  + у, uv = у.
* •

365
гс Гас

J о J ах
f  (х, у) dxdy, и х - у ,  vx = ас—у.

366. Г
J а

Я  a  Ь

f  (; х, у) dxdy, х -  г cos 0, г sin 0.
, . X \
613- «)

367. f ( x , у) dxdy, х -

368
П Ь

f  (х, у) dxdy, u v - y .
7

/
В  задачах 369— 411 требуется определить часть поверхности 

, у, z) -  0, вырезаемую поверхностями <р (х, у) = 0, ф (х, у)
О и пр., что для краткости обозначается так:

/  {х, у,е) : ф(ж, у) = 0, ф у) = 0, и rip.
4

2 ,2
2 , „,2 , 2̂ — /*2 . ----- 1_ -  1. х * + у +г - а

х

370. х 2 +у2 + z2 = а2 : х4 = а2 х2— Ь2 у* (а<Ь). 
х2 + у2 + z2 -  а2 : у2 = а (а + х), х  = 0.

. х 2 + г/2 4- 42 = а2 : ж8 + Ъу2 = м2 ж (i> e).

. у* +  Z2 = x 2 : х 2—  у 2 + Ъ , у  = — Ь.

. у2+  Z2 2 . л.2X
. у*+ z“ = х “;

2 _  „ 2ж* + =  а 
2 _ ~2 . ~2

+ 42 = х*: ж2 ^2 = а2 у -  + а ,у  =
377. я2 = 2 с (с—4?) -.у-XX,  у -  0 ,4 = 0.

. а^ +  (4  + c f  = а 2 («> с) : y-a. x , y  = 0,z = 0.

а.

379. -§ + р  -  1: ж4 = 2 л.2

380. ®2 = 2с(с
381. #а = 2с(с-

: ж2

-  с2 у2
2 л,2W %— & у .

у ,2 Ж2 =  С2 ,





62 тиложвнияинтегрального исчисления. Отд. IV.

4 0 7 . (х2 + у2)S ,2 „4 . 1<г г" : х 1 + у'л -  jg  с2.

z4 0 8 . х 2 + у2 - a 2ch2 2 а2.а
4 0 9 . х 2 + у 1 + 02 = 2 c z : + у2 = 2 as (с>  а).

410 х 2+ у2 S2
а • + з  = 1 (с2>  а2) : а2 + «/2 = Д» (Я < а ).

411. ж2 + у2 г2
а + ̂  = 1 (с2 О 2) : х 2 + у2 = В 2 {В < а).

4 1 2 . Полная поверхность тела, ограниченного сферою 
4- у2 + s2 = 3 а2 и параболоидом #2 + з/2 =  2 а0.

413. Полная поверхность тела, ограниченного сферою х 2 +
+ у 1 + z1 — В 2 и конусом х 2 + у2 zz при 0^ 0.

414. Остающаяся часть поверхности сферы + + = а2,
части, вырезаемые цилиндрами: (х2 .+ у2)2 = а2 (х2—у2)',

2 + У2)2 = а? (у2—х 2).
415. Остающаяся часть поверхности сферы х2 + у2 + s2 = а2, если 

отнять части, вырезаемые цилиндрами: г2 = a2cosw9, г2 = —a2coswO.
416. Полная поверхность: р = аяшОДф) (р,0,ф 

наты, см. пр. 401 отд. III).
417. Полная поверхность: р = asinO соя2ф.
418. Пол* гая поверхность: р = asin0 (1 + сояф).

419. Полная поверхность: р = . .* г (sm'^ + cos
4 2 0 . Поверхность вращения кривой х = <р (tj, y = ty (t), s = a(t]

около оси z.

че
421— 4 2 8  . Определить величину поверхности (относ. обозна
л л  \пт см.

X2

а Ъ
X у

+ J
2

а Ь2= 1.

х2 ,2

а
х \  у

5 +а2 Ь2= 1,0-10
2

а
V у2

+ •

X У
а а Ъ2'

4 2 4 .

4 2 5 .

9 3
«

+ £
5

2
#

,  X  =  0 ,  у  =  0 .

0, 0 = 0.



О тд. IV . Геометрия, приложения интегрального исчисления.

426.
X
а + ~Ь + — = 1: х ~0, 0, =з 0.С

427. z
4 V

XА

а
У+ ^  = 1, х = о, у 0.

428. х*1з + у*1* = / ,3: 0.
429

НОСТей при массе поверхностей М:
поверх

429. Конуса х2 + у2 ^ t f a - z 2 при радиусе.основания Л  —отно
си тельно оси конуса.

4 3 0 . Сферы х2 + у'1+ z2 = Л 1 относ, одного из диаметров.
431. Параболоида x2+ y2 = 2cz, отсеченного плоскостью > = с,

ОТНОС. ОСИ 2 .
\  .

4 3 2 — 435* Определить координаты 
р о д н ы х  п о в е р х н о с т е й :

432. х2 +у2 + z2 -  Л 2, ж = 0, у -  0, я = 0.
433. х2+у2 -ЛдЫ'21,2 -

\

. X 2 + У 2 =  2 CZ,2  = С.

435. Сферического сегмента при радиусе основания г0и высоте й,

436. Вычислить интеграл
Г rdS

! h ’
распространенный но

X2 у2 22
ности эллипсоида ~ъ +т* + -§ = 1, где —элемент поверхности и

& и С
Р —расстояние от начала координат до касательной плоскости к 
этому элементу.

Г f
J J ip*

верхности с
Р

х2 + у2 + 22 = а2, где dS—элемент поверхности и
расстояние этого элемента до постоянной точки (0, 0, (с>а).

*
,  ’  % . А

438. Известно, что на кондукторе, имеющемформу эллипсоида

— + vo + -»= 1 и заряженном Ж единицами статического электриче-
а* о с
ства, плотность электричества в точке (а?,

расстояние от центра эллипсоида до 
точке Ж. Проверить, что полный заряд,

/  fad элемент 
поверхности:ым по
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439. Для эллипсоидального кондуктора р  + р  + и  = 1
X

+ J
9

{а>Ъ)уи и и
заряженного Е  единицами статического электричества, найти по
тенциальную функцию в точках оси 0, е. вычислить-

Г Cad8  •двойной интеграл J J  — , распространенный по всей поверхности
эллипсоида, причем а означает плотность эл-ства (см. 438 зад.)
на элементе dSи р расстояние этого элемента до точки А.

,2X440. Тот же вопрос для эллипсоидального кондуктора +(X
у
а
2

+
лг
¥ = 1

Тройные интегралы.

н
Вычислить при помощи тройных интегралов объемы, orpi

ченные следующими поверхностями (все параметры считаютс
7ГЛЖТТФА 7ГТ.ТГТЛТ1Л'1?\ •

--------
положительными):

2 + z2 — 2Hz, х 2 + у 2 — z~tg2a, х 2 + у~ — zHg~$ (a<Cf
г% О \ 9 • 9 _ i /  Л Л Л  n -  ̂ л

441. х 2 + у  . .. .. . * ~
442. {x2+ y2 + z2)2 = a3x. 1/443. (х2+ у2 + ^ ) 2 = a9z.
444. {х2 + у 2 + z1)2 = axyz. V 445. (х2 +: у2 + я2)2 = az (х2 + / ) .

+ у2 + z2)2 -  а2(х2 + у2—z2) .
л \ О Л

446.
447.
448.

(х2 + у2 + z2)B = a2ylz2.
(х2 + у2 + z2Y =

(х2 + у2 + z2 )3 = а2(х2 + у2)2.
+ y2 + z2)3- a 3(x3 + y3 

2 + у2 + z2)3 = a?z(x2—у 2).
452. (х2+ у2 + z2)3 = r fx 'y1.
453. (х2+ у2 + z2)3 = ая(хг + у 2)2.

2 +  у 2 +  z 2Y  = (ж4 + 4).
v "  + У г  +  z<t ) n - ( # 2 я - 4  +  « / 2 И ~ 4 ) .

(х2 + у2 + z2)n = a3z‘2n~'i (х3 + у9).
/ ~Л , t /*4: -  л Зл̂

4 ~ л3/л* Ж).
2 +  у*) -

(#2 + у2)3 + £
'9)2 + ^ “

461.
462.
463.

+
+

* — /7.®
412

+ :*2'3 
464. [{х2 + у2)3

- а?я(х2 + y2f .
2 +  у 3)3 -г 24]3 a  e % y « 5,,
» о \ й й и

«1* = #



465. (х1 -ь у2)п + Zlu -  О?А1
466. (X1 + у2 + Z
467

-В? + а2)2 =■ 4 а?{х2 + у% В<а.
(:х 2 -г  у2 +  £3)4— а 2(ж2 + У 2 +  .s'2)3-1- а4,г2 (х2 + у2) = 0,

468. (ж2 -!-*/2 =

469. (ж2 -г у 1 + z1)% -

aAze x*+y*+z*
fi о

ж + 3/
. 470. {хи-гу•2 L ^1 2 j?

а?

471. {х2 + у2 k Y  л 9а smw
7С£

2s
472. (а:5 ■+ + .г’2 )3 = б ^ яга+̂ а+л*

473. (ж2 -ь «у2 + л2)2 = aAs log
Ух2 + у 9 9

‘"I *v

? a sin 0 (l + cos^) (401 III).

475

477

О

Ок= a sin 0. J/sin ф. 476. о = sin G (a sin2 ф ч
ж2
а2

У z2 2
ь-7"1г 7 5с1= 1,

ж‘ г/ л
----  -L. ---- U
а2 +

. х 
а

4-■? »
У2
ь2 = 3

iW

С

9

2 ’

62

а

= 2,
2 У л

ао ь>

У
Ь ’

х
а = 1 /3 У.

6 ’
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505

506.

оЯГ V
7 +  То" +а~

З 2 \  5

гг-
г6 ОТ 7 2

X У Z

а
Z

Ь\>

~  +  туг Н—оа~ о с I 4 I X 1- +У-
а1 ъ-

507. х + у + з
у — X ,  у ~

а х + у + з=2а, х + у —зу х,+ у

508.

509. (

X у
— +  -Т- + -а о с

л* % 2 '&

X If + ~  +
Z

а ь

510
X у 3
а о с

2

2

1 ’

Ж

х= 0 , у —0, 0.

h 1 Jfc*
ж
Л

х

У_

к ’

0, у —0, ^ = 0.

жггО, 2/ = 0, 0 .

511.

512.

а? у  
+  ~ -  +

£
а Ъ

х у
-  + т -  +  -а о с

с J
3 ' 3

X  у
- + - Та о

з

А ’
ж=0, О, з

X

h X = Q ,  У —  0, ; —  0.

о

513.
X у з

+  4 -4 -а Ь — + - —, ж :=0, 0 , # — 0.а Ь’ ’•

514. X у 8
+  —г* 4а Ь

в

к 2
х—0, у — 0,

515
X у 3
— + Т -  +  —а о с

% У л л-г-*1—т-, ж _ 0, м _ 0, 0—0.
к  /£

516

517

518

X  У  Z
---- Н *т~ 4  "—& 6 с
X  Ц Z— + ~г Ч—-а Ъ с
х у z
—  4 ~ 4 ~а о с
X  у  Z
— +  4 -'+  —а 6 с

8

3

6

520
ж у \ а Я2
й +Т/

Л к  ’ ® = 0 , г/— О, £ 0.

37 +- -̂1 , ж ~ 0, yzz0, л = 0.h к
х

т

хуз
~W'

У.
к

з

Ъ

X О,  У — 0 ,  . 3 —  0V

аг=0,

, хг=0, #:=0, 3
■'•'л

.6
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Г е о м е т р и ч . •Ml *

£

а?=0, y=zO,

Вычислить моменты инерции однородных тел с массою
ограниченных поверхностями:

546. х -0, х -  а, у = 0, у -  Ъ,z -0, z - c — относ.
т?а

9 9 О
• +  ST — ~ t *2 = Я,  ̂= о У& к

. а:8 г у2 + / 2 = Я2, а?2 + ̂

. (а?2 + #2 + £3 )2 = а3у*O' ОТ • 'Г
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551.

хг у2 9Л
о•+ 7  ь> ■ +а“ 6" (Г*

X г
1

£4_
i + ■а 6 (3

1 относ, осей координат

+ У^>0, 2  0—относ. О'

552.
и/I'd

+ +

а//3
= 1—относ. Ои.

Вычислить координаты центра инерции однородных тел, огра
гиченных поверхностями:

553. z2 = ху, х = а, y = b, z = 0.

554. г = с. а — х Ъ У
а Ь х  = 0 , у -  0, z -  О

556.

558. х

9ж2+ у2= tg2a . 22, 2 = С.
'  т

•

ж2v f + 2 2 = а:S Ж2+^/2:= а (а--2я).
ж2+ уг = 0,2, 2 = а.
ж2+ у *+ 2% = d‘J, Ж2 ~Ь у2 г= tg:За . 2̂, я>0.
(X2+ г ! + 22)2 =:axyz, ж== 0, 2/ =:  0, 2= 0.

560. (х «2 \2 _  „8 .  ̂ ) — а £\
х % 2
а2

^  _ О ,
Ъ2 с2 ~ 5’ = 2 я

с
О л
9 1 1 Оот Ь2

£
Г = 1,

ж2 У *’2
О I О — оа 6 <г £ > 0 .

/С'4--Т- + — = 1, ж = 0, у -  0, 2 -  0.
9* X

— +

й

С а Ъ2 ’
х у
--------к —  =  1
а b . ’

ж

а

2/

6 =  1 ,
а?

а

+  *а Ь
ч3

~ь
ч

аь 1

1, я = О

+
2 \ *1*
-  ) = 1, ж = 0 , У - 0,  ̂= 0.

b
2 -  1, Ж- О, у

5 6 7 . Вето [С Л И Т Ь

» 2^^0, я^О.

#
, распространенный но объему,

2 » s ' п *ПГ' л_ 7̂ 9А у



Отд. IV . Г еометрия. приложения интегрального исчисления. 1

568. При помощи системы координат;.
/л / /у

&
{а

ахх

ЗХ . щ
— , г? = — , ге = —з

найти объем, ограниченный поверхностями: у.
ах), зх -  by, зх -  Ьху {Ь 'у> Ьх), ху -с з , х у -  схз [с >  Cj).
569. Доказать, что для ортогональной системы координат 

гг, v, w, определяемой уравнениями w),
о) {и,v, го),элемент объема имеет выражение L M N  

и элемент поверхности и ~ и имеет выражение (M N)U=
где I S - ? У  + 'Ун* + «'Л  М**<рУ-гфУ + «У , = 9',
-f 6)' Л

ю
XAj VCytb у

9 + 'У У +

570. Рассмотреть систему; ж
«м cos и а к sm О
-------- 1 У = —5— “Г ». 7 Г -г V'W2 -г V2

аг;
А*/О ;5“, проверить ее ортогональность и вычислить: 1) объем,

и -г V
ограниченный поверхностями и
2) часть поверхности гг

V .

V -  V
и0>

= «о» v = ° ’ v = v0 К  >  0,# V0 >  
выделенную поверхностями = 0 ,

о*

4
571. Рассмотреть систему: а: = asinushvcos ф, у a sm и shv sin ф, 

= a cos иch г), проверить ее ортогональность и вычислить: 1) объем,

ограниченный поверхностями v -  v0 (v0 >  0), и - и О 0<щ< 2
2) часть поверхности v ~ v f), вырезаемую поверхностью о1

_ -0 ... cos v
o l d .  Рассмотреть систему: х = —,-1 1 ch и — cost;

ash sin ф
У ~ ch и — cos v

- a sm V
ch и COS г;

проверить ее ортогональность и вычислить:
1) объем, ограниченный поверхностями и = ий, v = 0, v -  v0 (м0 ^
О <С тс); 2) часть поверхности вырезаемую поверхно
стями V -  О, V = V0;

573. Вычислить для точек оси (0, 0, 
функцию однородной сплошной полусферы: X2 -ку2 + з2 = - >
т. е. вычислить распространенный по объему полуси

, . ydoинтеграл JJ ; где 7 означает плотность вещества по.:
do — элемент ее объема и 
точки Р.

9 этого элемента до

. Вычислить для точек оси Р  
ю неоднородной 

плотность 7 (см. 573) = к ■ 
точки до плоскости

,  0 , 3 )
Ж2 -И/2 4- З2 если

<0 \ т. е.
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575. Тот же вопрос при
576. Тот же вопрос при у = /{?), гдо д расстояние точки

до центра сферы.
577. Вычислить для точек оси ,• Р  (0, 0, z) иотекциаль- 

.яую функцию однородного сплошного эллипсоида вращения (рас-
х У

ь-
У.

тянутого) 4- х2 о- - g  = 1 (а >  6) (см. 573}а
578, Тот же

2 VЛ'Ох* Vщення — 4- -о +а- (г

вопрос для сплющенного эллипсоида вра- 

1 (а>  Ь).

О Т Д Е Л  V.
>

Интегрирование дифференциальны  ̂ уравнений.
Проинтегрировать следующие дифференциальные уравнения:

I
* У х

X 1 1
~  "г “  н -ь у

r t  * У ’

t
2 >

У
Ух'2 + у

.  4
1
У и

= 0.

2. -  X (2йг 4- ip) + у  (аг 4- Ъ р ) • «/' = 0.

3. 3-г- 

5. 3as-

у + у' (4-у — х) -  0. М-. 2;Г 4
о .. оX- +у-

<*
х-у У

УV

2х у  +  у '  (2 у - ~ х  +  Ъ у )  -  0 .

6. "<Ж /
1 1 + л- |г )+ г /' fas а; %я) = 0.

7. sin ?/ + у sin х + ч- y f (х  cos у -cos as 4-~) =0.

8 . as* + 4- у • 9» ^  1 f у
, (1 + V2) 4- -у' (1 + Р) = 0. 11. (у2 4- as;/2) у' 4- а?2 — д о 2  = 0.
. V ' l t

,2 f ?РУ 1 4-as- = 0.

/14- >
& 0 . 13. X У 1 у 2 з- К ]  4- as - = 0.

/ ЧЧ )Я-жгр: (3,т 4- 2;/2) = 0.
0. 16. */(6 4- 5as*) -f 3Ŝ '(1 4 5г;а) = 0.

18. У (5
г



Отд.", у ,шк Ч У  * .

> О -у h O't
w

ху') + Vx (3 у + 2 -  0.20 . V if
21. 3 у + xy' xst f  (by + 2 ) = 0
22. 4,r — Ъу + у’ (2,v — 3a?) = 0.

f cyl + y' (bx~ + 2cxy + f y l) -  0. 
xy -  у- +1/ (a?2 — xy+4y*) = 0.
2 xy -  - 2ж- + у'(у1 — xy + a? -) = 0.

— 5ar + 2xy + y l) = 0 .

23.
24.
25. 3?/
26. 4ar + xy — 3 + у 

— 4у 1 + 5xy — ба?2 + у' (у27. -
28. 4ж8 ■о ^Зжг/ г / + У1(х

0.

29.
30.

х гу + ху1 л- 3уА + у' ( хА
+ ху~ + у*) = 

Ъху — + уА) -  0.
Л4»з + ;£//- + /̂ /;t + у' (ЬхА + схгу + З /я / + //Г ) =

31. + 3 ху + у1 + у' {#' + 3 х + 4 — 0. __
.32. 2ху{ (х1 + г )  = у (у- + 2х-). 33. ху’ = У у1 — «V
34. (у — x y ' f - x ^ - v y 1.
35. 2х + 2у— \ + у ' ( х  + у —  2) = 0.

2 + у ' (х —1 ) = 0. 37. х — у + 3 + у (Ьх + у + 136.
38. 2х — ±у + у' (х + у —  3) = 0. 39. у' = е

х—

40, 41. уГА = ж — ?/ + 5о

42. у
у'-  sin2 (я+ 2/ — !)•

2х— 1+ у '(х  + 2у+1) = 0.
43. 2х + у — 4 + «// (х + у 3) = 0.

44.. (х + у — 1 ) у г -хл -ул-  2.
45. (х + у — 1 ) +у' (2ж + Ьу + 2) = 0.
46. (х2 + 2х —  1)2/' — (х
х \ё х - у ' - у  = х3 (3 lg х—\ ). V48. (а2 — х2) у' + ху = а*.

1.

47

49. (2я— 1)2/ 2 /̂ =
1 — 4я;

х? У

51. ?/

. 50. 2ху'
У

2
2х)— у (6а:—2) + — -4)  -  0.

Зх2.

35 г-

52. х  sin х  • у! + (sin ж — х cos • 2/ = sin я? сов .г
#53. ху' — (ж + 1) у — х"(1

/У* *Д/ *

54. х
хз 2

а?

. x \g x -y 0.
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58. У' =
2 ху

64

Х - У 2 а 59. Зху'—

60 г
У

1
уАУ х+ 1

62. хху + 2 of у = у2 (1 + 2 а:2).
1

у/2

61. 2 sin £ -у ' + у - cos х ~ у г (х cos a; —sin ж)
D О  . .‘.г о / -« ^  п ч

63. За* (х + 1) у' + (2# + 1) у = -уК'ж(Зх + 1)

Л 4 1
а?4 65. хуу' —  у 2 = хК

70

74.

86.

88

66 . у
х +

У

1
2 (1 —

х 2 + х  + 1 ( х  + 1

67. Зу' + у
Оаг +  - 1 а; (За;2 — а 2 ) ,

а; (а;2 «2)~ > Ж*2 а2

(а?2 4- а2) —  хул- ху2 (Зх2 + 2а2) = 0*
%

69. г 2/ У2 +  2 х =
1
а;

г/ ( 14  а .

,V* 1£

> /

1
/ -4

а
1

90. 2у'*+ у'2 - у  
92. т/ 2=

'294
96. хуу

/1

/2 2 Д. w 2']
t

у)-
-у у ')= х г / У■

71. у2 + х 2у' -  х у '.—>II
1

V<e*o * -у-

СОh-
*

х 2- г  2 i f  — а:уу/ =

= - (a:*/-Ж ^ У)- 75. х 2 + у '2 = а;4.

' + sin«/. 77. х ~ у '  +arc sin

у/-
ху

79. ® 
81.

уу . •/•>Я р у -

i
2?/'+ 2.

У

83. /  + у//;< = 1 .
85. у — arc sin у' lg (1 + ?//2)

87. у -г/(1 + у '-ш у ' ) .

89. 2 yV y '= y’ + l ,

91. у / + у/'3
2 '2

*2 ty y ' + t r - y + y
(х + 1) +a;#a = О

+ у 2
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98 2 2 х у у  -I- у ' 2 ( а 3 +  X 2) =  0 .  9 9 .  у
(Lпty

чиУ ху =
а

И'■2'

102. я — ху / ау
у - 1

104. ' \ > 9 / 9 ,
х у  у  =  а " у  ~ ь2.

Ш6. у ху '+ У 2
у  = —  2 a rc  tgy/

и . у/ — х  г a rc  sm  у  .

112. у -  Чху + lg у ' .

ОО114. у = -тху 1
У/Ь *

. у -  2ху' + arc tgy/'.

1 1 8 .  у  =
3
2 ату/ + .

120. у = 2жу/' + lg (1 + у').
121. у -2ху

123. у = у /.1 3
2 ху .

zy / •

/у — хр =— 4 ■
ау/f

] / /*  +1

103. (у — х у '+ ay ' f  ~ а? (1 ч

105. « = ' 1/1 -) «'3У
107. у/ = ху' ~а  \  1+у 
109. у -  2x + \gy'

?2

Ш. у —
X-1 '9

у "

113. и =

У у '
3у = ^ х у '  +у'1; (къе =

115. у = 2ху' +-siny/V

у/ = -^ху

arc sm у .

' + V  \ 4- у Г 9 * **

V 1 + у '2) -122. у = ху'- -f у/'8.

124. у = 9/у**<Л/ #

125. у/ —У 2 + 2 ХУГ~ Х~‘ 126.у . у = 2у'2 2
!

/у*2*С/ •

127. 4z4 =-у '2 (1х2 — бу/). 128. Qy = y'2 + ‘2x2. N4
129. Ж (у/;- у  *) = $/*• 130. у = х у ' - у  у'.

131. ху'---Лхуу'К 132. ху'2 -  2 — 2 УУ - у г у /

133. ху'2
В ,

= 1 -  ТУУ•ам 134. 1
J/ ~ 2у'2 У ' • '

135» ху'2
1*

136. Ху'2 = 2 + mf' ~
•' 0 Л•?

- Г У
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f  = ( l+ y ’y .

/>/% _

139.
141.
143. у" (1 + 2]g?/) = 1, 
145.

/i;

>Р + 1.
у '“ + р \ ~ у

Ц , . Jf/9, 9 ,г11Г»

У i (14
/ \ 9у w

140.
142. 3 у  + jT9) = */ . 
144. у" у  + 2) <*' г, i . 
146. у’У  = 1.

147. 2«/'У = 1. 148. = 1

1
1 У

149. Зу" -
V I

151. ху

150 х у ’// у
tt -■>ЯГ"

У у

(1+4х2)у ' = 2- (1+4ж2). 152. х у 'У
1 1 "  —  и  I г  ____  ___

'2,Л /а 1_
3

153. V I - x 2y" +  V  1 ~ у ' 2 = 0 . 154. Х у " '  —у ” г= 1
155. з У " +  2 хау" =  1 . 156 (х - - 1 )  f +  2?у

157. Ъ/'х ■ v ” = у
' X2 158. УУ"- у ' 2 = у 2 у'-

159. уу" -  $Г 2 - у 4. 160. уу" +  у ' 2 = 1.

ц 2

'Г £С ~Ь X 
2.г2

161.
163.
165.
167.
169.
171.
173

0 . /2

У
2МГ* = 1 + У 3. 166. 8 д а У  = 1 + у '* .
УУ'" ~ у"2 = о?/8. 168. (1 +  » ) /  = у'>.
( Ц - г ) » ,, = </' (1 +  Г 2)- 170. / ( * Л / ' - / 2) + 3 < /У У
? /У 2 = / . 172. ( 1 + .« * ) /  +  2да'«= у'.
У*У i —у = у у V 1 — .#'*• +Н~II•

г-.

з У  = у'V1 +  у п . 176. уу -гу -  -г .

у У ' - у , п - у ' ^ 178. у ' - -у" (з/'*+ Щ.
у"2 -  у" {y+V— \gy 180. уп -у "  ( у

У * -  Y  {ty + уп  c o s  у'). 182. 3у”2 у'у" -  у ' 5 © (у).
2х ( |У  з/'2) —  у у '  -  2 x h f . лГ

У2
X (1 — Ах),

tf185
186. х 1
187. Зху

ft )V
Y %)

188. т П )

- 2 х ) — у у '  (б.г — * 2) +

ш Ч б « /  = о. -

~  %?/'3 = (д?7/)4.
= ж У . 189 .. д е У у ' 2 -

У
X (18а; = 0.

0.



Отд. : V. ИНТЕГРНРОБАНИ В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ: ур

190. уу”
»

у'~---уу ‘ cot а;.# 191. 30"

192. уу” - у ' 1--
6ж уу' 

'Зж2-  Г 193. 3/3/" з/'2

194. г  у'". Цу'у” + 2у'3 +У , , „ (УУа//1

7 /2
—  з/ )=

195. уу”- • з/'2 = уу'
V 1 + 2

196. 3/3/"— у'-

ЧууJ
Л

У +У  
1 + x ~

0 *

У3
x9 #

уj

X
(У + У')

197. %\yif

f98. ft
У'2 = y V у1 У'ч 199. yy"— у'* = У

/  О

200. х {у у"— у,г) = у (у + У х'у‘ + у'1)'.
201. у У -  ЗдаУЧ 2У  = „ у .

( 1 + &)

202. ж {уу"—  у '2)+уу' =У'2
X

последнего члена: л

203. (1 + х~) у' + ху'— у + 1 = 0 : их = х.
204. (2ж2 + За;+ 1 ) у" + 2 — + 2 = 0 : их =ж

205. (4ж2— ж)«/"+ 2 (2а;—1 ) ?/' — = 1 2а;2— 6ж : и
206. у" у' + уе?х = же2* 1 : ад, = sin (еж)

207. х*у" i- х2 (2а; + 3) у' + 2 у 2 — За; 
х и1 = е х

208. х (х — 1 ) у"— (2а; — 1 ) '̂ + 2у = ж2 (2ж —3); ад, =

209. а; (4а; + 3) "̂ + 2 (2а? ч- 3) у' —Лу -  6а? (2а? + 3) : ад

210 . у" +
1 1
а; 3/ х 2 3/

cos а; 
а; 1 +

1
х 2 ,sm х : Му- х.

211. / a? sm а;
sm а; — х cos х У'Л

sm х
sm х —  х  cos х 3/ =

77

В задачах 203—214 требуется проинтегрировать линейные
уравнения 2-го порядка, зная частное решение иг уравнения П*

1
х

ж2.
1
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212. / X
х — 1 У

1
X — 1 У

2 (хл -г х  — 1 i
**е т >

*  1 iXT ( X
----~ ' у >
1) ‘ '1 еу

1 4- 2 1е- х 1^ iv. + '7Y • ? ■ , уX (1 4- \g X) 9 а:2(1 -г ],§-а*) ^
— * \ -

х  (1 4- Ig а*) ‘
А. 7'2 : 1

214. у" 4-х , 7  ' - 2а;— 1- —-----------  fi 2а:2 4- а: 4-1
V 2а: (2а: 4-1) ^ 2х (2а:-t-1) ^ -  2а: (2ж 4-1; ’

215. уп—у = х  ch ж. 216. у"-г у = a*2 sin х.
217. у"—Зу'4-2у - х е . ' 218. у '7'-— у ~  sin х.
219. у"' — у”+ у '— у - х 2 + х. 220. у1 --у" = 1 4- 2 ch х
221. yIV-i-16у = Заг-г 1. 222. у1У-— 2у" 4- у COS ;

Is: х.

= \  X.

4223. у1У + 8у" + 1 в у -х е х

224. УIV t / /
есsin 2х ,

14- &?/" — 16у> н-16у = -х- е2го cos 2х .

225. уIV Зу," - ь 4 / - г З у , + у = 1
9 е sm аК 3 \

/
226. у1' + 14у" + 4% = хе + sin х.

;<■*г т
228.

,п 4-4у'" + 8 ^ 4 -16у' 4- 16у = 2е~2г — sin 2а:. 
IV4-1 2у"4-36 у -хе2г — е~х sin ( x V  6 ).

,jy ,У Т

у1' 4- 4 у'"4- 6 у"4- 4уг 4- у -  хе~х 4- 3 cos 2х .

2уiff 1
2y,f 4- 2у ' 4- у = хь* -г -к- cos гг.

. ух + * ' " = 14-3 sin 2х. \/232. yv — у*у = агег — 1.

у>14- у = .Г. 234. у"4-4у = 1
cos 2а:

1
236. у" 4- -  -

1
sh а:

2у" у / + 2у -
2а:* 4-а:2 4#  —  6

х

238. V " -г 4- У ~
2 (sin а? — 3 cos аг)

sin4 х
0. 240. х*у” + 2 =.ж*

241* ^ ' Ч У  = 0 .
243

=  0 .

2а:.
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245. '(a?- 4

246.

- 6 (# -4 )2«/"~8 .(#.— 4) '
= (#— 4)а lg (# — 4).

(с2х~ 3 ) * / "  + б (2#4-3)2 / 4

247. {#.4-1)3 ?/

4 (2# + 8) у 1 + =
-- sin lg (2# 4- 3).

/ //
3 (х+  I)2 y" + 4t (х + 1) у

248. (2# —  1 )3 у '"  + 6 (2# —  1 )3 /  4- 4 (2л: —  1) у' +. 8«
I

2#

249. #;у ' '  + х2у"—  3ху' + у = 2 + -lg х
Ат

250. (х + 2)8 у '"  + 3 (х + 2)3«/' + (# + 2) у' + */ =

251. #2;/r —  2ху ч- 2у -  ех (#2 — 2# + 2).

lg  ( а Н - 2 )/
л:-г  2

252. х2у” + ху у - х  cos а;— (х 2 4-1) sin#.

253. 4#2?/f + 4#?/ —у = 1
СОЯ3# 8#2 sin #4-4# cos # —sin # cos2 # .

л м .  tl X
254. ^7 = 3at 2y. 255. df. = Ъхat

dt̂ = 2#— 21 dy
dt

-  о2»

1
-Ы 2-

1 *• 3
- 2 - У T *  + 2

—  2t --  1.
/

256
/V* #

257.

dy_

$#

dy
f t

dx

sin

2 1
3̂ # 4-у  «/4-2 4- COS t

sin /
~ T

х —еи у
1

t + j e 2t + 2. 258 ^# _ v  1 
' dt ~

= x-e~2t t) e~2t +
1
t

1_
*2

dy
dt

1
8

= £. 260
c?#

=.2/4-2. 261 •

= #. --- zrg + x d t
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т

274

275.

dz dz
У дх &

О
. II и

dz dz
у дх + & 1 II &

dz dz 1 1
дх dv ж v

ж2. _  л>2у = а, .г = ж

,2 (при ж = в, * = 1 + 2у у- ?уцг).

(при ж = 1, £ = У

276. (ж + 1) ^  + (2/ + 1) ^дх

277. (# + «/) т~ + (я — 2/) С?£

Ж У-

X? +

278 ( Г ' - 2 * г) |  +  у* * 'ду ж2.

279. 2 dz 2 Уa
z

280. у2<к>
дх

dv
ху - -  + хх.ду

dv
dz У

<> ху + XZ (\при 2

V -X

281. *

282. у

,dv
Ух
dv
дх

У
dv
ду

dv 2 х
2 dz z

, Т7 1 1при 2 = 1 , V = ~  + —
Ж

«̂7ж — + ж (9'У —  Х~2 х-у
дл о (при X — 1,

283. dv dv dv
X d x  +  y  7 h j  + z  ~ d z ~ 2 ( x ~ +  y * +  2 2 ) (ПРИ *= .1» ж = уЛ/

284. * ^  + 4 « $  + а . Л’
л2 2г2

285. X

дх
dv
дх

ду

(Х +  2)

dz y V _ * * (при о 1, v = г>

dv
ду

с)#
dz = ж (2 у2 — хЛJ ) cos {xyz)„

286—291. Найти кривые, для которых 
тываемая от данной точки, представляется 
координат ж, у конца дуги: * ."

286. От т. (О, 0) 8  = х + Vay.
%

%
I л. От т.( О,-̂ - S =х ~  a cos



*
I
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290. Отт.  (а,-—а) ' - у  +
х 2
а

291. От т. (а, а) 8= 2а—V 2 (х~ л-у1).
292—296. Найти кривые, для которых длина дуги между 

любыми двумя точками: 8 Х—80 равна разности двух значений
концу инекоторой функции координат,— 

началу дуги:
•значений, отвечающих

OQ« О Q _Vl УоЛшхЗълШ к}* —* *1 и а
*

293. 8 1— S0 = a \o g ^
У 0

294. 8 г — 80 -  V  ay х —  V 295. 8 г Gq о II N
 ^ О.'

296. S, S, где± Х J. Q Т  длина касательной.

*2 у ч*\

297—300. Найти кривые в полярных координатах, для ко
торых длина дуги между любыми двумя точками S x — 80 равна 
разности следующих отрезков, построенных для конца и начала

полярная длина касательной, цол. дл. нормали,
 ̂ uv/л. подьасательная, jP̂  • длина, нернецдикуляра, опух цен

ного из полюса на касательную):
S ^ T t297.

299. 8, —  S0 =
Т  ^ 0 * 298. 8, Ж.

№ .. 300. 8 . — 8, = (Р,) W o.
301—307. Найти кривые, для которых площадь Q, ограни

ченная кривою, осью абсцисс и двумя ординатами: X  = Х  = х, 
представляется данною функциею от координат (#, у)’

,3У301. Q -  a2 log —, х0 = 0.& 302. 0 = —, жй = 0.а

303. о
ха4
а2 У Ч  *"* 304. 0 = аи5 я0 =

305. Q = — , «
У о а.

о

««VогранЕ 
ражается данною

306. Q - у  ■ 8t, = — оо.

а дуги) считается от точки (0,
для которых площадь сектора Q, 

векторами 0 = 90 и 0 = 8, вы-
координат г, 8:

1 1
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л 1
310. 0 = тг~, ^  не 0.2 а о 311. О = 4  (Г3 аЧ), = 0.

а
312. Q = x ( r —a§), Ь =0. г

2

31*. О = \  rS,

313. 0 = -  % произвольноа

— гЯ 2 ' } ’ $0 произвольно, St — полярная

/ Ъ У<*/

подкасательная.
315-317. Найти кривые, для которых объем вращения I 

около оси х или поверхность вращения около оси предста
вляются данными функциями координат я, при чем часть кривой 
берётся между ординатами

315. Vx = ~  ~ху2, я0 = 0. 316. Vx = %y*St, х0 = -  оо.

317. Sx = 2%уТ, х0 = — оо (St—иодкасат., Т—длина каса
тельной).

318—341. Найти кривые, для которых отрезки, отсекаемые 
касательною на осях координат (Хр Yt), или отрезки, отсекаемые 
нормалью на осях координат (Хю Yn), имеют следующие выра
жения:

2
318. Хм —• х + а» 319. =

х
а 320. X .  =

321. Х  = -^Д—5.п X2 + у2

324. ¥ п -  Ух

322
2 (х2 +у2)

* -п w

325. Yn =

х
О , о

X2 Л-у2

323. X  =
X 2

а ь

2а

327. Г. = У х‘‘ + г/а а2. . х .= д;2
а

326. Yn = x.

329. X t - x  + a cot-.Л а

330.
хг

х  = — .1 (Г 331. = 332. Хг = — .f а 1 ау

333. v  я2+ 2/2А* •— • t у 33*. Г. = **. 335. Т, = *.а
• . Ч * г

336. •
t

 в.
II1ч

: 337. r ,  = Vxf  ■ 338. Г, = £ ■W *
• •  .<

339.
?/2у  -  £_

■ * а ’
340. Гг = £п (поднормаль). 341. Yt , 8 n ~

в*
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3 4 2 -3 7 8 . Найти кривые в прямоугольной системе, 
дающие следующими свойствами (8,— подкасательная, 8,
нормаль, Т—длина касательной, N —длина нормали, и

обла-
под-

отрезки касательной и нормали, заключенные между осями 
линат, Р[у Рп—перпендикуляры, опущенные из начала на

П
коор-
каса

тельную и нормаль):

342. 8п = 3у-—2ж.

345.
V х2 + у2

t к

343. N  • Т  -  2ху. 344. Т -  2 V +

346. Р, ■ N  = а2 — у1. 347. + Г* = а \

348. X, Y, =

351. х ■ Т - у  • N.

349. L, = N. 350.
1 1 1

х + у -2Х I а2*

352. L n делится точкой у) пополам.

353. L t делится точкой (х,у) пополам.
354. L t делится точкой (х, у) в отношении m : п (от оси ж к у).
355. i ,  делится пополам в точке пересечения с параболой

у2 = 2
356. Т - а .  357.

359. N + T  = У2
а 360.

. N  • Т ~ х

N  • Т П 366.

№  + Г  = а?. ■ 358. N  ■ Т  = ау.
1 1 ж
N  + T ~ a y • 381. N ■ Sn-  о?.

N 2 + T2 = л2. 364.- Х +
1 1  1
JV + S , “ а "

1 1  1 
367. Av + i , = - ^Л i  л

368. Х пт Y n ~NT.369. 370
1 1 1

X Vп п а

371
374 Г2 -

Т. 372
375. L t = L n.

377. Рп - N ~  а■ Stv 378. L ,  = a.

373. T 
376. P  + x.

3 7 9 -3 9 0 . Найти кривые в полярных координатах, обла-
свойствами (N, Т — длина нормали и каса-

и подкасательная, перпендикуляр
дающие
тельной, Sn, м( 
из полюса на

ттшг
я.

У

379. N - a . 8П а2. 381. Р̂  =
,2

а

382. Т=а . г ая *2 ' г . . N2 + Тг = а2.
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385. N + T  = a. 386. N  • Т  = а2. 387. 1
а

388. 1 г->
а 389. N ■ 390. N  = г

а
391-411. Найти кривые, у которых радиусы кривизны Л  

имеют следующие выражения через координаты ж, через от
резки Y, Т , S'n, St (длина нормали и касательной, поднормаль, 
подкасателъная) и угол а касательный с осью ж:

391. Y = 5 V  ах4, при чем касательная в точке (0,0) есть ось ж

392. Y = 4 K ауА и касат. в точке (0,0)—ось ж.
3

393 . Л - З У  а х 2 и касат. в точке (0,0)—ость ж.

394. Y = /,' • Ж 395. Д У  = ж2 (Y2 + Г2). 396. = жY2
2

397. Y =
Т
У

398. Y =

400. Л =
жТД72

Уз 401. Я =

Тж

У_Т
Sn

399. Y =
Y J2

У
О •

402 JS = Ат'-

403. JS = /i. Y
&

*>
. 404. Л = &• S•и

У
405 Y =к

Т
N
У

406. ЛТ
У

4 0 7 . Л2 = Y2 + Т*. 408.

410. Л2 =409. Л = к • а.2. 

412—421. Найти
представляется данного 

точке, где а = 0.

412. Л = 2 Vas. 413. Я = зКаз3.

к2
sin8 (2а) ‘ 411. Л2 = ¥

cos
кривые, у которых радиус кривизны

от длины дуги s, при чем $ = 0

414. Y = ach а

415,jR=2a ch a 416. В  =
a3 + s’

a * -  $3

. Л-  a
M V

a 1. 419. Л - а  + s. +■ s*.

s — 4s2.
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422—434. Определить кривые в полярных координатах, 
у которых радиус кривизны представляется следующею функцией* 
от радиуса вектора г и отрезков Т, Sn, Р{, Рй (длина нормали, 
касательной, поднормаль, перпендикуляры—опущенные из полюса 
на касательную, и нормаль):

422. В =  ~rN< 423. В - V г2 — а2, при чем касательная
в точке (а, 0) есть полярная ось.

И н т е г р и р о в а н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и и . О т д . Y„

♦24. В -  РГг
N T

425. В  = — ур.Г + 1 426. В  = Т.

427. В = s . . 428. В  = Р п. 429. В 2-~--T* + NK

430. R „ Л72. 
~ Г

JV*
431. R  = 2 ./у* + 3 2 х =

1 1
Т  + N '

433. В *

ъ
II 434. В  = г. •

г
435—453. Найти изогональные траектории для данных систем

ТС
кривых при переменном параметре а; угол «=  — в тех задачах, 
где значение его дано. 2 2

435. +J2ax~ а2 ( а > 0). 436. —Л —2 -  1 (спост.,а>с)>CL С
437. ж3- Вху2 = аь.я 438. cos у -а е ~ х.
439. (х2 -ту%)ъ -  а3 (ж8 —3 ху%). 440. х5 — 10 ж3г/2 + 5жр4 = аь.
441. ж4 —§х2у2 + у*" = а4. 442. (ж2 -t-y2)2 = а2 (х2—у2).

443. ау2 := ж3. 444. х2+ 2 у1 -  а1.

445. х ь + у* = аК 446.
• т

х2 + уг -  12ау.

447. %У =: а2 . 448. х2 — "g- У* ~ а*•

449. ак sin Ш. 450. (ж + ж0)2 + у2 = а( X 2).

451. ху = + а2, ы =
тс

- 4* 452. х2 = 2а( у—хрУ),' 6> = у .

453. а* sin /с0 при произвольном угле о.
454 -471 . Найти эвольвенты следующих кривых:

454^ жс =: а (t—sin ,к 455. жс = -|- tg2t. 456. хс -  a cos* L

У - : а (1 — cos t). • уе = — р tg £. sin3 и/ '
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457 /У* + ъ
а ch3*. 458. Х(. t —as\\ — ch —а а

Уе-
а2 }?

ь shs t. ус = 2 a ch I
а

459. = а
а

62
--cos8£. 460.

Ус =
а2 Ь2 .sin8^а

а cos (1 + 2 sin2i).
Ус -  asm * (1 + 2 cos21).

3
461. хе = р + ^  cot2*. 462.ж€ =

% = — cot31.
Ус =

а4 + 4
2tz

За4 + *4.
2 аН

463. xc

Ус,-

*(а4—£4) 
2а4

5*4 + За4
6а2*

464. хс = а cos t.
уе = а sin t.

466. = 2 а (*cos/—sin*).
y .- 2 a  (*sin* + eos*).

465. xc -  ae~l (c,o& t +
Ус -  ae~( (sin t —cos t).

467. x 4,at
Кэ

<, + 8 » -
yc = 5a (1 +  *2)2.

468 x €

d~ o,
g- (2cos * + cos 2*). 469. (3cos * + cos 3*).

a
Ус -  jr (2sin t + sin 21) a /rt .

= a- (3sm t + sin 3*)

470.
2 a cos8*

xe.~

471. я£ =

cos 2*’ ',c

a a /л 2~ + *jp“ (2cos t

2 a sin81
cos 21

a
cos 2t), yc = -гг (2 sin t + sin 21).

472. Найти поверхность, которая пересекает ортогонально 
систему конусов х* + у2 = а?я* (а переменный параметр) и прохо
дит через линию y = h, х? + ** = 2ах.

*  <

473. Найти поверхность, которая пересекает
систему параболоидов х2 + у2 = 2аг(а перем. параметр)
дит через линию х = Ь, а3 = 2 ру.

474. Найти поверхность, которая пересекает
систему сфер ж2 + у2 + .г2 -  п2 (а 
линию x = h, y2 + z%-

и

а
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475, Найти поверхность, касательные плоскости которой

-иы прямой
X — 1

9
У 1
3 = г-—, и которая проходит через окруж

ность .с = hy у2 + л,в = 2 дг.
476, Найти поверхность, касательные плоскости которой 

проходят через точку (Ъ, О, Ь) и которая проходит через окруж
ность ц -  h, х 2 + 23 = а*.

477. Найти

плоскости с прямою

поверхность, нормали которой лежат в одной
■х у г

Н О С ТВ X
о—U- У ~

1 1
= h.

1 и которая проходит через .окру ж-

О Т Д Е Л  V I .  

Определенные интегралы.

1
" xsim'dx 

] 1-е со*2 .г
у

2. [ tos’sin^.r
г

3 . / /:.

(
I v

4 Ж 01X0V X  .

о*
1

7 X11ом X
i~T=S

и
2

а

1
_ г arcsine ,5. / ----------------------- dr./г

с * /

о

8.
10Ц’ (1 -f- X) т

1 + д,2 -аж.
п

а
9

dx

6 log х-ах

+■ х

VI
( !

1 \
• log ( х + — ) ■X /

•X
;Г’'10й

v-'2 mI + (m Г).
о

/11. —т— dx (п целое положит sin#; v # / ♦

О
S V

12
snmKCOsgr

sinz

ТС

dx (п целое положу. \/1 3 . ! log sin#" соsnxdx (п цел.).
О

14
Г.п -  [ ntdr~X

O'- * хf  - tm t, V .  /

dx, a )> 0 , b >  0 .
c О j ■ V cosmxdx{а> 0 , />>0).
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д а

РО ИХ е
х - s imixdx (а:>0р &>0)

о

17
д а

* *  ■* _п vi> f '*О е— Ь ~с \ &

V X d x  (ay0 , 6 > 0 ) .
О

д а

18./J оО'
' ■С* + Х'- соsaxdx ( a y 0, й>0, с>0),

О

ос н !Р
19 е е " \d x (а > 0 ,£ > 0 ).

V»

ТС

20.Ге cos (ЙЯПЯ) <&р, а> 0 .
О
со

21
с

Ж
■ smc# ” -u’------ в dx («>0, 5> 0 , с-У0)

О
со

« 0  f c o s d x — созсж ~"г
^  I ---------------- е dx (а>0).JО

ос

Г(

с

о A f comxdx 
"  j  (1 +a*2)B’ а"> 0

00

23 cosaxdx
(1 -f x2}2\ii а У  0 .

0
1

25. aretgr/a: • dx
x V l0 X

O b

*ыи a ^  'Cthjzfl/X * di/X
2 a>0,  6>0.# (1 +• /V#2}0

I -
27 2'sm(atg#j

tg® ■ dx, a y  d
0

28
4

a rc tg  ( f t j / l  ~ tg'2a?) c£r,

0

!
29. (

*? О \8- a")
n

on /'log(l +  a 2x 2),
30. / —̂ — rrr-r— 'ax, « > 0, b y  0.

1 .8- blXл

1
31 f  iQg(1 + a*xr)

*J V b ~
v  &

0 ■£P

32
TC
T S’

Sin# - dx
#

33 cos.r
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f v
ол /Чоя (1 + asms) ^3 4 .1--------:---------  0 < а < 1 .

•О

$тх 3 5 . /
g —ах'2 ___Ъх'2

X2 cfct,a>0.&>0

71

36.j  log (a*cos2it + 62sin2it) c?it(a>0,6>0).
«

07 f  cosax— cos&r
о/. I ------ 71------a#, 6 > a> 0

J %
ac

38

00

sin3 (a# 
x dx, a > 0.

лл .sin4 (аж, ,
39. /-------- cte, a > 0it

«О

40. a > 0.
£

«
OD
Г sin ar cos cos cit , _ A ■ л . m 

41. /--------- —-------- 0, c>0)

CO

♦ 2 . /
sin ад; sin bx 7 '  ̂ _ 7. л------ з------ dx, й > 0 , b y 0.

•e
43

sin ax sin bx cos c:c
x.2

dit, (a> 0 , 6 > 0 , c>0).

tC 00

44
sm ax sm bx cos cx

xs dx, a>_b> c>0. 45. f
sm* ax

xb dx, a > 0 .
«

46.
sin4 ax

it4
47

'sm ax 
x&

dx, a> 0 .

Ж
48. fe

MX sm /

x
dx, (a y b , b y 0, c> 0).

49. j
“ sina

X
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50
—т *sin * СО

е х clx, а > 0 , £>0. 51.
— йх •sin* Ъх

х% dx (а>0, 5 > 0) с*>

«
to

52
— «а;sin Ъх sin сх

----- ~1— -  dx (а > 0, 6 > с >  0)ж«
м

S 3 . / log (1 + а2ж2) • arc tg bxdx
х * (а > 0, 6>0).

♦

54 log (1 + а2ж2) log (1 + 62ж8
.4 dx, а > 0 , §>0

0
7t

55. I log (1 — 2cos dx
«
Ж

56. / cos мж • log(1 — 2аcos х + а2) Ъх(пцел. пол.).

П
5 7 . / log sin

2т,

1 —• 2а cos х + а2' 58
О
м

sin mxdx
Г -  2а cos* + <“  целое)

6

59. ж«1ж sin Ъх
* V*

4 1 4- ж2 1 — 2а cos йж -ь ar t I , 6 > 0 .  60
1 — а cos ж

1 — 2а cos х + а2 dx
о

61. xdx
2r,

1 — 2а cos 2ж + а2 ’ 62. f
ж2 sin

J 1 — 2а cos ж 4- а2в
2тс

«0 Г ж cos mxdx
63 ] Т = 2 Г с Ш Т 1 ' (т чел- П01->-

•<  / г -
sin »»ж sin xdx

2а cos * + в« (т цел- пм ->

»«• f  log sin ж̂ ж , . „
65 J i Z - r z z r z ,а cos ж 66

1 —  а  собж
(ш цел. подч
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70 cos пх О' I ХУ \ acosx)dx, \а 0

71

0
О  -г
*п А  I  - v

ч а !
о
2тс

ж2 sin xdx
I a cos х а < 1.

0
х

2 т:

X. 72
а:

, 1о
a cos ас (|а |<1, т цел. иол,)

J V
_ . 'smmxsinxdx , , _  >74. / —------- -——(!«[<!, т цел. пол.)1 a cos х

Г>

(Д/ *•

(1 О) (1 — а cos ()£)-— т ~  (1 а \ <  1, !> >  0 )гnsпх '1
о



У
v ,  ' I 7i tJX. UJ'jl ti, 93

i
x m (1 — xa)p dx при m -f

n0

1
Ytb -4~ 1я"‘ (1—xn)p dx при —-— + pnо

■),p: i

«">0

к (

■x ?~г dx
j ,  0 < р < 1 .

0
(1—x)

•)

0< p <  1 ,w> 0

87 2- tgM xdx
a2 cos2x + Psirfx 1 < ^ <  + 1

о
X

88
ohax
^ M dx ( -& < « <  +b, 6> 0).

0
x

a
J0

аУмаУж 
ch&r 6> 0).

i
90 xn~ldx

о (1 + ax) (1
7T

tg2 p —  1 xdx (0< » < ! ) •
0
X

92 9
x kdx

a > 0, 6> 0, 0<
{> . ] f V 1
M <  1

0

9 3 . / Ж УЖ

О
(a + Ъхту

/* ’ 1а > 0, 6> 0, 0<  !-~г <1ш * I I 9-

X
94

жУж
00

О
(1 + ж4)4л;г « 9 5 . /

/у**£/О
М В и М р !

о
(1 +х \ 4*

* V

9 6 . / 2 81П3",~1ЖС08ап- 1 xdx

о
(a cosy + b sin-’ж) 5-т- Н Г>~,
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1 «

97.
smn~l xdx 
(а + bcosx)n « > & > 0, п > 0).

О

Ж98
x idx

т
/

(ш > 1, 1' + 1> 0).
О У 1—х

•J w

f  99. sin2” ^cos34-1# ^  ( р > 0, q > 0).

*о
>1

« 100. I e—Knx kdx (w > 0, 1 > 0).
О
00 t* 00

101.
sm x

V  X
dx. 102

cos a;

0
«0

0 V x
dx . 103. f cos x %• cos 2

00
104-. / sin x} • cos 2 axdx. 105.

sm x
П

in и

о V sc
d x , n >  1

X

106.
0

cos я;
n

-m / ------У x
dx , n

a -f l

108. logT (x)dx, a > 0
а

1
Л ,

107.
C

/ logT(a;)^.
tI

■x? o c

109. J
0

f Г to
V cha; i  V cha#•

m oc

110 f  е ~ хП ■ x n - m ~ l d x  ( w > 0 ,  0 < ш < п ) .

0 C

* * u

/
- (1%

sinPjp’ 0< -̂ )<^1

112
/1J

r-l n
жft—2

1 —07ft
© 0

l

113 \ —XndX:- iX« - *  У l —  x n d x ,  w > 2
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•Ю
||д  f cos^dx

00

chx 115.
й(chac)2п -+- 1

1C 7С

не. Доказать, что / (cha; + ch£C0S9 )I£9 ch# + chaccos<D)*+i
$ %

Ун

117 2
доказать, что тс C 0 S (£ C 0 S 9 ) ( fc p

Х
1~ ¥  +

4
22- 4'-2

Ж8
2^42-62 + .

it

2 ~ °°
118. Полагая J 0(x)= —J cos(xcos<p9 , найти f j 0(ax)e~brdx

I
(я>0, 5> 0)

119. Доказать, что интеграл </0(а?) прим. 118 удовлетворя
. 1 ,. уравнению у +— у +у~0.

СО
дифф. уравнению у

120. Зная, что J0{%) прим. 118 удовлетворяет дифф. уравне-
%

нию примера 119, найти \ xJo{ ax)Jo(bx)dx при Tf̂
0

1
121. Из предыд. примера найти fxJ02(ax)dx.

1
122. \xJ0(ax)dx (см. 118 и П 9).

0

123. Найти / 4 й = ^ ? ,  а > 0 (см. 118 ж 119)
О г ¥ + а
90

124. Найти
J l(x)dx

V  хг +  я?(«><>), полагая 1

носит. J 0{x) см. 118 и 119).
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125; Доказать, что дифф, уравн. ^+ co tb*  • у 
удовлетворяется следующими интегралами:

/«.'(/<+1 )'Н—

7Г ТС

(cba: 4- ch;rcosa>)+p, do

о о
(chx -j- sharcos®)"+1

126. Доказать, что дифф. уравн. (l — x 1)yv — 2xy/ -f-

+
1
4

* \

у —$ ( п  целое по лож.) удовлетворяется следующим

интегралом:
+ ~

1 Г cosnodo
izj У х С08Ф

, ж> 1-
J W

127. Дока зать, что дифф. уравн. (1 — #2)г+-2ау/ 
1

Г

И-
о I

4
у —0 удовлетворяется интегралами:

О

cosp-ф̂ ф
V  сЬф — - X О

cospwpcfcp
I I -  -  1 - —  I

V eli'L -f- x

128-132. Найти с помощью, преобразования в полярные 
координаты следующие двукратные интегралы:

СО 00 00 со

128
■ I I

е ~ <**+#* J~2xm osa4xdy. 129 в ~ 0“‘-|-̂ "!/acos2a+V*)flxdy.
О о о о«■« ь

130
dmdy

О о
(с2 + х 2 +г/2)3/*

+ 00 + 00
131

dxdy
(«* +у* + аа) 5/г (*а +y*+-o13),i

a > 0, a ,> 0)
оо—со

132
/ / >

1 я2—у*
1 + х2 + у1

--dxdy при щ>0, + ?/+1 .

133. Доказать, что при a2 + 6s = 1
w

a2 cos2'y + b2cos2u
a*sin+ (1 О e

о о



9 7Отд. YIL Р я д ы .

дов,

О Т Д Е Л  YII.
Ряды.

1 — 40. Разобрать вопрос о сходимости для бесконечных 
общие члены которых ип имеют следующие выражения:

ря-

TZX _ 1ZX _
1. (—l ) wsinr^. 2. (—l)wsin̂ 7= .  3. ( —1)

Xп
п

V п Vn(n+  1)

4. п* . tgp ( ^  V 5. пъ. log? (1 + х . 6 . п*.п п 1 + а т

П 1

7
iW + а

п1+ Ъ)
т

1 г . . П п 1 +  а \ р

пт + Ъ 9 пк. аП 1 f .

10. Упр+1 п. % \ Vn* + l - V n * + l V n .

12. Vn2 + an + b—V n2 + axn + bx.
3

13. V n 2 + an + b— + «^.+ 65,.

14. e —a

16. asinTZ
n

18 t g7ZX . %xsm-n nк

b
n * 15. r 'n + 1

4  X

Ъ log n + 1 • 17. n\ t g TC—n 1L n

a
n

1Z
n

19. log cos • *»■

• \

20. a
n

a *ini_
n

22. ( ch 1
\ П 1

P

. тт: tz21. sm----- sinn

23 sh 1
fl "j~ 1 
1 \ p

П П

24 arctg W arcts-ST T 1 ^

25 7C ■ Til
arc sm ——arctg— упшn n

t
1

7
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26. log пе п

l  +  Vn^ +  l
27. — • 2® +1 x 2n+l

2 ' 4- 6 . . .2w + 2 '2» + 3‘

28
1 • В • 5- • -2®-—1 1

30

2 • 4 • 6 - • - 2® n?

a(a + 1)- • - (a 1) ~|p 
ЫЪ +  1) ' - ' {Ъ +  п-— 1)

29. 1 • 2 • 3 • • •n
(1 + a) (2 + a)---(a + ®)■n?.

, Ъ^>а.

31.
(a + 1) (2a + !)•■-(®a + 1) / 6 \ w
(6 + 1) (26 + l)---(®6 + l ) ‘\  a)  (a> 0 , 6 > 0).

32

34.

( 1 - 2 - 3 - n )8
1 - 2 • 3---2® ' V

a(a + 1)---(a + ®—1) 
1 • 2 • 3

33 Г 2 • 4 • 6- • •
L3 • 5 • 7-.*724

2%
(2л+1)

, 0 О < 1 .

35. «(» + Ц - - (< и -« -1) . Х [Я > 0 .
1 • 2** -n

36
1 • 3 • 5---(2®—1)

37

2 • 4 • 6---2® 

2 • 4 • 6- • • 2®

1

Г 2 • 4 • 6' 
|_ 1 • 3 • 5- • •(2®-l

Y  iJ ‘®«’
a2 +

38.

l_
4 a2 +

9
4

V 9 • a2 + (2®—1)2
4

39.

(1 -2 -3 . • • ®)2

(2a + 1) (2a + 3) (2a + 5)---(2a + 4® —1)
2 • 4 • 6 - - * 2® • (2a + 2) (2a + 4)-*-(2a + 2 ®) • 22n(a>_0).

40
(2®—2 —a) (2®—4—a)---(2—a) a (a + 1) (a + 3)-•-(a + 2®—1)

1 • 2 - 3 * - • 2 vb
(случаи a пол. четного и отриц. нечетного—исключаются).

41—55. Нижеследующие функции разложить в ряды по це
закона составления коэфлым положит 

фициентов и
степеням % с указанием 

границ сходимости ряда:

41.
5 — х

12— х —х з' 42
2 — х + 

(l —x f 43. -
х

sm х 44. х cot х.
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45.
дг

ch х — 1

48.
1

V
arc tg

х V~2
l — x2

46. x
log (14-я)' 47. x

1

49. 1 x2 4- 4-1
2 V T  °S x * - x V 2  + l

- rt 1 l  + 2x + x 2
5 0 .7Г log1 i----—<r3 & 1—

1 X 251. — arctg^-^j +  g-arctg^.3 1 - x

52.
1

21/3
log

1 + x V  3'+ x2
1 —ж 1/3.4- д;2

53. 1 дг У 5
jTf arc te :-----;V 5 1— x ‘

4

54. arc tg (дн-1). 55. log (1 —x  + x 2).

56—73. Определить суммы следующих рядов с указанием
пределов сходимости ряда:

~ п  1 х56. 7Г-+ Г—7 + X
3 ' 1 • 4 ' 1 • 2 • 5 + • • • + хп

п\ • (п + 3) 4 . •.

57 х дг X 
4-1 -3  3 -5 о • + ( - 1)п (2п—1) (2м 4-1) + • •

58.

59

60

61.

X* дг4 X5
• 1 • 3 2 л* 4 3- 5 •

1 2дг2 Здг4
' зТ• + 5! 1 7! + • • е. 4-

1 2 3 л
' 2 X2+ 3■ хг + 4 я4+

1 1 3
3 дг3н---

2■ Д!44 * 5“ дг6

. . .  +  ( - i ) M_1
Xп

(п—2) п + • • •

пх2п—2
(2м 4- 1)!

*-f- . . .

в I • +
п

М4-1 X + « « •

• • «+
п

114- 2
д:и+2 4------

х

63. х ь 1
— I—3 ' 2

64. 1 2
3! х 3

д:4 х 5
62 ' * - 2 + 5 3w+T Зм + 2

Ж'
+ 1 .3 х

3 -5  .2 - 4 ’ 5 • 7

~f” . • о

+
£2n+x1 • 3 - 5 • (2м -3)

2 • 4 - 6 • (2#—'2.) ’ (2 » -1 )  (2Л4-1) “Г • * •

3 4̂
5! дг 5-6

7! х t # • + ( J).+. **.+. + ...
(2м4-1)!

7*
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65.

66 . х

67
я 4

1 1 к 1 7 / i  \ Г

3

х*—-=-
5

X5 — ̂ г X + * * *  +  (  —  1) п 1

1 .  1 к  1 7 / -« Гхъ—  
Х  5

x b  +  j х  + • • • + ( — 1 ) w  I

х 6 Xs х?п

X4п+1

+ х4п+3

4 м  + 1  A n  +  S

х4п-\-1 Г4w-|_3
4w +1 4w + 3 + • •

+ +
• 1 * 4  3 - 6  5 - 8

+ ... + (2w—3) 2n

68 . x — #2 + i- #4 +* « • +
4 n + l .̂4w -f 2 ф4п+4 \

_|— ----- - ] -j- . . .

X 1*3 x
4n + 1 4n + 2 An + 4

1 • 3 • 5---(2w -7) жгеx '* 1 _

+ 2"' 4 + 2^1' "б + + 2 -4 -  6 -.-(2 » -6 ) ' n
70. a0 + агх + a2x2 -!------vanxn+---

+ <* • •

2*~ 1 '
при условии: а ай+2 + (3 an+1 + y an = 0 для м > 0.

7 1 .  1 + # + . ?2 а ? 2  + Зя3 + 5а?* + 8х5 Ч—  + апхп н—
. При йи_|_2 = Ч- (м — 0)»

72. + а̂ а;2 н---- + + • • • при условии:
(м + 2)а а й+2 + (м + 1) рам+1 + м уап = 0 для значений м2: 1.

\ “ а I

73. 1 + 2я —а?2 + 1 2
я а:5 + + апхпА---- при (п-+ 2)а„+2 +2 5
+ (» + !) an+i + ма„ = 0 для значений м2: О

74—90. Найти суммы следующих численных рядов:

74. 1 1
2

1 1
Т  + 7Г +
4  5

4 • • + (
1 1

75. 1

76. 1 +

77. 1

78. 1 +

79 1

1 1 1_ — тг~ + — _J_ . .
3 5 7

1 1 1
¥ 3 4 + ••

1 1 1
5 +  9 “ -— 4- *13 +

1 1 , 1
3 5 ~ Т  +
1 1 1

‘ 7' + 13 “ Т9 +

+ ( — 1)п

• *+ (

[_3м +1 Зм + 2

Г 1 1
|_4м +1 4м + 3

Г. 1 .
<

1+ „

] + -

+ • • •

2м +1  2м + 2 + . .

+ ( — 1)~ 1
4м +1 + • • •

• + * .  • • + (—4)
1

+
1

4 м+ 1 4м+ 3

+ .  .  .  + (— 1 )п«
1

6 м + 1 4“ .
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+

80. 1 + 1
5

1
7

1 
11 + . . . 4- (—1)П 1

+ 1
6 % +1 6 w + 5 +

81.
В 5 7

+2.4 4.6 6.8 . • . + (—1)ft 1 2 п +  1

82.
1 1

+
1

1.3 3.5 5.7 . • . + (—!)”.

2 п (2 п + 2)
1

+ • .

(2w + l)  (2w + 3) + •

83.
1 1

+
1

1.2 4.5 ' 7.8 . . •'+ (— 1)”.
1

(3 1) (3 w-f 2) + .

84.
1 1 1+1.3 5.7 9.11 • • . ■+■ (——l)w.

1
(4п + 1) (4п + 3) +

85.
1 1 1+2.3 4.5 6.7 . . . + (— 1)П — 1 1

'2  п (2 п + 1) + .

86 .
1 + 1

+
1

1.5 9.13 17.21 + . • . +
1

(8 п + 1) (8 w + 5) + . . .

87.
1 3 5+1.3 5.7 9.11 . . .  + (— \ у . 2 п + 1

(4 п + 1) 3) +

8 8 .
1 1 1

3.5 +
1

7.9 '11.13 15.17

+ ( - i ) п—1 1
(4 п—1) (4 п + 1) +

89. 1 1 1
1.7 + 13.19 + 25.31

90.
1 1 1

5.7 11.13 + 17.19

+ . . . + 1
(12л + 1 ) (12 п + 1) + • •

... + (—1)П—1 1

91. Доказать, что сумма ряда
(6п—1) (6W+ 1)

С.о + <?1
1.2.3 . . . к (а ■+• 1) (а -ь 2). . . (а -{- к)
с» с .

(2 а + \)  (2й + 2)...(2 я + /с) + .. .  + ( ш + 1) (па+ 2)...(па + к)
выражается интегралом

1
1.2.3 . . . 1)

*
t )к~1 f ( t adt ,

о
если

+ ... + Спхп+ ... -  f  (х) при |ж| <  1.
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92—118 На основании результата 91 найти суммы след
рядов:

СО

92. У
1

0
00

(2 п + 1) ,(2 2)

94. V
1

о
00

(4^ + 1) (4'П + 2)

96. V ( - 1)п

О
оо

(2 п+  1) (2 п + 2)

98. ^ V 1)П

О
00

(4м+1) (4п + '2)

100 У 1

о
оо

(2тг+ 1)(2?г+ 2)(2?г+ 3)

102. У 1

О
оо

(4 п + l)(4w+ 2)(4w + 3)

104 ( - 1)п

О
(2 п+ 1){2п+ 2)(2w+ 3)

GO

106. У ( - 1)П

00

93. ^
1

О
со

(3 w + l) (З м + 2)

95.
п—1

i-J п(п+  1) 
1
00

97. У ( - D п

О
00

(3 п + 1) (3 2)

99. У
1

п{п+  1 ) (п + 2)'

00
101. "S

1

о
00

(3я + 1)(3я+.2)(3» + 3)

юз. У ( - 1)п—1
• п \ п +  1) (п+ 2)

00
105. > ( - 1 )п

О
(3п+1)(3м.*2)(3гс + 3)

о
СО

(4 w + l) (4^ + 2) (4м + 3)

107 У
1

О
со

(2ю+1) (2 w + 2) (2 м + 3) (2 w + 4)

108. У ( - i ) п

О
оо

(2 ю+ 1) (2 п + 2) (2 w + 3) (2

,09. 2  < = ^ г 1.щп
1

(2 п + 1) (2  ̂+ 2)

110. у ( — 1)п 1
,П 62п +  1) (2м +  2) (2п +  3.)
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СО
111 V i 1)п 1

о
2п +  1 (4% Б) ( - f -4) (4п 4- 5)

00

112* У ( “ 1)
п 1 • 3 * 5 • • • (2 уь — 1) 1

2 • 4 • 6 • • * 2п (2п —j— 1) (271 2 ]
о

т * х 1! • 3 • 5---(2 — 1)
” 1 9 . 4- • в • • • 2м

1
2 -4 * 6 “ * 2п (2п 1) (2п 2)

о
со

114*. V  ( - 1 )п
1 • 3 * 5• • • (2п — 1) 

2 * 4 • 6 * • • 2п
1

(2 п
о

со
i<C!k ^ 1  • 3 • 5---(2м— 1)
ПО 1 I /  Q А П А2 • 4 • Ь • • • 2%

1
2 • 4 • 6- • -2 п(2п +  1) (2 -f- 2) (2 -f- 3)'

о
со

116. V
X

» ( 2w + l )  (2» + 2) (2м +  3)

00

п

117. V ( - 1)п 1 1

о
со

(fi —j-- 3) [fi “J~ 4̂  (m ”4“ 5) 2n

118. 2 < -D
n 1 1

о
(2тг-}-2) (2w +3) (2n-j-4) 3n

1 .3  • 5---(2w -l)
(В задачах, отмеченных *, коэффициент — —̂-л— ^ —  при 

О условно считается =  1).
2 • 4 • б • • • 2п

119. Доказать, что сумма ряда

1
С° +  -̂ Cj 4"

1 • 3
2 -4 С,+

1 - 3 - 5
2 • 4 • 6 3 • •

представляется опр. интегралом
2
тс

и:
Т

f  (sin2©) do, если
О

с 0 -f" Сха? +  С3#2 4 * С3ж3 4 - f  (х) при 0 <  х <  1.* • •
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120. Доказать, что сумма ряда
2 2 -4  2 * 4 -6

+  У  C3+ M c fi+ : - i 4 c8 • 5 3*5*7 7 • • •

равна опред. интегралу j f  (sin q>) do, если

TZ
~2

0
CL% -f- C3a:3 +  C5£s -j- . . .  — f  (%) при 0 <  x  <  1. 

121-134. На основании результатов 119— 120 найти
следующих рядов:

00
121. У ( 1)п—1

П
1 *3* 5,..(2w — 1)

2*4* 6. . .2п
оо

122*.
•̂ 1 ( — 1)” 1*3* 5***(2w— 1)

О
оо

2 п -}- 1 2 *. 4 • 6 • • • 2 п

123*. 2 (  — !)*•
О
оо

О
00

О
00

О
00

127*. V
о
00

О
оо

129

1*3* 5***(2n — 1) 
2 • 4 • 6 • • * 2 fi

124**. V ( — 1)и*
11 • 3 • 5 • • • (2п — 1) 1

2 • 4 • 6 — 2п 2п

125*. 2  ( — 1)и.
2 • 4 • 6 • • * 2 ft * 2

3 * 5 • 7• • • (2уь 1)

126*. 2  ( — !)"•
2 • 4 • 6 • • • 2 ft 1

3 -5 -7 - - - (2 л + 1 )  2п

1 • 2 • 3 • • • ft
3 • 5 • 7 • • * (2п 1 у

128*. 2  ( -  1 )”
2 • 4 * 6 • • • 2 п 1

3 • 5 • 7 * * • (2w —j- 1) 3ft

*чу11 • 3 • 5* • *(2w — 1) 1
2*4*6***2w. ’2”

суммы
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00
130 *. "V 1 • 2 • 3 • * • fi 1

о
оо

3 • 5 - 7---(2ю +1)’2п

>31*. у  ( 1 * 3 • 5 • • • (2п — 1) 1
!)*• о . « (а >  1).2 • 4 • 6 • • • 2п ао

со

132. * 1 • 3 • 5- • - (2ю—1) 1
2 • 4 • 6* * •2п ап(«> !)•

о
ОО

133.* ^У(— 1)и. 2 • 4 • 6 • • • 2 уь 1

о
оо

3 • 5 •; 7* • -{2п + 1) ап (о > 1).

134.* У
О

2 • 4* 6 • • • 2п
3 •5  • 7•# • (2п+ 1)

1
ап («> !)•

(В задачах, отмеченных *, коэффициенты
2 • 4 • б • • • 2 

3 • 5 • 7—(2 w- Н-1)

1 • В • 5---(2гс^-1) 
2 • 4 • 6 • • •2w ж

при п = 0 условно считаются = 1).

135. Доказать, что . сумма ряда
1» 2* З2

• ♦ • + О.-!
п2 + ♦ «

равна —J f{x) logic dx, если G° + Схх  + ••• + Gnxn +• • • /(* )
при \х\ < 1.

136— 139. На основании результата 135 найти суммы сле
дующих рядов:

ОО

136.* 47 1 ’ 3 • 5---(2»—1) 1
2 • 4 • 6 • • •

о
оо

(2* + 1)

137.* У *1 • 3 • — 1) 1
2 • 4 • 6- • • 2%

0
оо

(л + 1)а '

138.* > ?(— 1 . 3 . 5-»-(2w—1) 
2 • 4 • 6-*-2w

1

о
{п + 1)
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139
СО
X 11 • 3 • 5-“ (2и—1) 1

/ 2 • 4 • 6 • • • 2w (2и + 3) 2 '
о

(Относ, * см. выше, при 134).

140—168. Разложить в тригонометрические ряды (ряды 
Фурье) следующие функции:

, . I

140. f ( x ) = — 1 при — с < # < 0, /(# )  = +1 при 0< # < с .
/

141. /(# )  = 0 при — с < # < 0 , /(# )  = +1 при 0 < # < с .
142. /(# ) = # при 0< # < с . 143. f{x )  = х при — с < # <  +с.
144. /*(#) = \х\ при — с < # <  -не.
145. f{  #) = 0 при —т с< # < 0, /(# ) = #■ при 0<#<тс.

\
146. /(# ) = # при 0<#<тс, f (x )  = тс при т с< # < 2тс.

147. тс/(# )  = # при 0< #< -^ -, /(# )  = тс а? при тс
9 тс

/

148. /(# )  = Ъх при — т с< # < 0, f { x ) - a x  при 0<#<Стс.
149. f (x)  = ж2 притс<й/< + тс. 150. /(# )  = #2 при 0< # < 2тс.

151. /(# ) = ж2 при 0<#<тс.
152. /(# )  = X При —ТС<£Г<0, f { x ) - x  при О<$?<тс.
153, / “(#) = О при—т с< # < 0, /(#)=#2 при 0 <#<тс.
154. f{x) ~ с2—х2 при
155. f { x ) - x ( c 2—х2) при —с < # < с .
156. f ( x ) - { c 2—х2)2 при — с < # < + с .
157. f (x)  -  sin# приО<#<тс.

158. f (x)  = sin# при

159. f (x)  = cos# при

тс . > тс
а  < ж <
ТС , ■ тс
2 < * <  2

160. / ( # )  = cos#при 0<#<гс. 161. /*(#) = #sin# при — тс<#<тс
162. = #cos# при — тс т с .

#163. /(# ) = logsm— при 0< # < 2тс.2
164, / ( # )  = sinjji# при — тс<#<тс ( jjl не целое).
165. /*(#).-cosp.# пр тс <  # <  тс (р, не цело е).
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166. /(# ) = sh$ при— тс<&<7-. 167. f(x)  = сЬж при—
168. f(%) = ех про — тс<я:<тс.
169—187. Задачи по исчислению конечных разностей.
169. Полагая Si, = 1* + 27с + 3* + —  + (м — 1Т, вычислить Sn. 

при к = 3,4,---9.
170. Полагая Tj, = 17г — 27с + 3* — 47с + —  + (2п—1 )*, вычислить 

Т]( при к = 2, 3, 9.
©

Вычислить следующие суммы:
171. 1*3 — 2 - 4 + 3 • 5 —— 4 • 6 + • • • + (2 м—3) (2м—1).
172. 1 • 3 + 2 • 4 + 3 • 5 + 4 • 6 +.- •' + (2м—2) 2м.
1 7 3 .  1 • 2 • 3- - - 7с+ 2 - 3 • 4 - - - ( 7 г + 1 ) + - - -

+ (м —& + 1) (м—& + 2)---м.

174. 1 1 1+1 -2  2 -4  3 -5  4 -6
1  -| . . - ■ I  ( - О ’! 1, 0 0

м(м + 2) V

17К 1 1 1 11 /Э.  ----г + тг—* 4~ ^—~ 4—:— 4“ * • • 4“ 1
1 -4  2 -5  3 -6  4 -7 м(м + 3) + 0 0

176 8 + 11
+

14
1 - 2 - 3 - 4  2 •3 •4 ♦ 5  3 - 4 - 5 - 6 + • #

+
Зм + 5

м (м+ 1) (м + 2) (м+ 3) + • 0 0

177.

178.

179

10
+

36
5 -7 -9  ‘ 5 - 7 - 9 1 1 + 0 0

+
2м2 —• Зм +1

м (м+2) (м + 4) (м + 6) + • • .(м нечетное).

1 1 1 1
+ +1 - 5 - 9 2 - 6 - 1 0  3 -7 -1 1 + * * • + м (м + 4) (м + 8) + • •

I2 22
+2 - 3 - 4 - 5  3 • 4 • 5  • 6

+

+ 0 0 0

П
(м+1) (м+2) (м + 3) (м + 4) 4“ 0*0

180
1 2

2 - 4 - 6 -8 3 - 5 - 7 - 9

+

+ ♦ 00

( IT-Lm2
(м +1) (м + .З) (м + 5) (м + 7) +
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18!.

182

3

2

5
+ +

5
■  +

7
1*4*7 2 * 5 - 8  3 - 6 - 9 + • • • +

2# +  1
п (#г + 3) (w + 6)-  + • о о

8
• 1 - 3 - 5  2 • 4 • 6 3 • 5 • 7

• •

+ ( - i ) п—1 Вп—1
* п (п + 2) (п + 4) + f • *

Вычислить при помощи формулы Эйлера-Маклорена сло-
суммы

183. 1 + 1 1 1 1
3 . -4- к  г +, -г 5» -г 7 + ♦ • • с точн. до 105 ’

184
1 1 1 1

• 10 "  11-{- 11 + * ’ • ”1“ а л с ТОЧН# до99 106

185.
1 1 1 1 1

+ +100^103^106
—̂ « • I ■397 с точн. Д0^ 8-

186.
1 1 1 1

+ +
Кюо У 101 102

+ . . .  + с точн. до
1

109*

187.
1 1

+5001g500 5011g501 + • • •■+■
1

9991оа:999
1

С ТОЧН. ДОу̂ р

(lg—знак натурального логарифма).
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Высшая алгебра.

1. Рассмотреть (1+ «)**.
2. Рассмотреть (1 + г)4*+2.

3. Р п—1 —
1 — a cosЪ—ап cosпЪ + a№+1 cos (п— 1) Ь

1 — 2 a cosЪ + аг
a$mb—an sin nb + aw+1sm {п—1)Ъ

1 — 2 a cos + 2
Составить Ри_1 + « Qп —1

(сп X
4. Положить ж = 1 в разложении выражения -------на мнох 1

жители 2-й степени (случай п нечетного и случай п четного).

5.
хв 1
X 1 = (ж2—ам-1) (ж2 + # + 1).

6 .
х 6 +1
W +1 = (х2—х  У з + 1) (ж2 + # Уз + 1).

7.
ж9 1
X.3 1 = а?

2тп
2а; cos -Q- +1 а;

4тс
2а; cos-х- +1 х

2а; cos -g- + 1 ) •
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8 .
агЧ-1 
хь +1 = X2 — 2х sin

ТС
9 + 1 х2 — 2&C0S ^  + 1У X2

7тс
2х cos -Q- + 1

9. ±  (2 + 3 г), 10. V  з »
2 ’ 1.

11.
1
2

1
(V  в + г ) , ± т (1- * | /  3).

12. Искомая функция = 1. (Приложить 
дляинтерполирования целой функции при
- f { —1) = / ( 1) = / ( 2) = !)•

формулу Лагранжа 
условиях / ( —2) =

1 3 -  

14. 5

1
40 (X 5х2 — 36).

х.

15.
8 1
16 (я — I )4 + -о (х — I )3 + 2. Указание: производная функ

ция имеет форму А  (х — 1)2(х + 1).

1R 1 116 .— + --- -+X X+1
1

2х +1 17. 3 1

18.
2Т

а; +
3
4

5Г2 .
1 х — 2 # + 2 19

(х + 1)
12

+ X

6
X 1 X +2 х — 3

20.
1ж

21.

ж—1
в¥

Х — 1

+ Х—1 +
\
х —2

5

х — 2 + 1 2

1TZ

х —3 +

х + 2
2 9~ппг

я + З *

22
1 ж+ 1

х — 1 х 2 + 2х + 2' 23.
I

1
х + 1

^и 2
х2 + 4х + б'

24. "2"

25.

26.

( х - 1 )
1

(а: - 1)' 

1
(Х + 1)‘

+ X2 4х + 5'

+
2

+
1 х + 1

(х—1)2 • ж—1 X2 + 1
12' +

4{Х+1)
х + 1 х2 + 2х + 3’
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27. х2 +1 + 1—х
X х + 1 "

28. 5 3

29.

30

(х + 1)2 
1

(х— I )3
9

Х + 1
+

Зх+Ь
х2 + х + 1

+
• о

(х—  I)2 
1

з
X 1 +

%х —  1 
х2 +  1

Зх+1 х +  2

31

32.

(х-- I )2 ~Г ГГ--1 (ж2— # + I)2 X2 —
•12* Т 1 . , 1¥

{х- -D 3 (#-- I )2 (х2 + 1)2 ж2 +1
3 З.г + 2 Чх—1

х+1

х — 1 (х2 —  х + 1 )
+ (х2— х + 1)2 + 2х+ 5

X х +  1

1 1 1 1
33 2 V 2

х  + 2 2 V 2
+

х + 2
х 2 - х  У  2 + 1 2 +  1

34 — %Х +  ± Т х +  %

х2— х + 2  х2 +  х +  2

1 1 1 1
2 V 3 x + '2  ̂ ~ ~ 2 V 3 X+ 2

а:2 + xV3 + 1 + х2~ х V 3  +1

36. & х
х +

1 /у»тгл
Зх + 3 х2 + 3х + 3 37. 1х 12 4- х + 4

1 1

38. 3
х2+  1• +

2V  3 х + 1

X

1

2 х— 1 х2 +  2 х —  1

X2— х У  3+1
3 2 V  3
~ +

х +
1
3

х2 +  х У  3 + Г
39. (х—  2)3 (х2 +  х — 1) = 0.
41. (*-1)3 (*2 + 1)2 = 0. 
43. 1, 2, 3,-3.
45. 2,-3.
47. 3 ,-2 ,-4 .

40. (ж + 1) (х2—1)* = 0.
42. 1, 2,-2.
44. 4,-3.
46. 2, 5,-3.
48. 4,

1
2 ’ 3.
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49.
1

51

53

55.

4 ’ ~ 5 ’
1 1 1 S ->2 >2 ’ 2

<1 3
5 ’ 5“
1 1
2 ’

«ч
3 *

57. 3 , - 2 , -

сл 00 • /2 = 2ж —

50.
1 1

2. 52.

54.

56.

• *
2 ’ 2 >2

2
- 1 , -

3
• 3 ’ 2
3 1
2 ’ 5 *

. 2 3 •

3 ’ 2

!)•

(7, 8).

(8, 9).

4.
5, /з< 0 ; корень ( — 2 ,—

59. Ряд из 2 функций; корень (1, 2).
60. / 2 = 35а:— 12, /*3> 0; корни: (0 , 1) и (1, 2).
61. / 2 = — х + 4, / а< 0; 2 корня: (— 2, — 1) и (1, 2).
62. /* = -  " ^  8, /gi 0, нет веществ, корней.
63. / 2 = 566а: + 9, / 3> 0. Три корня: ( — 3,— 2), (0, 1),
64. f 2 -  566а:— 557, / 3, > 0. Три корня: (— 2,— 1), (1, 2)

\ .

65. /з = — 13а:+1 , / 4< 0 . 2 корня: (0, 1) и (— 6,— 5).
66 . / 3 = — 13а:+ 14, / 4< 0 . 2 корня: (1, 2) и (— 5,— 4).
67. Двукратный корень х = 1 и корень (1, 2).
68 . Двукратный корень я = 2 и корень (2, 3).
69. Двукратный корень х -  — 2 и корень (— 2, - 1).
70. Трехкратный корень х -2 и корни: (0, 1), (•— 2,— 1).
71. f \  = х2 — За; + 3 не имеет веществ. корней; два корня: 

(1, 2) и (— 3 , - 2 ) .
72. / .  = -— 65а:2- — 101а: -— 55 не имеет веществ. корней; два

корня: (— 3,-- 2), ( - 1, 0). •

73. / 4 = — 65а:2 + 29а: — 19 не имеет веществ. корней; два
КОрня: (0, 1), (— 2, - - 1).

*
t .

74. /4 = -— 65а;2--231а:--221 не имеет веществ. корней; два
корня: (— 2,-- 1); ( - 4, 3).

75. 1 [ 4_  
2 W V 3 + V 3 — 1
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1,7V6* — 2,4 К б — 3,8V 6— 6,6

77 ~  1*»• 22 | 13

' 'I I

‘О

3 V 5 V25

«■> 3
34 | (14 + 9 V 2 ) V9 — (4 + 5 V 2  ) V3 + (6

P 
<i

9

87. Вещ.

0

80. 9Р
су *

Г
81. 3. 82.

8 4 .-
8

"7*
<->
».>

QK 2085. -гг.9

CDОО

съ '

корень = 2 + 1/ —- 2 + VW + ]у  2 V.3

i: 1,-— (1 2 V2 sin 15°) - -0,2679,

2p2
Я

11

(1 + 2 V2 cos 15°) = 3,7321
Корни: 2,605;-3,382; — 0,723.

1 +- V 5 5 ±  V2 9
2 1 9 « 9 I . Корни: 1 ±  V%,

VlO

92. Корни: 21, гУ  3 . 93. Корни: 5 +- V 13 1 -+ /V 11
2 2 2

94. Разлагается на 2 квадр. уравнения:

д; ж I 1 _1_
;5

2 К З  +1 +

3

У  з
ч — У ъ

Оо

2 V 3 + 1
= 0

95. (х2— я + 2)(ж2+ £ + 2). 96. (ж2— Зж + З) + Зя + 3).
97. (х2 — 2х — 1) (х2 + 2х— 1).
98. Уравнение с 16-ми степенями корней:

х8 + 8.00455_10 ж2 + 6.03159_2о х + 7.66096_iO = 0
: 0,7504; 0,1785; 0,0711.

99. Уравнение с 16-ми степенями корней:
х8 + 8.28432_ю ж2 + 9.45215_2о х  + 3.78576.*,

Л .  А .  АДАМОВ. 8
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Корня: 0,7312: 0,2805; 0,1049.
100. Уравнение с 64-ми степенями корней: 

4.85412_10 ж3 4- 6.55254_40 х 4-1.12864_70 ж ч- 1.93792
Корни: 0,8310; 0,3612; 0,2796; 0,0282.
101. Корни: а, Ъ, — (а-ьЬ),
102. х  = а, х - Ъ ,  х 2 + х {а + Ъ)+ а2 + аЪ + Ь2 = 0.
103. fe = 7. 104. 1 = 1,if = 2

— 170.

О Т Д Е Л  И .

Интегрирование функций.
Постоянные произвольные во всех ответах опущены.

1.
1

АU 3 X? 4-
1 , 1 + Х

log2 1 X

2 .
1
3

О/y*U ’Jy 1
1
2 х 2 1

2 log (X 2—Х + 1 ) + у
1
оD

arc ter
2.x —  1

" V f

з.
i i i

2ж'3 + х х 1
4 • * * у  }

х
X arc tgx

5
I 1 + х
-  + 1og F r = V  3 arc tg

x + x
c2x — 1

v w

6
1-log

ж20 (x — 2 )5
• 80 &(ж — 1)1в(3ж-г 2)J

1
7. x -lg (l + x)2

1
6

8
1
2 lg (1 + x ) + g

log (1

1

is 1 2x — 1
P 3 arctS
✓

1 2ж
4- r̂ =-- arc tg

1
V b V b

л  1 iQ — 1 QO ----------- ---
8 ° x 2 +

1

1 1 loa x9 2 У 2 ж т  1
1 8 Y  2' A  + 2 y  2 ^ + 1

10. 7Г bg
X # л- 9—. <4- --lÔ ------

6  " o - « t 3 :  -  2  ° ж + 1

i
ar

il. log (ж + 1 )>  2 arc tg (x 4-2)
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1
12. 1 g(x—1) — lg (ж2 + 2 ж + 2).

13. 8 ж + 1
1

4 V 3
arc tg

х
V  3

14.
1

loe-х2 + х  /  2 + 1 1
4 /  2 1иё '' - - — ' +X « К  2 + 1 2 / 2

arc iff ж/ 2
1 —ж3

15. , ж2 + ж + 2 log-r- 1

16.

X
4 х

х + 2 4 |/ 7 _arctg » V  7
2 —ж3

2 (ж — 1)u + log ж 1
1/  1 +ж2 arc tg-ж

17.
4

2 X  —  1

1
ж 18 1

х
3

ж+ 1

19. —log (х— 1) 1 7 29
8

2 0 . i l o e ^

-̂log {х— 2) + — log (ж— 3) + ^ l o g  (х + 3)

Зж + 3 1
12 ь ж2 + Зж + 3 ;2 /  з arctg а ? /  3

3—ж2

21 1 1
2 ’ а;— 1 2

, 1
+ arete1 2)

22. 1 1 1
1о&(ж + 1) + Т loS (ж3 + 2 х + 3).

23. 11 ж2 —18 х  + 13
3(ж -1)(ж 2 — ж + 1) + log (х ~  ^

1
2 log (ж2—ж + 1)

25 ' 2 л ?
arc te 1

з у  3 У 3
124. 5- arc tg х + 1 , х-——  log _

4 У 8
я V~3 + 1 iа.

х 3 + 1 6
arete

x
1 9x2

25.
1
8

1, 1 + 3 / 1
1о? Т = 5  + 4*™ tg» '+ g v T •”*

lno.»- + »F_2 + l
^ У 2 +1

9ж2 +

1
+

26. X
о 2

(3 ж2' 4"ж+ 1) 3 ] /  з
2 2ж

— arctg ■

4 / 2  
1

ж /  2 arc t e __
° 1

У 3
8*
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27 3 1 1
5

28.

Щ)

1 + 2

в 40 у- 5*2/=  2 ж — 1

3 9
V  у6 Уг + ж ^5//

29.
1 J
36[

- f -  + 5 </ — 10 log у
10 5
У

30. i  L  
i s 4]

8-  — 36 log у + 54 у-
27- J

" 2 4

1 ж
■ 3/уз >У х 2

>:У =
2л: 4~ 3 
Зж—2

31

32.

1 +- 7 7
by5

V

4?/ У
1—— 

3?/3
3 15
?/2 2/

+ 35 35
2 Уа У

21 log ?y + 7 у

20 log?/ + 15 — 3?у2 +

J T— 4/ - X —
r -

2 ’^ X

/ /3 Ж - 2

3
?У —
,y ж -- r

1

33. 1-  log (1 + ж8), подстановка у -  яг.
D

2
34. к-arc tgж3

1
6

log (1 + ж6), разложить на 2 интеграла

ввести в первом хг = у, во втором 6

35.
xz + 1 3log ---------------------------------------------------, у - х 6 36.

37

х
X-

1
3

ж3 ж3

ж* + log1 жз] >У = 1—ж,з

1
ж2 + 1 ж2 log

ЛГ
&ж2 + 1 У -  1 + ж2.

38. S  arctg я2 + lg (1 + J, 39. jUrctgz6,^ = :c«

40 i-arc tg x 1 + 1
x “—1

41.
l
6 log (x2 * log (x*—ж2 + 1) +12 2 VS

arctg
2a:2 - 1

V з
У

y - X

V y - x }

43 -  log X~ 1—6 10g у + & + 1
1 2л:2+ 1 <>
~^=arctg У ~ х

2У 3 Кз



шОт в. Отд. II Интегрирование функций.

1 ж
_  л. 5 45.

1 А 2ж2+1
arctg ■ т=.—, у -  х  .

У з Кв
1 Xу 1

46 6 1о» г г г г  у а:8. 1 1 ж2 —2
47, 4ж* + 8 l0g У = Х

9

' 4 log . (ж4 — Зж2 + 9) +

49

2]ЛЗ
arete

2ж2 -  8
3К з */ = я2

2 1
2 ж1 ~  2 tgX~’ У = 50. 3= ^ - i-aretg®3,y = ж<0*!>

51.

53.

55.

1 1  1 1
^ -^ a rc tg х \ у  = хУ 5 2 . ^ l o g y + ^ ,  y = l  + xi

1 + 2ж6 _ 1 1 у—1
--------------------- 6^,у =1+Хь. 54. - Г -  + 7-lg —— , у -  1+х*.12(1 + ж ) 4 у 4 У
2

ЗУ 2
2ж3—1

arctg V t ..’ у ~ х

56.
У 3

arete
2 ж

и р ~

УЗ
1 1 ж- + ж1/ з

+ ТГ-—log------—
4у 3 х х у  з + 1 2

1 1 # + —arc tg
1— х

57.
х X 1

logж КЗ
4 (ж2—З)2 24 (ж2-  3) 48 V s'  ̂+ 1/У ‘

Начать с

интегрирования по частям.

58.
ха Зж

4 (ж2+ 2) 8(ж2 + 2)
3 К 2 ж+ — are tg,-7==- • Два раза инте-16 V 2

грировать по частям

59
ж(1 + Зж2)

О N 24(1 + ж2)
1
4 arctg#. Разложить на 2 интеграла и брать

по частям.

60
ж8 4ж5

' 9 ( 1 + ж3)3 27(1 + ж3)ач2
20ж2 40 ж +1

81(1+ж3) ~  243 l°S VrfZ ж +1
40

81 у оО
arc tg

2ж—1
/

У 3
. Три раза интегрировать по частям.

61
— ж8 Зж 3

4 (жЧ1)*“ 8(+г+ Г )+ 8 arGtgrr* Два раза П0 частям



1 1 8 Интегрирование функций Отв. Отд. II

62.
х 1х

+
7

12(ж6 + 1)2 72 (я6 + 1) 72 J 1 + ж6
dx

см. 24). Два раза

о частям.

63. х 1
3(я8 + 1) г 9 log

х + 1
V хг—х + 1

+
1

ЗУВ
arete

по частям.

2х—1

W

64 X
*4(ж4- 1 )  * 16

1 , Xlog 1 1
х +1 8 arc tgx. По частям

65. ж(2а?а + 3)'. 3 
2 (^  + 1) ~ н" arc tga?. По частям.

6 6 . х
+

3
4 (2а?2—1) 8у'2 lOfif 3 1 /2 -1

3F T + 1
. Заменить: ж2— 1

= (2*? — 1)—л;О

67. ж 1
X1 + X + 1 , подстановка: у -  х  + —. Подобная иодстанових

прилагается к таким интегралам, в которых подынтегральный 

дифференциал f(x)dx не меняется от замены ж на х
х + 1 1со 1 t * -DO. - X -  log —5------- Г» У = # + —2 ° ж 24-ан-1’

СЛ 1 . х69. — 1е х  +1
• 9 ‘8 ""7Х7Т1 \2 » У

1
(ж +1) а;л 1

х

70.
П5

1 . XV  5arctg
1—х

у = х
1

—. Такая подстановка приме-00

няется в случае, если f(x)dx  не меняется от замены х  на
1
J0

71
1
8 arctg

2х 3/

1 хй 16 log
X 2х—1 1
х 2 + 2х—1 ’ У = з а;

72
1 Ж- а; VЛ

• 2 р З  108^  + ж» /з  + 1
3 + 1 1
-—- ,  у = х + X

73.
1 , X---1 1 , X2 — х + 1
з °g х + 1 + ¥  og~ ¥ + V + Y  ’ у х +

1
а:

74.
1 2

у*
агс tg + - -  arc tgx, у  = x 1

3 Ж



(

\

л
ttV*



И нтегрирование функций.



Отв. Отд. II. И нтегрирование функций. 121

98. 2У2х + 1 + 2 + 2 + log
У  2х + I -  У оО
У2х+1 + У'3 Г

+ Уз  1о
Ух  + 2 —У Оо
V х + 2 + У О

О

Умножить числитель и знаменатель подынтегр. функции
на у 2х + 1 -\-Ух + 2,т. е. на выражение, сопряженное с знаме
нателем/

2 299. - g -  (х + i y !‘- —  преобразование пред, примера.

100. а • arc sin# + V l  — a2log[#K l— а2 + — См. 98

101.
У х 2 + 1

х + log (х + Ух2 + 1). По частям

102. х2Ух2 + а2,

103. arc sin
. 2# +1

5 , у = х + 1
2

тл 1 • 8# -  11U4. — arc sin ,  , у 1
3 Уъ

= х Оо

105. \о§{х +  У х 2 + 3),

106 1
' Уз

-  log ( X
7
6

+ аг + 7
3 х 1 \ ч, « / - #  + — привод.

к виду 105.
X
2107. ~тгУх* + (х + а

2 log(х + У х 2 + а), по частям.

х108. ~ -У а 2~  х2 +
а

2 2
00

arc sin— , по частям.а

109 1
3 х 2

5
6 х

1
6

5Ух1 + 2х + 2 + log (х+ 1 + Ух2 + 2# + 2).

По формуле с неопределенными, коэффициентами.
110. (х9 X + 1) Ух2 + 2# + 5. Как. 109.

111.' 2х2У \  — X—х2 + arc sin
2#  —  1

112. 1
2 х

1
8 У2х2 Х + 3 -h:

Уь
23

. Как 109.

16J/2
log Ъх

1
2 4-



122 И нтегрирование функций. Отв. Отд. И

+ V  2 У 2х2—х + 3 ), представить { V В, dx в виде
У В

с1(ь

113
. 1

з (2 х х
1‘2 о-(2ж + 1) У2

9х — ar + arc smlb
2х + 1

7

1
подстановка х + ~ъ~Уи Далее> как Ю8

114.
1
х Ух2 +1, У

1
х

115.
2 2ж — 1
3 (ж—1) %Ух2 — Зж + 2, у 1

ж 1 '

116. 1 V 2 + У х 2 + 2х + 3„ 1
I0i>-—----------- г--------- , ж +1 = —У 2 х+1 У

117.
У х 2 +  х +  1 1

ОО (ж + 2) 2 К 3
1ое 2У  3 • Ух2 + х + 1 — Зж

ж + 2

х + 2 = 1
У

118.
2
15

а;+ 2 8ж2 + 12ж + 7
х + 1 {х+ I )3 ж+ 1

1 х + 2
—  И Л И -------гу х+1 =  Z2

119 1 , эх
loe- —

4 + 2У 7 • У В
2 У 7 х 2

1 , - З х  + 2 У Ъ - У В
- 10£’-----------------------

2ИЗ Ж “Ь 2

22 = х2 + х + 1 < Разложить на 2 интеграла: А
dx

(х — 2 и

В
dx

(х + 2 ) У ц  ’

120. 21/
[ х  + 1

X +
X 1

1 2 У  2
log

Зж + 1 + 2Т7 2.- У й
х

В  — х2 + х.

1 
dx_ л С dx

Разложить на 3 интеграла: л. J —р — -I

(ж 4-1 )17 й
+ С ( ж - 1)И д в

121.
а;

Kl + х '2 ’
ж О!

1 -У 122
1

’У 2 arc tff
х У  2

И ж2
, Ж 1 - у 24‘



Охе. Отд. II. Интегрирование функций. 1 2  S

Т*Ь11

125

1 2— V
123. — log------±

ГЪ <?о--X-
'3--X2

1
I1-

2
arc tg Уд X 2

2ж
. Разложить на 2 иж-

: А - xdx
/ х2 + 1  ) У В

Аподстан. 3 - х 2 = у2) и В \-гт
dx

124. XV  1 ~гХ 3
4 (х2 + 2) в у  Q l o g

(подстан.
У 2 • Уж2 +1 — х
У 2 • У х 2 + 1 + х ’

о ___ 2
(х2 -f 1) У  Л

l = z2)~

х  - 2 -ь 1 = у2

(х

127. ,

129.

3 + Зж + 1 rf — 2
2 -f 1 У*

6ж — 2

э У  1 — ж -— ж2

Я
У  ж 2 -г 2ж 

ж 3

— i

За2 (а2 — ■ж2 У

126
2

У ж 2— ж +  1
у2 = X2 — Ж + 1

1
2

, х + 1 = у и далее, как в 123.

2 1 =з/2.

1 3 0 .
1 16ж5 + 24л:2 + ЗОж + 14 1

—  ’ж + 29 (ж2 -}- ж + 1 )»I» — у ш далее, как 123

131 1 жу 2 —]/ 1 + ж2log Ж

41/ 2 жу'2 + У 1 + ж2 2у f + ж2
} приводятся к 2

интегралам: А dx
(х 1)Уж2 + 1 + в

dx
(ж2 + 1)3/,

132.
2 , 5ж + 4 + 2У 7 - У х 2 -гХ+1l0g ------- ---

V 7 х 2

■+- ~7=~l0g
V 3

Зж + 3 + 2У 3 • У ж2 4- ж -f 1
ж 1 , приводится к 2 интегралам:

4 dx
(х,— 1  ) у ц + в dx

{х — 2)Уц

133.
х у  1 X"
4( 1 + ж2

3 . У 1: arc tg х2
4у 2 жу 2

х~~ 2 1 =у2.

134.
1

У  6 5
т У 5 > 2 х + 1 ) — У 13 - У Л  у, , nlog тт=^------г— ■ ~  , = ж2 + ж + 2;

У 5 (2ж+1) + У13 . У  В '
1

ж + 2" = :5/е о



124 И нтегрирование функций. Отб. Огд. II

135 2
К з

arc tg.У 2:Г' — 2х 4- 1
К ?

, ж
1
о

/3У

136
1 5—ож + 4 у  х%— х + 2

log----------- ------------------2

137.
1

ж +  1 У
2 . V 3 - К г -—ж+ 2- arctg -----о

О 9 а*

Разложить
<7*2 j О*А/ ПГ ^
X s + 1 на простейшие дроби.

W l
. V l . V B ~ 2  — x 2 ,  К й  + ж-Ы
lo g  , - г = ------ : = — — —  +  „  lo g

V 1  • У п — ъ X оо VB х—1

В  = Sx- -f 8ж + 2 . Подстановка x 2z  —  1
В

138.
5

log
К is  • У  В  —  К з 1 ( 1 — х) +

2 V 40B * K l3 . У В +  У 31 (1 — х) У 93
1 , К в . У  вarc tg

КВ1 (1

В = 3 х
£

4 х + 3. Подстановка ж = - 1
0-4- 1

139 1 У  В
У  5

arctg К 5 У  7 • У  В  ~ У  5 {1
•log

/V» : Л/ I
У Ы х — \) ЪУТ S V  ”, - У д - 1-V  5 (1+ г)/ »

А  = х 2 -г ж + 1 . Подстановка гг =

2 1- л. У140. g~arctg у 4“ q- lg ~ 1

141 10

У 1 у =  \ У 1 -г х ”

log (;?/ — 1) . К 3.1
—log х + :_JLarc tg
4-J О

2 ?/ - 1
V в

5У

у—1LJ
~ п

о
1 + ж5;

1142. |-lo g(A + g) — ~7 з

14<3 1 . В  -г X 11 4 3 .-г-log ^— — -  4 А—  ̂ ° arctg

2 АГ* II 9__гй-2.Г_3—  1
amt +А.'

’ ж з ;

7* р  
* - Л \ Г 1 + х}\ X 1 ~г 1 —

J

v

i
144. О

1
о
—

logУ /

3

I
1 .  V(1arc tg--------

Ж3 )
/  г > X У О

О

о т S /
v /

2

Ж

1
6 х ъ)

3
• Подстановка х~*— 1 = 2 •



Охв. Отд. II И нтегрирование функций 7 9 -*JL ку

145.
1 В 1

arctg
х \ /  3

4_
4 1 /3

losrж V 3 + JS Л —
—5~=------ , i i  = 2
ж V 3 — 2?

1 + 2 ж- 4 - 2/

1
4

2Vio*V5

JS 1 ,

arc tg W f + ^  g
I 4__

в + х у т  \ ^ - У ь ~r O Jj »

Подстановка 1 + 4 =

147. х
4

2
VI

1
X4 + j-arc sm х j, у 9

X " .

148
1 (1 +ж5)4'
4 Я

* Я  ° +  1 =  ^

Ж 3

14 ®* 2 log> г / + 1 ^  Уз
1  2 у - 1

arctg—гт^=> У = У х 9 — 1.V3

150
1 (2же + 1)ь/б - в
5 х ж + 2 = уб

1151. ~х(3 —2х3)’,а +
О

+
1

3

К2

3 о

log ( V 3 — 2ж3 + хУ  2 )
9

Уз arc te‘
К4.(3-2ж3)

жК 3

х

Зж ° — 2 =
1152. тхг-В4

1 В  — х 1
X6 logF ^ + 8'arct« t ’ д

I
= v 1 + ж4; жа -4

*  •  /V* 1 = 2/

153
1

105
_ ( Х  _ ^ / 3 )‘/,(8 +  2Ы^  +  35ж4'9, 1 -ж 2'* =

154
1

'  5
(1+ж*)‘\  1 + ж4 = ^

155.
1

455(1 + х3'14 У’*[140ж^ -  126ж’/2 + 108хг>4 -8 1 ] , 1 + ж5?< = у \

156.
х

6 * X 6+ 1 = 2/*
V I +  х в



Интегрирование функций Отв. Отд. Il-

tS?. (я - 1
1
б

5 45 ) 134 .;3 Д-   /Y /;I 4----- - Л1!ъ V 4--------Jo O'* 1 Т
32 256 I 1024 °jR j "г Л/? я/о «г

i? = 1  — х + х2. Подстановки
1 о

О

2 = У,
О

4 ?/ 4- 1 -  Z*- приводят

/

 t¥̂((/Zjy2— 775, который берется по частям
1)

158.
1
2 10£-

1
х2 + ~2 + + -г 1 X - у

159. 1 ]0£ ~ ( 2 - x 2 + 2 V
2 & ж8

2 /V 2л'iI. гг 
}} -  ft.

166

I60
2

’ 3 & + V l +  X2) ‘2, у + V 1 ч1Z/'Л
■ IЯX

161
1

1/2 log
Vx* - t l —V 2 1 )

(х + 1)2
1

См. указание задачи 6

162
1 ( У х

F r arctg\  *У  з
Ж- + 1 1

, £ 4----=х

163.
1  , ^ 2  arctg

1
2 У 2 Ух* + 1 4У2

log У \  + Ж4

У1
хУ  2 1: , а? + =  У

X X <и

164

165.

F 2
3

1
- а г с Д 2 * * '

У  2
- a i  и i s  -9

X /

1 х4 +  5 я 2

9  ‘ (Ж2 - Ь 1 )  У х 4

Ф X —  Э Х  4" 1

1) 1

1
См. указание зад. 701

1 I -г
X 2 -г 1

1
X = У

(ж2 —а;-г 1
1  1п/ ^ 4 10£ ---- а?2ч- I -  (2хй + Вх + 2)
9О ( X -г- 1 )

У- Х- т-
1
/.7е«А/

167. 2 ж а? +1 1
, у = ях

168. 2
X? Л-Х 1

I у - «х
1
X

>5



Отв. Отд. II. Интегрирование функций. 127

169. x'sV  + ж4

170. x V i + x *

Интеграл 

. Интеграл J

x 6dx
Vi взять по частям.

+ х
x^dx

V I
взять по частям.

+ х

171. е2х
1 х2

.3 3 - 3ха + — х 3
4 4 8 . По формуле с неопределенными

коэффициентами.

172
1 1 В

3
V 2
1

т»«/

Х-“ —

log 2
1 18ж 54 ) т. ,

+ :---?гх* + ;---Как 171.log2 9 log3 2 )

173. ух е * (ЗэтЗж — cos3&). Как 171.

174
2

V 3х (4 + log23)
[(6 log 3) cos ж + (3 log 3 + 2) sin x).

Как 171.
175. e~:c {( — 0,2ж2 + 0.24ж + 0,176) cos 2ж +

+ (0,4ж2 + 0,32ж—0,032) sin 2ж . Как 171.
1176. у-е2 :с — 0,6ж + 0,48) cos + (1,2ж—0,36) sin +

+ 3
13 х

12
169 cos Зж 2  , 5  \  • о  ) . ,ж + ххгх 1 sm ож |. .Выразить sin3 х че-13 169

рез a sin х + Ъ sin Зж и далее, как в предыдущей зад

177. sin Зж (ж3 — 7г аА + cos Зж 1 Зж2
5

178.

3
1

4

оО
о /, по частям.О

1
ж + у- sin 2ж -г  у -  sin 4ж — тг sin 6ж 1. Приложить

формулы, выражающие произведение синусов и косинусов через
разность и сумму косинусов.

_  [ 1  
179. ж|у-соз2ж

1 1 (1 1
9̂ cos 6ж | — |g- sin 2ж—^

образовать, как в 178, и далее по частям.
sin 6ж j . Пре-

V»

ж

180
1

V 6
los:

& 2 3 Кб

tg
X
2

>у -  tg
3 + 1/6

ж
2



Интегрирование функций Отв. Отд. И&

181.
1 1

3.cos3a? cos а: У -  COS X 19 182. ~^tg% у -  t g x

183
1

+ 2
3 sin3 х  sin x, + sina;, у -  sina;. 184. 1

5 У5 1
f  У > у = cot

185.
- 1
Ъг/

4 4 1
-jT + « »  + s »* + 5-

186. у*
Т  +4

3 2 о, 12*«г + 3 log у —2~ 2, ;

187. — у з у* ь у\ у =

188.
1

64«/4
1 3 ,  1

%2 + 8 log^+g-

t gx

1
64

4У при у 4 Х 
tg 2 >

или: — cos х  3cos# 3 х
4lT n^ "  8“sin ^  + 8"log 2" <BBew в ,шуштель

sin2 x  + cos2 x  = 1 и интегрируя COS' X
sin5 x dx по частям) *

1
189. y + y* + g- i f  + ^  y \  У- t g x .

190.
- 1  l
8^2 + 2 log^ + ^ npn2/ = t g ( ~ + | 5

sin x  1ИЛИ: jr— — + 772 cos2 x  2
TC

log tg I — + x
4 2 (введя sin2 x  + cos2 1,

как 188)0

191.
2

у + ц -у
О

3 * уь, У = COS X.5

192.
1
6 Sina X COS X 5

24 sin3 x  cos x 5
16 Sin £COS X +

к0
16 X

(по формулам приведения) или:

1 j l  . г 3 . ,  15 . )— 22 j^~sm 6ж — sm Ax + у  sin 2ж— 10a? L выражаяsm°a:

■ , через кратные дуги).

193 у 3 3
У + 5 У

1
7 у \  у -  sin а:



Отв, Отж, II. гиг-! АНИК ФРИКЦИЙ. 129

а% .Si PI ©
1 3 аО
4~ SI*n х соз,$ ж + 3- sin ж cos ж + ~~ хО о

>г т/ •
2 2  sin 4ж +  — sin 2ж

3
8-- х (см. 132)

_ sm ж 7 sin ж 15
sin х 4 cos4 х + 8 cos2 х + ~8 (4

— 1_
X

2 (введение J

■числитель sm* х + cos'2 х —  1 приводит к инт
/Л

У

cos/*' х при k 5,3 ,1)

Jog’tg ^ ж• ч—4 2 sin ж (заменить sin'2 ж на 1 —cos'-ж).

1
3 cos3 ж

2 cos ж 5 ж 
cos ж 2 sin2 ж + 2 ^  ^  2 м° 195.

1 1 3
2 У2 + 2 logp+~Z у ,  у t ах.

3
— о *

1
зтж совж . Выразить з т 4ж через созж

200 sin ж 
2cos2x

о /+ ,т \
l0gt*( 4 + 22 т

1
2 ЯШЖ + —sin4# . В

через со8ж.

о  Г\
П г W Оазить s игх

201. 2 1
2/11 + Т з у13 ’ у11 81ПЖ

202. 1 к 1
У + 10 У1\  У ,г"аХ.

203 ■С08°Ж 7 9 7
sin' ж +  г -  s in аж +  -;7 . s in 8ж +12 10

+
7 / 1 1

10 
1

1
' 1024

зш12ж бшЮж sin8a;
24 i}

~ +

(через кратные дуги).

204 2
/

У у 9 У -  tgx .

8
1 Qт  Ь1Пбж

1_

32 вшж +

Г-у^сГ ЗШЖС083Ж +  у  8 ШЖС0 8 Ж +  —  ж )' (по форм.

17 зш4ж
_ —  2sin2 ;r lx

2 Sf,I 2 /> i, у  =  С08Ж.

206. 3?/, 2/ = %ж.
А. -Л. -АДАМОВ. 9



130 Интегрирование функций. Отв. Отд. II.

207 y)/sin#cos3# + -gp= log
1 + У2у +  у

i - V Y y + у +
■ 1 V 2y+ — —arc tg---- -

4У2 1 У1 У - 1g x .

208.
4
3"/'S у - t g x . 209 • V

2 2
Z  + 3 У tgx

1
210. -ту4

1
2 у 3—Ig cos#, «/ = tg#.

211.

212

1
3
1

2 У 2

y 3 +y + x, y -  cot#.

1. 1 + У2?) + у 1 , 2 ,log----  JL ■; ? + —=  arctg -— у = tg#.
1—>72  ̂+ «/ l72 1- "

,2
213. arc tgy + V~ l o g y + У4

У

l/3  + l  l  2/
+ - arete-

У2— у У з  +  1 2 ё 1-- у 2 ’ У= y i их.

214.
1

Ую arc tg
2
5- 2/у, у = tg#.

215.
sin# cos# 7 2tg#\

24 (3 + ifflS) + аГС«  ’ = У
— 2 cos#

216. -r-7- + -т-3- , cot#=#.sm2# sm*5# *

217. %x5
1g- log (2 cos#— sin#), у - t g x .

218.
1 , у + 2 —Уз  . #= tg 2”.Уз у + 2 + У з

219.
1

6(1—3 cos#)2*

220. sm#
2 + cos# # +

y = 1 — 3 cos#.

4 /  1 ж
77=  arctg 77=  tg XУз 2

. Интегр. по частям

221. cos# 3
+8(3 + sin#) 8 У 2

arctg
л X
3 tg 2" + 1

Ввести в числи-
21/2

тель sin2# + cos2# = 1 и интегрировать
cos 2xdx 

(3 + sin#)2 по частям.
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222 cos#
3 (2 + 3sin#)

1 2 2<&2 + 3
ср  + 7777  ̂l° g ------

Уь

91/5 # . Интегр.
2 tg 2 + 3 -+- Уь

to частям

223. 1
18

1
У+ 27 log (1-% ) +

5
27(1—3 Уу y = tg

х
2‘

224. sin#
2 (2 + cos#)

1 1
?> +  о

sm # 1
2 + cos# зУз arctg 1

У  3 tg 0 -

Приводится к интегралам d x

(2 + cos#) i(k =  3 , 2) и
sin#d#

(2 + cos#)3'

225. 1 . У 2 + sin2# 1
l0gz-7=--------------H

4 У2 У 2 — sin2# 2 ]/ 2
arctg 1

К 2
tar 2# Подста

новка у -  tg# или я = sin 2#.
ooc 1 i 1 + sin 2# 1ZZb. — log  ------7—— +6 2 — sin 2# У  в arc tg 2 tg# — 1

УЗ
, tg x - y

227. 2 log (у—  1) -log  (з/2 + 2/ + 2), = tg#

228. 1
2 KlO

, Зу+ 1  + Угъlog у -  cos#.
5 3«-h 1 — 7/10 y

229. 1 . 1 +?/ + 2log -—  ---- , у -  sm#.
2 У 2 " 1 + 2/ — У 2

230. # 3

231.

10 10 
1

log (sin# + 3 cos#), у = tg#.

sin#
1 У 1 e2eos2#

у = sm#.

1232. —-log sin# 1
2 6 log sin 3#, у = sin#.

233. sm#
Vcos 2# ’

у = sm#. 234. # —log (1 + tg#), tg# = y.

235. # — tg# + log (1 +tg#), y = tgx.

236. -3- # + — log cos 2#2 .4
 ̂ log tg( ~  + x \. Умножить ч

4 4
слитель и знаменатель на sin# + cos#, выразить через триг. вел 
чины угла 2#.

9*
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9’

2 3 7 .1о V I
S

smxcosa;

238,

COS X

1

~г
1 2 tg# +  1 ,

-  arc tg - .... , n -  tsx
V 3 У to

2( k+l ) ( b  — a)
v/+1 при l:> 1,

1
2 {b—a) gy при 1?

у -  acos2x + feirr#.* О

1239. — log tg tg4

240 1

241.

4 V  2

1
W 2

■- loir
V  2 У +  1 X

V  2 у — 1 4
+ -r Iogtg—, y = cos/;.2

. 1 + V  2sin 2#l0£‘ -------—------- +
1 ~ V  2 sin2# 8

log tg iv.
4 + 2 ж

242.

243.

1
3

1
3

У
2 . V  Б у  +1Jos- , у = cote

У

З У з  у  1
1 + К з •2

1244. log cos#

в у  з
1

1од о 'У
1 — У З У

, у -

6
log cos 3#, у -  cos#.

245.
оО 3

\og\y^\x[?jx + y y  4 /
1
* > log у

4 У  4
О

V 3 

2 1 / 4
arc tg

У 2 sin Вх

УУ з
у

tgx

У sm#«>

246.
1

log2 log
сух

2‘  +  1 ’
« = 2* + 1.

247. х —■ log (V  I + е* + ё* + 1

248. х У Ъ 11

1
2 е7"

log2# 8 , 16 
9 l0gX + 27

249. log I v v \  - .  1, 2/ = log'*-( 1 + lg# j

250.

y = e x

у = lg# или по частям

V 1
log (# + У  1 +  x 2). По частям

X



Отв. Отд. II Инткгрировлняк ФУНКЦИЙ. 133

losx
V  1 +  X '

, 1  + V 1 + X* ггlog - —  -----. По частям.X

. 2 V х -1-1 log (ж -f 2 ) — 4 У х + 1 + 4 arc tg Vx-h 1 . По ча
стям

9
log (ж—2 ) 1 , х— 2+ —- log-----

1 фЛУ 2
2 {х+ I )2 18

В  [log [х + 1) — Г

х +1

1  . Вlog

18 х + \
По частям

V 2
V  2 В  +. У 2

9 В = VfF + Б S7

По частям
log (х—1)

:2 + 1)
11 .  х —

-----1() О’-----------
4 V  ж2ТТ 4

arc tea:. По частям

265. #log (х + 2 V i х2. По частям
1

257. —  log2 у, у —  хЛгУ 1 + х ■9.

log (х + 1  + 1
X 1 У 2

1 /  9  ~г В  ------------ ---------------
}0g — 5 В -  V х'2 + 2 х -+-3

/V» I 1
частям.

259

260.

1

1
4./*. А 1

4
/Г  4
«■ V

f  ) log у—у
1
9 f  ,y  = tg х

32 arc sin + }/ i — x2 ^-x9 + ” . x 1 • По частям.lb о2

261. x ( f — Qy) + V l —x2 ( f f ~ ^ ) ,  У -  arc sin x (илд по ча
стям).

262
arc sin x

1 x
1
1

X

X
По частям.

263.

264

265

#-arcsin# 1

V I  + х2Т

#-arcsm# 1

]/ 1  ж2 + '2

arc sin х 1  ]
У 1 —ж2 2

2 . Но частям

—а;2). По частям.

1 +х
° 1

. По частям.

266. — arc sin#• у  1 — гг + х. По частям.
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267. 2 у  1 + #arcsin# + 4 K  По частям.

268 (1—x2Yls- arc sin ж + 1-ж3 3
1
9 x z. По частям.

269. (1 + х)arcsin -- + у  2 arc tgl + x
X

X •По частям

или 2 1 —Хподстан. у2 = ----- . .1 + х
♦

270. ( х — —) arc sjn у% + — у х —х2. По частям или подста

новкой х - у 2.

271. { х + 1 ) arc tgy'x — Ух.  По частям или подстановкой х - у 2

272.
1 1 ̂- х6 arc tg х  — „ . gx 2 +

1
log (1 + x2). По частям.

273 arc tg x  1 ,, . 1 . ,, ov 1 „— - + o- log (1 + x) -jy log (1 + x2) + 2~ arc tg ж. По
частям.

• I

274. у i + x 2arc tg x—log + V . По частям.

275. arc tgx-V  1—x 2—arc sin x .— 2 arc tg .По ча
V 1— x
ж у  2

стям.

276
1

. y f T ^ 2  («-arc tg х  + 1) • По частям

277.
1

У У + х 2 —агс^£^* частям*

278.
X 1 1/9 А-Л/\

y y z ^  arc ^ х + 2 y f  1о£
■;X2

У%~ V I Xг По частям

2arctga? 1 ■ 1—
279. + г/if- arctg-----По частям.V i х V 2 * У  2

280. #-arc tg 1— х
1 + х

1

2 1—• х2 . По частям или подстановкой

f
1— х 
1 + х
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281.

282.— е?/, у = cos2#.

#2 +1 1
arc t gx + g -  arc th x. По* частям.

284. e
2!
x

1 1
X 1 ’ ’ y ~  X

283. ey x (2 x — 4 V x  +4),

285. log (log#—1) log

286 1
/ X

•j— , у -  #log#.Iff # 9 ° 287Ф —cot#. (logtg# + 1). По частям.

7П X288. sin ж. log tg x—log tg ( + n- ). По частям.

289. log sin # 1
2 cos2 x 2 log tg x.По частям.

290. tg # • (lg cos # + 1)—#. По частям.
1291. log sin# • ( tg # + o' tg8 #

1
3 # 3 tg#. По частям.

292. 2&~~x p e,~~° clx
= . Интеграл / ■ -- 7— брать по частям

Ух х У  X
xdx_OQQjOQ

— л— • берется по частямsm2#
294. sin8# J si

cos# , d̂xберется по частям

295. ё—х 1
sin #

1
X 2#2

1 \ Ге~хс1х
о). Начиная схл . X

брать по частям

296 #

297
2# + 

х

-  ег. Подстановка 2 х + 1 - у и далее, как в 295

—— . Подстановка у -  lg# и интегр но частям.

1о°х  1298. ж2, ь . Подстановка у = lg# + 1 и интегр. по частям.

299.

300.

2
V  х log#

+1

. Подстановка \gx = y и далее, как 295.

#cose® + е~" sine<7* Брать по частям /  #е5: sine*dx„ и
/ e_,r sine5

301 2 cos#
У sin#

Брать
sin2 xdx 
V sin8#

d ( — cos#)
У sin#

почастям.
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302 X
S1I1# Вш хъо§хйс 

sin-ж по частям.

е г

X . Брать е— . t -

/у»- V vV

on* Sln̂  -noU 4,-----. Братьx  1

X

S ill#

но частям,

9/у**-%*s
dx по частям.

305. 2log:/; • (1 —  Vi— x) + 4 ........ж -  4log ( I + \
По частям,

306. log# • (1 —
По частя м.

х).

V I х 2) ■+• 1 /у* —'Jj log (1 + V

307. 2arc tg ( th ), у = th ■ X
2 ’

308.
chx 1 Zi

2sh2;V :™ logthy, у2 th4-

309. th# 2
-?T tli°# +• \0

1
5

310 1 / 1 
77 —̂ arc tg —тгпг
V 2 ° X V 2

- th5#, у = th#,
ч

til# j , у = th#.

311.
1
13 2ch 2# cos 3# -p 3sh 2# sin 3#). По формуле с нео ape де
ленными коэффициентами.

312. (0,2 #sin#:—0,12  cos#) sh 2# -i-(0,4 «cos#) 
Как 811.

0,16 sin#) ch2#

313. 1 2 \ 2
sh 3#( -g x~-v -g? ) о Zi

V 3#. Па частям.

314.
1 1

тг (#' — 1) arcth# -f -77- #. Но частям2 2
1
2 vf/

1
4 arc sh# 1

4
z , У1 <T~ ж По a z> w nТЯ

316 logsh# • th#—x. Ho частям.

ch# • ’log th# --  log th -0 , По частям,,
«

sf* I"-; 'V>Mi./,- ̂ 1 *~---2— . . rr „

2 V i  + th 4;2f Arp
2 s-ch# w ' ;

* V3
jQg ----------- -

a s —th *
11.0 частям.
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. ж Уi f  + y V  1—х2 + arc tg — + log у + С.
СО

/-------  V X. V l + ху + arc tg— + ex sin 2 + log tg'-^ + C

321. x Y l  —i f  4- log (x + V  of + tf) + arc sin
X
У

T 2 V y  +

322.
Г\

+ log (x—2y) + arc sin V%y +
1 + У

y  ' ' - X Y i f  +  1
I

323. log {of + i f  ) + x2V  1 + у — arctg (ву + x log x — x —

rC.

log1 + Y  i + i
У

324. log (xyz) + V x2 + y2 + z2 + arcsin
x
ys X + IJ + Z + C

325. log (x + By -  4 z) + V X2 + + я2 + arctg V ys + z +
У

V i- i r

326. arctg (xyz) 4- log 2
) - V ! - + x1---у + Z + O

a

•£t -+- a

327. arctg У л",л
x + zСГОX

328. log (x2 +y2—z2) +
X

У± £
I J - Z

4-log (of —Ж 4-1)

+ У̂ёУ + 1°ь cosy 4- log log* 1-

x + z
8- • У4- arcsin z

1
2 1ог2ж

V i  + f
у

4- 2 Vsin* 4-

329. W — ofyZ 4"
X

я
У
z Пользоваться формулой

= « (X0,y0f+ Ху у, z) dx 4 tyO ’y , z ^0’ У O'* ’ ) Ы'̂
Xо 7/о ' 1

. и = of у + У2л.+ + Xtfz. См, указ. ю° S29
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ОТДЕЛ III.

Геометрические приложения дифференциального
исчисления.

1—22. При решении задач п° 1— 22 следует иметь в виду 
формулы:

8 , - —у cot a, SH = y t g a ,  Т У
sin a ,N = У

cos а
_ жзта—2/cosa

У Уsma

? ,=
ж sm a—2/cosa 

cos a , A  =
x  sm a— cos a 

sin a cos a , P( = |ж sin a — cos a

Xft
ж cos (t + y sm а т;г ж cos a + у sm a r

?  ̂ ?i ~~ ? ZIZTZ. > ~cos a sm a
ж cos a + у sm a 

sin a cos a
Prt = \x cos a -f- у sin a|, где а угод касательной с осью абсцисс

, dy\ к dy , ,tffa = — ), Легко доказать, что во всех этих задачах— —tgtvdГГ dx
откуда получается a = t; введя в предыдущие выражения вместо a 
букву t, без труда проверяем все результаты.

23—30. В задачах 23 — 30 следует найти выражение 
tg’ a = у'  в виде функции от х , у , внести его в формулы:

Sn- У У X t = x— У
У

/
‘ 4

, Y t = y —ху' и проч., после чего требуемые

результаты приводятся к простым тождествам.
31—37. В задачах 31—37 следует принять во внимание 

формулы:

8 t = гtgp., 8 п = rcotp., Т -гcos a ,N= sm u ,P t = |rsinji],P,t = I—rcos[xj,

rdbгде [J. угол между радиусом-вектором и касательной| tg-[j- =

Ш г ' доказать, что во всех этих задачах rdb
dr tg и, откуда сле-

p. = w; введя в предыдущие формулы, без труда полу
чим требуемые соотношения.

• ♦'

3 8 - 4 0 .  В этих задачах нужно определить угол [л. через В
rdb
dr , после чего требуемые зависимости превращаются в

простые тождества
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-1

Ш
* * 1

41—43. В этих задачах нужно показать, что -у- = t откудаdx

следует, что t =а (углу касательной с осью х), и потому
ds
dt

1 dx  1 dy
= cost dt ~ sin# d t ’ за,я'ача пРиводится к установлению тождества:

»

1 dy d .
Ш -sin# dt dt

44—45. Задача приводится к установлению тождества:
1ds = d[ j, c#s = d \—̂=y^

rdb
46—48. Нужно доказать, что tgjx = -г— -  tgw, откуда сле

дует: i*. = u и ds = Ndb = ——  dr = —— dr. Задача приводится к
COS COS %i

установлению тождества—̂  • ̂  (*% w)], где = N  или S(
или Pt.t

, Q XT ds d / r49. Нужно доказать, что-ук =c#9 c#9 \ cos [л. / ’
50—62. В этих задачах нужно составить для обоих уравнений 

каждой системы значения производных?/', свободные от параметров 
а и 5, и доказать, что у / . у /  + 1 = 0 (условие ортогональности).

63—64. Здесь нужно составить для каждой из 2 кривых 
значения угла [л в виде функции от 9 и доказать, что разность

%их }лз — fjta равна  ̂или о.

6 5 —68. Координаты параллельных кривых определяются фор-
dyмулами: х1 = х — к sin а , у + & cps а , tg а =

1
dx '

65. хх = <r/?cot2a —к sin а, yx -  p cot а + к cos а.

66. xx -  — a cosH—к sin #, yx -  a sin3# + к cos t.

67. x x = a (t— sin t) — kco s | , yx-  а (1 —cos #) + к sin ~ .

. x x = acos9 (1 + cos9) 3 3kcos r9,|/j = a sin9 (1 + cos9)—frsin ^9
ш  La

«-
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69—75. Уравнение подэры относ, точки (аг у ) получается
исключением букв х, у из системы:

У - у  = ? / ( Х -ам. У Уо

69. 2Х (Х 2 + У2) + рУ'3 = 0.
71. (Х2 + Р ) 2 = 4а2ХУ.

72. (Х* + Р)* = (аХ)>- +(63> =

73. 27У(Х2 + У2)2 -г 4а2Х3 = 0.

1
- I X — х,

У ' V)

70. Х  = 0.

и — 1 '
74. (Х2-ьУ2)й = а2Х2Р .

75. г = а19 2
76—84. Полярные координаты точек будУТ: р = Г SL«Г •»

о = [J- +  0
d r ; ’ исключение у из этих

уравнение подэры

76.
9

р '•3 =  О / COS О .3

78 . О
а
2 COS ф

V
О  V

3cos ~ Iо /

77, р = а (1 -г cos 9 j

79. с2 = я2cos 2cd

П [1

80
a

' ‘ ? 2 cos о
О

82
«е-

p VI + 00 5 »«4
© = 9 г

81. \
t

2 -t- arc tg 6

=  a A COSA CD. A =

bft
к +1

83. .f
m(o-~ 9o)ас , о7 i О

1
2 m log (1 -f- ml j — arc tg w .

. о = a V  2 c 9 9\
2/

85—95. Из формулы tg a
% d.c

V

как функцию от t,и затем вычислить Д  по ■ формуле :jii -

нужно определить угол а,

lit

85. 86. 4а
a fа 1 . nt
п 2 »

5

87. Basing cost 88. 15a-sin*/ = 5У За лО,
•vv <■

•*>
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М
. 8a cos3£ = 90. За sin-£ = 8 т 2.

at2 = V х 2 + г -  4а2. 92.
6а

cos4t Зу У_ 
2 а

. 2 ае~ 1 = V2 (х2 +у2

94. 4а (1 +i *2 4д ( —\ а

ы
1 4

4 N {N длина нормали).'

а]С  7 .  Л Тм-и -  Ъ • 2s.cos к+Н

96 dy108. Доказать сперва, что -j- = tg t, откуда следует а =
затем вычислить по формулам:

В 1 dx
cos t dt или R 1 м

sin t dt > или R  -
dx
dt

2
+ tdy\ 2

109—118. Доказа
dyть, что -у- = tg t, и следовательно = вырасмо

зить через t радиус кривизны R
ds
dt

1 dx 1 dy
—  г~т,идлину дугиcos t dt sm t dtJ

*t f.

s -
ds
dt d t - Rdt , после чего требуемый результат приводится к

о о
простому тождеству

rdH119—129. Доказать сперва, что tgp.= %

дует р. - и \затем составить выражения:
1 drda_ dft ds _ _ _

d u ~  du ’ du~  ̂ dus u m  * c o s m  * did
п тогда получится выражение R:

dr

R  =
ds da . *
d u ' d u

du r du
d $ \  sin a1 + -T ) cos««du 1 +

db’ которое можно предста

вить в виде:

1
R  dr 

Ли

COS и S111M
Д -------

Г г. dr
du
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Пользуясь одним из приведенных выражений В,  а также форму-
31—37, легко проверяем все требуемыелами, данными в реш. 

соотношения.

130—132. Определить угол jj. ( tg р. = rdft
dr через 0, найти

C&Sзатем а = р. + 9 и вычислить jR = ^ , при чем N =da d$
dy133— 149. Выразить угол a (tg a  = через t, составить

вычислять координаты точек эволюты по формулам:
dy da  dx da, 

~ d t ' d t '

da
dt

x  r, -  x dt * dt
В ответах значки c при и опущены.

133 х 2 + у а2ч 2

9
4

= 9 я2

27

х + а
3 + у

*1 • - =
3
2 t.

134. (х2 + у2 — а2)3 = а = 2

135. {х + у)'1* + {х-—-уУы = 2а,,% a ~t .
136. 27ру2 -  8 (х—р)3, a -  t.

137. х2 + у2 = а2,
138 х  = ае~г (cos t + sin t), у = ae~{ (sin t — cos t), = t.
139. x  = 2a {t cos t — sin t) ,y -  2a (t sin t + cos t), a - t .

140. х - Ъ а  flog tg (-- +4 2
sintf (1 +sin20  

cos^ ] , y = 8 a
cos3£’ a =

141
5

. x - 4 at3 ( t2 + g - ) , у - Ъ а  (1 + 2)2, = arc
1

142. x = a(t— sintf), y = a (1 — cosY), а = тй—^ t .

' . / •

144. x'ls + у*1* = a'1s, a =

a , 2
145. x = t— — sh—, у -a v

TZ
2 t.

14*6. x  -

2

Gft +

л . it , t2 a ch—, а = arc tg sh— a D а

о ? 2/
+ $*.

’ а а4
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147 X =
t (а4 -  г4)

2а4 У~
5£4 + За4 

6а2£ , tg а = а

148. {ахУк + (ЬуУ1з= (а?—Ь2У1г,tga  =
& cos£ 
asin£

149. (ахУ,3—{Ы)Ук -  (а2 + й2)2,а, tg a
й ch t 
a sh £

150 — 153. Выразить угол р. ( tg р =
rdb
dr

*

через 6 и отсюда найти

a = р. + е, dec d\i. 
d§ ~ db + 1. Затем координаты точек эволюты найдутся

dx
по формулам:

dy da ___
X c = x ~ T r d b '  Ус = у + ш  п р и  ч е м  c o s e ,  y - f { b )  s i n e ,
если r = f(Q) есть уравнение данной кривой.

150. ® = . ft a ( s i n e  +  e c o s e )  . a  ( c o s e  — esinO)
a  s i n e  +  - -  „— Г77----- «/ =  a c o s e — —  '•

da _ 2 + e2
M ~ TTe2

2 + e2 2+0 2

12 2151. (x~h +y^){x^ — у*1*) = — а (получается исключением e

из 2a cos4системы: x = =r=r, ц -
3Kcos2e’ У

■ir A  ̂  ̂ ,152. x —~  + — (2cose

2a sin3e \ da 
3Kcos2e/’ ^

a
2 ' 6 cos*2e), у = :6L(2 sine + sin 20)',^ = |

153. a
n

У-
a

V .

2(n + lXcosnO) n

in

n—i)cos(#«+ i)e + ( + i )cos(m—i)e

n
2 (n + 1) (cosnO) »

+ 1)0— (n+ l)sin(w—1)0

da
d§ = w + 1.

154. y1 = 155.
x9

а2 + й2 b2
У+ т® = 1.

156. 1 2 2 _^ x  +y 157. x2 + y2 = { B ± r ) \
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158. {х2+у2— 2а

160. х у -
а
Ъ2

clby)~—4r.I$i(x2+y‘2). 159.

t e l .  * ? ' ,а й4

1 6 2 Л + »
1

а IP а 1 + Ъ~
<лл 2 я 2 2у'2163. —-  + ~  = 1а й2

Р
О

<1
X

164
■о V

Х ~ "2o)(w + s n̂w)» У ~ 9̂  (1 — C0SM)> u = 2at; t — время,
протекшее от того момента, когда подвижная прямая совпадала с 
осью х и движущаяся точка совпадала с началом координат.

165. ]/ v2x — Y —vxy -  Y a\v%~(переменная прямая
х

+ У
4“ V ^ t  C l9 + = i),

166. {х + у)~'* + {х—‘у)*’13 = (аУ~2У‘* (переменная прямая
1

(IX У -  ту(а2—р2) при а2 + (З2 =»
167. х~]з + y'ij = (2а)2'3 (переменная прямая xsmt + у cost = asin2t).

Р168. Огибающая общая: х -  + ^-tg3£, у JRsvatи ptgt

[траектории (у — .Rsintf)2 = 2 — ].

169. Огибающая общая: х = Beast +
a2cos t

V  cfoosH + hHivPt

у — Bsmt  -ь
&3sm£

7 1 Ш Ш Д  траектории:
(x — Boost)

a3 +

(
+

у -— Bsint)2
Й2 = 1

170. Огибающая общая: x -  Boost + a |/  igt, у — + a]/ cot
a (x — Boost) (y —  Bsint) = a2j.

7

171. -Дт +.-тп = .1 и точка (0, 0).
4 a 4 / /

172 •>f О f 2). x ,s + у !з - r 3JL /с 3. 173. 4 ary

174. x±y-±c(квадрат).

. V  \x\ +  V

175.

177.

1 1
Ч-

X у
l
c

(дуги 4 гипербол)

x~lfi -  C'(x



Отв, Отд . III. Г еометрии. приложения дифференц. исчисления 145

178 2 = 2 ах.

180. V x + V y

179. ^ - 2 1  ах1.

181. х 2 + у2 = 2ах.
Г

182. ixy  -  а2. 183
X
т

+ У
п = 1

184. Ах + у а ’ А" к+  1/С • 185.
2

а2 1 /У2 1.

186. х — х0)2 + (у— у0)2 = а2 (перенося начало в точку (ж0, 
), получаем в новой системе уравнение касателъпой аж+ ,% = !'

02 1
при а- + Р‘ = ~а).

187. — ± ^  = 1 (Касательные: аж + $у = 1 при условии:а
а2 а? +  Ь‘!Р‘г = 1, где Ъ2)

189. Перегиб: \г, Д -). Ассимптоты: = 0 и = 1.
Z в

На

чало— точка прекращения

190. Ассимптоты : х -  0 и ,у = \.

191. Вершина (maximum): (0, 1). Перегибы

Ассимптота: у -0. v 1

±1 1
JV 2 V

У ~  О-
192. Вершина (шах) : ^1,-д-У Перегиб : ( 2, 4  )• Ассимптотае е

4
193. Вершины min. (0,0), max. (2, -И*Перегибы : пр х =

= 2 ± V  2. Ассимптота 0.
\

ч  ,

194. Верп шны : min.

V

2,
8

V e:i
max ( 2,

8
Уё8

/■— 2 гибы : при ж = ± 2  К 2, ж = О, х = +  Ассимптота у = О.

Пере-
1

V 8
195. Вершина : min. (0,2). 

ассимптотой : у + ж = 1.

, т

Две бесконечные ветви, левая с

196. Ассимптота : 2ж— Ау- 1. В начале —угловая точка с
касательными 0,

А. А. АДАМОВ. 10
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197. При х = 2 к + 1  

2
J W пересечения кривой с осью х,

при х -

при х

8 к - 1  

4 ~  
8 к + 3 

4

it maxima
1 8*—1- ------ >— *4,

V 2
е

• •minima у -
B/c-j-

е 4
4 v*

V 2
при х -  кг.—точки перегиба.

198. Вершина : min.
1 1

У е  2е
* Перегиб : / 1

V]/e3 г 2г
На чал о • - точка прекращения

199. Вершина : min.
1
е 5 .В 0,1 точка прекращения.

ОУЬ 'lYb
200. При —< 0  — ассимптоты у -  0; при 0 < — <1п п

*

в начале (при касательной х•= 0) : вершина, если четн., т не-
чети.; возврат, если п нечетн., четное; перегиб, если п и т

тнечетные; при -- > 1  в начале (при касательной  ̂= 0) : возврат,ух
если пчетное, т нечетное; вершина, если п нечет., т четное; 
перегиб, если п и т нечетные.

>
201. Вершины : шах ( — 2,2.1), min (1, — 0.6). Перегиб

L  5.
~  2 5 4

202. Верп 1ины : min (0, 0.5), max (1, 0.6), min (2, 0.5). По-
ч  ' , 0

регибы при х = 1
1

V  з"
203. Вершины:max (—2, — 0.6), min ( — 1, — 2.8), max (1,4.8),

ram (\
1 13

2, 2 .6). Перегибы : (0,1), ( ± - ^ У  10, 1 ± ^ 1 / 10).16

204. 4 ассимптоты : х = 0, х  = 1, 2 , у = 0.2 точки перегиба.

205. Вершины : max/ —1, ~ j, mm
_ л/'ТТЛ

± У 3 , Iqr Ассимптота : 1,
4 /

+ 1 ,
1
2 ••(0 , 1),
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206. Вершина : шах ( - , — *3 Ассимптоты : х 1, ж =  2,

У = 1.
207. Вершины : max (— 1, 2), min (1,0). Перегибы : (0 ,1),

/ в ,  i ± )• Ассимптота : у = 1. 

208. Вершины : max (2/стс, 1), min л7 1\ 1 ' 
U  +  l )

max
5

2 к + min ((2 к + 1) тс, — 1 ), max2 к +

1
+  4 I* 5 V  2

mm 32/с +  ̂) тс, — 1 • Перегибы : при ж

, 3\ 1 . 2  7 / 7 1
= [к + - )ж, т, arc sin g + «тс, ( « + 2 1

1 2
т, arc sin оЛ и

209. Верп 1ины : max
тс 3  \

Перегибы 4/г +1) ~

7Z 9 9к-5, 1 ), minima

210. Перегиб : ( *, 0 )• Ассимптоты : х =

211. Ассимптоты : х - — 1, ж

212. Вершина (шах) при х =

1, х, -  2.

5 ±1^45 
10

. Ассимптоты : % -  1, у

213. Вершины : min при х

X  ■=• 2 ,

1
£  = “ 2

0 = 0 .

•
• 2 .2, max при х (возврат).

Перегибы : при х
4 ±  ЗУ 2 

2. . Ассимптоты : -  1, = 0.

214. В точке (1, 0) касат.. параллельна оси При аз =
з + Vз

4
— перегибы. В начале возврат 1-го рода.

/ 3
215. Вершина : min [-т

3 у  з
±  -  ̂ ); перегибы при х -

3 -  V I
4

Начало возврат 1-го рода. В точке (1, 0) — касат.

параллельна оси у
ю*
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else
216—232. Корни уравнения-^ = 0 (нечетнойкратности) опре

деляют точки кривой с касательными параллельными оси г/; корни
dy

уравнения —- = 0 (нечетной кратности) определяют точки, где ка-dt

сательные параллельны оси х. Корни уравнения: dx d'2y dy 
dt dt2dt

d-x 
dt2

'dx
dt = 0 (нечетной кратности) определяют точки перегиба.

_  уЕсли при t = t0 оказывается х = со, у -  со, при чем пред. — =а (при
00

t = tQ], то существует ассимптот. направление с угловым коэффи
циентом а; если притом пред, (у — ах) = Ъ при t - t 0, то прямая 
у - а х  + Ъ будет ассимптотой.

216. t -  0 дает х  minimum = 0, t =
1

V 3
дает точки пере

гиба
4 4а]/ 3
- а , ± - ■ п"~" )>  ̂= ± о о  определяет 2 бесконечные ветви (па-Б 9

раб *лические).

41 а2 - 
217. t =• дает ж max = — , t = -^ дает у  max = -^а; t -  О

дает у min = 0; t=  ±ооопределяет 2 бескон. параболически 
ветви. В начале узел с касат. y  и у - х  (tf=l).

218. ЛО
2

О дает х  min = 0; t  = — — дает ж max =
27а

у mm = — 250*, t -  ± о о  определяет 2 па

4а
27.' < = '

3 
Т 4

А

ветви*

219. t ~ 0 дает х  max = a; t
1

V  з
дает крайние значения

у — t — ± о о  определяет 2 параболические ветви
* ' А

узел с касательными : у = ж ( -  1), — = —1).

В начале

220. * = 0
1 дает у max =

V I
8

точку пересечения с осью х : (а, 0); £ =
3 _ . , . . .

a V  2, t -  1 дает точку сплющенности с ка

/1 # ,£ = ± о о  дает 2 шческие ветви.
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1 4
221. t -  1 дает ж min = 0, «/min = 0; t = —■ дает у шах = — а;А 27

t = О дает пересечение с осью х (а, 0); £ = ±оо определяет 2 пара
болические ветви. В начале [t= 1) возврат 1 рода с касат. у = х.

2 2 2 . t = 0 дает ж min
3 . 27— дает у mm = —

0; t =■—-2 дает хmax = — 4а; t -
9 27

a; t = —3 дает перегиб(
2а’ “2 а ; t -

* • ___

='— 1 дает бескон ветви с ассимптотою х + у— а -  0. В начале
(1 = 0) возврат 1 -го рода; г=+оодает 2 параболич. ветви.

223. При 1 =

4
■о у max

3 2"
-  ж min = — а; при t = 0 у min = 0 ; при tL ч *

256Туг, а; при t = 2 перегиб (8а ,— 16а); при

t
Ч

\

— 1 — две бесконечные ветви с асспыптотой х + у + а = 0; при 
± о о —две бескон параболические ветви.

224 При t = — У* 3 ж min =
ЗУ оОа; при t -  + У 3;ж mas =

в У  з
9 а; при t = +  У 2 г/ max 4а; при t = 0 у min = 0; при

t -  ±  V6—два перегиба (±1,2У/ 6а,—7,2а), при £= + 1 бескон.
„ 1ветви с ассимптотои «/—ж + — а

1
0 ; при £= — 1  бескон. ветви

с ассимптотои?/+ ж + а = 0 ; при t -  ±  со — параболич. ветви. 

225. При t -0 «/min = 0 , при t = ±оо—две параболич. вет
*

226. При t -0 хmin = 0, при t -  —У 3 у minЗУз
2 а, при

Г -  ■. . —  ч

t = + У 3 у max'

асспмптотою ж

3 У 3 
2 а, при t = ± c c —-две бескон. ветви с

а; при t -  — 1  — ветви с ассимптотою ж + «/ =
а
Г

а'■ t -  -f 1— ветви с ассимптотою ж—у = - • В начале (t -  0)

возврат 1 -го рода с касательной у -  0 .
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227. При t - 1 1
3

V  2
У min = — -а  V 4; при 0 — перегиб

(а, 0); при t = ±  со точка возврата (0, 0) с касательной = 0; при
*

t= 1 бескон. ветви е ассимптотою у — х + g — 0.

3
228. При t = 0 х min = 0; при 2 #max = f  К4;

з
Б при

£ — +  оо перегиб (0 ,а); при ? = — 1 бескон. ветви с ассимпто
а

тою х + у — о = 0. В начале (t = 0) возврат 1-го рода с касат. у = 0.

229. При t -0 у min = 0; при t
3

V4
а

у max = — о
4 3
a К4а; при

£ = — 1 две ветви с ассимптотою 0, при
✓ '

ветви с ассимптотою х - а .
t -  +  оо две

У
230. При £ - 0  у min = 0; при £ — 1 две ветви с ассимптотою 

х + а ^ 0 , при £ -— 1 — две ветви с ассимптотою у+  + 0;
при £ 1 -+- V е!

Г* ш

тою и при t -  Y + V  2
точки пересечения кривой с первою ассимпто

при £ ±
1

V 3

— точки пересечения со второю ассимптотою;
4

перегибы ( ± 2а У 27,2аКЗ); ^=гЬоодает точку

возврата (0, 0) с касательною х -  0 .

231. При £ = 0, 7cjcmin = 0; при £ = аллах = 2а, оо/г.е
существуют 2 бесконечные ветви с ассимптотою х  
возврат 1-го рода с касательною 0.

2 а: в начале’

232. При £ -  ± tzx min

уельны'ми у -  -±х, t -  •+ arc cos

а: при £

i — Уъ

ТС

2 узел с каса-

2 крайние значения

У + * (У ь 1)
у п

5 — 2: t -  0 дает х  max - а  и определяет

две бесконечные ветви с ассимптотою х-
• i

2 3 3 - 241. Точки перегиба определяются при совместном 
решении уравнения кривой и уравнения ее Гессианы.
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233. (О, — а). 234. (9а, — 27а). 235.
4±г-/= а, 4а

У‘6
236. (±б1/ 6а, 36а). 4 ‘237. (— 2а, а).

4

239. + а о
О

У З ' 4
а 240.  ̂а, 36а  ̂*

238. ( а К з ^ а ^ )

241. (9а, -За).

242—247. Точки перегиба определяются корнями нечетной
1 / I х"

кратности уравнения — +г 0 или уравнения г2 + 2г ' 2 — гг" = 0

(производные взяты па 0).
242. 2 точки перегиба: 0

7Z
6

243. 4 перегиба при tg9 = +  2.
244. 4 перегиба при tg0 = +V15..

245. 2 перегиба при cos0 =

246 . 4 перегиба: при cosQ =

247. 1 перегиб: при tg0 =

17
18

4 cos‘00
'ч

1
3 ’

= —2 (5

248. 2 перегиба: при касательной ?/ = 2 а; нисходящий и при. 
касательной у -  Ъх — восходящий.

249. Завиток между касательными За*, располо
женный внутри угла положит, координат.

250. Два перегиба при общей касательной = 0 .
I

251 . Точка возврата 1 -го рода е касательной х=Ьу  при х > О.
252. 2 ветви: у  = (2 + г)х2, у = (3 +  е)ж2 касаются оси гг.

*

253. 2 ветви: у  = ( — 1 -ье)#2, касаются оси
254. Возврат 2-го рода с касательной у -  0 при х <  О,

«/> 0: у - х ' ( \  ± У — х) (1 -м).
% • \

255. Возврат 2-го рода с касательной 0 при х >  О, 

2/ > 0 : у - ±  Ух )  (1 + s).и' 1 v •

256. Н исходящий перегиб с касательною ж = 0 .
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257. Точка сплющенности при х <С0 .
258. Восходящий перегиб с касательною у -  0.
259. Нисходящий перегиб с касательною у - 0 .
260. 4 ветви: у-± l V  — х (1 + е), + е)

1
У ~~ 2
з _

33 9
64ж ' ‘ • ’ У

1
2

х 31
64

>

261 3 ветви: у= Ух(  1 +е), у = — 

262. 4 ветви: у = ±]/2а; (1 + е), у
2ж2(1 + в), у 2а2.с « о

а8(1 + е),
1

У = j-a + ..

263. 5 ветвей: у -  ±  } / х ( 1  + е), у=  ±  ( — х'р-(\ + г),
1

9 1
«/ = а + -а +  • • , у Ж 2 ж2

о о а

1
264. 5 ветвей: •г/ = аГ'а(1 + г), у - а8(1 + е), /̂ = а + —а2.

у -  — a +

о *

1

265. 3 ветви: ?/= а,?а(1 + е), у= +  х^(  1 +е).
^ ♦ ч

266. 3 ветви: у=  ±  \ f —а; (1 +е), у = ±  а2(1 + г).
' 4 __ 1

267. 2 ветви: у = ± ] / 2а(1 +е),г/= —а4(1 + г).

2
Оаг.

268 а: 1 = 0, х + у — 1 = 0, х  — у+  1 = 0.
269. у+  1 = 0 , х — 2 у = 0, а + $/+1 = 0.
270. ж = 0, 2а; — у = 0, а:—г/+1 = 0.
271. у -  0, а; + «; = 0, 2 а —j / + l  = 0.
272. а + 2 = 0, х  — 2  ̂= 0, 2а; — # = 0.
273. г/ — 2 = 0, За; — у = 0, х + у -  0.
274
275

. у = 0, За; —- 2/ + 1 -  0, а; — у = 0.

276. 

278
г s i п (0—-0о) 
асспмптоту

а; = 0, а + 3«/ —  1 =
1 1

У = ±  о * + 32 ‘
-285 . Если при
= а при U = (

О
' О

0 , а; + 2 у = 0 .

277. а; = 0, а; + ̂ —-
1
3 О

9 = 0о оказывается г = со и пред
0о) = а дает пня мал иной riVTO
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278. rsin |

280. rsin( О 

282. rcos (

t

п) + asina = 0 .

279.

281.

283.

285.

гcosO = a, rsiiE = а.

rsinO = 2 а.

rsin

286—295. Так как общее уравнение линии 3-го порядка со
держит 10 членов, то кривая 3-го порядка вполне определяется 
9-ю условиями. Задание точки на кривой дает 1 условие; задание 
касательной (без точки касания), дает 1 условие (существование 
двукратного корня уравнения, определяющего координату точки 
пересечения кривой с прямою); задание касательной с точкой ка
сания дает 2 условия. Задание ассимптоты дает 2 условия (обра
щение в 0 коэффициентов при 3-й и 2-й степени неизвестного в 
уравнении, определяющем координату точки пересечения кривой с 
ассимптотой). Задание двойной точки дает три условия О, 
/ /  = 0, / ‘ ' = 0); задание двойной точки с пучком касательных 
дает 5 условий и т. д. Если /у = 0, /*2 = 0, 0 суть ассимп
тоты линии 3-го порядка, то ее уравнение имеет форму:

(*) f }f 2fi  + &x + by + c = 0 .
286. х2у + ху '1 — 2 ху — х —- у + 1 = 0.
287. 2 ху2 — х2у + 2х 2 — 2 у2 = 0 .
288. — 10а?3 + 13х2у — 3ху2 —- Зу2 = 0.
289. 81 (а?— 1)3 + 190(а? — 1 - 1) + 133(ж -  1) +

+ 28 (у— 1 )*+*(?/—х)2 = 0.
\ .

290. (х — у + 1)(х-{-у— 2)(— Ьх + Ау + 3)— 8х — 4t/ + 4 - 0 .
29?. (х — у+ 1) ( х + у — 1) (х + 2) + х —4у + 2 = 0.
292. 160х8+ 374х2у +269ху2 + 61у» + 2 х 2 -  8у2 = 0 . '

\

293. — 4сХ2у + Ixy2 + 4 /  + A{x + y f  = 0.
t

294. Теорема следует непосредственно из формулы (* j.
- ‘ ' * I% \

295. Прямая, соединяющая две двойных точки кривой 3 по
рядка, имеет с нею, по крайней мере, 4 общих точки и следова
тельно сливается с нею всеми точками.
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2 96 . Вершины: у max (а, — 2а); х max ( — 2а, а). Ассимптоты:
% -0 ,У  = 0, х + у - 0 . Расположение
У -

оескон.
оо; у> 0 при х — ±  оо; + < 0  при х  =

ветвей: х 
со.

О при

297 . Вершина. #max( Q j/ 4  <,(*)• Перегиб (0, а) с касательной

у -  а..Ассимптота: х + у а
2 = 0 , при чем левая часть противополож

ного знака с х при х = -Loo. В начале возврат 1-го рода с касатель 
ной у -  0.

298. Вершины: # т а х (—а | / 27ар Т ),!В min ( - а у ' Т ,  a . y t )  .
Ассимптота: — х + у + а — 0, при чем левая часть 0 при х — ±со.
В начале узел с касательными £ = 0,«/ = 0.

1
♦ *)

299. Вершина: «/min (2а,—V  4а). Перегиб (3а,0) с касательной 
х = За. Ассимптота: у -  х + а = 0, при чем левая часть знака противо
положного с х при X-  ±оо. В начале возврат 1-го рода с каса
тельной х = 0.

%

— 2 а ’Т  а ) ' Перегиб:

~~2а’ ~2 а ) ‘ ■̂ссимптота х + у —а = 0, при чем левая часть знака
обратного с х при х -  + со . Две параболич. ветви с ассимпт. напра
влением х = 0. В начале—возврат 1-го рода с касат. = 0.

301. Ассимптотад: — 2а = 0,при чем левая часть<  0 при у 
В начале —возврат 1-го рода с касательной 0.

■ 4-00.

2 3 _\ * ! 33 0 2 . Вершины: у min ( — а, -п- а У  3 ),у max( — а,
2

3
2 а У з2 -у»*-"~  \ 2  ' 2 /

Ассимптоты-: я —а = 0 ( левая ч. >  0 при у = ± о о ) , — 2х  + 2 у -  а -  О 
(лев. часть —знака х), 2 х + 2у + а -  0 (левая ч. знака— Начало-
возврат 1-го рода с касат. у  -  0.

/ 4  4  —303. Вершина: о: min (а,0). Два перегиба Г а ,  ± а  К 3

В начале—изолированная точка. Две параболические ветви с ассимпт 
направлением х = 0.

2 2 _\ / 2
3 0 4 . Вершины: у max( а, а К 3 J; «/ min (-3 а, 2

9 аУЗ) :

х max (а, 0). В начале узел с пучком касательных х 2 —«/ = 0. Две
лич. ветви с ассимптот. направлением а: = 0.

к
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I а а 4
305. Вершины:х m a x , ~^j,y max (-^а, 27 / '  ® начале Узе'т 

с касательными у -  0, у = х. Две параболические ветви.
4306. Вершина: у max( 7:\  9 ’ 27 у

с касательною у - х .  Две параболические ветви.

«V В начале возврат 1 -го рода

3 3 з
307. Вершина: «/max/ — аУ 2). В начале точка сплющен

ности при касательной у - х .  Дге параболические ветви.

308. Вершины: х max/— а, 8 а 9 278 Г . Г уттшттуи  а , - Ш а
В начале—тройная точка с касательными — 0 . Две па
раболические ветви.

309. Вершины: «/maxi[ ± а У  2 а—, -7 ),#mm4
2 / — 2 " аУ Ъ ^а9 9 , # т а х

2 — 2 
~ аУ 3, — а . В начале—тройная точка с касательными 0 ,

у -  ± х .Две параболические ветви.
4

310- Вершина: у maxj
4 з

V з У  4 а ). Ассимптоты: = Осте

вая часть знака
а

— у), х + у + ~ъ = 0(левая часть знака — х при
х -  ± с о ). В начале —точка сплющенности.

311. В начале — точка сплющеннрсти. Две параболические 
ветви с ассимнт. параболой х2 = ау.

312. Вершины: у max(± 217 2а,— 4а);#тах( 3̂У За, 9 )9 а ); — /
/ >( Ох min | — I7 За,

а

9 \   I О./-  О и v ,
— а ) .  А ссимптоты:2

■ . / 6, / — 36
а I. Перегибы( ± -^ » Ьа, —

нака

о
ах), у + х + -2 = 0 (левая частьу —х +*2  = 0 (левая часть

знака—я при ± о о ).‘Две параболические ветви. В начале —точка 
сплющенности.

л«л ^  . /27 8 1 '\ /6 4 ’ 256 \  ■313. Вершины жппп1^а, — —а I, max I - ̂ -а, — а I. Пере-

, — 16а). Ассимптота у i-x + a - O  (левая часть знака—# при 
х — + 00)., Две параболич. ветви. Начало—точка сплющенности.
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' 4
f~ . .4  I ■ —

314. Вершины: у max — min (За, +  ° V 49), х max (4а, 0 ). 
Начало и точка (4а, 0 ) —точка сплющенности.

315. Вершина: ачпах ( —4а, 0 ). Точка сплющенности (0 ,0 ). 
Ассимптоты: у — х —а-0 (левая часть знака — х  при ±оо), 
у + а:-ьа = 0 (левая часугь знака х при х=  ±оо).

4 _
316. Вершины: гутах ( ± 2а, 2а), жтах-min (± a K  27, aV  3). 

В начале тройная точка с касательными: а;2 = 0 , у -  0 .

317. Ассимптоты: у —х + а - 0  (левая часть знака—ж при 
x=ztoo) ,  y-hx + a-0 (левая часть знака я). Пересечения кривой

с ассимптотами: с первою
a

(2-f- V2) ,±̂2)2 2 со второю
а
2 ( 9 Vi), аX 2 }. Перегибы (± 2 a V 27, 2а К З). В начале

тройная точка с касательными х% ~ 0, г/ = 0
О 8

318. Вершины: ?/max-min ( ± а
оО r ХТ—

16
ч /-27

:’± а  V 16/1 . о? max-nun
S

~+а
г27

у  - у 4-а
£
16 . В начале двойной перегиб

319. Вершины : у шах
а а \ , /.. а

4— = .  +  — 1, у  m in  ( -
агг + 2 У  2 ’  2

a: m ax-m iD ( ±  a , 
ж -

0 ). В начале двойной перегиб с касательными

320. Ассимптоты: х —а = 0
я + а~  0 (левая часть >  0 при у 
гиб с касательными х -

г

(левая часть<  0 при у -  ±оо),
: ±со) В начале двойной пере-

321
Ь* N.

: /жmin (0 , ± 6), жтах 0а 7

О * У |7 и> о
Две параболические ветви

322. Вершина: ж max (2а, 0). Перегибы 
Усснмптота = 0 (ж >  0 при ?/= ±со),

о сг>
п  ГГ- --

О 1 —  Q — О
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/
323. Вершины: уmax-min —  ̂(Vb 1) ,± “ ( р ь - 1) У'Уь 2

£min (■—а, 0). В начале узел с касат. у — ч-х. Ассимптота х —а = 0 
{х<  а при у -±оо).

324. В начале двойной перегиб с касательными у = +х.  
Ассимптоты у -  ± а  (у2 <  а2 при

/3  Б Уз \
325. Вершины: у шах-min ( —а, ±—-— e),*m ax (2а, 0), a: min

1 . У  3т а,Ч~ а4 4

\2 4

Начало возврат 1-го рода (при х <  0).

(

f Q

0 ,+ у=

1
. Узлы:, (± а , 0). Асспм-

нтоты: у -  ± у ^ ( у 2< ^ х 2при х -  ±ооV Пересечения с ассим

птотами (четыре) ч- а
У з  ’

ч~ а

327. I случай: а2>262. Вершины: у min (О, Ъ)\ у тах(0',—Ь);

у тах -тт
а
2

а2 -  2 Ь*
W ~2~Уа1= р ^ жтМ М );я т ш (—а, 0). 

Перегибы (4 точки) —на пересечении кривой с прямою у =

” ~Ь а
ъ

г 2а2— Ъ2
—2 Ъ2

х.
а

1
II случай -у- Ь2<а2<2Ь2. Вершины: у max-min (0,±  Ъ); х max-min

I # 4 •1

(± а ,  0 ). Перегибов нет.

III случай: а2<  тр*2- Вершины: у max-min (0,±6); х min-max

(± а , 0); жтах-minf ±  

как и в I случае.

Ъ2
а2 А л /Ь'

2а2
Ь2—а2

. Перегибов—4

___ *

В начале координат во всех 3 случаях изолированная точка 

. Вершины: /у min-шах (0, ± 6),
а
Г4 * ■ -

V2 ' ± V h b2+ у  а*4_ ).), хm i n-max ( , 0),

4ft «
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х  max-min (.+-
О

У 2 ^ Y \

{а% + У а* + 64) Перегибов — восемь

точек. В начале—изолированная точка.

329. Вершина: a; max
I

12, 5) . Перегиб 27 ,8 Ассимп

тоты: х  = 0 (ходного знака с у при у = ± оо), у+  1 = 0 1
при х -  —оо).

< о

330. Вершины: у шах (0, а)\ у min Ь,
3У ь

a: max ( а , 0); a; min Ъ
О
4 а — Ь), Ъ

з
где

й = а
9 3
с +16 ' 32 2 V  3 + 2 2 1 /3  — 2 Начало

точка сплющенности с касательной х + у = 0.

331. Вершины : у max (0 2 у min ( ±:а,
3
2 a ;a?max-imn

{ ± a V  2 ,—а). Три узла: (0V—а), (±а ,  0). Две параболич. ветви.

332. Вершины; «/min (1,1); max 1 + Уо
2 у

•2
» У о Ь где Уо иоло_о

жит. корень уравнения у'* + у2 + Чу—1 = 0 ! у0 около
1
7

х  mm

^0’
х о

2х
IV { X,, a:max ( а;,, —

1
о 2ау , где х 0 и х х два отрицательные

/
1

корня уравнения аУ — 6а:2 + 8а: + 1 = 0 ( х0 около— g , хх около— 2

Ассимптоты: х -0 {хзнака—у при у = ± со ), = 0 {у знака х  при
х -  ± оо), у— х -  0 {у—х знака—х при х = ;±оо). В точках (0, 2), 
(2, 0), (1 , 1) кривая пересевает ассимптоты (эти 3 точки лежат на 
прямой х + у -  2—см. зад. 294).

333. Верп зины: у min 13 У  7 7 V7—10
18 >

у  m ах
13 + К 7

18
l V  7+10  

18 } a: max

18
4 _8 
9’ 9 В начале воз-

т 1-го (х> 0). Ассимптоты + 1 = 0 (2а? + 1 знака «/ при
^ = + о о ) , 3j/—-За: + 1 = 0 (левая часть знака х  при а; = ±оо), 
6а: + 12г/—1 = 0 (левая часть знака—а: при я = ± о о ) .
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X

334. Вершина: ?/min (0, 0). Ассимптоты: у—1 = 0 («/>1 при 

±  оо), у---- ^ ( У  5 — 1) = 0 (левая часть <  0 при = +  оо),
1

У + ~2 5̂ + 1) = 0 (левая часть< 0  при х -  ±оо), = 0 ^ 0

•у-±_ оо).
при

09R т) • /Л +dob Вершины: у mm I  ——  ,V  2
2 2

т  1  \
—  а 1,

3
3—2]/' 2 V ■ 2 

у  max I---------- а 1 3
2 а х max а

[ i - Y v

2 +1 +
г ‘Л

г

+ У v72 —1
1
2а 3 + 2 V 2 + У 3— 2 Vх 2—2 .Начало

узел с касательными ж = 0, у = х. Ассимптота у + а = 0 (левая часть 
знака—х при # = ±оо).

336. Вершины у шах (±2а,  4а), max-min 
В начале две ветви («/>0) касаются оси х.

2 аУ  2, 8
ООа

/ 1337. Верп хины: у max ( 0,— j; жшш-max 5 Vl 5 + i V '7

13+ У 105 
16 x max-min +■

4
5 У lb V i

8
v v у 13

>
У ш

16

8

. Начало

узел с касат. у -  +х.  Ассимптоты: у —1 = 0 (з/> 1  при х= + оо) ,  
—4х + 8у + 3 = 0 (левая часть знака—жпри х = ±со), 4а; +%  + 3 = 0 
левая часть знака а: при £ = ± о о ) .<

338. Абсциссы 2 вершин («/шах) определяются уравнением: 
■9я4 + 8ж3—35ж2— Ъ2х— 32 = 0 . В начале—две ветви, касающиеся 
оси х  (# > 0). Ассимптоты: х—1= 0 (х—1 знака— .т+ 1= 0  
{х+1 знака у). — 3++3?/ + 4 = 0 (левая часть знака х  при х  = 
= ± о о ) ,‘6ж + 3у + 8 = 0 (левая часть знака—х  при х = ±со).

339—350. При построении кривых в полярных координатах 
отрицательные значения радиуса-вектора г откладываются на отри
цательном направлении лучей (т. е. на полупрямой 9 = 90 + тс вместо 
полупрямой 0 = 9о).

339. При 0 = 0, тс получается minimum г = а. При cos9 = 

= +; \ /  ~  — четыре точки перегиба. Четыре параболические ветви.
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34-0. В полюсе узел с касательными 9
тс Зтс
g-, O= -g-;npH0

тс
8

/ 5 тс
и при 9 = -г-для отрицат. rj наибольшее = aV 2.

34-1. Ассиматоты: rcos9=±a. При 9 =
Зтс 7тс

касательная4 ’ 4
перпендикулярна к полярной оси. В точках, гдеtg39 + 2tg9—1 = 0* 
касательные параллельны пол. оси. В точках, где 2tg39 + 3tg29 + 
+ 3 = 0 имеются перегибы (два).

342. В точке (а,
тс
2 узел. Ассимптота: rsin9 = При 9 = 0

касат. совпадает с пол. осью. При cos9 = 
перпендикул. к полярной оси.

V  5 — 1
2 касательная

343. В точке, где 9 = 0,
4U

2 ассимптота rcos9r=2a. При 9 =

тс и г - а ,  имеется узел. При 9 =
Зтс
2 касат, перпенд. к по

лирной оси. При sinO = У ь  -  i
•I М ■ м • | ш  Я  К  *  •  ■ I 

2 касательная параллельна поляр
НОИ оси.

344. Замкнутая прямая в форме креста. При 9 = 0,
тс
2 JC

Зтс
оГ наиоолыпее г = а; при 9 = =тс Зтс 5тс 7тс

4 ’ 4 ’ 4 наименьшее г =
а
2

Восемь перегибов определяются условием cos49 =
27 —V  1344

15

345. В полюсе тройная точка с касательными 9 = 0, 9 = -д>

9 2тс
У . Кривая имеет два завитка, две бесконечные ветви, кото

рые приближаются к ассимптоте rcos9 = 0 . Точки перегиба опре-
: 8cos329 + 3cos^29-p6cos29 + 10 = 0, которое

346. Строфоида. В полюсе узел с двумя взаимно перпенд.

— 9) = asina пере-
- f t  + (X

касательными: 9 = —? —тс—. Ассимптота rsin (a2

секает кривую в точке

2
Зтс
2
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347. Конхоида круга. 1 случай: а~>Ъ (Улитка Паскаля). В 
полюсе узел. Четыре точки с касательными параллельными поляр

ной оси: при 4eos9 = Ь
а

Ъ2
+ 8. Четыре точки с касатель-

при 9 = 0, тс' и cos9 =ными перпендикулярными к полярной оси:

= — — . Перегибов нет.

II случай: а - Ь  (Кардиоида). В полюсе точка возврата 1 рода 
Две точки с касательными параллельными полярной оси: 9 =

То ' '

= +  — . Три точки с касательными перпендикулярными к поляр

О

3
2тс

ной оси: 0 = 0,9 = +  -к-. Перегибов’ нет.

• III случай: а <  Ъ <  2а. Две точки с касательными парал

полярной оси: при 4cos9 = Ь
а

—  ̂• №
- + 8. Четыре точки с ка

сательными перпендикулярными к пол. оси: 9 = 0, тс, cos9 Ь
2 а

Две точки перегиба: cos9 W + 2а2
3 аЪ

#

IY случай: 6 > 2а. Две точки с касательными параллельными
полярной оси, как и в III сл. Две точки с касат. перпендик. к
полярной оси: 9 = 0, тс. Перегибов нет.

#

348. Конхоида прямой (Никомеда). I случай: <  В по
люсе узел. Две точки с касательными параллельными полярной

, \ \3

оси: cos9 а
Ь

✓ V

. Две точки с касательными перпендикуляр
<> •

ными к пол. оси: 9 = 0, тс. Две точки перегиба при 2sec39 — 3sec9
«\

0 (на правой ветви). Ассимитота: rcos9 = a делит кривую
Ъ
а

на две отдельные ветви.
II случай: *=6. ,В полюсе

сательными параллельными пол. 
лярной оси при 9 = 0. Перегиба 
ветви.

точка возврата. Нет точек с ка- 
оси. Касательная перпенд. к по- 
два на правой (от ассимптоты)

III случай: и >  Ь. При 9 = 0, тс касат. перпендик. к поляр 
ной оси. Перегибов четыре—два на правой и два на левой ветви,

Л. А . АДАМОВ. 11
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349. Трехлепестный венчик. В полюсе 3 касательные: 0 = 0,
т: 2тс ' . тс 5тс Зк

=-. Наибольшие значения г = а при 9 = 6 ’ 6 ’ 2
d / %

350. Три ассимптоты: rcos9 + —= 0, rsinl ^-±9
а
12 • Вер-

■ ч . Зтс 5тс
шины (с касательными параллельными пол. оси) при 0 = — , —
В полюсе возврат 1 рода.

351.
а
4

о
О

а х
а
2

2
касание 2-го порядка

352. X1 -гу1— 6 (х + у) + 10 =■О, касание 3-го порядка.

353. у
8
5

2
а 5 а

7
5 а— х х

а
5

16 /11
5 а 5 а — у

354. 3-го порядка. 355. 7-го порядка.
356. Уравнение искомого геометрического места имеет вид

( х ~ х 0) iy —  y0) yQ" = {x —  x о) Уо'2— (у —  Уо)Уо\ п е  (Здо) Данназ 
точка, у0' и у0" — значения у' и у" из уравнения данной криво!
в точке (х0,у0).

357. V 3 (ях—-0О),- где 20 и zx координаты начала и конца дуги
Длина дуги от начала координат:

1 Гу 5 2 (1 + 5 7 )+ log (W z + v

358.

2 Y b

359
1
2 И

(1 + 22) + \og(V20 + V l  + 22) 8О
1 .2 + 1/ 2 + 22

360. Длина дуги от (0,0,0): ^  V 2 + 22 + log— у=

361. У 2 (у1 — у0), гд е^ и ^  координаты начала и конца дуги.
362. Длина дуги от (0 ,0,0)

363. Длина дуги от (0, 1,0) : log

364

1 х
Ь ♦

У

дуги ОТ (1,0,1) : V 8% 1.

365. Длина дуги между точками t = 0, t -  l^ j  j1 :-Л! 2 7 КБ 2 У  6г-1
I

366. дуги от (0,0,0);  х  +  2.



1 6 3
\

367—377. В ответах введены следующие обозначения:' 
Т—касательная, В — бинормаль, главная нормаль, В } и Д —
радиусы первой и второй кривизны, при чем три числа, написан
ные после Т, дают косинусы углов Т  с осями х, у, 2 , и т. п.

4

. Т: 1 1
У 2 ’ V  2 50; В : 0, 0, 1: N  : 1 1

V 2
5

К 2 > 0;

370. Те же числа, как в 369.
л , = 2К 2, д , = 1 .

371. 1
К Г 0,

1
К 2

: В:

372. Г: 1 1 1
КВ К з ’ КЗ

373. Т
1 1 1

' К Г  К Г  Уз

374. Т. 1
V 2

2 О,
1

У  Г

369.
4 3 4

K iT V i l ’ 41’

8 - л  -К82’ ^  ~
1 2 3

: У и ’ К14 ’ Kl4

- ! .  д  _ 
К 42’ 1 "

1 — 1 2
; Кб ’ Кб"’ Кб 5

* д

—1
' К Т ’ . / г : Л

N :
3 8

К82? К82 ’

; s'= 2V к* в’- =
N:

5

41
18

4

Г

У 7? - 1,  XV2 _ в  .

1 1
К 2 ’ К 2

, 0;

3
2 К 2, Д  = 3.

: 0, 1, 0; Д  = 1,

7? - -
■ 2 “ 3
11*
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375. Т: 1 1 2
v 6 ’ 1/ 6 5 V 6 ’

В : О,
1

УЪ ’V b
Y :

5 1
У зо 5 И зо

_ 2_
Узо

1 1

V

1

/ГУ  &
= 6 у  Г о ; ■в * = 2

1
376 ./Г .1,0,0; Л: 0, у   ̂ , у — 0, j /— , -р— 5

1

377. cos (Т, Z ) =
1

V  з
, cos (B,Z) = у  | ,

"2 У 2 ’
JL = ос2 • с-

cos (N,Z) = О

V
378. z = k • arctg — (косой геликоид).

X

379 . ж cos ч-«/ sin = a,t
геликоид).

£
к

' W + У2 a2
a (развер т ывающийса

1
380. srcos^-i-logH  + y s m ( ^  + logs\ = z

381. x cos + ?/sin £ = z, t -  log (z±:Vx2 + y2—z2).

382. x cos t + у sin t = z, I t  -  z ±  У 22 H- 4Уx 2 -\-y2 —*
383 . Из сравнения данной прямой с касательной:

*</ •

Х-Ж
х

Z
У

z Г
z. х у ' ,
-  следует: —, = ®, я —г® = <р15 -7 = ф, ?/—гф = фг

рование второго и четвертого из этих равенств дает .л 
после чего получается х — % + £<р, фх + zty.

384. х -  cos t, у -  sintf, z = t.
385 . x = tcos t ,y  = t s m t , z ~ t .— 4
386. x = t cost,у - 1sin t, z = t2.

?
v

387. T. к. d*x d8y
dtA dtd diA= - 77a = O', то B 3 = со во всех точках.

bz = cb2 — Sc
9

388. При = cbx кривая лежит в плоскости
389. Во всех точках кривой плоскость кривизны Зх + y —2z = О

1
390. B x- y ~ z \ B ^

z
1

t
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391. В, = В ,=  1+ 1
4

и-А/ « 392. В: = М = 2ch2z.
A ,  J ' j

393. Искомая линия определяется системой: f -  0, +* / л / i  У . I (л)+ WbfJ 4~ llfJ. = 0.У
/у»2 л/2 /v>2 л .2  ~ 2

394. Лидия: ~2+,4  + -2 = 1, 1  -  о.а1 ¥  С- а* ¥  ¥
• ^ОСг̂ лР

395. Линия: ~ 1». „i t  74Й
х 1 у1 z2

+ ~ М> С <С ̂а +
1

й?

396. П лоскости l x  +  т у  + пя = ±У.аЧ2 + 6am 2-f-c2

397. 4Х + 8Г + 12Х =18, 2 X + 6 r + 1 2 Z  = 18.
п

398
х 2О . Уо . ~0Я 2
а2 + й2 + с2 1

I
а2

т2
+ ? а2 + й2

тг/0 л*0 2

401. Касат. плоскость: X  [ cos 2 0cos 4*/*(ф) — sinty/' (ф)] + 
-f r[cos29sint]j/,(^)-j-cos^//(̂ )3 — Z  ■ sin 2 0 • /Щ  +.asin29 /'2(ф) = 0. 
{Поверхность может быть задана тремя уравнениями = asin20cosi|;/,(^), 
у  = a  sin2 6 sin ф / ’(ф),  ̂= a sin 0 cos 0 /'(ф).

402—404. Уравнение подэрной поверхности относ, начала 
для данной пов-сти f  (х, у , z) = 0 получается исключением х , у , z 
из четырех уравнений: (X — а?) f /  + { Т — у) f  r+ (Z — z) f j  = О,

X  Y  Ẑ  x .
p  r — p  f — p  r ? f  —
i  x ! у I z

402. (X2 + Г2 + X2)2 = a2 X2-H 2 T  + c2 Z %.
403. c X r + Z  ( r + I 4 Z 2) = 0.

. 2 X (X1 + У2 + X2) +jpX2 + 2 X2 = 0.
405. D* = (Ла)* + (B&)2 + (Cc)2.
406. (Ла + ВЙ + Сс + Р ^ В Ч Л ^  + Б2**?2). Точка касания:

Л (a2— B Q) + Bab + Сас + a Dx -
Л® + Вй + С-e + В и проч.

407. В2 + В 2 = (а—а1)2+(й—й*)2 +

408. В ± В 1 = ± У { а - а 1
409. у ~ х  -  z

«скоеть, удаленную 
радиусам).

(z—2)Vo. (Через данную точку проводим 
от центров сфер на расстояния,

пло-
равные их
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25
410—412. Рен 1ив уравнение f  (х, у . z , а) = 0 относительно а, по

лучаем.-а = F(x,y,z)  и, продифференцировав его, находим 
не содержащие параметра а. Исключая затем функцию <р из урав-

нения 0 = о ( х , у )(для чего составляются р -  q — и из двух

уравнений исключается ©/
ду

У ,производная по аргументу — ), получаемX
в результате уравнение р F ' x + q]F'y 
ортогональности.

F / О, выражающее условие

413. Легко убедиться, составляя и что 1 = 0.
414. Легко проверить, составляя р и q, что — х) р— qy -  Ъ-

. (ЛС— Е 2) х2 + 2 (C D - E F ) xy + ( B C - F 2) г/ = CQ,
, &/О CV.

О 9 9.„  ̂ (Х г гг &*■
416. ! “2~Ь72“Ь~~2\ от Ь2 <г 1

Г т
“2 +

2 п
а 7 v> + О£г <г

/ 1х ту nz 
~  + ~?~ U 2+ 52

417. (#—с)4 д
а 1 (я4 + «/4).

418. [(#—а)2 + ( у —ЬУ + (я—с)2](а2 + 52 + с2 — +
+ 5(2/— + с)]2.

419. *0- , У й , г, + . .  +
2

¥ а 1 (ж
а

^о')2 , (у-Уо)  ,Г ---- ------- Г
21

52 с2
(Ж я 0К  (У— Уо)У0 ( * - * 0К

О ~Г 1 о I

П2
а 52 с2

2 4pz + 
24,xz —

420. Два конуса: 1 Зх2 + 1 Зу2 — 19я2 — 8ху — 24xz- 
+ Збж + 36?/+ 108^ — 132 = 0, 37а>2 + 37?/2 + 5*а -  8 -
— 24yz + 12ж+ 12у + 36# — 132 = 0 . (Из геометрических сообра-

/2 2 \жений определяем вершины 2 конусов (g-,g~, 2 ), (2 ,2, 6) и далее 

поступаем, как в 418).
421. Приняв во внимание уравнение нормали:

X х У - у Z - z
2 х  — I f 1 2 y ~ m f условие совмещения двух прямых

Х — х,  Уо У о Z —е.о Х - х ,  У
I т

х 0- х л
I
I

п
Уо~~У*

т
Щ

h
Ух Z - z 1

т п в одной пло~

*0^*1
п
п,

О, легко докажем
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422. (х2 + у2 + z2) ( аах + ЪЪХ + = + + (а* +
+ Ь 2 + с 2)~

423. (х 2 + у2 + ,е2)2 — 272 (х 2 + у2 + z2) (х + у + z + В) +
+ 2722 ( х  + у + z)2 = 0 .Ф

424- т* + У* + ^  — 4т|дг (x + y + z) = a2
425. Пересечение поверхности с переменной) плоскостью 

х + у = ос, перпендикулярною к оси вращения, дает окружность:
1

х2 +у2 + z2 = и? — г-(ос — а)2,х + у-сс.

426. В пересечении с плоскостью т -f?/= а получается окруж-
, „ a 2 (3ft +  ос)

НОСТЬ: T2 +  f/-* +  £" =  Q , х + у -  а .3 (ft + ос)
427. т2+ад2 = 72 9

429. т2 + у2 + = W  +
1
3

428. x2 + z2 = y2 tg2 а.

(;x + y + z)2 (Прибегая к способу

неопределенных множителей, взять производные по а, Ъ, с от 

функции ax + by + cz + 1 — A (a + b + c — р. ( ft2 + — = 0).

430- ' - 1 ) а + ( 1 ' 2+
z 2 а:2 у21. 431. -  + -  = 2,е\

Р 7
432. ( bcx + acy + abz + abl)2 — 433. у2 = 4т

434 1. х coŝ  + у sin£ = ft, t - — | z ± V x 2 + у2О) a

435, tcos£ + ̂ sin̂  = z, if = log- ( Z ± V  X2 +y 2__,.2
/

436. T.cos/f + г/sin̂  = ts, 2t = z ±  j / z a± 4 V x 2 + y2—£2.

437. См. зад. 383.
1

438. x = В  sin ад cos ад + ptg3 ад,y = B  sin ад sin ад—2
= В  cos ад.

439. x  = B  sin ад cos ад -f
ft" cos v

z

V a2 cos2 ад + b2 sin2 ад
, у -  В  sin ад sin v i-

+
b2 sin v

V ft2 cos2 v + b2 sin2 ад
г, z = к  cos ад.
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440. х = В  sin и cos v + а V  cot v, у -  В  sin v- sin v + a V tg v, 
z = Bco$u.

441. \ %\ +  \y \ +  \z
сильный октаэдр).

I (восемь плоскостей, образующих пра~

442. х~'3 + у'13 + = Г!з.

443. V \ x \  + V \y\ + V z = V i .

444 x
1

+ 1УI -  к- & (система четырех плоскостей).

1445. x^ +  t —16
x446. V x + ]/* у + V  Z = V a (как огибающая плоскостей — +

~Г
У Z
Р + =71 при условии а + р+.у = я).

447 х~>3 + у1*3 +. /'/з — а'1з(см. 446).

448. 2
xyz--rrcP (см. 446).У

449. 2 точк
1 1

° ’ ± 6  ^ 2’ 12
с радиусом кривизны Уб.

<
450. 4 точки: (а, а , а), (а,--_а,

кривизны аУ 3.
а), (— а, ,— а),

а,-— а, а) с радиусом

451. а а а
9 ’ <Р 9 - 452. В.

У  6
з в . = 2

453. Д2 ■Я,=
ж2 +у +а 

а

454. В,  = Д„ =  ̂ ~г '̂ - (Катеноид).2 а

455. Д, =оо, Д2 (ж +*/)
2 ху{х + у)

,2

456 ху ±  v'(X2 4- с2) («/2 + С2)

Ж* +У"

■ -~гУх2с~ 2 + с*

• ■ /
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О Т Д Е Л  IY.

Геометрические прилож ения интегрального исчис
ления.

При решении задач етого отдела полезно иметь в виду сле
дующие определенные интегралы, знание которых значительно со
кращает вычисления:

7U ТС
sin 2nxdx =

2 1 • 3 - 5 • • * 2п—  1 tz
cos lnxdx = 2 * 4 -6 -  • 2 п 2

о о
тс тс

г 2 Г 2 2 • 4 • 6  •
I sin2*+1 xdx -  I cos27l+1 xdx =

JO Jo
9 # 2 n

3 • 5 • 7 • ■ • • 2n -f* 1
00 xkdx

1 + xm
1
m

TC A + 1-при 0 <  — < 1.. k + \sm-----тсm
m

CO xlcdx 1 (1 — A) (2 — A ) • p • (n — 1 -  X) r

0
(1 + )П m 1 • 2 * 3 • • • {n — 1) sinX*:’

Jc + 1
m , при чем 0<X <1, % целое.

1.^(3\/ Б о .  г. а262
а2 + Ь2 /~2 '

b{V  а2 + Ъ'1 + Ъ)

{a2 + b2 f u ьа(V + 2—а)
(положить х  = асоъЧ, у = &sin40- 3. 12а \ / 3. 4. 18а\/3. 5. 32а\/ 2.

6. 10а. 7. а — у + 2»3
27а2 . 8. 48а, 9.

2 0 0 \/15 
9 а. 10. 6а V 3.

11, 2alog tg — + acostf. 122 2 + 2 V

+
1
8

/ —ч! 4 (а2 + а& + £3)+ V l7j а. 13. —-—- ^ —~  (положить a; = acos%

14 1 +
ч/з

ч 6 log (2 + (Положить x-acosH,

а
 ̂= asin50.15. 6а. 16. 8В(1 + 17. 8js/l — 18.
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ю  4519. — Tza.4 20 14 а .  21.3 8 т.а. 22 .
а
3

О оX1 + «Г
ач 4

23■ у / 1 2а
У

°-и
1 24. 2а — \ / 2

г V7 4a?2 _
25. 2а I 2 — ---- ---------+ Vх3 log

L *

жить х + у = ach3£, х  -— у -  ash3£)

\ /  4а?2 + у2, + а ? \ /3
Г___ _________________

(2 + v/3)  Vх~ + у
26. (Поло

1
2 Vх 2

(х 2+У2У1з+ (х 2~У»У1а
Чи

(x i+ y iY h + (x i — уд
ч

2 7  m + r v d — m - f ' k t * )

28
8
3 a. 29.

3
2 arc. on 16 oil. -^-a.о

a
31. ^-tg2w. 32. 2a (1—cosw).

2
33. a(w + logcos« )̂. 34. ^-a (sec3w—1). 35. a

36.
a
2

SHIM , ,. /тс w
----5— ь log tg -j- + acos2a \4  2 37.

2sm w—logtg( - + -■

1 + cosw a 1 —cos и
2cosw 2 1 + cosa

38. x у • 39. ~ь 40. ,x + y —l.  41. V 2-8. 42. 2 (0—1 ).

43. ua ^  2 {t от — оо до + о о ).
f
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75. 4ха2 (положить х 2 a sin21). 76. 2а2̂ 1
X
4 2а2 1̂ +

х
4 (поло

жить х  = a cos t). 
I

77—82. Удобно вычислять площадь по формуле

ydx. 77. т: R2. 78. <!L4 )<».z j ) , д*
П п2 .

1 . (1  • 2 • 3 - - - « ) 3
79. -х аЪ(положить х -  a cos4 у = Z>sin4£). 80. ab-z—x— —̂

о 1 • Z • о • • •

81.

2п
1 • 2 • 3-• (2?г+ 1) ■ 0_ 7 1 • 3---& • 1 - 3 - 5--*7
2* - ( i - 2-b i)a тса*--82 - 2 g a i- " ~ ~ ~  (под-2 • 4* 6’• ’{к-\~1)

83—104. Эти задачи удобно
решать в полярной системе координат, вводя ж = cos 0, 7/ = rsin0. 

1

становка х -  a cos* sin't ).

83. п
 ̂ , 7,2„v.̂ +™ а 1 84. з 2а2. 85. а2. 86. ^а2d2 arc tg — + &2arc tg° a ■ ■

87. X ] /  2a2.
x

88.  — (a2 + 62)..
2

89.
1
2 xa . 90 X J / 2  ,

16 a

91. -4Lr(a24-&2). 92. 3xa2. 93. — x(a2 + 62). 94. —- L-̂
F 2  ̂ wsin-r-

(a2 + Ъ2) .

95.
x a “ x aпри w нечетн., при w четном.от

9

98. ~  99. щ .  100. -  a1. 101.

96. :гЭа3.lb
2xT/ "3 2> j Q 2 a 2 (6 _

97
aо

• 210

27 a 8 x 4 log 2)

x , -
103. y=k a2• 104. Внутри круга a

X 1
1+ 6 2^  3 105. a

106. a9 A*

4 + 1 107. ~%a2, 108. ^ (3 —21g2) Ю9. a2 +

7 ? ® О A1 Ъ + У CL+ d>2 arccos *t — 2 ab log--------------b a
2

110.  ̂ (a2 + 252) arccos — 2 a

]/a 2—#2, (a2 + 252) arcsin — + 3& W —
и Cl

111. X

2

112. 2
x
2 a2 2 + x

2 a 113. 3xa2.

x
2 + ~2 *я

2
V  115. -gXa3. 116

1
’ 16 x2a3.

114. ( 2

32

(a2 + 262).

x 
2 '

117. xa3, 4- xa2.' 105 5

118
2
3 xa8, 4xa2. 119. 4x2a3. 120.

8
15 xa8, 1 xa2 Г2 Г 5  +

+ log (2 + К  5) 121.
3 72
-  xa3, 3xa2,4 ’ 35

28xa8, 3 xa2.
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122.

124

125.

101 о

3■таг,

та3
12

8 Q

3 тса3,

1240
~6Т

л [  Ь _ , 
у 123 0 816

6 -гг, F 2 -па2.35

3 К 2 log (1 + К  2 ) — 2

2 ЮС~а2. 126.5

,2V 2
> 8 аз 2 (2 — У  2)

т:64
g-(2o2 + 3Ss)+ 2j/^Tjlog а + 1/«2

6

2тс а2 + Ь4 . й2 +log ^ V V — 64
У  а4 — 64 Ъ'■2

)
”6

(252 + За2) +

тса4  ̂ п Г?0 а44- — a r c c o s , 2т: № + — :...
2 Уф — Ъ2, a L У а*—Ф

arccos
а

127. • I28. 6т:3а3, 16т:3а3. 129. 2 З̂т:2 -  y j a 8, 4т^ 2тс — )«2.

3 0  1 О „__  9

3~3 т:а3. 131. 2н2а3. 132. — кр*, -̂(2 V 2 — 1) г р ', 1---- *'130. тта*, 3 4 5
1
4 3 1/ 2 —log (1 +

н
TTJD 16

133. ^ 3.О
2

134.

135.
1 а

20 рц 136 га2 VW 137. ^ Д 3Р р г

138. а ( Ц— - -) а* (сечения можно брать перпендик. OZ или ОХ).

139. а* ( 2sin а 1
3 sin3a * sin2a—aV 140. 141. r(ах —a2)as.2 2а

142. ( 21/ 3 — -TcWa8. 143. JLita8. 144. Нижняя часть -̂тс а)3,3 12 3
4 5

верхняя часть ^  гм(3 с2— 3 са + 145. Нижний об‘ем:54 тса*.

Ои 16
£ем; — тса3. 146.. Нижняя часть и средняя (кольце-

1
'  3

8 ту,каждая =-jr , верхняя

5

92 Х>3часть = =v - i r .75
4(2—1/ 2 )ъаЪс. 148.(21/ d — ̂ jizaeb.  149. ф-гмЬс. 150. Мень-

5 4
шая часть —т.аЪс. 151. т̂ -ъаЪс- (в сечен24 35

х ч3 О *

a +
]

1 \  '*
fti /

и £ = получаются кривые

31, площади которых равныg-— а̂ Ь̂  по рез. 81).
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1 '--
\Ъ2.щаЪд (в сечении я = я0 получаются кривые — + у_

h
1,

1
площади которых равны ^■а1Ъх по рез. 80).

154-177. Эти задачи решаются проще всего помощью 
прямоугольной системы координат.

154. \-abc. 155. 156. Ь-{аЬ)гК 157. тсЯ3. 158. В \4 4с 9 4 3
3

159. ^  (первое интегрирование по х 160. (сперва интегри

роватьпоя). 161. 1
2 7 -ас2 (проектировать на плоек. 162

а
6

7тс 88
163. ~(а—с)2 (2а, + с). 164. т^ас2 (сперва интегрир. по х), 165. ^  аЪс32 45

тс
16а3 4(ввести х = a cos t). 166. к--—  (сперва интегрир. по х). 167.о sm ОС

1 2 5
168. — abc. 169. abc. 170. 4 abc. 171. ъ2 abc. 172. % °4 аЪ ' 173.

тс2с3
4

174
• ( / г - 1 )  ( l - l )  а * - 1

4 тс ]/" Q
*_i и - 1  • 175. — (решение задачи требует

27

введения функций Г). 176. ~  (см. 175). 177. -7= (см. 175).

178. /
. /— аУЗ л а а

/ /(^, у) + /(ж, «/) dxdy.
\ О а

а а — \/«2 —2/:

2 " \/ 3 а -  \ / а 2 — /у2

2а — $/2

179. /  / /(ж, y ) d x d y + f  f f i x ,  у) dxdy.
О О а О

180
1

vV - У а Va2 - у-

/7 f ( x , y )d x d y  +
О у/а2 2 а у

/ /я О
. /(а?,

2
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а а—V аа—у- а  2 а

181• / / f { % , y ) d x d y + {  J
© О414й

О o+V" а2 — «

2 а Y  2 2 а

+ /(я , 2/) dxdy .
« "Zl4а

182. ~ т кО 183. ЖД2.5 184.
8
35

1Qft 3 3186. =-х, g -  у 187 х е Ус~
256 а 
3 1 5 - 188

ЖА2.

тс 8 
2 + 9~ т с

185.
35
36 Ма2.

5
Qj т тго

190 — 216. Эти задачи решаются удобнее всего в полярной 
системе координат ( x - r  cos 9, у — г sin 9).

192

190.

ТСС3

а
900 (88^5 — 125\/2 ). 191 ж /

8 (а а).
R3

а { с л с . лg-( положить _ х = -у + г cos 9, г/ = — + г sm 9 193.

с
3 тс а4
32 с

194.
81
32 таг81 положить = а

2 + г cos 9, у -  г sin 9 195
а

' 24 с

196
Зтс1/2 а4

4 197 тс а
Т ‘2 198.

а,
192 \/pq=. 19 4 I <lY +

О
О

+ ( 5 д — 2>) arc tg y  ^ 199.
тсаз

6 200 . 2 к ale

2

1
3
тс

а2

правая часть (проектировать на плоек. YOZ) . 201. 5-а3. 202.

203. тсЯ2
Я3/ 1  1

С +  — ( i----4 \  р q j 204.
1
2

XOZ). 205
тса4

208.
jR4

16 с
Я4

206 9

тса3 (проектировать на плоек.

16 —
5) «3. 207.-х- (4S/2 — 5) а3.

4с sin а 16 с
4Я

Зтс — 8
| .  2 0 9 .|-Ж Ж  210. ^Ж а2. 211. 48 Ж«2

. = ус = 5— з если принять за оси координат крайние радиусы.tjTw '
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.1. sm -̂a
213. На среднем радиусе в расстоянии —,------ . Л от центра.

З а

214 5
' '*'с ~ 6

16 tzV 2
а. 215. х„ = ------ а9тс 8 > Ус

1

+ \ /  2 ) — 2 л.» 4ttV/ 321Ь. хс —  ус = —а.

12 3 2 log (1

218—270. Эти задачи решаются удобнее всего в системе 
координат х - а р cos<p, у - Ъ р sin©.

218.
аг¥
с 219

1 а2 ¥
• 2 *  аЬ\h 2 + ¥  Г

3 a />4
2 2 0 ■ s %ab[hi

221. a/>
a/»
Ш

9.

¥

2 2 3 .|- .2 |-S. 224

62\ a&)
W r nt<JVh\'

j . ~ - .  225. ^ x / 24 <r 1 b

222.
5 ae ¥

32TC<l&U 0 + &6
a7/>

6 226. nV2 a2 ъ2
2 Mi 2 /с2 7,2 ) ‘

0 9 7  2 7 / «  ^227. g тс abL* + /г4ooo 3 _„r. ooo 7tc a 9 f i 8  ООП л1/2 «5&3228. 2 Ttttb. 229. • 230. ^  • 6

231. 1 6
2 1 0 V 232.

1 65
10'ас2 233. 1 ¥

60 а3' 234 2тсКз ай5
27~ с4̂

235. 236. Зтс ЪЬ6 4 * ас2‘ 237.
8

15¥  ~у -̂{х -Va.pcos®,?/ = V/>psin®).

238.
1Z
2 ( a b ) 'Jh- (см. 237). 239.

4
105 v

b
a ( c m , 287)

3 3 3
240 • 283 ¥  ^  (x = У a p cos ®, у ~ V Ъ лa sin®).

241
1ZV2

4

16

242. Зтс.

2 c4 i /6 7 ’ab r
c* f /у*

Va//5
7C (с3•. t: 5

£ 4 __ 4__ 
— (положить x -  Va p cos <p, у = Vbd p sin 9).

б
V a p cos®, у

e
= Vb p sin <p).

n sm 1 ̂  
2w

IV "  + i 3
a / a

a \'̂ n
b

1
(x = a2" p cos ®, у -  52d p sin®).
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24-4- 7Z С̂  ТС. —.гт=при п нечетном, х -• хт==-при п четном (см. 243).
n V ab У аЬ

л . _ 4 Yb ТС245. х---- - аЪс.2 п + 1

248.%*Ъс.

252. — -  <*Ьс.

246 тс аЪ

8
а2 2 — 1—
V

247. 1 аЧ
8 с

249
тс/с

■ к+ 1аЪс. 250 4 а45е
9~'~F~ 251. 2 аЧс

3 ' Т ~

253.
4

тс
12

аб з

255 81
32

атс аос { х -  — х- н- ар cos <р, у -  Ъ sin <р). 256.

254. f  + »8  с q

а Ч 2
с

1 а2 А2
8

тс / а4 Ь*
+ I \ h l + k‘ 257. аЪ 

4
аЪ i /'а

Li7» ' + V р

2 &2\ / а1 arc tg Ъ

г
2
Р

258 . тсйбс. 259. 2 аЪс (об’ем каждого кольца). 260. Об’ем кольца

{Ъп —  <о)аЪс. 261. тса&с. 262. тс а¥с
16 263. abc. arc tg

Ъ

264 8а&с. 265. тстяйс. 266. ,{4У 2
1 1

268. 4 а 4й
Зтс’Зг

9

• 269.

9
2 V" 2 а3А 1 а262

5)а6с. 267. ~ЛМ Ь \4 4

Зтс a 5 4  сз 270 / 64 аЧ  33 
' \ 1 Г й ' ~ ¥  ’448’^

271—301. Эти задачи решаются помощью системы координат
1a = apcos2<p, у -Ч р  sin2cp; см. также'прим. 238 отд. II. 271. —аЪ

272. 1 аЧ
10 ¥ 273. 1 а3й3

60 с4 274. аа 1
4 h а Ъ

Ть + ~к

275. 1 (аб)
10 (ak + bh)

276. 1 а5й3

279

210 с 
1

а 277

аЧ5
126Я

1 7 /а? ¥
6 аЪЛ ¥  + ¥

280.

278. 1 аЧк ак-+ 2bh
6‘ А2 '(<й + М)2

аЧк
8¥  (дк + bh)

t  (а*¥ + 3 abhk + З Й 2).

1 з
281. -т-ab

a "  ¥

283.

8 
(ab)

¥ + h
2n | 1

Л 282 ab
2 n

a
h

n—2
+ b

к

$г—2

2c4h

(1 • 2 • 3 • • • 2?г)2 
1 • 2 • 3 • 4 • • • (4?? 1) 284. ab / a2 ¥

i2  vjp+ 1
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13
72(2т: + В V  3) (аЬТ*. 286. Z, (bV  2 4) abc. 287. 4  аЬс24 3

288. к
2 (к + 2)-̂саЬс. 289 7<

2/с+2 аЪс. 290. — тлЪс.О 291. 1 а2Ьг
560

292 (а ( а2 ь 2̂* 512 * \ 293 - аЬс. о 294. ^  W'*.384

295. 1 a3ic&
12 h(dk +  bh) • 296. Об‘ем 11-ой трубки:

4тг—3
7Z

аЬс. 297. Об‘ем

каждой трубки ~ркЬс. 298.

299. — abc. 300 7 357а. тгт.012 ’ 36 301
о—О 4 Si Зтс
64й’ 646

302-312. В этих задачах следует взять координаты х = ар cos3®У
у = ip sin39.

302.
7 _ 01 £2

(2т:+ 3 К 3) ai. 303. ̂ ra i (р +р128 ♦ \304

305 тсабс. 306. ~т?аЪс. 307.2 16 3/г тса&с. 308 45т:

JL /а2г»2\ а/-
* 8
a i\ 2

4/г + 2 16384 \Ъ

309 15 . /а2 Ъ2шо  ( — I—v  г
2310. -лхЬс{9 V" 3 — 2т:). 311.

0 s ___

• V  аЪс

3991
16384

3312. Об‘ ем каждого кольца —robe.

У

4

313-319. В этих задачах следует взять координаты х = 
ip sin4©.

ар cos ©,

317.

313. % л .64
к abc

314. ' а2 i a
42®6 U s + к2 315.4 — • 316.30 с л  г i âbc24

2'3/с + 6' 318. Try——̂ аЪс. 319. т'гЖ т: • abc.б/с+б 12

320—361. Если область интегрирования на плоскости 
определяется уравнениями f  (х, у) = и0, f  (х,
F  (х, у) = vx, то берем систему координат и и определяемую 
уравнениями: f ( x ,  у) = и,F  {х, у) -  v. Решая ее относительно и

х =9  {и, v), у = (и, ) и составляем якобиан J -
Оао дм дсо дм

— iiv Жи’ после чег0 интеграл 0 (ж, у) раснростра-
А . А. АДАМОВ,
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еенный по вышеупомянутой области значений х  и у, ооратится
f Ui rt?i

0  (ф, ф). \J\ dudv с постоянными пределами
и 0 J v0 ‘

интегрирования по обоим переменным. Если еще © (<р, ф). \J\
= Х(и). р.(г;), то предыдущий интеграл приводится к произведению

двух простых интегралов: j"1 X (и) du ■ j”‘ р. (г?) dv.

+

320.

1735Б
<1 J

(
120аг I х аи

u + v 3У =
а

(см. 320)

U + V
3

321.
а

2592000
44797

Р
+

2
322. (см. 320). 323. - а 8 (см. 320).

324А
/

6 ) ‘ (1 +«). (1 + W
и

X  -  :
1 +  V

У
U V

1 +г> \

325. 2
3 (У а — V b) (V тл — V  w8) { х - У  т ,  у -У) .

326. —— а ,9— — [(а2 + ab + Ь'2) (т + п) + (т2 + тп + п~) (а + Ъ)]12с

(см. 325).' 327. (а2—Ь2) log^ (x = Uп V
в>--1

> у = v). 328. —т~-{т—п) а2
✓

(см. 327). 1329. (да2— п2) (а8—(З8) (х -  у
О ,

330. ^(да8 — п?) (а9,а—р̂ г)(см. 329). 331.—
6 да4— гУ

24

332.
т 8—и8

12те [cos (тс(34) — cos ("теа4)] (см. 329).

см. 329).

1 А2\1л0' а333. to
2

х  -  u v , у
и
V

15. _ а4 ----7 3
334. -У-1одЪ . —(см. 333). 335.ij- %  -  ..а :{

(см. 333).

2

1 * / 6 + 1к-or ( — + —8 \  р а

2 '

1
(см. 333). 337. — (V2 -ь 2

ТС
(см. 333).

4  Y * 1
1)-огс (см. 333). 339. (а — —  = w24A3,

2 ;У ~ и >>V /? 340
5 сгб2

* 4 33 341.
728--Г
27 (а&)3'* (см. 339)

342.
128
д—*. а8(см. 339). 343. 256

Ъ 4 (те — 2)а8. (см. 339).
* f i b.
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344. 4 («2—V)log-(х = и v
3

14 l a *
345. ylog3.a3 (см. 344). 346. ^-log 2 .— (см. 344).

347. “  (2 + У  2 ) а?Ъ(см. 344). 348. 4  (а— — d){x

п

4
3

1
3
>У

2 1
:Г :t

U  V

Зтс 2 и зи

у - и хЫ и). 349. к— 1
I in

/й +  1

к 1

’(а — Ъ)(с — )̂ ( ж = и
1

у — и к+ 1 v +1 ) • 350
1

351.
1

12(а6 1
’ 15
1

(а Ьь) 1 1

d 4 с4 х

ds с3
г?'

и ’ У иА

и 2
Ж

г? 2/
гй
2г;

■у

352.
/с -  г t

Н-

Р + 1) ( /+ 1)| 
(/й+ 1) (2 — 1)

<г' Ь
1 1

gJp ср , А =
(/г— 1) ( /+ 1 )  

к — 1
к -  1 г- 1

/»

у  =  w

I (к -1)
/ с - г У

I

к (г-Р
' к— 1

X— 2 ( х = и- 1 vк~1

353. (а Ь2). 7й—1
/й +  1

а 5

А =

,» .1 а

/й -  1

А- -  1

X —  UV ~  1у  = u v  -  1 354. к— 1
к + 1 ip d2) log

a
b

2 к —  .J1 2k

x  =  и  k т  1 V k +  x,  2/ — и  k +  1 v k +  1 355.
V

X У V U V )

1

3

356.

a V'b У m — V n a + b + m + n + l^ab + V mn

am(a + m)
1 9 2  c9 m) ( c m . 3 5 5 ) .

1357. ~(a-— b2)
’(a — (3) (1 — a(3) a

/ -. 1 2 \ /4 02 \ + 'liTdg(1 + a ) (1+P2) &1 + a(3

У
и

1+v2, 358 . 4  «2arctg 4 f , 7̂ 4 +
4 a2-j-bb

1
4

1
4-%

«1 {b —  bx\  1
aJ T b h * Kt s v

b, (a — a.)

1
4 а.) (&ч— &x) ( Коорд. x -

и
и2 + У2 ?У

uvX = 1 +У"о >

й(а — ах)
£2 + аах

0
2

19*
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359. 4 (vx — v~) (sh 2w, — sh 2w0) — (мх — м0) (sin 2^х — sin 2v0
1

(x -  c chw cos v, у -  cshtt sin J = -̂c2 (ch 2w — cos 2г>)

360. (Система: ж = Vr2+ c2 cos cp,  ̂= rsin<p).

1
2

/  7 7 X *  m n X ~  n m \  1  /  v , « 1  +(albl -  ■ a&) a r c t g —i — — {т̂ Пу— mn) logЩ ,  + nn J a + b

361. ---- ^ c ^ j f ---- V  + ̂  +  wia + wa I ( c m . 360).

364

P
* + P

a
V Л 1 “Ь tt

1 - 0

f (u— uv, u

u ~ o

365

oo CO

f
a c acw 1 a2e2 ■

ге + v u + v
и — a v ~ о

\ { u  + v)Trdudv.

\

arctg a

366. f

2 a

§= arctg -
2a

arctg
2b 2b

+

a sin

0 =  arctg —  ia

cos0

f  (rcos 9, r sin 9) r dr d 9 +

cos® , sin® 
-----------------

a b

f (rcos9, r sin 9) 9
3

COS® , sill
a +

1_
a La OO

367. / „ ( au af j -----,— a2

t ~ о м + £> u + vj (и + г;)

a
f-

a2 dudv 
(u + v):*

a V и =  о
a
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368
1
а

ь а«
Ом~̂~Ь 1 -.V

f
и
а (1 — г>), w ). wdudv +

1

V — о и  =  о 

Ь_
V

1
а f

а
а (1 — v), ). ududv.

Ъ и  z= о
f* (X(t -J- 5

369—398. Эти задачи решаются в прямоугольной системе
координат.

Ъ369. 8а2 • arc sin (первое интегр. по у). 370. 8а

+ ^  62— а2 . 371. 4а2. 372. 2а (2а V

.  аа • arc sm-7 — +и
/--/ а

373. 8 У 2 а&. 374. 2 ха2. 375
1 2

• У 2 376. 2 V 2 ха2
л__ ос т/— „_п , ч л_л 8а2 а'-' + ай + б2377. (3 К 3 — 1)с-\ 378. а а (а — с). 379. 8с а + Ъ

20
380. 4ас. 381. -д- с2 V 2 382. 46Va С". 383. ^ ( а 2- с 2)Ь

Ш . ^ а У Ъ р а .  385. ^ а 2. 386. | | а 2У  | . 387. т:а2 388.7 5 13
2
3 ха2.

389. 8а2 (V2 — 1). 390. Зха&. 391. £ (1 0  И 0 - 1 ) .  392/16

41/2 , / _

393. * -^ - (а  + Ъ)УаЬ3

54

394. (а

а»

2 . а2\ ' /
1 + ~ 2  

Р 1 *

395
4
3рУру 1 + 2а \3'> 

Р
1 . 396. 4с Ъ +

а2
V а2— ъ. arc cos &

а
4 У 2 Л —

397. -^ --аУ Ъ ра
2

15 V а + 7 [. 398. (я + -^р) arccos^-~^ +

+ а

399—415. Эти задачи решаются в полярной системе
| )  VaP 

шат

399
■ я

М У  с2 + Ш + с2 log
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400
2
3 7~а

4 с
а

уь3) 1 401
ТС
8 c2sin2a

L

402
1 Г17—-------  а2 Зс + V  4- 9с';
•2 П" 1 " * 'Л • ...........а

2“|

В 2
1 + т ^ г -с2sm а

1

. з/ 2
1

• 403. -г а2 (20 — Зтс)

1404. ^ с 2 (20 — Зтс). 405.
4 ~abh

407. *сК 408. 2„а3

У (а2 +с2) (О2 + с2)

У 2 + log (Г+ У2)

406. 4~1гУаЪ.

. 409. Нижняя часть

4%с(с— а). 410.
2 к
a L

а Уа А2 • У а* + (с3 — а2) Л1 Ч"

2% ас
+ Ус1 а arctg

Ус а Да4 + (с2 — а1) У ,а у а М2
(с2

411.

а ) У а- -  В1 + а Уа4 + (с2 — а2) Л
2
а а а Вт У а* + (с2 — а2) В 2 +

■кйС1
+ -- 2 log

(а + Да2 —с2) (Д а4 —Д  (а2 —с2)—V а
Да (а -  У а2 -  с2) (У а4 -  В 2 (а2 - с 2) + У а2-  с2 У а

с* У а2- В 2)

412. Сферич. поверхн. 2~а2 (3 1У 3), параб. поверхн. 2^а2( V  3—̂
О

413. Сферич. пов. 4TC.B2sin2 , конич. пов. тс Д 2 sin а.

414. 16а2 ( | / 2 — 1). 415. 16а2 (Д2 — 1). 416. |-тса2 ГУ (Ф )
 ̂  ̂ 'г О

К  [/ (Ф)]2 + [ / / (^)]2 (ж -  а sin2 9 соэф /фф), sin2 9 зтф Д ф )
1

z = a sin2 9 cos 9 f  (ф), p = ^  9 / (ф) С̂08 2 $ cos Ф /(ф) — sin ф (ф)],

cos 2 9этф/'(ф) + соэф/7 (ф) . .
q  ----------- о й /.Тп~—~~---------> J - a -  sm2 9 sin 2 9 f 2 (ф). 417.sin 2 9/'(ф)

тс2 а2
Д Г

AID418. тс ао
3

419. т-тса4 2 + ДЗ log (2 + Д з)

420. 2i J  Д (фД  + фф')2 + (9- + ф2) о/2 IУравнение поверхности
to

из системы: х 2 + у 2 -+ ф*? е -  0); отсюда
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6) .  х
р  = 99' + фф' ’ % фф' + фф' ’ r<̂ r - (? ?  + *Ж) dt\ •

w У 2
421. 5-ТСйЙ- 

6

. (2 V 2 —1). 422. i  (2 V 2 -  1) ab . a rc^ ”̂ /^ .  423. (20-Зту)

(координаты x = ap cos 9 , у - Ъ р  sin®, как в 421 и 422).

424. \  кВ* ( V 2 - 1). (х = Вр  cos2 9 , у = В  р sin2 9).

425 1
Ш Ц а ' Ш )  [ ( ^  + 4a2c2 + 4//c2)3̂  — аЧ*) ( х - а р  cos2®,

у = & р sin2 ср). 426. —Ка? Ь* + 9а2 с2 + 9&V + - — - - - __--
4 ■ 12сУ а1+ //

Зс У  а2 + Ъ‘г + У а2&2 + 9а2 с2 + 9Z>V . 
lo g -------------------——  ----- ;----------- (см. 425).аЬ

427 4
’ 15

I

db{l + V2) (см. 425). 3
428. т е4 2 + 5 arc sin

1 1

Уь
x - с р  cos39 , у - с р  sin3 9)

J

429 1
9. M B 2 55 + 91/3

430. ~ M B \  431. - -V ;" ." M c\  432. ( £ £ £ )65 ’ \2 ’2 ’2 /  

433. ( 0, 0,^-J?j. 434. ^0, 0, — 435.  Наперпендикуляре130 *

опущенном из центра сферы на основание сегмента, в расстоянии
г у |  • ^  ^

2̂ -от центра сферы. 436. з~7Гя̂ (д ^  + ^  + 5̂ )(а? = ^pcosp,у Zi p sin 9).

437 2 тс а 1 1
п—2 (С + п—2

% -v 2 ^ а с -у сс при И< 2, —  l o g - - при

и

с (гг —2) L(c-a)
2 (положить а? = a sin и cos г;, у - a sin и sin v). 438. Ввести коор

динаты a; = «pcos9, у/ = Z?рsin9 . 439. При > Е
2

»чо / <>яг —(т

loir Z  + У а
z Уа*

ь 2
в > 1£РИ 0<а: о17 +// — 2 К а2

Е
— . lOg
У1

а + W Z?
а /У

ные координаты). 440. При # >  Z> Е
'У а Ь

при z < Ь:

arc ty

Е

(ввести поляр-

У а2 — 1г
0

У а* ->/ arc
Кг2 -  У1_
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441 _  476. Эти об’емы вычисляются помощью сферических
координат: х = р sin 0 cos ф, = р sin 0sin ф,  ̂= рcos О

441
4
о
О

1
" Ш (cos4a — cos4(3). 442. О

1 Sr а 443
1

AJ
i  Sr а<и 4 4 4

а:
360

445. 60 аА. 446.
~5У2

8 аз 447
32

' 315 а 448
1

• 6 аз 449.
64"
Т05 ал.

450.
bV 2 1 49 —

24" *а ' 8 а*‘ 452‘ 315 45^'Тб8
3<г. 454. < V,

12 as.

4 , 1.3.5... (2
455 * '2.4.6.. .  (2п

5)
2;

456 Ф
5
3 У  2

, 1.3.5... (2ю—7) 
<г. ---------------------------------------------------------- -----------------------------------------------2.4.6... (2л—2)

457 т с У 2
О
О

а3. 458.
2
о к О а8. 459

Т С

12
а8. 460

3
4 s.

6 а3. 461. Т С

2
12 а3.

462 а3. 463
2

‘ 27 -Уз.а8 464.
4
9 У а3. 465

Д, *.»
Оа .

3 п sin Т С

п

466. 2V iF a . 467. гй(14 + 3тс)а*. 468.
Т С

470. ~2а3. 471

24

. | а 3. 472. у  ie

3 1 — W \ 469 ~ тЛ6 / 9
3

1_
е а”. 473.3 . .  мча Ч^ а 3. 474. -гг а •о о

475. 4 а3. 476.
_2
64 (а + ьм ъ@ 2аЬ + ЬЬ2).

4 7 7 -5 0 6 . Эти объемы вычисляются помощью координат х -  
ap sin 9 cos ф, у - sin0sinф, z = ср cos 9.

477.

480

482.

484.

7 2
(5—ЗУ 2) аЬъ.

1 а454с4
360 7г9

ale11 а1 Ъ1
7 о  " 6  7 '>/г ^ 5

а
/г4

т: а 3 6 с
• 12 ‘  ~¥~

7Z
12 ‘

1 а

478
т: а2Ьс
з"'~Т

481
iv abcli

'  4 I/ с2 + /г

а-7>2 64\
2 If к2 + к у

485.
32 а464е 
315 ' Т

а262
О 7 'а* о— 4- -

/г

2  y i  4 -  Г 9Т 0 +  2  /а nrlr
Ъ1

479

483.

/..4
487

т: аЬ&
Т3

4т; abc 
21 " ¥

1 a2/>V
6 /г3
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490

493

494

495.

497

499

500.

1 abc2 Г аЬ
3 I \ hk

az
¥

¥ \ (  а к  tz

P A arc,gS “ 4 489 abc2/a4 ¥
4 l ¥  +  ¥

izV 2
3 h ' 491.

9! abc'
6 * A 492.

г

3
a2 Z>2 
¥  + ¥ '

TZ ab¥
192' Z3
1 ab¥

¥a
¥  1 к•2 3" 7.2

r ~
5 A4 ~~2&2/,

a2¥  _ Z>4
2 7.3 + 57.4/I/

a
3 * Z3 9 hk+
¥  abc2Го«4
96 * Z _ V

2 У 3 a2¥c2■--:—“  1Z.--—:--

A'
¥_
¥ arctff

ah
bh

TZ
4

+ 2^  + 9»*^ 2 L2 ^ 0 lAlb¥ k 496

27 ¥ 498 ¥ V  3 abc2
27 Z

2 a2o2c 
3 ' ~ ¥ ~

°L bl  
¥  +  ¥

4tz V  3 abc2
27

К

3 n sin TC

Z
a be
~ T

ас /a2 ¥
M + \¥~~ ¥ arctg ak

bh
TC

4

• 501. 2 u2 (1 a2) abc. 502 8
3 TC a b c  (1 — a 2)" \

n
abc2
~ T 504.

4 ab2
ОО i 505.

8u abci
T ' ~ F 506.

2 abc*
3'' r-

5 0 7 -5 3 7 . Эти задачи решаются помощью системы координат
ф, у = Ърsin2 6 sin2 ф, z -  cos2 0 (см. 238 II).■X = ao sin2 0 cos2

1 abci 
60' ' 509.

1 abch(bc + 4h) 
60 ' ' (c + h f
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519.

522.
✓

1 ci-tfd1
360 ¥ 520

1 abc4
12 '  ¥ 521

528.
1 («■— /б)2
3 ’ (2?г -f к) (п +  2к)

529. к четное:
1 (п—

530.

532.

1

3 (2п + к)

к нечетн.:
1
3

1 П —2
Щ п - 1 ) ( п - 2 )  hп—3 531.

abc

х
+

а 6 , X
w+ 2А;

/, ' Л/

(it —  k f abc.

х

а & ’
_|_ .

Р

X то же

. abc.
S/c

м Аг

1 [1 • 2 ОО * * («•— I)]3 (abc)п
3 1 • 2 • 3 • • • (В —1) h3n~s

| jr ''
533 .^rabc. 534 О"

535. ir-аЪс. 536.Зг abc. 537. ~  -abc.Зе 12
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538-542. В этих задачах вводятся координ. х = ар sin89 cos3̂ 7

у - bp sin39 sin3̂ , z = cp cos39 538 3
4

I V abc [/(S) - / ( a ) ] ,  /(e) =

= )Tcos39 ”  I
1

COS69 +  -̂COS79, a  >  (3. 539. 1
1680

(cibc)2
Л3

<v*

540 TC
■ 448 ¥abC\  541. ? ¥ ra b c . 542- ” abc

1024 80 h

543—545. Ввести координ.: x = asin49 соз4ф, у = bpsin49 эт 4ф

& cpcos49.543 .̂abc.544.;JLa6<?18 270
a

h +
b
Те

545. 1  abc2
630

1546. Относ. OZ: ~ M (a 2 + b2).
О

3547. Т~МД2 (цилиндр, коорд.)‘ 10

548. I  sin2 £5 2
27

(2 + ео5а)Ж й3(цилиндр.коорд.).549. j-^Ж а5 (сферич
1коорд.). 550. Относ. QZ: ~М(а2 + Ъ2) (коорд. х = ар sin 9 соэф и пр.) 

551. ^ Ж ( а 2 + Ъ2)(коорд. ж = ар sin39cos^ и пр.). 552. j^gilf(a2+

(координ. х-  ар sin3 9 cos3 фи пр.). 553.3 3а 1 * 
5 w> 5 ’ 32 (прямоуг.

коорд.). 554. ^|-а, -̂b,~-с j (Прямоуг. коорд.). 555. 0̂, )(Ци

линдр. коорд.). 556. ( о ,  0, (Цил. коорд.). 557. 0̂, 0,|-а )(Цил.
3коорд.). 558. ( 0, 0 , g-i? (1 + cosa))(Цил. к.). 559. хс

9 тс 9
(Сферич. коорд.). 560. (̂ 0 , 0, ^  (Сферич.коорд.). 

/ 5(б1/ 3" + 5) \561. ( 0 , 0 , — —gg---- - с ) (Координаты ж = ap cos 9 , у»= bp sin 9 , а).

3562. О, 0 ,^ (2  + V  2 )с) (Координаты а; = ap sin 9 cos ф и пр.).

563.
16

1 1 1I-а, -г-6, — с )(Коорд. а? = ap sin29 сов̂ ф и
'7

.). 564. ( 0.
/ 21 21 21

(см. 568). 565. ( 128 а’ 128 128 К^оорд. £ = ар sm89cos^ и пр.).
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566.
оо с ) (Координаты х = ар sin4 0 cos4 ф и пр.).

567. it

384 (8а4 + 3&4 + Зс4 + 4а2Ь2 + 4а2 с1 + 2Ъ2с*) (Сфер, координ.).

1
568. —’(а — ах) (Ь—Ь1 ) (с— сх). 569. Легко доказывается из гео-

4:
метрических соображений (элемент об ’ема прямоугольный парал
лелепипед, элемент поверхности —кривол. прямоугольник).

570.
3 Vо 1 V

4 и 2 (г̂ 2 + vn5- + —arctff— ,
Ла vо

ио ио и и 2 +  Vо
+

1 V
arcfcer 0

о Uо ио
а

(Координатные поверхности и = и0 : (х1 + у2 + z2)2 = (я2 + ?/),и0
(X Z

V0 = Vo : Я?+ /  + *’ + — = 0, ф = фо:2/ = ^^Фо)-
'■'О

571. 2тса3
~3~ 1 cosaj (ch8vО 3chi>0 + 2) + (chvО 1)

(cos3w0 — 3cos + 2) , г'аг sh 0 sll vо cos u0 V ch^ 0 cos-«о +

+ ch V> arc sin
V ch~ v0 cos- и0 sh v0cos u0

0 ch2 v0
пов-сти:

и = uo •
9 9X +

a2 sin4<
z1

+
0 a2cos2a -  1 , V =  VО *0

ЯГ ~И/
a2sh'2v

z 9,

+
0 crclCv-  = 1,о

*i
a 8

= Фо : ?/ = ^tg4»0). 572. ~
Sin V0

0 ch u0 — cos v()+

+ 2coth u0 • arc tg Vrstg tii °
2т:аа

2 / 1’ slutо
sin v(.

ch ио cos V +
0

(  V+ 2 cotli u0 ■ arc tg ( tg th (Координ. пов-сти: u = u0 :(x2 +

+ y2 + z°- + a2)2 -  4a2eoth2w0 (x2 + yi1), = v0 : x2 + y2 cot #й)а =
2a

• о ?sm*v0 у  -  ж t g  ф 0).

573. При я : Ж
%A*V 1

£2 \
1 „

JR2
3 3 £

2 Й + 1 (Jf масса п о 

лу . При £ <  _й
<v

l  +
Б2 »->

~L
3
2



Отв. Отд. V/  Интегрирование дифференциальных уравнений. 1S9

о
Ж

4тск3 г.я3'{ j . 574. При z >  В  : (2га+ * 7 /1—*О
ко
9.№ 3

8 Ж
ш г

D В • М  /Б5 -_3 ?  5 - 3 - 1  / л \8___________
2 • 4  £ 2 * 4 - 6  \  #  /  2 • 4  • 6 • 8

о
* • • 90 Ж масса

Ж
сферы. 575. При л >  В  :

.й 2 /й \
я )

зп
+ р .z 7 , Ж масса сферы.

576. Потенциальная функция в точке, отстоящей от центра сферы
Жна расстояние р (независимо от углов 0 и ф) равна — п р и р > й
Р

л
(Жмасса сферы) и равна

41Z
9

рЫр + 4 тс р dp при р <  В.
о

577. При я >  :
ЗЖ

Vt*2—521_1 • 3
1 V а2—ba

z + 1 (V a l—b2\ 3
3 - 5 £ +

+ 1 tVa 2 2 \  5

5 • 7 0 + во» (Ж масса эллипсоида. 587. При >  и

я а Ъ2 :
ЗЖ 1 1/а * -й 8 1 / W —62 3

]/а2—Ь2 L1 ' 3 z 3 • 5
+2

+ 1 IУ а?—62\ 5
5 7 /

Z
•••1. (Ж масса эллипсоида).

О Т Д Е Л  V.
А'

И нтегрирование диф ф еренциальны х уравнений.*
1—7. Полные дифференциалы.

1. V  х 1 + у1 + lg ху + — = С. 2. x i + x2y2 + yi = C.
У

3. s 3 + 2 i f—xy -C .  4. хду -г х =I
5. ^  + у*— х*— ху + ?/2 = 6'. 6. 2/Vl + ж2 + xhj— y lg х -  С.

7. о; sin?/ — ?/ cos х + lg ж?/ = С.



1 9 0

8—13. Уравнения е отделенными переменными.

И нтегрировании дифференциальных уравнений. Отв . Отд .

1
•8 . у + О -  2х —  —х 1 + 2 lg (1 — х). 9. х 1 + у2 + 2 Сх — 1.

10. х + у = С (1 — ху ). 11. (х + у)(х— у — 2) + 2 lg 1 + х
1 — у

С.

12. х V l  — у2 + у У\ —  х 2 = С. 13. V i  + t f + V i  + у2 = С.

14 21. Уравнения Эйлера: aydx + bxdy + xmyn(fydx + gxdy) -  0.
14. 11х + Ъу% = CxiZy2i. 15. 1  + Ъу = Сх9Лу-0 16. 1 + ж3 = Cx
17. 5 + 4х2у = Cx12y1(i.

19. (7 + 12ху)у** = Сх™. 
21. х8у* = 1 + Сх4у.

18. 3 21У ж?/ =

20. х™у15 {Iby V у + 11 Vx]  -  С.

»

22—34. Уравнения однородные.
22. у2— Ъху + 2 = С.
24. (х + у) (х8 + у6) -  С.

28. f f  + Ъсху2 + 3Ъх2у + ахъ = О.
25.- (у—х) (y + 2x)li = C(y + x)9-

26. (у—x)s(y—2х)9 = С(у + 2х)г°. 27. (у—х)5(у—d x f  = С(р—
28. (у + х ) \  у— 2х)3 = С (у— х)2 (у + 29. =
30. ах4 + 4Ъх3у + 2схгуъ + 4/Ьг/8 + ду4 -  С. 31. - (х2 + у2 )3 (х + У)2 =

32. у~ -  Схе
ж2
У1

У
33. у + V  у2— хг -Схге х* !г/ + v //2 xi)’

34. <Ух% = 1 + 2Су.

35—45. Уравнения, приводимые к однородным

35. х + у + 1 = Се 3-  (2* + г/)

2х + 2
37. х + у — 1 =

39. ег = О
е

1—е-,г’  ̂= а;

36. (х—1) (8ж + 2 

38. {у— 2х+ З)8 = С(у'— х + 1)*‘

■у + 1. 40. cot {х + у— 1) = У~2ЫС—^  2)‘
\

3 3
41 . - £ + / г + ^ VV2-Hg (1 - У  *) = <+ г = а;

О Ь
у +2.

%

|2 . f  + xy —  х2 -  я +  ̂= С. 43. 2а:2 + 2ху + у2 ~  8х 6у = С'.



191Отв. Отд. Y. И нтегрирование дифференциальных уравнений.

44. 2х'г + 4сху + 2у2 + 8а; — 4$ + С 9 lg \V lj
+ (2х + 2у -+- 1)V х 2 + 2 ху + у 1 + х + у — 2.

45.. х 1 + В ху + 3 у1 + 2х + 9т/ + 18 = Се ^ 3

4 6 —57. Линейные уравнения.
46. у = С У х 2 + 2х -— 1+х.

arc tg \V  3 (X + 2у -f 3)) 

\ — х  ~ 5 J

47. y = G\gx + x%.

48 у C V а? 1

Ъ \. у -  С(3х

х* + х. 49. у -  С{2х — 1) + — . 50. у - С У  х + х гX

2х) + — • 52. у = С ^ - ^  + cos гг. 53. + .X X
54. у - х* + 1

Сх 1 
+ —X 55. у = Cxlgx + V х. 56. у - Сх

х 1 + Х-.

57. у = Сх /У»̂
IV  •

58—68. Уравнения Бернулли.
58. ж2 + у* — а2 -  Су. 59 у ’’ = Ож3 + а;8.

1 1 о?4-*
60. г/4 = С Ух + У х+ 1.  61. —2 = С $iy\ x + x . 62. — -  Се +

63.
У

■\ = С{х7-\-х)+у х. 64. у% + xi .
У

У
1
.х

65. y2 = Cx' +
\

66

68 .

-  = C V  х2 + х+ 1  — - Х~ —=  
У У х +х + 1
1

67 Уз _ Сх
х'2•Л/ а1

о]_ /у* -ел/ «

С1
3/" гг2 + а*

+ я2.

<Ь-

69— 74. Уравнения вида: f i x , у) dx + 9 (ж,?/; dy -  ф (#,#)
\~ydx), где /  и ф однородные функции одной и той же степени, 
однородная функция той же или иной степени. 69. х(х2 + у‘2)7 =

Схъ + 2 х2у + \  у*. 70. х 1— у\ О 2-| = С. 71. у ( 1 — х) = С(у + х).

72. (1 — х) (х + у)-Сх.  73. (x'l — y f  = C (х2+у2). 74. 2х =
Сх

V х 2 + у
+ 1  + 1& ( у + У x2+f-2 х Ь

X
X V X2 + у1

75—93. Уравнения 1-го порядка и высших степеней относи
тельно у', не содержащие одной из переменных: х  или 75. (Ву + 
+ С)2 = (х2 — l) ;i. 76. а; = lg р + sin р, y + C = p (1 + sinp) + cosp.
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77
1

х р + arc sin р, у + С= ~пР V i Р
2y + C=-^pz + ep (р — 1) 79 х

78. х —р' + е?5

р + sin р,у + С = +

+ />sinp + cosj». 80. x = 2p + \ogp,
1
2

2
81. х = ра— -2р+1, у + С=~оР3- Р

82.

83

l + t

x + G=fz \g

— 2, У + с =  т т ^ т ^ У ----1 агс tg *
V

4(1 + Г) 4
зз

(  ̂+ Т/ 1 —  f )  — 1 arctff^2 ] / l
V:3

У3 У
уУ  з

84. 4# + C=lg . 4
1/  ■?/* + 1 + ?/ \  / 1/  ?/* +1' — 2aretg‘ J
V  i f  + 1 У У

85. х + С = 2 arc tg jp —  lgl + K i p 2
i?

, у -  arc sin p + lg (1 + p2)

1 186 . х + С = ф  + е*(р + 1), y = -  + p*e*.

87. x + C = \gp + $mp + pcosp, y = p + p 2cosp.
88. x + C= a (2tga  —  sin a), «/ = a(tg2 a + cos a/), tg a  = y'.

89. у - - 1 0Ж . c  -  12 J/p ’ 2  ̂+ c -
3p

S p V  p . 90. x + C=2p+3p2, y= p2 + ‘2p3

91. ж + G —
1
t + lg

1 +i!
V  l — t ■i

V  Barctg
21

V  з
i \  _ t__

GJ- l + t i-

92. ic + G—
f 1 + 1 

1 2arc tg t
2 <2
*». У 1 4 ‘

9 3 . 2ж + (7 — lg
t t + 1

(*2 l )2 (£ — 2)’ У - t‘2 3£ + 2

9 4  — 1 3 6 .  Уравнения 1-го порядка и в ы с ш и х  степеней отно 
сительно у \  решаемые относительно у' или у, или ж.

94. у (у + х2) ~~ С (у + + хъ) + -  0.
х

95 . ip— G \ех + 2 *(>+4 х
0.
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к sin а
1 + к cos а- • ОС ♦

96. у (у2 — х 2) — О {у + ху2-— хг) + (Jx = 0.
л_ 1 cot*f4)97. - = 0 . ___LiZ_, =

х  1 + к cos а \

98. Особ. реш. 4х у - а 2.

100, Особ. реш. 4г/3 = 41 ах1.

99. Особ. реш. у- '2ах.
4 4 4;

а'5101. Особ. реш. з$ + уъ~

102. реш. У х  + У у -  Уа или (х + у—a f~ 4 txy .

104. Особ. реш. =103. Особ. реш. х 2 +  г / - 2 а х .
/

105. Особ. реш. ж2,8 + / ,3 = «2,;’. 106. Особ. реш. ж2 + 4  ̂= 0.

107. Особ. реш. а 108. sin х — у
2

ТС
4 = Ое

X -L. ?/

109

111 х

112

e -2x 2 e*

/*• iCOII +

0 1

~  p 2 V

2 <г * = С.

cVp

110. х  + 0  = cot ( j-+  —4 2
ж

, у = Ь + рУ р +
С

3
Кр у  р 1 ^  Р У р 1

20
Г = — + 1&РР

т . х =  ~у
2 к

к Т 2*
к— 1

3 0  2 ( f c - l )
У 2 р2

115. ж- р

к  +  2 рк‘ 114‘ Х ~  р А +  р 4 ]§р’ у  ~ f  f 1 + 6 1о^ )  + Щ р  •
cos р
/

smp
Р

2 О 2 cos ру = —------- —— ~  Sin^
Р Р

116. х = cot2a(0 + lg cos а), у -  а.+ 2 cot а (0 + lg cos a), tga = у ' .

117. гг sm
1 2

-ц{С +  cos 0, «/ = 0 + ^ j(0 + c°ŝ ), sin f = р

118 • O '  /1 
x -  ——2eq -p3 \p

2 2 \ BO ft , ,
_p2 + pA) ’ У ~ 2p2 ^6,1 *

33
p + f

119. x -  C cot3a 2
sm a +

4 30
« Г ’ у -  T cot3a

2

2
+ sin2acosa

У =2
0
P

, tga -  •?/. 120. ® =

2

1
P

log(l

cos a

+ P ) \

+

1
P

1 , + [p + 1 l^ O + p )-

у = 26’ cot a

121. # = Ocot2a cos a
sin2a ?

2
sm a + lgtg‘

тс a .
4-+--.o')» tga = 2/ .

A . . А . АДАМОВ, i 13
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122 1
х

(1 — Р)'

О
Э

с +о V
о

V3 У

123
(7

( 1 ~  2J)a L
У

СЬ2 + У)3Г ‘ V
1
2 Р

— особ, рент
X 8 , У = Х'(Р

Vt*{t—2)5
2

124, х
С 1 \

8

125. х

У  i t  —  I)2 (* + з)
с

у —х-[ гтЬ2 1

126. х =

127. ж =

— 8 > У
V ( t l )5 (£ + l )3

- (7
— 12

E (i - I )7 (2£ + l )10

= C -S7T-
г? V if — 2

ж г2
1

^ 2 * 1

у -  х2( 1
2 *— 1

, ?/ = а;
7 2

К(3£ + 2)9 (£— 1)13 6 U 1/

128. х -
OU
{ t 2)*г> У =  \ х<1 ( t  +  V)-

1

129. х =
i4t + 1 + у у *

6  \ 2 t + l ^ y j )
У

1
y i t2 + ‘It  -- l ) 3' , у = x2 {t2 + f ) .

130. ж = Су — У%. 131. .= -- + <?, «/ = +
2

0
> V — i

log

(7
!)•

V Y - i
132. x = t f  (2t2

1
2  ̂— 1),

У ~ и 133. ж =̂ л/2 u 2
3
2 *

0
8

J/*3 .(*— 2)5

134. ж = «/2( ^ О
1 , y  = c

У  ^

1
135. x = y2i tf + — 1

C
2 , У = 8

V.(*
1 „

l ) 5(*+ l)
(7

• x = y \ - ^ t *  +  t  —  \ » ?/ = 3

(£ — 1 )w (i + 2)
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' "5 Г?' . Уравнения высшего порядка, содержащие у{п- 1] и у(гс)

у + Gi j

6
5

(ж + 6\)3 (решить относ, у").

О х + 0 г 2 iff t +
В

412 ? У+ С2
1 , 3t + ~ гг. t — / /
4 4 t*'

(уравнение

dz
дает у' = z, как функцию от t, после чего находим dx = — ,dy = zdx). 
139. (ж + 0,)2 + (у + 02)2 = 1 (решить относ. У ).

140. y + 03 = lgtg
ж
9 + Ci см. 139). 141. у С* + 03sin (ж + 0х)

(решить относ, у"')-
1 1 1 8

142. у -  03 + С2ж + ^( Сх— g ja?2 + -£»*± щ ( 0г + ж)7'%(реш. отп.у")
\

143. x + Ca = g(2]g'z—l ) 1g + Cl = z2\gz, z - y
144. x + C2=ez (z + 1), z - y ' :

1 3

145. x + C2 -  2z— lg (1 + z) + T + J ’ У + 0i -   ̂ , z -  у.

146:—149. Уравнения, содержащие у и у".
146. 012/2- 1  = (01ж + 02)2. 147. С.УС.х + С ^ У С . у  (С, у - 1) + 
+ lg {УСХ У + УОх у — !}• 148. Зж + 02 = 41/01 + У ^ - —20^ .

149 3 ж + 03 -  Сх lg |
3 »>

К У 0,+  У?/2 •

150—157. Уравнения, не содержащие у, у ' , у"," -у{,с~г>

150 • у
I

12

х4 + 0 ,ж3 + 02ж + 08. 151. у = -  2ж + 0j + 02е2*2.

В 3152. у = С2 + j  ( х + 01)7/з — -  0j (ж + 0,)*ь.

153. у = 02 —

154. у = 01«4

1
2

1
1/1 — 0Х 2 • ж3 + ^ С гх V I  —ж2 + ^ 0j arc sin ж.

1

1
960хж3 + 02ж + 03. 155. y = C8 + C2x + C1]gx

1
2ж

156. у — 2” ж lg ж + 0Х lg (# — 1) + 02ж + 0з*
4

• у = 08 + 02ж + (1 + 0хж)’5(0^ -4 ).
13А
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158—182. Уравнения, не содержат,ие

158. G1x + C2- \g У
У + с

159. x V C 1 + C2 = lgУ ¥ +  с. - У с , ИЛИг хУ С-
у I О,'А arc tg у + G.1

160. (x + C2f —y2- G v
162. a; + (72 = lgsm(^/ + Ct1).
164. Сгх + С2 = lg {Сху - 1).

/2  \ 3'2 
166. Cty = l  + (тгС^ + СЛ

1 6 1 . х + С2 = у*+ С, у.
163. х + С2 -  Схе~у.

165. G,y=l + {1LCxx + C,Y

Сг

167. х + С. dy
3 1

Ох + С.2у + -  ау
<*

168. 1 +у  = 169. х + Сгу + С2 = (1 +C,12)lg(C 1 + «/).

170. х+'Со
1
С,1 У 0/^22*1 te (C 2S'3- 2 /  +  c 1) +  -

2ЦС,
2 2С32 С2уъ - у  + С.

171. 4tx + G0 — lg

4 >

Г 4 Л
У С.+у^ + у — 2 arctg

У
\

У G1 + y4:—y

172. х + С2 = ^-у y + {С* + l)lg (# + C'i)*
173, # + C2 = Gx arc sin 2/ + V l — CpMg {«/У 1 — C'12 + C,11/ l — £/2}.

174. y —Gl • coth ( +  C2 

176. GyX + C2 = ^  @\У У

175, (a y )a = l + Cae^

1).

177. th ( 2" 2/+ = C„ec'iX.
3

178. ж + 02 = 2Срен- g = С ^+ г* ,  

2 = у'; уравнение определяет у, как функцию от я, затем х  из

формулы dx

. ж-J-G

II

£

-Г ? То*—» V*'l

и ?. >8

1
7» *
в „

= 4 * у' (см. 178)

у ~Gxz + я3, 'г = у' (см. 178).
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«и •'V!•У Н «> */./ » С3 = 2С1 ** —  COS £  +  £  S il l  у
пг\kj +

- z 2 (С1 + sin я), z - (см. 178).

J Г Го {у) dtf  (принять у за независимую
переменную и хза ее неизвестную функцию)

оо 202. Уравнения однородные относительно у и ее про-
от

ф У
п х'1 ( с , + х~‘*) 10. „С2е 41  . 184. у = С9хе Су (,х2 — х )

У- С2х2е.

187. у -  С2е28 (х +  С у ) 3 (4гг 3(7i) . 188. у = С2е 3 ^  + ^  "

18Э.02 = С2 + С,1ж. 190. «/ = C2e0lCOS:r. 191. y - C 2e ClX\

(7, (ж3—ж2)
186. у = С9а?е

Схх2

4
3

8

192 «/ = С2е ° 1 (Х
3 х) . 193. у = а

Сх х

2 (ж + С. ) 1+с*2

194. у = (73е ж, |  lg^-'+Cj. lg® + C2}.

195 У
Су Сх х (х+ V l  +

196, у =

С2 (x + Vl  + x2) Ке
Г* р — х _______

2 г. 197. у = + 1). е- l (C i  + Vx* + l)
(Су —  х) (7,

198 у = С2е cos (х + СЛ. 199 У-Со
CiX

*(х + С1 + 1)с‘2*
1ъ С у200. у = С2е 

202. у = С,(х2 + С1) с‘.

1
201 у = С3е CyShx + ch х

I

20.3 — 253. Линейные уравнения.
а

203.* у -  1  -И СуХ +  С 2 У  1 +  х2. 204. 1 +  СуХ +
С

205. у = Су(2х — 1)+ -? + *?».. 206. у = х + Су cos(ea:) + C2sin (ех)

1 1
х. у = -  + Суех + Се

х
2
х

X
у = х2 +Су (2ж + 8) +

С
х

208. у = х* + СуХ2 + С2( 2ж — 1)
С

210. у = -± + С9 х + sin х.J X2
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211 У Сл sin# + ■С„х + —. 1 - х
С,

212 у -  (7, х + С3ех + х
213. y = -— + C9\gx + x.X

215 У ch х \С1 - 1
4
1

х } + sh х

214. у -  Сх е' ж + С9У х + х.

с 9 + ^ -2 4

216. у = cos х( + ~ х

217. у = Схе2х + ( О,

jrx  3У + sin х  ( С2 +

1
X 2 х 2 \ех

х
218. у = Сгех + е С2 cos УЗ̂

 х + С3 sin
Уз
2 Х> + 1 (cosa;—sina;)

219 У - 1 — В х  — х2 + Схех + cos sin х.

220 1
у - С 1 + С2х — — х2 + (73 ch х  + sh х (С4 + х)

3 1 \/~
221. у -  ^ х  + — + ех2 ((7, cos а; У 2 + (7., sin х  2) +16 16 \

.+ е ж ^ 2 (CL cos a: 1̂ 2 -f (74 sin ж У 2 )
1

222. у -  j- cos а; + ((7Х + С2 х).ех + (С, + С4 ж) .е — а?

223. у
1

224. у -

х (0,04 ж + 0,032) + (15-sin 2 ж + 8 cos 2 ж) +2оУ
+ cos 2 ж • ( д?) + sin 2 # .  я?)

а?2 + С} х+  C^j е 2х + Сь sin 2 х С4 — h^x ) cos 2 х.48 32

225. и -  е — х С\ + 02х + - г

х
х ‘ + е Уз

+
1

2 1 С* cos

368 sm —-— +

Узх  + Сл sin -тг~х +

2
х Уз

cos 2

226.
1 1

64х 128 ех + ~  sin хоо
1

ч- (О̂  + С2 ж)-sin cos (х \  7 )

у - е f<7v + С3 ж+. g х 1
<7Ч + 1 sin 2 х  + a  cos 2 х
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» м

У

1
У -  (0,01 х — 0,008) е2ж + е ~ ж(23 sin x V  6 — 4]/6 csxV 6)

+ (Cl + C2 x )-cos x Vft + (G3 + C,x)-sinx Кб

1 1
q-S — 78 4 6X + (Cj + Go ж) б + ( C£ X-a;) cos ж + G4 sin a;.

. У

231. «

1
+ Gj«3 + C2x2 + G3ai + C4 j e

1
625 (21 cos 2 a; +

+ 72 sin 2 ж).
1

24ж3 ~f~ G4 3/"“ + G2 ж Gg + I 0o*̂  G4) sin 2 -f- G~ cos 2a;.

232. у
1
24 ж4 + Ĝ 3 + G2a;2 +"G3a; + Ci + x2—4a) + C5 ) еж.

233. угган-G, cosж + G2sin^ + e
у/ з 

2 3/

\
/У* /V»

G3 cos — + G4 sm +

V з
+ e

00 00 
G5 cos — + Gg sin 2

/1 1
234. 2/ = C1 cos 2x + G2 sin 2a; + ( j- cos 2# • lg cos 2a; + ^ a; sin 2ж j -

235. y = 01ex + C2 + (ex + l ) \g { \+ e~ x). 236. /̂ = G1 (cha;—sh®) +
oo X л+ Gg + lgth— +(sha;—cha;) • (a; + lgsha;). 237- у = — + Cl e3} +“ 2t 00

+ Q2e~x+ G3 e2x . 238.
1

sin + G, sin x + G2 cos x + Gg e~x
t

239. y = C, cos (2a; + 3y) + G2 sin (2a;+ 3?/) (ввести новую независ.
х

перем. и = 2а; + Щ . 240. «/ = + G, ch —  + С2 sh —  ввести незав.и оь . 00 \X \
1 \ ( Q С

перем. и -  — ). 241, у = а; {G, ch — + G2sh — [ (ввестиновую независх ! I х
1 у

переменную и ж новую функцию v уравнениями и - —. v = -X X

242 У
\ % ,

С2 + G2lga;. 243. у - С 1 coslgх + sin lg

f: у  = ( 2 x + l )  \ C l +  C2 lg ■ + X•
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С .  5 +  V 15
245. у — + С2 (ж—4) + С.й { X 4)

г> - у715

+ У2ж + 3

+ {х—4:)2 |
\

\V

2
27 18

1 )
-  Ig* (ж —4j j

О
. У\s

\О
г£/ Т ”

+

С2 cosl 1_Г lg (2ж 3) + a  sin V i  
"2

О>
lg (2« +  3) 1+

+ jg |sin lg (2a; + 3)-t-c'oslg (2ж + 3)|. 247. -  (ж + 1) |о 1 +

+ а2 lg (я + 1) -  lg* (х + 1)■-^  lg3 (х +1) [ + С3 +1 )*.

1 1 1
248. У= 2 ® ^ r 1 + 2 i Ig ^ " 1  ̂+ 48 lga 2̂a;“ 1 ĵ +

V J
2ж

+ У5ж — 1{(72 cos V
2
5 lg ( 2 a - l ) J  + a lg (2a?—1)

1 1 1
+ Vb s — Vb

249. y = ei + ^ \ C l + ~ \ g x  + fQ\g%x \  + C*x + x

250. y= ~ ^ 0 1+ i-Ig (® + 2) + ~ Igl (ж + 2) j +

+ У жТ2 jc2 cos Г?̂ -? lg (ж + 2)J + C3 sin Уз
2

lg (ж + 2) I
Cx251. y = Cjas + Cjж2 + е* 252. y = -^  + <*a? + sina?.

3̂

253. y ~ C ^ V x  +

255. ж = t2 + 1 + Cj e 2< + 02 в
у -4 + 1 + 2(7, e2t

256. ж — Cj + (721 .
y = ~i + 2C. + sin 2;

254. ж = £ +,(?! cos + C2 sin
«/ = 1 + (?i sin 2£ — 0 2 cos 21.

257. ж = 1 + Схе{ cos t + C2e * sin t.
1

258

t

С\хг + 2
' Щ Ш

y=  у  + Схе~ьsin t — costf.
V

x
— Cl xt + C2, у —V  С,ж2 +1

t ’ ‘
ч . %
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i *Л./ С,ек + е- 4 ‘

2/ = <7,6* +е
- 3 - t-2- t

2̂ COS 2
_ 1

2

Л • ’' Чt + G'sm - - - 13 2 ?

COS^■з#
~2~ t

~l~(Os- y  BC2) s m ^ l t

z = C y + e iH
2

1 (C2 -  ̂ “3 G3) cos О  ̂

2 ?

2 2
1 — 1/  3 

(Gs + V  3 СЛ sin -гг- 12 2

260. # = С\е~ь + C2e2t, у -  (73e-t + C2e2t, z{С. + С^е-' + С.ёК
261. x = C1 + G2e2t + G3e-2t 262. x= C 1ezt + G2e- 21

1
У 3

2
G2e2t -  C3e"27 У -  2 CieS'

О
C2e2t + 2 <73e-2f. * = 2 C/*

(72e-2i + <73e_f

3
263. x = Gxt + C2f  + C3t9.

— (?.£

C2e- 2* C>e-‘

у  =  sin t—
Z — COSt— C,t

C J \
C J \

264. x — (7̂  + + С̂ б*.
0 = 01

2 =
2(7ĝ  + C'8e*.

a  — С  ̂+ 2Сое*.X A O

265. ж = ^6 + 2̂ sin  ̂+ Cj cosG
y - t  — Суё -f <72 cos£ — (73 sinG
г = 1 + (72 sin t + cost.

266. x -  (7,e-2< + C2 sin At + Cx cos4G
1 ... 1 . 1

У n-C'.e"2* +4
1

2 C2cos 4£ 2 (73 sin 4̂ .

 ̂= 4 C.e~2t + C2 sin U  + (73 cos U.

267. x - G x sin 2̂  + (72 cos 2£ + <73. 268. x = C.+C0t,X 4pl

(72)sin2G

л = 3 + (<72 + (7,)sin2£ + ((72— (71)cos2G

2/ = (?,£■ • 

* = t G

3
4

C J  + c / - .

Л/ == <7* + ^i* •< У

— G, + C36 К

270. x = С у + C2ezt + Слем.

i i

£ — —c x

- * <
-t N.
4

1
y 2«У  + 2 (73e3<.

<7/-2<73e-',
T • 
£ = — c y  <7У* 3

0и
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271. гг = Cl + C2t + C,e2ty x = C9 + 2C4e2t

272. z = х + у + Ф (ху) • z ~ х -{- у -\-

 ̂ У

х2у2

((! . 1.. г? \ 
\ ^ 1 т  ^ 2 /

а %+«* а ■ а .

(73е2г‘

273. £ = ху + Ф (х2 + у2), г = ху + ж2 + у2 — 2а2 —вКг- + у2— а2.
274. £ = ху + Ф (се2 — у2),  ̂= ху + 1 +

+ (2 а)]/ а х 2+у, 3 (а2 х 1 + У
275. г? = х + у + Ф(се2 + у*)'й 1 — У хX + у■ X + у —

+ ~ \g  (ж2 + г/2 — 1) +

1 +

х у \

276. Z  -  X у + Ф I/ QQ X \ 1277.  ̂= -х-(сс2—«/2) + Ф(х2 - «/2
У + 1 2 2сЫ

v

278
279.
280.

1 Гу * (у — Щ '

(^2 + ® + 1)}.

,0 = ~2 (2/ —  ж) + Ф

г;4 = х W  +
v = Х + у + 8 + Ф (х2+у~, V - X + y + Z

У х2 + у2 y2z2 yz 1 +  х 2 +  у 1 +  y z V  се2 +  у2 у 18х.
со сс

281. V = —  \-Ф {ху — —XZ  +
1 • Z+

9

Z Z X 2Z2 У

282. V = Ц - ^ ф \ х 2 -Y у \ у  л - z ) , V =  ~  —
Z  Z  ■ y + 0

V  X 2 +  y 1

V  X 2 +
+

1
+ 2 (x2+y l) + (y + z) 2(y + z)Vx 2 +  y 2— 1 .

283. 2 2 * X X \  ’ 2 2 *V -  X 2 +y2 +  Z- +Ф 1 — J,  ■ V ~ X + y 2 +  Z2 +  — Y
\ у 1

1.

284. v -  Ух2 —  z +Ф
x 2 у

z  ’z2
,  v = Уx2—Z2 X

• v  / •

0
, ‘ X2 y2
1 + — + =1 4 0 0

285. v = sin (xyz) + Ф[х + у + z\

287. ce = 1

289. у =

8
1

a a 1 у+ — +2«/ 6 а2

а
а х

+ —  +
з

6х 2а

291. г - а
7Z

4

X
0 286. х -

2
Ьу

У
а

1
2 У ау.

288
а

. х = У У
2 cos— + log tg2а 'А

290 У
1 сг

а - log
1 а?2

4 а 2 а 2^
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ли Продиффенцировать предложенное уравнение, за

менив у у на у, на s, и ввести dy
sin а , после чего опреде

лится у , как функция от а, и затем из формулы cot а
найдется ср, как функция от а.

292. х
1

х й + т
cos а а
— ■■■ ■ + log 'tg-pr sm2 а ° 2 У

ч

2 sin а

293. ж + $
а

log tgvr + cos а2 , у -  a sin а.

сь сь294. # = a;0 + -g[2a + sin2a], g ( l — cos 2а).

295. (у - а  (х — х0)2. 296. у -  a ch-
хО

а

297—300. Продифференцировать предложенное уравнение,

отбросив значок  ̂ ввести ds =
1 .dr, Т= г N  = -

г
COS {А ' COS [A' Sin [А

5t = rfg ii, Pt ~ r  sin [а, после чего определится г, как функция от ja,
dr

а затем найдется 9, как функция ja, из уравнения с?9 = — tg ja (в 

ответах [а заменено на и).

298. г
a  sm и и

297. г = ае‘п().
9 =

У sin и -
ft 1 f 
&о + 2

е
COS и

lg (sin и — cos и)}.

299 г к  и-  a ~\ft%\ — + е4 2

1 -f- 8НШ
2 cos2 гь

„ 1 fl'+sin.M
9 — 9„ ч—q | о tg w 1 •0 3 cosJw °

300
а

г —
Vi

V 3 arc tg / /  2 t g  и  ■

sm м cos и

9 о
2 А / 2 tg м и + —/— arc tg I -—77-

V  3

-l \*

У

1
К З
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л , '
V*'

301-307. Имея в виду выражение Q

данную формулу и приходим к

 ̂У Y• j -  r > V >  / - 1 > •ydx, дифференцируем
О

301. ху = а(у —  а). 302. ■у2 2 ах.

уравнению между х и у

({/'' л.2\3 _ л8.ь ( а —

304. у - Ъ (  1 + е 2- х
а 305. х2у2 -  а2 +т/2). У

х — а

Ъе 6

307. у - a  ch
х
а

е
308—314. Принимая во внимание выражение Q - 1

2 г2с№,
ь

продифференцировать предложенное уравнение, что дает дифф. 
уравнение между г и 9.

308. =
а01

е т- (Oj произв. пост.). 309. г2 = аЧ.
з

310 . г = а II е
е
о). .311. r2 = a2(e$ — 1). 312. r = atgQ

а к -  1

313. r = -g(9 — 0о). 314. (90—-#) 315. 2 .

316. у{а —  х ) - Ъ 2.
а

317. х = а + Ъ ( cos а + log tg ^ ), y = b sin а.

318. у*1 -  2а (х — Ъ). 319. х 2 + у2± Ъ
2 2^3 

~ За
4320. х2 + у1 ±  Ъ2 = ~ х  У  ах. 321. (х2 + у2)2 = x i ±  а*.О

2х

322. х* = а2(х2 + у 2). 323. 324. х 2-%Ъ

325. у -alog
х2 +у- 
~ ¥ ~ 326. у + х%-  а2е

327. х2 = ЧЬу + Ъ2 + а2. 328. {х — а){у — Ъ)-аЪ. 329. У
2

330. х2у2 = Ь2х2 + а2у2.

333. х - у  cot log У

331. у2--Ъу — ах

334. 1 -
х~-ъ Да

ay
332. у — Ь + 2 ^ 2

335. у — х  log -
а
х
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336. X  -f b -- a
у

жlog — ■ 
У

337. jх.+ Ъ = 2а у  -у У
• 338. Ж , ж — = lo g -. 

У а

339. ( X--  hУ -  а) = аЪ. 340. -  =
У

■ log — а • 341.• уг -  4аж»

342. (y -- 2ж)г ~ а (у — х), 343. у2 = 4a — а). 344 , у2 = 4а (ж + а).

345.
$ V № -  :1 _ . л 2/2 кr - ae . 346. Ъх

X
= а2е 2а~.347. х1 + у>̂ = ах,

•
1 /с+1

348. xy -  a2. 349. у - а е  у . 350. х2 + у2 = а2. 351. у~— ж2 = а2,
352. y 1-—  X2 := а2. *

■

353. xy-= a2. 354. хпут:= аи + "*. 355 */2 + 16 рх = 0 .
356—378. В этих задачах удобно выразить отрезки Т, N, Sp JSn 

и проч через координаты ж, у и угол а (см. ответы отд. III, к прим.
1 — 22), что дает или готовое выражение у через а, или конечное 
уравнение между ж, у , а; затем, на основании формулы 
cot а, можно или получить х в функции а или, продифференци
ровав конечное уравнение между х, а и исключив dx и ж, 
получить дифф. уравнение для укак функции а. (В ответах а, 
заменено на t).

356. х = afcos £ + lg tg О 357 x ж0 + a (lg sin t — sin21)

у -  a sin t.
и;

у -  a sin t cos t.

358 . x — x0 + a (lg sin t — sin21)
у - a  dint cos t.

n r n  . COS t359. x - x n+a,n ■ , ,0 12 sin21 + lg tg
7C ' t--- L _
4 2

1 1 r+ 2 l°s % 2
1y - a +

1
sin t cos t Q~

360. x -  a (sin t + cos t)
у = y0 у  a (sin t — cos t —- lg tg ■n: t i 4

4 + 2 ))'

361 a
~ x«+ 8 (sin ty1 

a cos t

(1 — 3 sin2 £) 362. = a
S1IT t e

-rjj* cot2 ^

У sin £ y = acott-e
— '2' c*ot2 /

t
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363. х =
а — с о fc 2 t

sin21 • e x -  хй + a lg,
/ J К ttg’ f — —■

b \ 4 2
tg t

у - a  cot t-e
— A- cot'2 i

У a cot TC t
4 2

365
(Л

X  = X f) у  i ' l  t  +  :iill 2 t ) 366 X z0 сь sin t + L _ \•9 / I2 sin21 j
a t1y  =  T (1 cos 2 t). у = a (cot t + cos t)

367. X x0 + a l Is- t°'
t

b 2 + cos t — sin t
!

368. X

у - a  ( s i n c o s  t).

369. ® = b sin t + a (cos t + 1 sin t)
y = — Ъ cos t + a (sin t — t cos t)

л_, a(cos£— sin t)
.371. & = /

V 1 — sm t cos t

1 / 2  tg t - l—  arc terV3 ( V3

cos t
y = x \ cos t —sin t

i

372. x -
a /2 sin t + 1 2 V 5

Vsin t — cos2 t \2 sin + 1 +
y - x  cos t.

a (1 — sin

у - a  cos t.

370. x = a + sin t
y —a — b cos t.

373
a

t
4 s in2 2

. X - t e
sm Кsin t

у -  x sin t .

374* x =
a

y - x  sin” t

376. x -  a sin t.
У-a  1 —

2 , 2 tg t — 1arc tgV 3 V 3

1 — sin t со . G 375 X
sin t + cos t 
sin t — cos t ■У

cos 2 t в
tff

4
+ t

377. x = b sin t.
У a — b cos t.
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378. x - l a  — Ъ) sin t
1
2 a sin31.

1
y ~ b c o s t  + -Tj- a sin21 cos

379 — 390. В этих задачах следует брать выражения отрез
ков JV, Т  и проч. через г и угол р. (см. отв. отд. III к прим. 31—37),

с1т
что дает выражение г через р., после чего из формулы — tg р.

V
\ - 4

получается 9, как функция от р. (в ответах ps заменено на и).

379. г = a sin (9 — 0П). 380. г2 = a1 sin 2 (0— 90). 381. г - a  sin (9 — 90).

382. v - a  cos и.
0 = 0о + ад — tg W.

383. г - a  cos и.
6 = 60 + и -

385.
a sin и cos и 
sin и + cos и

8 = 90 + u —tgм + lg (1 +tg w).

ts-u.
384. r = a sin и cos u.

%

6 = 9. + 2 u — tg u.

386. r = a V sin и cos u.

9 = 9Л.+ и 1
о tg и.

387. r -  a (sin и + cos и

' 9 = 90 + м—lg"(l +tgw).

388. т —

9 =

389. r = aV  cosu.

9 = 9о
1
9 (u—tgu

a
cos и *

390. r

90 + tgM

a

u.

sin2 (9—90)

ч

391—411. В этих задачах нужно брать выражения радиуса
dx dyкривизны: В  = , кто даст непосредственно, вира-

жение х или у через а; затем формула dy = dx ■ tg а определит 
другую координату через а.

: ' • ' Ч

391. х =asin5a.

У
а
3

{8—15 cos а +10 cos8a —3 cos5a}.
' > *. ч.

1 15
392. х = — sin а {2 cos3a — 8 cos*а +.15 cos а — 24} + ~х- а.Ь ■

у - а  (1— cos а)4.



2 0 8 И нтегрирование дифференциальных уравнений, Отв. Отд . Y.

393. х -  a sin3a ,

у —а (2 — 3 cos а + cos3a.).

_ __ a
395. х - а tg -п-

а
У = Уо + ^  1о£

1 + cos a 
cos a

, X :

У

x0 -j- ak
a

cos'-a

{* J(Шhi

eos^a

396. x = a tg  ( "7 + \
a 1 + sin a

У -  У a + “о * 2cos a
a
2 Igtg

a
4 2

3 9 7 .ж = x
a

о
4 cos

a
2

+
a
2 logtg

a
2

У = atg
a,
2

ч

398. a; = a sina
У = У о a cosa

399. £ = a;0 + a lg tg a
У a tg a

или x 1 + {у — y0f  -  a2.

или у
O',
a

a400 . x - -tg a2
a

У = У о + ^ № (*‘

401, x  = x0-+ a

или x2 = a (y—y0).

cos a

y -  asm a.

. x — x о
1
2 Jc cot2a

У = Уо
404. x = xn — cos a

У - У о ^ h j"

g
a
2

iz &
4 + ~2

&
402. x — ж0 + -j

f c

У ~ Уо + "7

(1—cos 2a)

2 a —sin 2a

ИЛИ ■ (у— Уо)'2 ~ ( я  — л 0 )

405 .x =x0
sm a У = Уо к Iff cosa
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406 . ж = х и + к lg sin а 407.

у zz у А,ОС.

408. ж = .г’0 + к (a sin а + cos а) 
у = у0 + к (—a cos а + sin а)

409. x = xQ + k .(2а cos а + (а2—
у = у0 + к.{2а sin а—(а2—

-2 ) sin а} 
2) cos а}.

410. (х х0) (; у = 2 411. (у

х0 + а 1ц sin а

9 = а

6 1
1 + sin а

cos а

sm а

Уо)2 (х—х0)2 = к2.

els
412—421. В этих задачах из данного уравнения 11 = —-  = f(s)

определяется s, как функция от а, после чего из формул cos а,
dy = ds. sin а находятся ж и у , как функции от а.

412. х = х0 + 2 а (а sin а + cos а)
у = у  ̂+ 2а (—а cos а + sin а).

413. х -  За (a2sin а + 2а cos а— 2 sm а) + х0 
у - З а  ( — a2cos а + 2а sin а + 2 cos а) +

414. х — аа +
у = a\g sec сс + у0.

415. х — х0 -f
а , /1 т V 2 sin а— I сг— ]Ь

1 -  V  2sism а
а

^ уо+ 'р 2 g
У 2 cos а + 1 
1̂ 2 cos а — 1

ч

а
9=9. о+ IfO

А . А . АД АМ О В.

cos 2а). s i n a } + у0-

14
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0

419 х = хо + y ^ s m  а + cos а). 420. х - ~ к  (shacosa - f  chasina) +
а

У - У о 2 еа cos а + sin а). У
а
2

421 /V*9 Съ - х о
а
g-cosua

а ИЛИ (

У = У о + у  sin3a
ж, rh + (у — у Л2'в

а
3

*/
9

422. г* 1 = ак 1 sin(/с — 1) (9 — 90). (Данное уравнение приводится
к более простому: <#х = Ы9, откуда легко получить —1)^9,

(Птр. = (к — 1) (9 — 90), и далее из формулы — = cotp. вывести г).

423. ?
»

CL ty f j  y
, 9 = tgjx —  р.. (Представить в виде: В  =cos р. d (rsinp.) ’

после чего легко определяется г через р. и затем вычисляется 9 из
(Пт \формулы db =' —  tgp.)-г

424-434 . В этих задачах удобно представить В  в виде:
db

В  =
rfp.

sinp. ’ db
1  “ Г

, после чего легко получается db_ и затем 9 че-

йр.

рез угол р.; наконец формула
dr
г

f

= db • cotix определяет г через р..

424. г = а
COSIX

о = е0+ tgp.— р.

425. r = a tg {*
2

9 = 90 + log cot TZ P-----h —4 2

426. r = a

9 = 9

V cosp. 
1

.  e
1
TV-

sitijj. 427. r = a
i
ft

о 2 lg(cos[x — sinp.)
1
2

sm-̂ -V" sinp.2
/

9 = 90 V- cot £
2

\
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. 1

42
а

г.

е

V 1 + sinjACOsj».
2

. е у  з arc tg
2tgu.+l

У 3 '429. r = а
“  4 ^
[X 2

tg~2 -e

0 JA +
1̂ 3

arc tg
2tg[A+l
~ w

e = 90 + cot

430. r — a cot [a c o t^  + 431. cot [a 432. r = at

9 = 00 v° '4  2 9 = 00 tglA. 9 = 9„—lg cosja0

433. r =
a

9 = 9

sm [a 
1

KsiniA — cos {a . e 2 *434. r - a
1

0 2
1

lA + 2"log(sin[A — cospi). 9 = 9о

sm !A

fA + tg
те а
— I- —4

или r= a

4 3 5 -4 5 3 . В ответах буква Ъ означает произвольный параметр.

435. у2 — 2 Ъ = 52(&̂ >0).436.
х У
ь2 Ъъ. = 1, Ь<с.

437. Ъх^у— уз _ Ъ\ 433 . sin у -Ъе—X

439. (х2 + y2f  = bz (3x2y —  y*)A4Q. 5х^у — 10х2у2 + у 5 = Ь5.
441. х ьу — xyz -  №. 442. (х2 + у~)2 = Ъ2ху. 443. 2х2 + 3«/2 -Ъ 2

444. у2 = 2Ъх. 445.
1 1

хТс- 2 Ук - 2 = w ( ,f< 2)-

446. х2 + у2 = 2Ъх. Ш .  х2 — у448.
449. г,с = №cos &9. 450. {х + #0)2 + =
451. у2, + 2 ху — х2 = ±  №. 452. у2 = Ь(х— уУ3).
453 .  rk = bk sin(/e9 + ы). (Не переходя к прямоугольным 
там, следует условие изогональности брать в виде |Aj —

rdb
^ *  = Тг

координа** 
[а = о, где

4.54—471. Координаты эвольвенты х, у определяются по
■координатам эволюты хс, у с. следующ ими уравнениями: -т- =

' У  — Ус
dy х х

которые, по исключении у, приводят к линей

ному уравнению для х, как функции от t.
14*
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454. х = a (f+ sin t) + sin2

?/ = d(3 + costf)4-&cos t
2

*\

455. x
/

a sin t v . , / тс
s i n l o g  tg (д2

у - a  cos t

2

| t g « + - | c o t i . l g t g ( i  + |

456. x — b cos t + a sin21 cos t .

y -  6sin£ + dsin£ (1 1 . ,
2 sm21

457. x  — d cli t •+■
kb eh t

у = b sh t

V  d2sh2£ + 62 ch2£
ka sh t

'V  d2sh2£ + 2 eh2£

459. ж = a cos t +
kb cos t

V  аЧтЧ + b2cos2t

y - b  sin t +
ka sin t

V d2sin2£ + 62cos2£

461
1

x = -~p cot2£ — к sin t. 

y = pco t t  + k cos t.

460

458. x - t  — 6th
t
a

, t bу -  a eh — 4----- гJ a teh a

x - a cos H — b sin t.
у - a  sin3£ + b cos t.

462. x = t +
a2b

a
У - +

V  a4 + У
bt2

t У  a4 + У

463. x - t
Ы2

t
]/d4'+ У 

аЧ
464. x = b sin t + d (cos t + 1 sin t).

у -  — bcos t + d (sin t — cos
yz

3d2 y V  + •

465 X = ae _t (cos t —sin t)— bsin t
> У-= ae (cos £ + sin t) + b cos t

466. X -= a { 4tcos£ + --  2) sin£}
у . y~--a  { 2tsin t — { f—• 2) cos

b sin t.
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д, а  у(Д 1У « X = 4а (£ + ~ ^ ) ____ ------
1 з j 1/ ш *

У- а(1 + t2)2 + Ъ
V i  + t2

з468, ж = 2а cos t — a cos 2t — b sin -гт£.2

У -  2а sin t — a sin + cos3
2

х = 
У =

а (3 cos £ — cos 3£) — & sin ‘It. 
a (3 sin t — sin 3£) + cos

470. x = a V cos 21 cos t — b sin St.
у -  a Vcos 2 sin cos31.

3471. x = a (1 + cos t) cos t — b sin — t.

/1 7 3 472. (ж2 + з/2 + г2у -  a(1 + cos t) sm t + bcos — t.2
473. 2xV  = 4phxy + (h2— ж2) (ж2 + y~).

h2) у = 2 бйж.

474. л2 (з/2 + ^ ) = а2ж2
475. (Зж—2 у— 3 h)2 +{х— 2z)2 — 2(h— 2 — + Л2— 4/г# = 0
476. [h{x — b) + by]2 + {b2— а2) у2 + № (z— b)2 + 2bhy (z — b) = 0
477 {ж2 + у2 + z2

_ //V.2
Л'

I

2а (ж + у + — й)}2 =
(ж2 + уj + £2 — й2) (4а- + Д2 — ж2 У z2).

ОТДЕЛ VI. 

Определенные интегралы.

1 ^-(Разбить на 2 интеграла с пределами (,~2'*)

и положить во втором у = к — ж

2 . ТС

2 log 2 ( Рассмотреть f log sin 2x dx =
О *

ТС 

”2
воспользоваться равенством [  log si 

J о

it  
1

it
о

log 2зН1ЖСЗЖ dx

sin xdx = f  log
J  0

■

cos жdx
)■
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3.

4.

ТС

—«г log 2 (Подстановка тс — х - у  и пред, пример) 

o ' log 2 . (По частям и см, 2).

С5'. 2~log2. (Подстановка х  -s in у и прим. 4)

7U
6 . — log 2. (По частям и прим. 5).

7 ^  (log 2 - 1 . (По частям и прим. 6 ).
ТС

8 х
g- log 2. (Подстановка = tg и тождество: ТС

о logsm [ f  + y) dy
ТС

- Г

log cos у dy

9. тс log 2. (Подстановка x - t g y  и прим. 2).
>

10. 0 . Разбить на интеграла: (0, 1) и (1,оо)и во втором

положить х
' = Ч  •у J

11. 0 при пчетном, к при п нечетном ( составить формулу при

ведения при помощи тождества: smnx  sin (п — 2) х
sin х sm х + 2cos(^— \ )х

12. 0 при п нечетном, тс'при и четном (приводится к пре
дыдущему заменой sin пх cos х  полусуммой синусов).

13. 0 при п нечетном,
i

>

14. log у  (дифф. по Ъ).

ТС

П при п четном (по частям и прим. 12)
1 7}2 I мл2

15. — l0g ;;2 ;■ (дифф. НО ).2 а* + m

16. arctg m {Ъ— а)
2ш + (дифф. по Ъ) 17. log (2a f a (2by\2 Ь

(а + № “+» (дифф- п0 Ь)

18.- ( еa v е~~аЬ) (дифф. по Ъ привод.

К ИНТ
00 cos axdx
о 1  +  X 2

__ тс — а
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(Ъ
*

К ъ (дифф. по пар. Ъ). 20. к (дифф. по а), 
а (Ъ — с)

«? arctg-"3 , г (дифф. по Ъ)а“ +
„л 1 , ва + с2 . г „
22. g log (ДИФФ- по &)

-/1 , \ , 00 cos ах dx у у 7 .
4(1 + а) е (из интеграла J  ̂ ДИФФ* по &)•

пл - /о о 2ч „ I , 03 cos аж da?24. (3 + За + а13) е - ®  ̂из инт. ~]/  + х2 ДвУкРатиым

дифф. по 6).

25. |Tog (а + Kl + а2) (дифф. по а).

26. ^ log (! + £■) (ДИФФ- п0 «)•
а

ТС27. ^  (1—е - ®) (дифф.- по а и подст. t/ = tga?).
и

28. тс
2 arc tg а V 2—arctg а

КТ +  <r J
(дифф. по а и подстановки:

tgа; = sin у, tgy = *). \

29. ' я  • log
<Х‘ -f-КТ “К $

2 (дифф. по а и: прим. 6).

\ 1 | у/ ^ 2  j

30. J  log U  + |-)(дифф. по a). 31. тс lo g ---- 9. по a)

ТС32. - lo g ^  + K 1 + 0  (ДИФФ- поа),- 33. тс arc sin а (дифф. no a) 
2
%34. —arc cos2 а (дифф. no a). 35. К  *(K’&—К «) (дифф. no

36. TCioff (дифф. no b). 37. 4  (6—а) (дифф. no J).
2 2

38. (заменить sin3 (ах) через кратные дуги).

%а го. по а
4

40. | |V  (дифф. по

или интегрированием по частям).

а или интегрир. по частям).
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41 3 ТС** ~г О 71Г *-*
при а> 6  + <?, -g-при а = 5 .+с ,упри|6 —с а <Ь + с,

« при а — \ Ъ с |, 0 при а у  | Ъ — с | ( Выводится из
СОпsin ах cos Ьх

ts/
о

X dx I.

42.  ̂тс 7 а тс
У~ приа ПРИ а (Дифф. по Ь или

43 тс
• у  & при а > Ъ + с\-т-{а + Ъ— с) при | Ъ — с\ <а<Ъ + с \ —а

 ̂ — 2
при Ъ^> с и а <Ь с; 0 при Ъу с и а < с  — Ь. (Приводится к 42 
или интегр. по частям).

1
44. у  ъЪс при а ^ Ъ  + с, ТС

8 (2 ah + 2 ас — 2 6 с2)
щ ъ  а ^ Ь  + с. (После интегр. по частям привод, к 43).

45. 3
g тс а2 (Дифф. по а приводится к 42 или инт. по част.).

1
46. у  тс а3 (Трижды интегрировать по частям).

47.

48.

115
384
1

тс а4 (Четыре раза интегрировать по частям).

49.

2
1
4

arc tg b Чг с b — о~\
■ + arc tg -  - (Дифф. поа

тс + arc tg
а
3Ъ 3 arc tg у ]  (Дифф. по а и пр. 45).

сп 3 , а2 + %2 а50. q  Ъ log—, 72 + -8 а2+ Ъ* 4
+ М Ьarc tg——  3 arc tga a (Дифф. по Ъ и пр. 22).

51. b arc tff
2 b
a

a a2 + 4cb2
~T l0g -----2 --  (Дифф. n0 a или n0 #)•

52. a
4

й2 + {b— c)2 b — c
r + — — arc tg

a

+ ̂  (Дифф.2

я2 + ( & + c) 

no a и пр. 42).

2 b
b + c 

2 arc tg
a

$ + c +

53. i w

2 [я&/+ (a® —  &2) log (a + b) — a* log a + b2 log #]. Дифф.

по а и затем по й).
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2 тс. _ [ah( а + 
Y Y по а и затем по Ъ).

(а3 + &3) log (а + Ъ) + а3lga + £3log&].

—76. Эти интегралы вычисляются при помощи следую
щих разложений в ряды:

1 — a cos Ъх
00

1 — 2 а cos Ъх + а -  1 + 2 aM cos п^х ’ Т
a sin Ъх

2а cos Ъх + а1

со
"ч1ап sin nbx,

1
00

а2

1 — 2а cos Ъх + а = 1 + 2 ^  а* cos nbx, I а | <  1.

55. О при | а | <  1, 2 тс log | а | при | а | >  1. (Сперва продифф. 
по а, затем приложить предыд. разложения).

56. 71
п ап при I а | <  1, —— при | а| >  1. (Сперва дифф.ThOf

по а, затем разложить в ряд).

57. Т С

1 а2 log
1 а 4 - 1

2 при | а I <  1; —j тс loer о— при | а\ >  11 2 а
{См. 13).

58. 0.

59.
1

2 а при j а I <  1,
Т С 1
2а ае‘ — г при I а | >  1.

60. тс при | а | <  1; 0 при | а | >  1.

61. Т С

2

2(1 аiy  при |« | <  1, 2 (яг _ f j при | а | >  1.

4 - 2 4 тс *
62. ---- log (1 — а) при [ а| <  1,а а log (1

1
а при I а | >  1.

63.
2 тс2 ат при I а | <  1,

2тс2
1 _ а2 ■“*"4-1 ^ ат (а2 — 1)ПРИ 'а ‘ ^  Х'

л . тс 1 164-. -~а при | а j <  1, J  •
1

аш+1 при | а | >  1.

65. т с

V l—а2
V l —а2• Jog -----^  (Положив а -sin а

1 + V l а2

а
знаменатель к виду 1 — 2A cos # + А2, где X — tg -ту j и прилагаем



2 1 8 Определенные интегралы . Отв. Отд. <9

форйулы, данные выше 55
ауравнению: л =

76, после чего восстановляем а по

1 + У 1 а

66
it а т

* VI а2 1 + F1 а2
(сМе указ, к 65), 4 О (см. 65) а

68. — log! 1 + а
а l + V i а2

(см. 65). 69. тс log 1 + Vl а2

2
(см. 65)

70. ТС
П

а п

i + V i ая (см. 65). 71 2ТС

VI а
(см. 65).

72
9 2 а т

"VI а 1 + V1 а
я 2

. 73. —  logа 1 а
1 + У 1 а

74 тс
а

а т

76 it

1 + У 1 

1

75. тс
а еь{1 + У 1 — а2) — а

1 + У  1 а ае—ъ
2 V i а 1 + У I а2 ае - ь

77—115. Эти интегралы приводятся к функциям Эйлера

77. т:2 cos aiz
. i, , из интегр. . sin2 aizV r- 0 1 +

3

00 x ^ d x
выводится дифф. по а

79.

тс
тс-~з (ак ’ ^  + cos2(aT!:) (Из 77 дифференцированием по а).

S

1 tc2cos А*: к +1
2 • 2 -1—, л = — -  • (Подстановкой хт привод.ш" sin2 Xтс

к 77).

80 Ъа—1 1Z

sm aiz (подстановка х-Ъ у) .

81 ТСЪа~1
smart

I 7 тс cos а-к » . y y \log о —  -тс— — 1 (из предыд. дифф — ием по а)sin а%

82.
h a —2тсг/

sin2 йтс {1 — (1 — a) log &} sin аж + тс (1 — a) cos аж
(Из 81 дифф. по Ъ)

83 ТС

т sin тс
т

(подстановка хт-у ) .
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1 1 . 2 .3  . , ( 1)
п (р+1) (р 2). . . (р + &) (подст. хп-у ) .

1 (1 — р) (2 — р). . .(к— 1 — р) кр .
п 1 .2 .3  . . . к sm*p

sm р-х . 87. ■х

(подст. Хп = у ) .

Ьу
а\-п £1 +п

2 cos
—  (подст. tg x  = y,Пъ \ а (О

2

88.
/С

26 cos 7С$ 
26

Г+00 ch аж
в пит. I Qhbx поДстановки: е ~ У’ У" ~ “26 ___ л?

СО

*4

89. /12 smYb
462 ’ cos

(из 88 дифф — нием по а).

25

90.
1 ТС

(1+а)и Sinn-*
Подстановки X Z

1 X = У, У = а + 1

91
1 ТС

92.

2 * sin jo-
1 . 7t

i-xjx * m sin xTC ’

(подст. t g

\A =
a

/v+ 1
«г (подст. ж”г = y, by-az).

93.
1 ТС

a?~W ' m sin X*
(1 — X) (2 -X ). . . ( p — l - X )

1 . 2 .3  . . .{p— 1;
(подст. np. 92), X

h + 1
mi— ,

94-. a  ̂ - (разбить на 2 инт., введя ж6 = ж2 (1 +ж4) —-ж2).

95.

128

8uKj3
729

3 Y 2  •(разбить на 3 интеграла, введя ж6 = (1+ж3)
2(1 + Xs) +1) i

96.
1 Г(т)Г{п)  0дСтан0вки: tg x  = y, y* = z).

2anb,n * Г ( т  + п)

97
суп— 1

п
(а Ь2) 2

Г
2

ч

ж
(Подстановка = У

a-hb
а ь •

X ,
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98
1

Г к + 1
т Г  1 1

т
- - т Г  (1 +

к . (Подстановка хт у)
т

лл 1 Г (р )Г (а )  „99. -р -г - - '-- . Подстановка smх = у)

1 / /v + 1
100. —Г  [ - - - - ). (Подстановка #н = у)

101 ■ Y K
С О

Выводится из / е sin xdx интегрированием

но а от 0 до оо).
о

102V H
ОО

Выводятся из / е а~я cos xdx  интегр-ием по а от

О до со).
о

1
103. -?гУ^ cos . .2 \4 а2 ). Из 101и 102 подстановкой на-

—J— ОО +  О О

ходим / cos y2dy и f  sin у2dp, после чего вводим = +
ОО —  О О

1
104-. ^ -K TCs i n ^ —а2 . (См. указ, к 103).

О О

105 ТС
7U2 sin^  • Г  *Ъ% \п

. Из е -  ап х sin xdx  интегрированием по
о

а от 0 до со).
СО

106.
2 c o s г ( -  2 п \п

п-
Из / е ~ а 57 cos интегрированием по

о
■п

а от 0 до со).
1107. —log2 *. (В интегр. делается замена# на 1—ж, два инте- 
2

града складываются, и прилагается формула Г(х)  1 —%) •
тс

sm тс #
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1

е  -

. «logа — а+ log 2 и . (Дифф. по а и прим. 107).

. -д: (В интегралах с пределами (— со, + оо) положить ех = t
и ) .

110
i С

п- sm тъ
п

(подстановка

 ̂ тс111. — tg -77 (подстановка sin ж = у).

112

2р ° 2

* ' cot — (подстановка

113.

п (п — 2)
2п

п
ТС

(3« - 2) (»’-= !)  cot« '(нЗДетаноиа *" = </)

—{— О О

114.
2 c h f /

O Q

— и полож. е ■= у— х и+ е

115 7t

2 ch |Л Т С

2

(р.2+ 12) (p* + S2)-Mp.a + 2w - l
1 • 2 • 3 • • • 2w (Введя в чи

слитель ch2 х — sh2& = 1 и дважды интегрируя по частям, легко вывести
оо

т . , cos р. xdx т р.2 + /с2 т
формулу приведения для интегр. J ^ -  / : Л-+2 -  7̂ 7,о.i \

о
(chx) к(к'+1)

после чего, на осн. 114, легко получается результат).
1

116. Подстановка ch ж + sh ж cos 9 = ch ж + sh х  cos ф
йФ

дает

 ̂̂  ch х + sh х cos ф
117. Разложить cos (хcos 9) в ряд по степеням cos 9 и вое

ТС

пользоваться значением интеграла
Оэд -шcos" (рао.

о

118.
1

V  а? + Ь
- ^Интегр, по параметру ж).
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119. Левая часть уравнения приводится т<*L b

i V

о

sin2 <р cos (х cos ф) d фsin (, хcos ф< «
cos ©
---- L а © и послех инт-ия пер-

о о
вого члена по частям дает 0 .

120. .. М.(аН0'(5)̂  Состамается дифф
/г а ур. Для

d 1 d
функции J 0(ax) : ах) + — ~т- J 0(ax) + d2J 0(ax) — 0, аналогич

ное ур. для J 0(bx), эти уравнения умножаются на—J 0{bx), + J 0(ax) 
и складываются, после чего находится легко искомый интеграл по
мощью инт-ия по частям).

121. 1
2 № (« ) + J ' 2(a)]. [Выводится из 120 раскрытием не

определенности, принимая во внимание дифф. ур-ие 119 для 
функции <7"0(а)].

122 а (Интегрировать по х  от 0 до 1 дифф. ур-ие
функции J 0(ax)} приведенное выше, см. 120).

%

123. е~а (Назвав искомый интеграл через о (а), дважды диф
ференцируем по (а), при чем каждый раз выполняем инт-ие по ча
стям, и приходим—принимая во вним. прим. 119—к дифф. урав
нению о" (а) = ф(й); из условий ф (+  оо) = 0, ф'(0) = — 1 опреде
ляем ф {а) -

\
124-. т- (1—е~а). (Из 123 дифф-ием по а и инт-ием по частям).

ЬЛ
• •>

125. Первый интеграл, после подстановки в уравнение, дает
lv

о
( к - 1) sin2©P- 2 + ^  Т*~1shic dy

ЯШф
sh х Тк-г - 0

9=0 ?

и второй дает:
Iv

(к + 2)вт2ф27~(к ~р 3) C0S9y -  ( 
sh х <#Ф — Т~ (|t+2)sh х

l W

фг=0

= 0, Т= cha: + sh#cos ф
\ •
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. После подстановки интеграла в
+ ̂  ТС

■3 [sin2c6 cos п ф do  1 rcosф cos ф ф 
4 J (х— cos ф)6,°- 2 J (х — cos ф )

+ п

уравнение получается
+ТС

COS П ф С?ф
{х—cosy)'1*’

ги тс

и после двукратного инт-ия по частям в нервом интеграле сумма 
приводится к 0.

127. Подстановка первого интеграла дает: ,
со оо оо

В Гsh^ cos р.ф d<p 1 гch ф cos pupcfo 3 г cos р/р </ф
4J (ch ф — + 2 J (сЬф — х)*1*  ̂ J (chcp—х)‘1*

о ‘ о о
и, после двукратного интегрирования по частям первого инте
грала, сумма приводится к 0. .

128.

130.

а
2 sin а 

1
—arc tg

129.

ТС
~2

d<p
— sin3 а 8Ш3ф 

2к
---- --------------- --------  t

аа^ач- ах)2

133. Выразить поверхность сферы + = 1, вырезаемую
плоскостями ж = 0, «/ = 0, 2 = 0, при помощи координат и, v, по
лагая: x = $ i n u - V l — a2sin2v, у = cos • cos г;.

О Т Д Е Л  YII. 
Ряды.

1
димост и

1

•26. Эти ряды легко исследуются помощью признака сх 
: пред. | ип \-Ф  = Л (кон. число, неравное 0) при р->1.

п~  оо

3. При | х | <  1
4. При p l - k >  1 
6 . При p i  к >  1

2. Абсолютно сходящий(
-  неабс.

к >  1 — абс. сх<

Неабсолютно сходящийся.
абсол. сходящийся, при

абс. сход. 5. При jpi 
абс. сход. 7. При pl^> 1-

8. При (т — 1 )р  — к >  1 —абс. сход. 9. При pi—&>1 
10. При р> 2 — абс. сход. 11. Абсолютно сходящий

абс. сх< 
абс. сх(
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12. Расходящийся.

14. При а - Ъ -  \  — абс. сход 

16. При Ъ = — абс. сход.

При а = О, Ъ 3"«1 абс сход

2 —абс сход.15. При а -
17. Абсолютно сходящийся

18. При р  >
1

3 к абс. сход. 19. При р'
1

абс. сход.

20. Абсолютно сходящийся 21. Абсолютно сходящийся

22. При >
1
2

24. Абсол. сход.

абс. сход.

25. Абсол. сход

23. При р 1
3 абс. сх

26. Абсол. сход.

27 — 40. Эти ряды исследуются помощью признака сходи

мости Гаусса: пред, п
п — Со

ип
ип + 1

1 =  Jc >  1 .

27. При | я | < 1 —абс. сход. 28. При >
1
2 абс. сход

29. При а > »  + 1 —абс. сход. 30. При
1

Ъ — а абс. сход

31. При 6 <
а

(I -\- 1
/

абс. сход 32. При
3
2 абс. сход

33. При р >  2 — абс. сход. 34. При
1

1 —а абс. сход

*

35. При р^>а — абс. сход.*
V

37. При ^>1 + у а б с . сход.

36. При а>1 V
2 абс. сход.

38. Расходящийся

39. Расходящийся. 40. Расходящийся.

41—42. Данные дроби разлагаются на простейшие.

41. иП
2

21 3
1 9+ (т-1)"п 28 4П хп, при |ж|<3 — абс. сход

42. и11 (п + 1)2 + 1 хп, при \х\ <  1 — абс. сход.

ных
43 — 47. Разложения определяются способом неопределен

, на основании теоремы умножения рядов.
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1 1 *• 1 + п X +о
7

360 ж4 + 81
15120 а?6 +

&п~1 , «н-2
“ «— з Г  +  Т Г •  •  О

ао

при |ж|<и:— абс. сход.
(2п + 1)!

# •  • 4- йп Ж 2в + « « *

0,

1 1  2 1 4
3 45Х

2
945 жв

•  « • • + а хш +

(I'll & п — 1 ( ^ п — 2
* г  '31

*  »  •

5
ао

» * #

_ (—1)п
(2и + 1)! 2п\ >

при |ж |< - у — абс. сход.

45. 2 — + лж6 120
1

3024 ж6 + ----1-ап х2п + •  В 4

— 1 , ®я — 2 t
Т------77---Ч------ — +

а
2! 4! 6!

•  • + = 0, при | х | <  2 тс — абс. сход.

а11

1 1
46. 1 + 0 х 12 х% + 1

24х3 19
720 я4 + •  •  о + 0L ж” + ♦  ♦ «

аW
2

1 — 2 
------------Г 3

# • * + ( I )11 — ̂  = 0, при | | <  1 абс. сход.

47. 1
1 1 1
2 Х + П X 720 х* + 1

30240 х е

0,ц +
& п  — 1  _ __ 2 а

2! + 3! + «  »  • + О
(» + 1)!

• • +  ссп х п +

= 0, при | х | <  2 тс — абс. сход.

4 8 —55. В этих задачах разлагается сперва производная 
функция, и полученный ряд интегрируется.

ОШ

48. V ( - l )
О
со

О
00

О
А . А . АДАМ О В.

II Xы ~у\ X 4 п  -|- 3

49. У,  (— х)11

2 ( -  О" I

4 7Ь “Ь 1 4 п.+ 3

/р 4й 1 X in + 8
4ю+ 1 4т̂  ~ь 3

л.Зн + 1 Зи —J- 2
3w+ 1 3 п + 2

X < 1.

X < 1

х\ < 1

15



226 Р я д ы . Отв. Отд. YU

СО

51. 2  ( ~ 1Г
о

%
Г ж 6,1 + 1 Ь н ^

6» -т-1 + Qn+ 5 J X  < 1.

00^ч I /у* 6 ft  ̂ /у» 6n -j~ 5
52 S ( - D - l s r n - - g ir r F M * ^ .

о
2 13 „ 34

53. Ж — g- Ж3 + X s ------y  Х + ~а + ’ * + а  2« +  1 Х Ы + 1 + в Р #

( 2 п  +  1 )  «  2и г +3  (2я + 3) ^ 2и -{-* 3 + (2 ft +5) ^ 2п + 5а с

х I < S —V  5 
2

О,

Г . ТС 1 154-. 7- + о- £ --- j4 2 4 я2 +
1

12 Ж' 1 1 е
X *  +  Т о  х °  +  ‘ ' +  а г> х П  +  ' '  ■>40 48 и

ийд + 2 (м +1) +1 + 2(ю + 2) 2 — О, |ж| <  ^  2-

55. 1 2X + -ГЖЧ
2 1
з + 1

1
5 ж

1
3 хв 1

7 ж7 +
1
8 х8 +

2
+ -дЖЧ

ж

/I+ сс - • • * пап (и + 1) «,.+1 + (п + 2 ) ап+2 -  О,

56 69. Обп щй метод решения этих задач такой: назвав
искомую сумму через f (x) ,  находим дифф-ием ряда f ' {x)  (в зад. 56 
и 59 предварительно надо умножить ряд на ж3, в зад. 56 дифф-ть

дважды), откуда f ( x ) - f { 0)4
/

х

56
1
хз ех (х 2ж + 2 )— 2 , х им. любое значение.

с 7 3 Ж2 +  1 ■ | I . .57. ж------ ^ “ агсЧ^ж, \х\<Л.

58.
ж

2 -  log (1 + ж) + ж 1 2
4 Ж ’

59 ж ch ж — sh ж
/V**!

ж — люб. число. 60.
ж

1 —ж+ log (1 — ж), |ж| < 1 .

61.
2ж ж

1 ж + 2 log (1 — ж),
г»л 1, ж + 2ж + 1

ж|<1. 62...-д log 7^---- Г—5Г» ■— !< * <  1 •
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63. 2
2

«Л/

1 \ Xг--
г ) arc sin ж + -g V 1 — гг, |а?|<1.

64. (ж2 — 2) sin х + 2х cos х, х  — любое число.

65.
V 2

з

a r c t g - — < 1 . 66 .
1

1 х 21/ 2
log

X2 + жУ 2 + 1
а; а;У 2  + 1

, |а?| < 1 .

__ X”. 1 + 1
67. -glog 1 _j^  + ̂ l°g (l

1, 1
6 8 . arc tg х  + log 1

1
а?2) ч— |а?| ̂  1 •

ж
1
2 log(1 +а;2), \х\<1.

69.
16
15 15

 ̂ (8 + 4х + За:2) У  1 х, \х\<1.

70. Cl(>a + ~  (проверить разложение способом неопр.к-тов).
Ряд сходящийся при |ж|< наименьшего модуля корней уравнения
а + $х + *(Хг = 0.

71.
1

1 х X2? ы < :V  5 — 1
2

(частный случ. 70).

72 /
границы сходимости, как 70.

(Данный ряд продифф-ть, после чего приложить рез. 70).

73. 1 +
4

У З
arete

2а: +1
~у Т

тт:
6 1 (частный случ. 72).

17 4 - 8 0 .  Эти суммы находятся заменою дроби— интеграломп
Xп- 1

74

dx. %
1 — х 2
l  + x*d x -  В 0g2‘

Г1 1— а
75. -----J О 1 + Х

х2 1
dx -  1+ 2 ^  (1 + Г  2 ).

штг\ У 1 + X ТС 1, _
76. / T~rzh dx -  —  + +; log 2 .

J 1

• / 0 1

01+ж 
1

4 2
1

78.

79 / л

+ ar 
1 1 + ж'
0 1 +  а?4
1 б&к

2У 2
[iog(i + У 2) + тс

2
тс

2У 2 
1

4~ #• - i + t e i lo g t2 + ,/3 ) - 80 Г -• J О 1
1 1 + (Г4

---- г. да? =+ х ь
it
з

15*
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81 — 90. В этих рядах нужно каждый член разложить на 
простейшие дроби.

81
1
4 82 тс

85. ;т + ^ log 2 — 1 (см. 76). 86 . - ^ l o g ( l  + У 2) + 77).

— 2 2 1
j —• 83. |  log 2 (см. 74). 84. ^ p |lo g ( l  + ]/ 2) (см. 75)

1 . . - -  1 У  2
8У 2 32

+
1

87. ^ ? (с м . 78). 88 . - £(см. 78). 89. ~а .
16 8 2 36 12]/8 log (2 + УЗ

(см. 79). 90. 71 В
6 (см. 80). 91. Ряд приводится к виду:

1
{Ро ^  (1» )̂ ~8. 7? ($ + 1, &) + • • • + Сп JB (п& + 1, А') + • • •}

1
после

I ■I -  1(1 - * ) к -  1 dt
0

и результат получается непосредственно.

92. log 2 . 93. И* 1
зУз

. 94.—log 2 + 95. 2 log 24 1.

96. j —  8 iog2. 97. |- lo g 2. 98 .— log( 1 +V2  ) + ~ ( V  2 — 1)8

99
1
4 ’ 100. log 2

1
2 • 101.

TCУз
12 i-log 3. 102. /lo g  2

103 2 log 2

106. ^ (V 2 1). 107.

2
log 2). 105. g- log 2

5 2 5—*
+ — log 2.108.-

TC
6УЗ

12 3 12
1
6 log 2.

109. f  (l —  t)log(l +TC 3
2 110

1
. i - 1  ( 1 —  t ? lo g ( l  +

0 J 0

+

r t 1- 10®2-
5'

“6_ ' 111. 8 / ( i
0

1 ,  Л— tfarc tg (г2) dt -  log 2 +
4

g log(l + K 2 )

У

1
3

w

1) 112 f  ^  ~~ ^ ^  -i). lie. J у  l  p
0 r

log (1 + У2 ) — (VT-

1
- 1)' 1 1 3 ./

(1 — t) dt _ 1
У 1 г2 2

0
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114. 2
(1 — О2 dt 
V  1 + t2

1 тУя + ^ lo g ( l+ K 2 ).
0
1

115
1 r ( i - t r j t = з ^ _ )16 i

О л2 J у  1 —<’О
(1 — )̂2 log

1
1 — Г

d t  =

о
17 4
18 log 2.117.

t2 (1 — t) 
2 + £

3
dt -  36 log s'

175
12

о
3 %„ 8  3 f t ( l - t r

118 2 I 3 + ta d 2 l  \ T s
3 4
2 log ;3

О
T' l ь

2 1 • Б • 5 • • * 2n — 1 тс 
119. Следует из формулы jf sin2>rf<p = — 2 -4 -6 *  • • 2n " '2

0 
TC

1
120. Следует из формулы f  sin2"+1 9^9 =

2 • 4 * * * 2м
3 • 5 ♦ + (2м + 1)

о
ТС

121.
о г

log (1 + sin2cp) d р = 2 log2
О

ТС

¥
тс

122• ¥
arc tg (siiiy) _ 

sin© ^
log (1 + V 2 ). 123.

2 <̂ 9 _ 1
1 + sin2© ]/ 2

0 0
TC TC

124
2 2^9 n /2

‘ J 2 + sin29 V 3 125
s t o p , = 1 1 + ■'

1 + sm29 У 2  [
0 0

TC
TC

2
1

0

2sin9 d y ____
2 + sin29 ~ Y ~3

log (2 + К з ) ♦ 127
TC

2 — sin29 2
0

TC
¥ TC

128. f 4  logs. 129.1 log
1

1 —  C 0S 9
= 1оег2

0 0
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iU

130
4sin<p efop 
4 — sin2®

"ТС

О 31/3 *
131.

2
ТС

О
к
2

132.
2 ас?#
11 1 а

о
ТС

sin2#
а

а 1

2

ас?ср
а + sin©

133. asm #
а + sur# d x -

а

о 2 V 1 +
log

а
V 1 +а+ 1

1 ___________

V i + a - 1

а
1 + (I

iU
4-4

m .  /
а sin xdx а
а sin2 # а — 1

arc tg
1

о V a -  1. 135. Вывод основан на

1
1

формуле ̂  = — J хп~ 1 log xdx.
о

1

136.

137.

о

log xdx
V T = i

ТС
2 О ^  '

log xdx

о V I X
= 4(1 —- log 2).

138

139.

log xdx  
V 1 + x

= 4(J/ 2 — 1) 4 log 1 + У 2 
2

#2 log xdx
У Т =

log 2
#2 4

1
2

140
4

о
OO

1
2 Л +  1

sm
^#

0

14] L + ?
2 -

CO

1
2 к 4* 1 sm

1 при 0 <  < c  
= 1 0 при x  = 0, ± c

1 при—с <  # <  0.
О при —с <  х  <  О

~# li
= 0, -t- с

о
с»

2
,1 при 0 <  < с .

‘ 2 > т-вшс
* /г 

1

1 . 2
с

х  при 0 <  <С 
1
2~ g при х — 0, с.
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оэ
2 с с <  х <  с1 3  п р и

71 к с (Опригс=±с.
1

G O

144 с
2

14 с
(2 А; + 1)2 cos (2fc + l)*a?

с
ж| при— с<и;< + с.

О
С О со

145. J4
2 (2 + 1)

(2 7с+ 1)2 +
( — 1 )'■ 1 sin Tea? _

% <х  < ООпри-
ж при 0 <.я <

к ТС

OQ
146 Зтс 2 xncos (2 к+ 1)

(2 к+ I )2’ 4
с

Лш4~

оо
sin кх
~ т ~

о

тс- при а; = 
»

ж при 0 <  х < u
тс При тс <Ж <  2 тс

^ прих = 0,2*-

— -+■ ТС.

147 ТС 2
О О

cos (4 к + 2) х х при 0 < х < н"
*4' т с ^  (2 /с + 1 ) 2

О
ТС

тс — Ж при - тс
ш г

148

149
ТС2
о
О

О Э

. | . ( в _ 6) _ | ( й ») 2
cos (2 fc+ 1) ж

О
(2Л + 1)2 +

ОО

+ (л + 6)у  (— 1)* - 1sin кх
Т С

к

Ьх при —
ая при 0 < х <  я
я— b
—2— ^при ± я-

ОО

, cosкх
1)S - ' -Т ^ -= «  при тс <Г ✓£ тс.

150
4 

' 3

СО

ТС2+ 4 У cos кх
~ ¥ ~

4  тс

О О

sin кх/ к
х2 при 0 <  ж< 2 * 
2”2 прих  -  0,2 тс* V

ТС2
151 у  +

О О

cos 2 кх
к2

У V

со

у sin 2 
" &

J f при 0 <  я? <  ^

1 2
ТС2при а?= 0,

152. 2тг
тс— Ж■при -

= ( + #2при 0 < # < «  
0 при х =

и
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СО сю
153.

ТС

6
2 1 cos кх  ̂ч у ( — l )*-1 sin кх

к2 к

00 ! О при — Тс<®<
4 ^ sin (2'fc+l)a? р 2 при 0 < ж<тг
тс ^—4 (2 к + 1)3 II

о 7р 2 при = + 7С

2
154. = *  + „

ОО

4с2хн( 1)* 1 Ы х— cos—к2 с2— х2 приС <Х<+С.

155. 12с3
тс

°° . ктсх
^  ( -  и - ,

кг
= х  (с2 — х'!) при — С < < + с.

156.
8
15

СЮ

о‘ + ^ ЧТс ■
сю

ктсх
1)*~Х CQS 0 = (с2— ж2)2 при — с<х<+с.

к4 =  =

2 4 cos 2 foe
тс тс *  4л

х
j  = sin я при 0 <х <̂ тс.

СЮ

8158. - V
тс—  4

1

• 0,sm 2 кх1

sin х  при 

О при х =

ТС

"2
ТС

2

159
2

СЮ

4 -—( 1 хк
тс тс

( — 1 )* cos2 кх  тс
-~-т—  = cos х  при-----

4Jc 2

ТС
~2

2 *

СЮ

160
8
Дг

к
4к2 -  1 sin 2 к—

СО

161. 1 1
2 cos х  — 2

Ч в м *

1°

( - •  I )4
■&* -- 1

cos # при 0 <а? <тс
I 0 при а? = 0, тс.

ТС*

СЮ

162. \  sin х  + 2 — 1)кк . j#  COS# при— тс<ж< + Тс.
к2 -  1 О при = ±  Тс.

2

ОО

163 log 2
cos кх . X
— =lgsin -5 при 0< ж < 2 тс.
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GO
2 sin pLTC

• х
i V

( - 1)4 - 1
Тс

со

sin jx-тс + 2|jl sin p-тс ^ .
[1.TC TC

168.
2 sh TC

GO

У

' h2 a sin

sm [ля при — тс 
О при ж = ±  тс.

TC

1)4 - 1
1

fc2 V-
2 COS Tex -  cos \xx

при---TZ^X^ + тс*

TC

( — l)*”1* . 7 fsh^npH — тс
- - 7o~4 — sm kx =? лF  +1 0 прио? = 4- тс.

TC

C O
ItBO-  sh 7c 2 sh n ^  (— 1) 7 i.1 6 7 .-------i---- —  >, 7,a f-i —cosfca? = cha? при

7U TC &24-l

C O fc-1чсо shic 2 s h i c ^ ( — 1) 7168. ----- ---------->  -— coskx +
1C

+

1C —  F  +  l
1

CO

2 sh те ^  (— l)?£_1/c„.
1C

. ,еж при — i c < > <  + ic
&2 +  l  sm x -|ch ic при ж =

169. 8г =
1
4 n* - \ n з 1 1

+  4 -"%  ^ 4  -  -5
1 1
2  Я ‘  +  g - П

5̂ 1 6
= * • ' -

1 . 5 4
’ Т  " + 12* '

1 7 
12 П’

«в
1 7= у?*"

1 1 .

- ~ Ъ пЬ + 2 П
1 ,  1

-  6 п8 + й «,.

s 7 • 1 8 = g**8- 1 7 7 6
2 + 12

7 . 1
-  24 и + & П >

Ss--
1 9 

= "9 п
1 8 2 «

■ ~2   ̂ -Ь ~ з  ^
7 2 

15 П+ 9 W 30
*

9̂ ”- * м10 
"10м

1 ,  3 8
2 П + 1 * '

-  3 п3 20
(Эти результаты получаются удобнее всего

30w’

по формуле Эйлера
Маклорена)
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170. Т, = 2п22 п , Ts = 4ft3 Зяа, Т 4 8ft4 — 8w3 + ft,
Т6 = 16ft5 — 20ft4 + 5ft2, TG = 32ft6 — 4-8ft# + 20ft3 3 пл
T 7 = 64w7 —  112ft6 + 70ft* — 21w2, T 8 = 128ft8 256ft7 + 224ft5
— 112ft3 + 17ft, T0 -256ft9 / '576ft8 + 672ft6- 504ft4 + 153ft2.
(Получаются из формулы Tk= l* + 2*+ ...ь *

+ (2ft— 1)*— 2А+1Г l A + 2>£+(ft — 1)*1 \ .

171. 2ft2 3ft+ 1. 172. -?»8■— 2ft2— * ft + 1.

173 0 — & + D 0* — & + 2)...
& + 1

ft(ft+i)
% 174 l  ‘ 175 Is-

10 17
176 36' 177 180'

17Я 1217
1 * 26880' 179 36'

18°- 1440' 181 1080'

^
 %cvi00 *

1 11 i
183. i + ^  + - . _ 4 +  2 551 2

+ 5 23 210
56 +  ̂ ‘ 720 ' 58

= 1,00453.

184. log 10 1
2 [0,01- 0,11 + 1 1

12 10 + 1

— Г -120 I 10
1 1
8 +

102 J

To*] = 2’348410

185. 1 , , 1 IГ 1 1 4
3-log 4 -"2 [_400 100JK a L

1 11ПГ +
1002

Sr-27
720

6
+

6
100

2.1 V  104
Г

к т о 2!

46587156

1 1
2 102 10 +■ l Г—l 1

24 I_ 10 r + 10я +

+ er 15 Г 1
' 8 I 10

180,045041625.

187. log / lg 1000 1̂ 11Г 1 1 1\  lg 500 1 2 1L 1000 lg 1000 500 lg 500J +

+ & 1.

12 104lg l0 0 "0,107
r
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С О Д Е Р Ж А Н И Е .

I ч. Задачи (2265).

I. Высшая Алгебра (104 зад.) . . . ....................
II. Интегрирование функций (330 зад.) . . . . .

III. Геом, Прилож. Дифф. Исчисления (456 зад.), . 
IY. Геом. Прил. Интегр. Исчисления (578 зад.) . •
V. Интегрир. дифф. уравнений (477 зад.) . . . .  

VI. Определенные интегралы (133 зад.) . . . . .  
VII. Ряды (187 з а д .) ......................................................

II ч. Ответы.

I. Высшая А л ге б р а .......................
II. Интегрир. ф ункций .......................

III. Геом. Прил. Дифф. Исчисления
IV. Геом. Прил. Инт. Исчисления . 
V. Интегрирование дифф. уравнений

VI. Определенные интегралы . . .
VII. Р яды ................- . .

\

СТРАН.

................  1— 5
................ 5— 16
................17— 40’
................40— 72
................72— 88
................88— 96
• • • • • .  97—108

#•

-114
-187
-168
-189
-218
-223

. . 223- 234
\





О П Е Ч А Т К И .

Стран. Задачи Л®. Строка. Запечатано: Должно быть:

8 102 • j *|/ х*+а-2

У ~ X
15 320 9 св. _ 2 | / l  + х у L 2 У 1 +  осу

1 а
20 41 4 си» *о+ 4 • ^ о + 4 "

244» 114 8 сн. azz X —
■ а Г- *

25 116 1 СВ. * = т 1
e(sin t+cos

а Г- *
25 116 2 св. -

\ У = т [ е (su it—нCOS

•

*
Z я

39 432 ■ 1 -f- ct Z “}* с£

43 4В 8 св.

40►aS40и 2 =  atht

45 101 уЪ + —
• ^  +  2/3 s

46 127 — ахъ =  а3 ж

У  2ах - - а2 1/  2аж — X1
46 127> )[ /J

0)
4
0

X X
54 285 ' 9 св. =  0,3-а = 0 , 3 а

58

61
61

347

351

394
395

10 сн.

2 сн.

ху

ж*
а

2р
У~

2 X
2рх

2рг
г /  =

, ху 

ж2
т
= ж2 

2а х



— II

Стран, Задача Строка, Напечатано: Должно быть
2 Z1

65 481 ~~ ** ~  1сг
2 Z

65 482 ~ Т
_  _

67 506 1* 1*
2

67 508 т Т

(а2 +
( От

75 98 [ у  +
2 1 (9 1

75 126 W  2 «• 22/ 2

76 167 уу'" у'?/"
78 226 хе + Хбх -f-Л
80 264 6 СВ. (2  t- ) (2 / — 1)

84 376 +  X =  X

85 6 СВ. касательный касательной

89 22 cos dx — cos Ъх —

90 ' щ X х1

90 44 cos сх sin сх

90 47 sin ах sin5a#

91 56 ' Ъх dx

92 82 (х 4 - Ь2) (х +  Ъу1

95 116 (дважды) +  chx cos ф +  shx cos ф

96 125 +  chx cos ф +. shx cos ф\

97 4,5, 6 , n1 гь
/

1 4
97 9 1 Т
.

- 5 . 6 5 . 6*
99 64 — 7'; +  7.'

*
1 1

104 129 %
2” 2 п

107 168 • про при

174
1 1

107 1 . 2 1 . 3

110 10 — 1 -- ’ %
■ • 1 3

115 13 _

~ 4 У З +  4 У Т
- 2 2

117 55
• з | / ¥ з у т

123 125
—2

X
■-2
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Задача
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Строка. Напечатано:
1

Должно быть: 
— 1

126 157
<

134 135

127 174 У з*( ) У~&( )
187 825 8 св. +  Z +  х

140 72 \ = (flX) +  (Ь^) , Х =  - ^ гW — 1

156 317 11 СВ. ~>г 4-
168 455 Е , =  — (ж +  м).


