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Установлена унипотентность представления Р, (г, у) в GL(n,C) при отображении примитивных элементов в унипотентные мат­

рицы клеток Жордана малой размерности (11). 
Доказано, что образ представления свободной группы Р, (х, у) в OL(n,C) является унипотентной подгруппой при условии 

(р(р - Е)' ~ о дм любого примитивного элемента р и (р(р - Ei~ о дм какого-то примитивного элемента q. 
Ключевые слова: группа, примитивный элемент, унипотентная подгруппа. 

An image unipotency of а representation of 
in Ьу mapping ofprimitive elements into unipotent 
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Let р: Р, (х, у) в GL(n,C) Ье а matrix representation о] Р" where Р, is ofree group oJrank мо with generators х ом у. Ifthe image 

о/аnу primitive element р from Р, is оп итрогеп: small Jordan татх (р(р - Е)' = О, then p(F,) is а unipotent subgroup in OL(n,C). 
Keywords: group, primitive element, unipotent subgroup. 

Пусть к, (х, у)- свободная группа с об- (р(р) - Е)З = О для любого при:митивного 

разующими х и у. Рассмотри:м представ­ элемента р. В настоящей работе мы даем утвер­

ление этой группы р: Fz(X,y) ~ GL(n, С) , дительный ответ на этот вопрос для любого п 

при этом образующие и все примитивные эле­ при условии (р(р) - Е)4 = О для любого при­

менты группы Fz переходят в унипотентные митивного элемента р и соотношения 

матрицы. Элемент свободной группы называет­ (р(q) - Ei =о для какого-то примитивного 
ся примитивным, если Он может быть включен 

элемента q.
в некоторое множество свободных образующих 

Теорема 1. Образ F;(x, у) относительно
этой группы [1.]. Известным открытым вопро­


сом является вопрос о том, будет ли при этих представления р :Fz(X,y) ~ GL(n, С) - уни­


условиях унипотентным весь образ р( Р2 ) . в потентная подгруппа в GL(n, С) при условии 

работах [2], [3] дан угвердительный ответ на 
(р(р) - Е)4 = О для любого примитивного 

этот вопрос для матриц порядков п s; 5. В ра­
элемента р и (р(q) - E)Z = О для какого-тоботе [4] дан утвердительный ответ на этот во­


прос для любого п при условии примитивного элемента q.
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Для доказательства теоремы 1 используются 

следующие леммы. 

Лемма 1. Пусть р и q - два ассоциирован­

ных примитивных элемента группы Р2 • Тогда 

все примитивные элементы, ассоциированные с 

р, имеют вид pa q 8 p P , где а,jЗЕ7l., &=±1. 
В дальнейшем обозначим 

р(р) = А = Н + Е, р(q) = В = Т + Е , где р и 

q - два ассоциированных примитивныx эле­

мента группы Р2 , н' = Т4 = О, Е - единичная 

матрица, L(W) - длина слова W. 

Лемма 2. Если в слове W(H,B) не менее 

четырех элементов Н, то W(H,B) = О. 

д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку 

в
4 

= 4В
З 

- 6в 2 + 4В - Е, то можно считать, 

что в слове W (Н, В) нет элементов в', По­

скольку Вт А - унипотентные матрицы (см. 

лемму 1), то имеем (Вт А - Е)4 = О . Отсюда 

m(т-l) 2 
(A-Е+mТА+ Т А+ 

2 

+ m(m-l)(m-2) Т3А)4 = О 
6 

Из этого получаем 

(а +а m+а m2 +а mЗ )4 = О
о 1 2 З , 

где 

ао =А-Е=Н, 

а} =TA-.lт2А + !Т3А (1)
23' 

1 2 1 з 1 3 
а2 ;:::;-Т А--Т А аз =-Т А. 
22' 6 

Из (ао + а.т + а2m 
2 = О имеем+ азm

З 
)4 

,,12 /с
L./c~oG/cm = О для любого m. Если взять 

т = т., i = 1,13, неравными, то G, = О, 

j = 0,12. Так как по условию а; = н: = О, то 

мы получаем 

G = а4 = Оо о , 

~=~~+~~~+~~~+~~=~ 

G2 = аоа{ао +аоа1аоа] +a1aOajaO = О (2) 

- 4G12 - аз· 

Поскольку А т В - унипотентные матрицы 

(см. лемму 1), то имеем (А тВ - Е)4 = О. Отсю­

да (В - Е + mнв)4 = О. Из этого получаем 

,,4 G/c'mk = О для любого т . Если взятьL.k=O 

т = т., i = 1,5, неравными, то G; = О, i = 0,4. 

Из G' = G' = G' = G' = О получаем1 2 3 4 

ВЗН +в 2нв+внв2 -4в 2н­+НВ3 

(3) 
-4нв 2 -4ВНВ+6НВ+6ВН -4Н = О, 

«нв? -4[в(нв)2 + (нв)2 В + нв2НВ] + 

+в 2(нв)2 + внв'нь : НВЗНВ+ (4) 

+ (нв)2 в2 + не' нв' + ннвнн" = О, 

(нв)в(нв)2 + (НВ)3 В + (нв)2 В(НВ) + 
(5) 

+ В(НВ)3 -4(НВ)3;:::; О, 

G~ = (нв)4 = О (6) 

Если в слове W (Н, В) не менее четырех 

элементов Н, тогда 

Пусть S=SI+S2+SЗ+S4' тогда W(H,B)=O, 

если s < 5 (потому что н? = О И 

G~ = (нв)4 = О). Рассмотрим следующие слу­

чаи. 

(1) s = 5 . Из н' = О, HG; = О получаем 

НВ 3Н - 4нв2Н - 4НВНВ + 6НВН + 
(7) 

+ нв'НВ + нвне' = О. 

Аналогично, для А, АВ имеем 

Н(АВ)3 Н - 4Н(Ав)2 Н - 4НАВНАВ + 6НАВН + 

+ Н(Ав)2 НАВ + НАВН(Ав)2 = О. 

Следовательно, 

Н(НВ+ в)З Н -4Н(НВ+ в)2 Н­

-4Н(НВ+В)Н(НВ+В)+6Н(НВ+В)Н+ 

+ Н(НВ+ в)2 Н(НВ+ В) + Н(НВ+ В)Н(НВ+ в)2 ;:::; О. 

Из этого равенства и (7) получаем 

нз' НВН + нвнв'Н ­
(8) 

- 4НВНВН + 2(НВ)3 = О. 

Из HG{H = О получаем 

12 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Веснгк ВДУ. 2010. NQ 6(60) 

нз:НВН + ненн: Н -4НВНВН = О. (9) 
Из (8), (9) получаем 

НВНВН=О, (10) 

нв:НВН + нвнв:Н = О. (11) 

Из (10), (11) и G; = О получаем (нв)в(нв)2 + 

+(нв)2 В(НВ) = О. Умножив последнее равен­

ство на НВ справа, получаем 

НВНв 2 
НВНВ = О. (12) 

Поэтому 

нвнннвнг' = нвненв'НВ = 

=нвнв' НЕНВ = нв' НВНВНВ = О. 

Случай (1) доказан. 

(П) S = 6 . Из G; = О получаем 

тЗН + т 2Ш + тш2 + НТ 3 = О . (13) 

Умножив (13) на Т, Т 2 
или тЗ справа, имеем 

(14) 

(15) 

(16) 

Так как то 

+ 2Т З)Н(6Т + 2ТЗ)НН(6Т - зт 2 - зт 2 = О, 
т.е. 

36НТНТН -18нт2 НТН + 12НТ З НТН­

-мнип-н +9нт2нт2н­
(17) 

- 6НТЗнт2Н + 12НТНТЗН ­

- вт?НТЗН + 4НТЗнтЗН = О. 

из (1О), (11), (13), (14), (15), (16), (17) получаем 

т-т-н-». (18) 

НВ

Из (18), (10), (11) получаем 
2НВ2Н=о. (19) 

Из (19), (12) следует, что 

нв2нв'НВНВ =нннв' не' НВ =
 

=нвнн" нвнв' = О.
 

Из равенств G; (нв)2 = О, (нв)4 = О, (10), 

(19) и того, что W(H,B) = О, если S s 5, полу­
чаем 

НВНВ З 
НВНВ = О. (20) 

Аналогично, из юго, = О получаем 

нз' нзнз: НВ = О. (21) 

Поскольку (НВ)З = О, то 

НВНВНВНВЗ 
= НВНВНВЗ НВ =
 

=НВЗ НВНЕНВ = О,
 

нвнпнн' нз? = нз' нвнвне' = О.
 

Случай (П) доказан. 

(Ш) Пусть S = 7 или S = 8. Из HG; = О 

следует 

НВ
З
Н = 4нв 2Н + 4НВНВ - 6НВН - (22) 

- нв' НВ - нвнв". 

" '2 'з '4 ЗПоэтому если в НВ \НВ НВ НВ есть В , 
то из (22) следует 

НВ'\ нв» нз» нз» = i:'pjHBk
\ нз»нз»НВ З , 

где а, Е Z, 1s kj < 3 и k\ + k2 + kз s 5. Но то­

гда 

нв: HB k
2 нз» НВЭ = (HBk\HB k

2 НВkЗ нв)в2 = О 

в силу пунктов (1) И (11), поскольку 

k\ + k2 + kз +1s 6 . 

Поэтому можно считать, что в W (Н, В) нет 

В
З 

• Из (19), (21) следует, что 

нв2нв 2нн'НВ = нз' не' нвнз' = 

=нвнв' нз' нн' = 

= нз' нзнв:нз' = нз'нз:Нв 2нв: = О. 

Случай (III) доказан. 

(IV) S г 9 . уже доказано, что 

нв: нз» нв» не» = i:''pjHB'1i нз»не»НВ З 
, 

где а; Е Z, 1s rij < 3. Поэтому можем считать, 

что Sj s 2, i = 1,2,3, S4 = 3. Так как S г 9, то­

гда Si = 2, i = 1,2,3 , и 

в силу (19). Случай (IV) и лемма 2 доказаны. 

До к а з а т е л ь с т в о. Берем любое слово 

W (Н, В) э в котором не менее одного элемента 

Н. Тогда (W(H,B))4 = О (см. лемму 2). Отсюда 

получаем tr W (Н, В) = О. Берем любой эле­
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мет W(A,B) в подгруппе p(G2 ) . Тогда 

где в W;(H,B) не менее одного Н. Поэтому 

tr W(A,B) == tr B k +ajLtr W;(H, В) == n+О == п. 

Тах как это равенство справедливо для лю­

бого элемета W, то tr W = tr w2 == 00. 

=: tr W n 
== п . Отсюда следует, что W(A,B) ­

унипотентная матрица. Следовательно, 

p(G2 ) - унипотентная подгруппа. Теорема до­

казана. 

Авторы благодарны професеору дв Беняш­

Кривцу за помощь в проверке вычислений и на­

писании статьи. 
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