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се рассматриваемые в данной работе 

группы конечны, G обозначает конечную 

группу и   − непустое подмножество множества 

простых чисел. Подгруппа H называется пере-

становочной с подгруппой B , если BHHB . 

Подгруппа H называется X -перестано-

вочной с подгруппой B , если HBHB xx   для 

некоторого Xx , где X  − подгруппа группы 

G .  Остальная используемая в статье термино-

логия стандартна и при необходимости мы от-

сылаем читателя к [1, 2]. 

Известная теорема Шура–Цассенхауза ут-

верждает: если в G имеется нормальная холло-

ва  -подгруппа A , то G является  E -груп-

пой (т.е. в G  имеется холлова   -группа). 

Кроме того, если A  или G A разрешима, то 

A  является  C -подгруппой (т.е. любые две 

холловы   -подгруппы в G  сопряжены). 

В 1928 Холл [3] доказал: конечная разрешимая 

группа G  имеет холлову  -подгруппу и любые 

две холловы  -подгруппы сопряжены в G .  

Напомним, что группа G  называется  

 -отделимой, если G  имеет нормальный ряд 

0 1 11       t tG G … G G G  (∗) 

где каждый индекс 
1  i iG G  является либо  

 -числом, либо   -числом. Группа G  называ-

ется  -разрешимой, если каждый индекс 

1  i iG G  ряда (*) является степенью либо про-

стого  -числа, либо   -числа.  

Развивая теорему Шура–Цассенхауза и тео-

рему Холла, в 1949 г. С.А. Чунихин доказал 

следующий классический результат.  

Теорема (С.А. Чунихин [4]). Если G   

 -отделима, то G  является E -группой и 

 E -группой. Кроме того, если G   -разреши-

ма, то G  является C -группой и  C -группой.  

Известно, что теорема Шура–Цассенхауза, 

теорема Холла и теорема С.А. Чунихина явля-

ются фундаментальными в теории групп. В свя-

зи с этим естественным является возникновение 

следующих двух проблем: 

Проблема I. Можно ли ослабить условие 

нормальности для холловой подгруппы A  

группы G  таким образом, чтобы заключение 

теоремы Шура–Цассенхауза выполнялось? 

Проблема II. Можем ли мы заменить усло-

вие нормальности для членов ряда (*) на более 

слабое условие, например, условие перестано-

В 
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вочности членов ряда (*) с некоторой системой 

подгрупп группы G .  

Некоторые результаты по решению пробле-

мы I получены в [5−7]. Нами доказана следую-

щая более общая теорема. 

Теорема 1. Пусть A  − холлова  -под-

группа группы G , X − некоторая нормальная 

 -отделимая подгруппа группы G . Пусть 

G AT  для некоторой подгруппы T  группы 

G . Если A  является X -перестановочной с 

каждой силовской подгруппой из T  и одна из 

групп A  или T  разрешима, то в T  содержится 

дополнение подгруппы A  в G  и любые два до-

полнения подгруппы A  в G  сопряжены. 

Заметим, что известная теорема Фейта–

Томпсона о группах нечетного порядка не исполь-

зуется при доказательстве теоремы 1. Используя 

теорему Фейта–Томпсона, можно получить сле-

дующую более сильную версию теоремы 1. 

Теорема 2. Пусть A  − холлова  -под-

группа группы G , X − некоторая нормальная 

 -отделимая подгруппа группы G . Пусть 

G AT  для некоторой подгруппы T  группы 

G . Если A  является X -перестановочной с 

каждой силовской подгруппой из T , то в T  

содержится дополнение подгруппы A  в G  и 

любые два дополнения подгруппы A  в G  со-

пряжены. 

Напомним, что подгруппа H  группы G  на-

зывается добавлением к подгруппе A  в G , ес-

ли AH G . Пусть  

0 1 11      t tH H … H H G              (∗∗) 

– некоторый ряд подгрупп группы G . Говорят, 

что ряд подгрупп  

1 1 01      t tT T … T T G  

является добавлением к ряду ( )  в G , если 
iT  

являются добавлениями к 
iH  в G  для всех 

0 1   i … t .  

Следующая наша теорема дает положитель-

ный ответ на проблему II. 

Теорема 3. Пусть X − некоторая нормаль-

ная  -отделимая подгруппа группы G . Пред-

положим, что в G  имеется ряд подгрупп  

0 1 11      t tH H … H H G  

и добавление  

1 1 01      t tT T … T T G  

к этому ряду в G  такое, что 
iH  является  

X -перестановочной со всеми силовскими под-

группами из 
iT  для всех 1 2   i … t . Если каж-

дый индекс 
1  i iH H  является либо  -чис-

лом, либо   -числом, то G  является E -груп-

пой и  E -группой. Кроме того, если каждый 

 -индекс 
1  i iH H  является степенью про-

стого числа, то в G  имеется разрешимая хол-

лова  -подгруппа. 

Следствие 1. Предположим, что в G  име-

ется ряд подгрупп  

0 1 11      t tH H … H H G  

и добавление  

1 1 01      t tT T … T T G  

к этому ряду в G  такое, что 
iH  перестано-

вочна со всеми силовскими подгруппами из 
iT  

для всех 1 2   i … t . Если каждый индекс 

1  i iH H  ( 0 1 1    i t ) является степенью 

простого числа, то G  является E -группой для 

любого множества простых чисел  .  

Следствие 2. Предположим, что в G  име-

ется ряд подгрупп  

0 1 11      t tH H … H H G  

и добавление  

1 1 01      t tT T … T T G  

к этому ряду в G  такое, что 
iH  перестано-

вочна со всеми силовскими подгруппами из 
iT  

для всех 1 2   i … t . Если каждый индекс 

1  i iH H  есть степень простого числа, то 

G  разрешима.  

Теорема 4. Пусть X − некоторая нормаль-

ная  -отделимая подгруппа группы G . Пред-

положим, что в G  имеется ряд подгрупп  

0 1 11      t tH H … H H G  

и подгруппа T  такая, что 
1G H T  и 

iH  явля-

ется X -перестановочной со всеми подгруппами 

из T  для всех 1 2   i … t . Если каждый индекс 

1  i iH H  является либо  -числом, либо  

  -числом, то G  является E -группой и  

 E -группой. Кроме того, если каждый -индекс 

1  i iH H  является степенью простого числа, 

то G  является C -группой и  C -группой.  

Нами также была получена более сильная 
версия теоремы 3.  

Теорема 5. Пусть X − некоторая нормаль-

ная  -отделимая подгруппа группы G . Пред-
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положим, что в G  имеется ряд подгрупп  

0 1 11      t tH H … H H G  

и подгруппа T  такая, что 
1G H T  и 

iH  явля-

ется X -перестановочной со всеми силовскими 

подгруппами из T  для всех 1 2   i … t . Если 

каждый индекс 
1  i iH H  является либо  

 -числом, либо   -числом, то G  является 

C -группой и  C -группой.  

Следующий пример показывает, что при вы-

полнении условий теорем 1, 2 или 3 группа G  

необязательно  -отделима.  

Пример 1. Пусть 
5 7 G A C , где 

7C  − 

группа порядка 7  и 
5A  − знакопеременная 

группа степени 5 . Пусть 
5C  − силовская  

5 -подгруппа из 
5A . Рассмотрим ряд подгрупп  

0 1 2 31     H H H H G            (∗∗∗) 

где 
1 4H A  и 

2 5H A . Тогда ряд 

3 2 1 01    T T T T G , где 
2 7T C  и 

1 5 7 T C C , − добавление к ряду (***) в G . 

Очевидно также, что 
iH  перестановочна со 

всеми подгруппами из 
iT , для всех i . Пусть 

{5 7}   . Тогда каждый индекс ряда (***) яв-

ляется либо  -числом, либо   -числом. Одна-

ко G  не   -отделима.  

Теорема 6. Пусть G  − группа,   X P  

и ( )X F G . Предположим, что в G  имеется 

ряд подгрупп  

0 1 11      t tH H … H H G                 (∗) 

и добавление 
1 1 01      t tT T … T T G  к 

ряду ( )  в G  такое, что 
iH  является  

X -перестановочной со всеми силовскими под-

группами и всеми максимальными подгруппами 

любой силовской подгруппы из 
iT  для всех 

1 2   i … t . Предположим также, что  для 

каждого i  индекс 
1  i iH H  является либо 

степенью простого числа 


ip , где p , либо 

  -числом. Если для любых двух  -индексов 

1  i iH H  и 1  j jH H , где i j , имеем 

i jp p , то в G  имеется дисперсивная по Оре 

холлова  -подгруппа.  

Теорема 7. Предположим, что в G  имеется 

ряд подгрупп  

0 1 11      t tH H … H H G                 (∗) 

и добавление 
1 1 01      t tT T … T T G  к 

ряду ( )  в G  такое, что
iH  перестановочна со 

всеми подгруппами из 
iT  для всех 1 2   i … t . 

Предположим также, что для всех 

{0 1 1}    i t  индекс 
1  i iH H  − простое 

число, принадлежащее либо множеству , ли-

бо множеству   . Тогда в G  имеется сверх-

разрешимая холлова  -подгруппа. 

Нами получена также следующая новая ха-

рактеризация  -отделимых групп. 

Теорема 8. Для данной группы G  следующие 

условия эквивалентны:  

(1) G  является  -отделимой группой;  

(2) G AB , где A  − холлова  -подгруппа 

группы G  и B − холлова  -подгруппа группы 

G  такие, что A  является G -пере-

становочной с каждой силовской подгруппой из 

B  и B  является G -перестановочной с каж-

дой силовской подгруппой из A .   

(3) В G  имеются холлова  -подгруппа A , 

холлова   -подгруппа B  и нормальная  -

отделимая подгруппа X  такие, что для неко-

торых простых чисел p q  подгруппа A  явля-

ется X -перестановочной со всеми силовскими 

подгруппами из B  порядка p  и B  является 

X -перестановочной со всеми силовскими под-

группами из A  порядка q .  
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