
Веснік ВДУ. – 2014. – № 5(83) 

13 

УДК 517.987.1+517.986.24 
 

Пространство максимальных идеалов алгебры функций 

с разрывами экспоненциального типа и меры на нем 
 

А.Н. Глаз  

Белорусский государственный университет 
 

При исследовании операторов взвешенного сдвига и интегральных сингулярных уравнений возникает задача изучения 

разрывных коэффициентов. Некоторые свойства операторов зависят от свойств алгебры, которой принадлежат коэф-

фициенты. В частности, спектральные свойства сингулярных интегральных операторов с разрывными коэффициентами 

существенно отличаются от случая непрерывных коэффициентов. 

Цель статьи – описание пространства максимальных идеалов алгебры функций с разрывами экспоненциального типа и 

меры на нем. 

Материал и методы. Материалом для исследования является алгебра функций с разрывами экспоненциального типа 

на отрезке.  

Результаты и их обсуждение. В работе рассмотрены некоторые свойства функций алгебры А, порожденной функ-

циями с разрывами экспоненциального типа на отрезке. Показано, что пространство максимальных идеалов М(А) алгебры 

А можно представить в виде отрезка и двух экземпляров цилиндра. Были построены элементарные окрестности на М(А). 

Описаны меры на нем и сопряженное пространство к А.  

Заключение. Полученные результаты могут быть использованы при изучении операторов с коэффициентами из алгебры А. 

Ключевые слова: функция с разрывами экспоненциального типа, пространство максимальных идеалов, сопряженное 

пространство. 
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In some applications, such as in the study of weighted shift operators and integral singular equations, there is a problem of 

studying discontinuous coefficients. Some properties of the operators depend on the properties of the coefficient algebra. In 

particular, the spectral properties of singular integral operators with discontinuous coefficients are substantially different from the 

case of continuous coefficients.  

Aim of this article is to describe the maximal ideal space of functions with exponential discontinuities and measures on it.  

Materials and methods. The material for this study is the algebra of functions with exponential discontinuities of almost periodic 

type on an interval.  

Findings and discussion. In this paper some properties of functions of the algebra А generated by functions with exponential 

discontinuities on an interval are researched. It is shown that the maximal ideal space М(А) of A can be represented in the form of 

an interval and two copies of the cylinder. Measures and the dual space of А are described.  

Conclusion. The results obtained can be used in the study of operators with coefficients in algebra А.  

Key words: function with exponential discontinuities, the maximal ideal space, the dual space. 

 

 ряде задач, например, при исследовании 

операторов взвешенного сдвига ([1]) и инте-

гральных сингулярных уравнений ([2]), возника-

ет задача изучения разрывных коэффициентов. 

Некоторые свойства операторов зависят  

от свойств алгебры, которой принадлежат коэф-

фициенты. В частности, спектральные свойства 

сингулярных интегральных операторов  

с разрывными коэффициентами существенно 

отличаются от случая непрерывных коэффици-

ентов ([2]). 

Поскольку -алгебра изоморфна алгебре не-

прерывных функций на пространстве макси-

мальных идеалов ([3]), то операторы с разрыв-

ными коэффициентами из алгебры  можно 

представить в виде оператора с непрерывными 

коэффициентами на пространстве максимальных 

идеалов. 

Свойства линейных непрерывных операторов 

связаны со свойствами сопряженных к ним опе-

раторов, а для этого надо знать, как выглядит 

сопряженное пространство к пространству ко-

эффициентов. 

Естественно возникает задача исследовать ал-

гебры разрывных коэффициентов, описать ее 

пространство максимальных идеалов и постро-

ить сопряженное пространство. 

Простейший случай разрывных функций, то 

есть функций, имеющих разрывы первого рода, 

был рассмотрен ранее ([4]). В данной статье ис-
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следуется алгебра , порожденная функциями с 

разрывами почти периодического типа на отрез-

ке. Строятся в явном виде пространство макси-

мальных идеалов алгебры , меры на нем и опи-

сывается сопряженное пространство к . 

1. Свойства функций 

Будем рассматривать множество  ком-

плекснозначных функций на , обладающих 

конечными односторонними пределами 

 и 

 в каждой точке отрезка . При этом воз-

можно, что ни один из односторонних пределов 

в некоторой точке не совпадает со значением в 

этой точке.  

Будем рассматривать функции   

,            (1) 

Пусть  – множество всех конечных линей-

ных комбинаций конечных произведений функ-

ций  и ,  – замыкание  в простран-

стве ограниченных комплекснозначных функ-

ций, то есть по норме  

 

Очевидно, что  – коммутативная C*-алгебра 

со стандартными поточечными операциями сло-

жения и умножения и инволюцией, заданной 

комплексным сопряжением . Более 

того,  – наименьшая из алгебр, содержащих 

множество  и функции . 

Элементы алгебры  будем называть функция-

ми с разрывами экспоненциального типа. 

Рассмотрим некоторые свойства функций из 

исследуемого пространства. 

Теорема 1. Если , то существуют пределы  

 

                (2) 

 

(3) 

и для произвольных  или ,  

и  верно равенство  

     (4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала су-

ществование предела (2) и равенство (4) со зна-

ком «+». Зафиксируем , . Если 

, то существуют пределы 

 и выполнено  

 
Для функций (1)  

 

 
Следовательно, для произвольной функции из 

 предел (2) существует и выполнено равенство 

(4) для знака «–», как конечной линейной комби-

нации конечных произведений функций, обла-

дающих такими свойствами. Аналогично дока-

зывается, что для произвольной функции из  

существует предел (3) и выполнено равенство (4) 

для знака « » для всех ,  и  . 

Покажем теперь, что для функции  пре-

дел (2) существует. 

Поскольку , то существует равномерно 

сходящаяся к ней последовательность функций 

. Так как  является последовательно-

стью Коши в , то для произвольного  су-

ществует  такое, что для всех 

 верно  

 

Возьмем  и рассмотрим предел 

при  вместо , получим  

 

 

Это значит, последовательность 

 является последовательностью Коши 

в , а следовательно, существует предел этой 

последовательности  

 

Зафиксируем . Поскольку  

в  и  в , то суще-

ствует номер , такой, что выполнено  

 

 

Так как , то, как показано выше, пре-

дел (2) существует, то есть существует номер 

, такой, что  

выполнено  

 

Таким образом, для произвольного  су-

ществует , такой, что 

 выполнено  
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Другими словами,  и ,  

существует предел  и равен . 

Аналогично доказывается существование 

предела (3) и равенство (4) со знаком «+».  

Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть ,   

. Тогда 

1) для произвольного  существуют 

 и , такие, что для всех , 

удовлетворяющих условию , и 

для всех  выполнены неравенства:  

 

 

2) для произвольного  существуют 

 и , такие, что для всех , 

удовлетворяющих условию , и для 

всех  выполнены неравенства:  

 

 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что верно 

утверждение 1) теоремы. 

Поскольку для  выполнено  

 

 

для функций  выполнено  

 

 

а для функции  при   
 

 

 

 

то для произвольной функции из  утверждение 

1) теоремы верно. 

Пусть последовательность функций  

сходится к , то есть  

 

 

Тогда  

 

 

Так как , то для произвольного  

существуют  и 

, такие, что для всех , удовлетво-

ряющих условию , и для всех 

 выполнено  

 

Тогда  

 

 

 

Получили второе неравенство в утверждении 

1) теоремы. Если же теперь в неравенстве  

 

перейти к пределу при , то получим 

. 

Таким образом, получено первое утверждение 

теоремы. Второе доказывается аналогично. Тео-

рема доказана. 

2. Пространство максимальных идеалов 

алгебры  

Поскольку  является коммутативной  

C*-алгеброй, то по теореме Гельфанда–

Наймарка (3) алгебра  изоморфна алгебре всех 

непрерывных комплексных функций на про-

странстве  его максимальных идеалов. 

Опишем пространство . 

Теорема 3. Максимальными идеалами алгеб-

ры  являются множества вида  

 

(5) 

 

                      (6) 

     (7) 

где  – пределы (2), (3), и только они.   

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что все 

множества (5)–(7) попарно различны и не вкла-

дываются друг в друга. Действительно, функция  

 

лежит в , но не принадлежит ни  

ни , ни ; функция  
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принадлежит только множеству , а 

функция  

 

– только множеству . 

По определению можно проверить, что мно-

жества (5)–(7) являются идеалами. 

Покажем, что идеал  является макси-

мальным. Очевидно, что он собственный, то есть 

не пустой и не совпадает со всем множеством 

функций . Пусть  – произвольная функция из 

, то есть . Представим 

произвольную функцию  в виде суммы 

, где  

, 

а 

 

Покажем, что . Так как  

 

 

 

то из (5) следует, что . 

Таким образом, получили, что первое слагае-

мое в разложении функции  кратно , а второе 

принадлежит идеалу . Значит, идеал, со-

держащий одновременно  и , совпадает 

со всем пространством . Из произвольности 

функции  следует, что идеал  

является максимальным. 

Аналогично доказывается, что  и  

являются максимальными идеалами. 

Пусть теперь  – какой-нибудь максималь-

ный идеал в . Покажем, что  совпадает с од-

ним из идеалов (5)–(7). 

Предположим,   это   не   так.   Тогда      

       существуют       

  такие, что  

 

 

(8) 
 

Обозначим множество  

(9) 

Из (8) и теоремы 2 следует, что  

 

 

 

            (10) 

и  

 

:       (11) 

Если обозначим  

 

 
 

то получим, что для каждого фиксированного 

 система  является открытым 

покрытием единичной окружности комплексной 

плоскости. Следовательно, существует конечное 

подпокрытие . Тогда верно  
 

 

 

где  

 

 

a  заданы в (10) и (11). 
 

Поскольку семейство  явля-

ется покрытием отрезка , то существует 

подпокрытие  

 

и тогда  

 

 

 

Построим функцию  следующим образом:  



Веснік ВДУ. – 2014. – № 5(83) 

17 

 

 

Поскольку верно , где 

 – индекс ,  или  соот-

ветствующих функций, то . 

Обозначим . Тогда 

из (10) и (11) следует, что  

. Значит, функция  об-

ратима в пространстве ограниченных функций, а 

следовательно, обратима в . То есть в макси-

мальном идеале  есть обратимый элемент , 

чего быть не может. Значит,  совпадает с од-

ним из идеалов вида (5)–(7). Теорема доказана. 

Как множество,  представимо в виде от-

резка  и двух экземпляров цилиндра 

 и , где  

. Точкам  (будем 

обозначать ) соответствуют максимальные 

идеалы , а точкам  и  

, которые будем обозначать  

и , – максимальные идеалы  и 

 соответственно. 

В дальнейшем, если , то как подмноже-

ство в  его будем обозначать ; множество 

 как подмножество в  

или  будем обозначать  или  со-

ответственно. Таким образом,  , 

 и само множество максималь-

ных идеалов есть  

 

Введем также обозначение  

(12) 

где . 

Теорема 4. На пространстве  макси-

мальных идеалов алгебры *-слабая топология 

задается следующими элементарными окрест-

ностями  

 

,                                     (13) 

(14) 

точек , , и элементарны-

ми окрестностями  

(15) 

точек , где , а 

 – множество вида (9). 

Преобразование Гельфанда  функции  

имеет вид  

(16) 

где  – пределы (2) и (3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению про-

веряется, что верны формулы (16). Покажем, что 

топология на  задается множествами вида 

(13)–(15). 

Рассмотрим  

 

Тогда ее преобразование Гельфанда 

  

 

Множество  является прообразом от-

крытого шара  при отображе-

нии , следовательно, необходимо является от-

крытым. 

Рассмотрим  

 

Тогда множество  является про-

образом  при отображе-

нии преобразования Гельфанда функции 

, a множество  – функции 

. 

Аналогично показывается, что и множество 

 является открытым в *-слабой то-

пологии. 

Пусть . Покажем, что функция  не-

прерывна в точке , если на 

 задана топология (13)–(15). Из теоремы 2 

следует, что для произвольного  существу-

ют  и , такие, что для всех , 

удовлетворяющих условию , и для 

всех  выполнено  

(17) 

и  

(18) 
 

Из (16) и (17) получаем, что  

  (19) 
 

Условие (18) означает, что 

    выполнено  
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      (20) 

Тогда  такое, что для каждого  

и каждого  точки  для 

всех  и для всех , а это значит, в 

(20) можно перейти к пределам  

 

 

 

 

С учетом (16) получим, что 

(21) 

для всех  и . 

Учитывая неравенства (18)–(21), заключаем, 

что для  существуют  и , 

такие, что  для всех то-

чек , где  – мно-

жество вида (13), то есть  непрерывна на  

с топологией (13)–(15). Теорема доказана. 

3. Сопряженное пространство 

Рассмотрим подмножества в  

    (22) 

     (23) 

и 

 
Лемма 1. Cемейство подмножеств  

(24) 

 

является полукольцом и порождает борелевскую 

-алгебру на . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что  

 является полукольцом. 

Покажем, что открытые множества на  

принадлежат -алгебре, порожденной . Дейст-

вительно, поскольку  

 

 

для некоторого , то  при-

надлежит -алгебре, порожденной . Также 

множество  можно представить в виде 

счетного объединения множеств вида . 

Следовательно, множества вида (13) и (14) при-

надлежат -алгебре, порожденной . Значит, бо-

релевская -алгебра включается в -алгебру, по-

рожденную . 

Аналогично можно проверить, что множества 

вида (22), (23) и  можно представить в 

виде счетного объединения, счетного пересече-

ния множеств (13)–(15). Следовательно, лемма 

верна. 

Построим регулярные борелевские меры на 

компакте , используя семейство множеств . 

Теорема 5. Пусть  – борелевская мера на 

. Тогда  является регулярной мерой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть  

 

где  – система всех замкнутых множеств,  – сис-

тема всех открытых множеств на пространстве 

. 

Можно показать, что минимальная -алгебра, 

порожденная семейством , совпадает с алгеб-

рой борелевских множеств на . Поскольку 

 компактно, как пространство максималь-

ных идеалов -алгебры ([3]), то по теореме 9 из 

[5] мера  является регулярной на -алгебре, по-

рожденной семейством , то есть на . Тео-

рема доказана. 

Поскольку  – полукольцо, порождающее  

-алгебру борелевских множеств, то -

аддитивную меру на  достаточно задавать на 

минимальном кольце , порожденном семей-

ством . 

Рассмотрим монотонную непрерывную функцию 

, такую, что . Зафиксируем 

не более чем счетное подмножество  

отрезка  и монотонные функции , 

, такие, что , если , то 

, если , и . Пусть  

 

)            (25) 

где  

 

Тогда функция множеств , заданная 

по формулам 

(26) 

(27) 

(28) 

очевидно, является мерой на . 

Пусть  – произвольная -аддитивная мера 

на -алгебре, порожденной . Построим по ней 
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функцию  вида (25), чтобы выполнялись свой-

ства (26)–(28). 

Положим . Тогда можно рассмот-

реть функцию , действующую по 

формуле  

 

где  – множество (12), . 

Так как  – мера, то  – монотонно неубы-

вающая функция, а из -аддитивности  следу-

ет, что функция  непрерывна слева в каждой 

точке. Очевидно также, что . 

Поскольку  – монотонна, то множество  

точек разрыва функции  не более чем счетно, 

. 

Пусть .  

Так как  и  – мера, то 

, а значит,  

 

Из этого, в частности, следует, что 

 и , если . 

Положим  

= 

 

 

Функция  остается монотонной, поскольку 

 – мера. 

Рассмотрим функции  

 

и  

 

Функции  – искомые для представ-

ления (25) функции  задающей меру . 

Тогда ее можно представить в виде  

 

где  – монотонная, непрерывная и  (так 

как ), а  и , 

. Положим , . 

Поскольку произвольный заряд можно пред-

ставить в виде разности мер, то верна следующая 

теорема. 

Теорема 6. Каждой функции вида (25), где 

 – функции ограниченной вариации, 

соответствует регулярный борелевский заряд  

на , который удовлетворяет условиям 

(29) 

    (30) 

 

Обратно, если  – регулярный борелевский за-

ряд на , то по нему можно построить набор 

, такой, что будут выполне-

ны (29)–(31). 

Если мере (заряду) на  соответствует  вида 

(25) по формулам (29)–(31), то будем говорить, 

что мера (заряд) порождена  и будем обозна-

чать  ( ). 

Поскольку все регулярные борелевские заря-

ды описываются множеством  функций вида 

(25), то на основании вышеизложенных рассуж-

дений и теоремы Рисса об общем виде линейного 

функционала в  ([6]) можно сделать сле-

дующий вывод. 

Теорема 7. Сопряженное пространство к  

изоморфно подпространству  функций на 

:  

 

где  

 

Заключение. В работе исследованы некото-

рые свойства функций алгебры , порожденной 

функциями с разрывами почти периодического 

типа на отрезке. Показано, что пространство 

максимальных идеалов  алгебры  можно 

представить в виде отрезка и двух экземпляров 

цилиндра. Были построены элементарные окре-

стности на . Описаны меры на нем и со-

пряженное пространство  

к . Полученные результаты могут быть приме-

нены при изучении операторов с коэффициента-

ми из . 

Работа выполнена при финансовой поддерж-

ке БРФФИ (проект Ф13М-036). 
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