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Л.А. Шеметков сформулировал проблему исследования локальных формаций конечных групп F , обладающих свойством: 

любая конечная не  F-группа является либо группой Шмидта, либо имеет простой порядок. В данной работе установлено, 

что формации Шеметкова являются классами Фиттинга. Хорошо известно, что в произвольном случае (G – произвольная 

конечная группа и F – произвольный класс Фиттинга) F-инъекторов не существует. В связи с этим большое внимание при-

влекла задача поиска F-инъекторов в конечных группах для некоторых специальных классов Фиттинга. В данной работе 

доказаны существование и сопряженность  F-инъекторов в конечных группах  FSG ,  F  , для радикальной фор-

мации Шеметкова.  
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L.A. Shemetkov formulated the problem of investigation of a local formations of finite groups F which posses the property: any of 

finite non F -group is the group of Shmidt or is the group of simple order. In this paper we identified that Shemetkov formations are 

the class of Fitting. It is well known that in arbitrary case (G is arbitrary finite groups and F is arbitrary class of Fitting) F-injectors 

don’t exist. In this connection the problem of discovering of  F-injectors in finite groups for some special classes of Fitting attracted 

great attention. In the present paper the existence and conjugation of the  F-injectors in the finite groups FSG ,  F   for 

the radical formation of  Shemetkov are proved. 
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 [1] (проблема 9.74) Л.А. Шеметков 
сформулировал проблему нахождения ло-

кальных формаций конечных групп  F, обла-

дающих следующими свойствами: любая мини-

мальная не  F-группа является либо группой 

Шмидта, либо имеет простой порядок. 

На всесоюзных симпозиумах (1982 г., Сумы и 

1984 г., Москва) была выдвинута более общая 

задача нахождения локальных формаций, обла-

дающих некоторым фиксированным свойством. 

В дальнейшем такие формации стали называть 

формациями Шеметкова [2–3]. В [2–3] для раз-

решимого случая охарактеризованы локальные 

формации Шеметкова  F  в случае задания внеш-

них свойств, т.е. задания свойств группы (под-

группы), не принадлежащих  F.        

Класс инъекторов в конечных разрешимых 

группах был введен в [4]. Поскольку инъекторы 

являются обобщением основополагающих ре-

зультатов в теории конечных групп (теоремы  

Л. Силова и Ф. Холла), то, естественно, что в 

дальнейшем появился огромный интерес к инъ-

екторам. Было замечено, что для произвольного 

класса Фиттинга  F в произвольной конечной 

группе  F-инъекторов не существует [5]. В связи 

с этим обстоятельством появились работы, в ко-

торых осуществился поиск инъекторов в частич-

но разрешимых и  -разрешимых группах [6–8]. 

В дальнейшем большую актуальность приобрела 

задача нахождения инъекторов в произвольных 

конечных группах для некоторых специальных 

классов групп  F. В [9] доказано существование в 

произвольной конечной группе F-инъекторов, 

где F – класс всех квазинильпотентных групп. 

Для других специальных классов конечных групп 

поиск инъекторов осуществлялся в [10–15].  

В данной работе показано, что локальная форма-

ция Шеметкова  F является классом Фиттинга, и 

В 
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установлено существование F-инъекторов в конеч-

ных группах FSG ,  F  . Кроме того, 

исследованы основные свойства  F-инъекторов. 

Рассматриваются только конечные группы и все 

рассматриваемые классы групп берутся из класса 

всех конечных групп. Класс Фиттинга  F  – это 

такой непустой класс конечных групп, для кото-

рого выполняются условия: а) если FG  и  N – 

нормальная в  G  подгруппа, то FN ; b) если  

M и N – нормальные подгруппы в группе  G  и  

FM ,  FN , то  FNM . Подгруппа  V  

группы  G  называется  F-инъектором [4], если 

для любой субнормальной подгруппы  H группы  

G пересечение FVH   и является  

F-максимальной подгруппой в H. Подгруппа  M  

группы  G  называется  F-максимальной подгруп-

пой в  G, если FM  и из условий  GLM  , 

FL  всегда следует, что LM  . Формацией на-

зывается класс групп, замкнутый относительно 

гомоморфных образов и подпрямых произведе-

ний. Минимальной не  F-группой называется 

группа, которая не принадлежит  F, а все ее соб-

ственные подгруппы принадлежат  F.  Конечная 

группа называется группой Шмидта, если сама 

группа ненильпотентна, а все ее собственные 

подгруппы нильпотентны. Символом  p всегда 

обозначаем простое число. Символом  GZF
  обо-

значаем  F-гиперцентр группы  G. Остальные необ-

ходимые определения и обозначения см. в [5; 16]. 

Определение 1. Локальная формация конеч-

ных групп  F  называется формацией  Шеметко-

ва, если всякая минимальная не  F-группа являет-

ся либо группой Шмидта, либо имеет простой 

порядок. 

Теорема 1. Пусть  F – локальная формация 

Шеметкова конечных групп. Тогда  F является 

классом Фиттинга. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  1. Докажем замкну-

тость класса  F  относительно нормальных под-

групп. Допустим, что это условие не выполняет-

ся. Пусть  G есть группа минимального порядка, 

для которой выполняется условие FG  и в  G  

существует такая собственная нормальная под-

группа  N, что  FN  (т.к. для простой группы 

рассматриваемое условие выполняется триви-

ально, то считаем, что G – непростая группа). 

Пусть  NH   и H – минимальная не  F-группа. 

По определению 1: H  либо является группой 

Шмидта, либо имеет простой порядок. Если  H  

имеет простой порядок, то  H – нильпотентная 

подгруппа. Так как FN  , то FH . Поскольку 

последнее включение противоречит определе-

нию группы  H, то полагаем, что  H – группа 

Шмидта. Пусть  pHH   ⋋ qH , где  qp HH ,
 

являются  p-силовской и  q-силовской подгруп-

пами группы  H  соответственно. Применяя тео-

рему 24.5 из [16], получим равенство: 
FHH p  .   (1′)

 

Ввиду теоремы 24.3 из [16] получим равенство: 

)()( HZHФ F
 .   (2′) 

Допустим, что  1)( HФ . Если при этом вы-

полняется включение HHФH )(F
, то суще-

ствует такой H-главный фактор ),(/ HФHR F

HR  , который является  F-центральным. Но 

это противоречит условию (2′). Пусть 

HHФH )(F
. Ясно, что в этом случае (с уче-

том равенства (1′)) подгруппа  H  является ниль-

потентной. Так как FN  , то FH . Проти-

воречие.  

Пусть  1)( HФ . В силу теоремы 24.1 из [16] 

получим равенство FHH p   и, кроме того,   

q -силовские подгруппы из H являются макси-

мальными  F-абнормальными подгруппами в 
группе  H. Если в H существует такая минималь-

ная нормальная подгруппа L, что  
FHL  , то 

легко показать, что  L есть  F-центральный   

H-главный фактор. Отсюда следует, что qHL  . 

С другой стороны, так как NL , то  HFL . 

Ввиду теоремы 24.3 из [16] справедливы равен-

ства:   pHHHF  F . Отсюда следует, что  L 

есть p-группа. Противоречие. Значит, FHH p   

является единственной минимальной нормаль-

ной подгруппой в группе  H  и   .1HOq  В си-

лу леммы 1 из [17] существует точный неприво-

димый    HqGF модуль Q. Пусть  Г = Q ⋋ H. 

Очевидно, что  .ГFQ q  Если Q есть  

F-центральный  Г-главный фактор, то в силу  

соотношений   F qfQГ /  (через f  обо-

значили максимальный внутренний локальный 

экран формации F) и HQГ /  следует  

противоречивое включение FH . Значит, Q – 

F-эксцентральный Г-главный фактор. Отсюда 
следует, что в группе  Г  существует нетривиаль-
ный  F-нормализатор. Так как подгруппа H 
F-критична в Г, то  F-нормализатор группы  H  
является  F-нормализатором группы  Г (без огра-
ничения общности считаем, что этим  
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F-нормализатором является подгруппа qH ). 

Ввиду следствия 21.1.1 [16] qH  покрывает  фак-

тор QГ / . Последнее означает, что QHГ q .  

Значит, p  не делит порядок группы Г. С другой 

стороны, т.к.  QHHQHГ qp  , то 

.1 FHH p  Следовательно, FH . Проти-

воречие. Остается положить, что FN . 

2. Возьмем в группе  G  две произвольные 

нормальные подгруппы KN,
 
такие, что выпол-

няется включение: FKN, . Надо показать, 

что  FNK  (так как для простой группы  это 

условие выполняется очевидно, то считаем, что  

G – непростая группа). Если  FG , то в силу 

предыдущего пункта 1 получим включение: 

FNK . Пусть FG . Предположим, что 

FNK . Возьмем в группе NK  подгруппу D  

такую, что NKD  и D  – минимальная не  

F-подгруппа. Рассуждая относительно группы 

D  аналогично, как в предыдущем абзаце для 

группы  H , и, используя равенства FDDp  , 

  F
 ZDФ (D), приходим к включению: ND . 

Так как FN  , то FD . Противоречие. Оста-

ется положить, что FNK . Теорема 1 доказана. 

В связи с тем обстоятельством, что локальная 
формация Шеметкова F  является классом Фит-
тинга, будем в дальнейшем F называть радикаль-
ной формацией Шеметкова. 

Теорема 2.  Пусть  F – радикальная формация 

Шеметкова. Тогда в конечной группе FSG , 

 F  , существует F-инъектор. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что G  F. 

В этом случае по определению в  G  существует  

F-инъектор. Пусть  G  F. Возьмем в группе  G  

любую наибольшую (собственную) нормальную 

подгруппу M. Если  1M , то  G – простая и в 
этом случае по определению в G  существует  

F-инъектор. Пусть 1M . Покажем, что 

SF M . В самом деле, так как FF GG / , 

то FFF GMG / . Отсюда (в силу соотношений  

FFF GMMGMG //  ) следует, что 

FF GM  . Следовательно, SF M . Ввиду 

индуктивных рассуждений в  M  существует   
F-инъектор  V. Пусть  T – такая F-максимальная  

подгруппа группы  G , для которой выполняется 

включение  TV  . Ясно, что  MTV  . Так 

как TMT  , то  MTV  , т.е.  MT   – 

F-инъектор в  M. Заметим, что пересечение под-
группы  T  с произвольной (собственной) макси-
мальной нормальной подгруппой группы  G  яв-
ляется  F-инъектором в этой нормальной под-
группе. Пусть S – произвольная субнормальная 
подгруппа группы  G. Подгруппа  S входит в не-
которую максимальную нормальную подгруппу 
группы  G. Без ограничения общности можно 

считать, что MS  . Так как  MT   есть   

F-инъектор в  M,  S – субнормальная подгруппа в 

M, то   SMT   принадлежит  F  и является 

наибольшей  F-подгруппой в группе S. В силу ра-

венства  STSMT    получаем, что  

ST   является наибольшей  F-подгруппой в груп-

пе S . Последнее означает, что  T –  

F-инъектор в группе  G. Теорема 2 доказана. 

Теорема 3.  Пусть   ,F,FS  G    

F – радикальная формация Шеметкова.  Спра-

ведливы  утверждения: 

1)  если W – F-максимальная подгруппа в ком-

мутанте G', 1V  и 2V
 

являются  

F-максимальными подгруппами в G такими, что 

21 VVW  , то 1V  и 2V  сопряжены в группе  G; 

2)  любые два  F-инъектора группы G  сопря-
жены в  G; 

3) подгруппа H группы G является   
F-инъектором группы  G  тогда и только тогда, 
когда  H  есть  F-максимальная подгруппа в  G  и  

GH  есть  F-инъектор  в группе  .G  

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Заметим, что для   
G = 1  утверждения теоремы справедливы. Пусть  
G ≠ 1. Допустим, что теорема не верна и G – 
группа наименьшего порядка, для которой хотя 
бы одно утверждение не выполняется.  

Предположим, что G – простая группа.  
В этом случае пункты 1 и 3 выполняются оче-
видно. Докажем справедливость пункта 2. Возь-

мем две F-максимальные подгруппы 21 , HH  в 

группе G (по определению 21 , HH  – F-инъекторы 

в G). Если G  F, то требуемое утверждение вы-

полняется тривиально. Пусть  G  F. Возьмем в 

группе  G  две такие подгруппы  21 , LL ,  чтобы 

выполнялись условия 2211 , LHLH   и 

21 , LL  являлись минимальными не F-группами. 

По определению класса  F  получим: либо  iL  

имеет простой порядок, либо  iL   является груп-

пой Шмидта, 2,1i . Допустим, что  1L  имеет 

простой порядок. Тогда в группе  1L   нет собст-
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венных подгрупп. Значит, 11 H  и, следова-

тельно, 21 HH  . Так как по условию подгруп-

па  1H  –  F-максимальная подгруппа в группе  

G, то 21 HH  . Пункт 2 теоремы 3 в этом случае 

выполняется тривиально. Пусть теперь подгруп-

па  1L  является группой Шмидта. В этом случае  

S.1L  Теперь в силу теоремы 24.5 из [16] по-

лучим равенство: 

   F11 LL
p
 .   (1) 

Применяя теорему 24.3 из [16], получим ра-

венство:  

   11 LZLФ F
 .  (2) 

Очевидно, что все  
1L  

–
 
главные факторы меж-

ду   F
11 LLФ  и 1L  являются F-центральными. 

Значит, ввиду (2) получим следующее утвержде-

ние: либо   )( 11 LФL 
F

 (а это приводит к про-

тиворечивому включению F1L ), либо 

   111 LLLФ 
F

. Применяя теперь (1), получим 

   NF
11 LLФ , т.е. N1L . Опять противоре-

чие. Полагаем теперь, что  G – непростая группа. 

Допустим, что  .GG   В этом случае пункты 1 

и 3 теоремы 3 выполняются очевидно. Докажем 

пункт 2 в этом случае. Предположим, что  

F-инъектор  V  группы  G  отличен от 1. Возь-

мем в группе  G  такую подгруппу  A , что вы-

полняется условие AV   и A  является мини-

мальной не F-подгруппой в  G . Значит, A  есть 

либо группа Шмидта, либо имеет простой поря-

док. Если  A  – группа Шмидта, то V – разре-

шима и в V  имеется абелева подгруппа. Отсюда 

следует, что и в группе  G  имеется абелева под-

группа. Последнее противоречит  допущенному 

равенству  GG  . Если же A  имеет простой 

порядок, то 1V . Утверждение 2 в этом случае 

выполняется тривиально. Пусть GG  . Дока-

жем утверждение 1. Если  FG , то в этом  

случае утверждение 1 выполняется тривиально. 

Пусть  F.G  Допустим, что  F.G  Тогда в 

силу определения подгруппы  W  получим, что 

GW  . Следовательно,  iVG  ,  .2,1i Те-

перь получим, что ,GVi    .2,1i   Возьмем   

F-инъектор  F в группе  G . Ясно, что iVF   – 

F-инъектор в  iV ,  .2,1i  Но так как  iV  F, то  

., FVVVF iii   Учитывая тот факт, что  

V i  – F-максимальные подгруппы в G, из послед-

него включения следует, что FVi  , .2,1i  

Следовательно,  .21 VV   Рассмотрим далее слу-

чай, когда FG . Так как GVW i   , 

FGVi  и W – F-максимальная подгруппа в 

GVi  , ,2,1i  то справедливо равенство: 

GVW i   .  (3) 

Так как ii VGV   , то iVW  . Значит, 

 WNV Gi  , 2,1i . 
Рассмотрим следующие 

возможные случаи А и В. 

A.  W – не нормальная подгруппа  в группе  G. 

Значит,    .GWNG   Заметим, что так как  

FW , а  FG , то  .GW   Кроме того, 

   .GWNG 
  Покажем далее, что коммутант 

  WNG   обладает такой  F-максимальной под-

группой, которая входит и в 1V , и в  2V . Для этой 

цели используем включения: 

   .GWNWW G 


  Рассмотрим далее сле-

дующие возможные подслучаи.   

A1.    .GWNW G 
  Так как W и   WNG  

входят в   WNG , то   .WNG G  Отсюда 

следует, что   .GWNGV Gi   Следователь-

но, .GGVi   Поскольку  WNW G , то для  

F-инъектора  R  группы   WNG   (с применени-

ем [5, часть 9, 1.3(a)]) получим, что  RW  есть  

F-инъектор в группе  W. Значит,  RRW  ,  

RW  . Так как GGVi  , то   WNGV Gi  . 

Отсюда следует, что  GVR i   есть  F-инъектор 

в группе GVi    для всех  i  = 1, 2.  Кроме того,  

GVR i   –  F-инъектор в группе  GVi    для 

всех .2,1i  Теперь из включений 

GGRW   и того факта, что  W –  

F-максимальная подгруппа в G', получим: либо 

,GGR   либо .GRW    Пусть  

.GGR    Так как из последнего равенства 

следует противоречивое включение  FG , то 

.WGR   С учетом равенства (3) теперь вид-

но, что GVi   – F-инъектор в группе G'. По-

скольку   GGVi   , то   GVGV ii   

есть F-инъектор в  GVi . Следовательно, учи-
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тывая включение   ,GGVi 
  получим: 

 GVV ii  есть F-инъектор в группе   GVi . 

По пункту 3 теоремы 3 (и с учетом индуктивных 

рассуждений) получим, что  iV   есть  F-инъектор 

в группе  GVi  , 2,1i : 1V  есть  F-инъектор в 

группе  GV 1 , 2V  – F-инъектор в группе 

.2 GV   Значит, подгруппа 1V   сопряжена с 

GVR 1   и  2V   сопряжена с  ,2 GVR   т.е.
 

,11 GVRV a    ,GVa  1
 ,22 GVRVb    

GVb  2  (напомним, что R – это F-инъектор в 

группе  WNG ). Отсюда следует, что  ,1 RV a   

.2 RV b   Теперь ясно, что ,1 RV a   .RV b 2  

Значит,  ., 1
21 GbacVV c  

  

A2.    .GWNW G 
  Допустим, что 

   F.


WNW G  
Теперь из включения 

   WNWW G  и того факта, что подгруппа  

W – F-максимальная в группе  G',  следует, что 

   WNWW G . Теперь очевидно:  

   .WWNG 
  Применяя включение  iVW  , 

получим, что    .iG VWN 
  Из последнего 

включения вытекает:   .2,1, iWNV Gi   Если  

  ,FWNG  то    .2,1,  iWNV Gi  
Отсюда 

следует, что .21 VV   Пусть    .FWNG  Те-

перь ясно, что  .WNR G  Так как  

  2,1, iWNV Gi  , то iVR  есть F-инъектор 

в группе  .iV  Значит,  ,ii VVR    RVi  . В 

силу того, что  iV  есть  F-максимальные под-

группы в  группе  G, то из последнего включения 

следует равенство:  RVi    для всех  .2,1i
 

Значит, .21 VV   Рассмотрим случай: 

   F.


WNW G  Возьмем  F-инъектор H в груп-

пе    .


WNW G Так как  W – нормальная под-

группа в группе    ,


WNW G  то WH   есть   

F-инъектор в группе FW . Значит,  

., HWWWH   Следовательно, из вклю-

чений    GWNWHW G 


  и того факта, 

что  W  –  F-максимальная подгруппа в  G', полу-

чим, что ,HW   то есть W – F-инъектор в 

   .


WNW G  Таким образом,   WNW G  

есть  F-инъектор в группе     .


WNG Значит, 

  WNW G – F-максимальная подгруппа в 

коммутанте (N G (W))'. Кроме того,  

  WNW G  входит в iV  для всех  .2,1i  По 

индукции 
1V  и 2V  сопряжены в группе  WNG . 

Значит, 1V  и  2V   сопряжены в группе G. 

B. GW  . Заметим, что если ,1G  то  

группа  G  –  абелева и приходим к противоречи-

вому включению  FG . Значит,  .1G  

Пусть  D – F-инъектор  в группе  G'. Так как  

GW  , то  WD   –  F-инъектор  в группе  

W. Значит, WWD  . Отсюда следует, что 

GDW  . Теперь с учетом того, что FG , 

получим:  GD  .  Так как W  –  F-максимальная 

подгруппа в  G , то  DW  ,  т.е.  W –  F-

инъектор в группе  G . Далее покажем, что  

подгруппы  iV   являются  F -инъекторами в 

группе G ,  .2,1i   В самом деле, пусть  F –  F -

инъектор в группе G . Так как  GW  , то  

FW  . Отсюда следует, что  GFW   . Зна-

чит, GFW   . Теперь с учетом (3) получим 

следующие равенства: 

GVGVGFW   21 .      (4) 

Возьмем собственную наибольшую нормаль-

ную подгруппу  H  в группе  G. Так как GH  , 

то F ∩ H' – F-инъектор в H'. Так как  

,HFHHF    то HHF   – F-

инъектор в H'. Теперь в силу равенства 

HFHGF    получили, что 

HGF   – F-инъектор в  H'. Применяя равен-

ство (4), теперь получим, что  HGVi    есть  

F-инъектор в  H'. Отсюда, с учетом равенства  

HVHGV ii   , получим, что  HVi  – 

F-инъектор в  H'. По индукции (с применением 

пункта 3 теоремы 3)  HVi   есть  F-инъектор в  

H. Применяя [5, часть 9, 1.3(c)], получим, что 

подгруппы  iV  являются  F-инъекторами в груп-

пе  G  для всех  .2,1i   Рассмотрим следующие 

возможные подслучаи.  
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B1.  По крайней мере, для одного  i  выполня-

ется включение (пусть для определенности   

i = 1): GGV 1 . Так как  GGV 1 , то  

GVV 12  – F-инъектор в группе  GV 1 . Кро-

ме того, видно, что V1  – F-инъектор в группе  

GV 1 . Теперь ввиду индуктивных рассуждений 

(с применением пункта 2 теоремы 2) получим, 

что  V1  и  GVV 12   сопряжены в группе  

GV 1 , т.е. ., 1121 GVbGVVV b     Отсюда 

следует, что .21
bVV   Значит,  с учетом того, что  

1V  – F-максимальная подгруппа  в группе  G ,  

получим равенство:  .,21 GbVV b     

B2. GGVi    для всех  .2,1i  Используя 

изоморфизм ,// WVGG i  ,2,1i   приходим 

к равенству: 

21 VV  .  (5) 

Возьмем простое  .1Vp   Поскольку  

,1 GVG p   то GGV p 1  (через  pV1  обозна-

чили силовскую  p-подгруппу группы 1V ). До-

пустим, что 

GGV p 1 .

 

 (6) 

Предположим, что  V p1 W – не нормальная 

подгруппа в G. Отсюда следует, что 

  .1 GWVN pG   Применяя равенство (3) и тож-

дество Дедекинда, получим следующее равенство:  

  .11111 GVVGVVWV ppp    Ясно, что 

WV p1  и GVV p 12   – F-инъекторы в группе  

GV p 1 . Так как имеет место включение (6), то по 

индукции (с применением пункта 2 теоремы 3) по-

лучим сопряженность F-инъекторов:  

  ., 1112 GVaWVGVV p
a

pp   Отсюда сле-

дует, что   .21 VV a
p   Значит,   p

a
p VV 21   – 

силовская p-подгруппа в группе .2V  Применяя 

(5), получим:   .21 p
a

p VV 
 
Отсюда следует (с 

учетом (6)), что GGV p 2  и, кроме того, 

  .2 GWVN pG   Так как 

,1111 VGVVWV pp    то   .11 WVNV pG  

Значит,       WVNWVNV
a

pG
a

pG
a

111

  .2 GWVN pG 
 

Кроме того, так как  

  WVGVVGVV ppp 22222    – нормаль-

ная подгруппа в 2V , то   .22 WVNV pG  По-

лучили включения:  
aV1 , 2V   входят в  

 .2 WVN pG  По индукции  
aV1   и  2V  сопряже-

ны в группе   .2 WVN pG  Значит,  1V   и  2V

сопряжены в группе  G.  

Полагаем теперь, что GWV p 1 . В этом случае 

(ввиду индукции) F-инъекторы GVV p 12   и 

  WVGVVGVV ppp 11111    сопряже-

ны в группе .1 GV   Значит, в силу того, что 

GWV p 1 , эти инъекторы совпадают: 

.112 WVGVV pp   Отсюда следует включение: 

pp VV 21  .   
(7) 

Если теперь допустить, что для всех простых 

 1Vp   справедливо включение GGV p 1 , 

то отсюда следует включение (7)  для всех про-

стых  1Vp  . Значит,  .21 VV   С применением 

(5) получим равенство  21 VV  . Последнее равен-

ство противоречит индуктивному предположению. 

Значит, существует такое простое  ,1Vp   что вы-

полняется равенство: .1 GGV p   Применяя тожде-

ство Дедекинда, получим равенство: 

  .111111 VGVVGVVWV ppp    Если 

,1 GWV p  то получим, что  .1 GV   Значит, 

21 VV   есть  F-инъектор в группе  .1V  Так как  

F1V , то ,121 VVV   21 VV  . Теперь яс-

но, что в этом случае справедливо равенство 

21 VV  . Пусть  WV p1  не нормальна в  .G  В си-

лу леммы 11.6 из [16] получим, что для всех  

 1Vq   и  pq    справедливо равенство си-

ловских  q-подгрупп:  qq VW 1 . Следовательно (с 

учетом включения 2VW  ), для всех простых  

 ,1Vq   кроме ,pq   получим включение: 

.21 qq VV   Значит, справедливо равенство: 

qq VV 21  .   (8) 

Допустим теперь, что существует такое простое 

 1Vr 
 
и  pr  , для которого выполняется ра-

венство: .1 GGV r   Применяя [16, лемма 11.6] и 

равенство   ,111111 VGVVGVVWV rrr    

получим: ,1ss VW   где  s  пробегает все простые 

из  ,1V  в том числе  ps   (кроме  rs  ).  
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Следовательно,  ss VV 21  . Учитывая теперь (8), 

получим: .21 VV   Значит, справедливо равенст-

во: .21 VV 
 
Последнее равенство противоречит 

индуктивному предположению.
 
Итак, GGV p 1  

для одного простого  ,1Vp 
 
а для всех других 

простых   1Vq   справедливо включение 

GGV q 1  и выполняется равенство (8). Далее  

pp GV 1  – силовская p -подгруппа в группе ,G  

x
pp GV 2   – силовская  p -подгруппа в группе  ,G  

.Gx  Отсюда следует, что ., 1
2

 xyGV p
y
p

 

Пусть    .,,,1 sqpV    Введем обозначе-

ния: ,,, 21121 nssqq AVVAVV    

.,,, 1 TAAG np    Очевидно, что .GT   

Поскольку ,, 21 TVV
y
  то по индукции  

y
VV 2,1  

сопряжены в группе  T. Значит, 21 ,VV  сопряжены 

в группе  G . Утверждение 1 теоремы 3 доказано. 

Докажем утверждение  2. Допустим, что  

GG  .   (9) 

Так как  F,FS  G , то любой   

G -главный фактор  QR /  такой, что  
FGR  , 

является  либо абелевой  p-группой, p , либо 

  -группой. Допустим, что существует такой 

фраттиниев G -главный фактор  SL / , для кото-

рого справедливо включение: 
FGL  . Так как 

SL /  – нильпотентная группа, а FN  , то  

SL /  – абелева q-группа, q . Значит, 

  SGSG // 


. В силу равенства 

SSGSG /)/(   получим включение .GG   

Последнее включение противоречит допущен-

ному равенству (9). Значит, все  G -главные фак-

торы между 1 и  FG  являются нефраттиниевы-

ми. Кроме того, ввиду следствия 8.1.2 из [16] та-

кие факторы являются  F-эксцентральными.  В 

силу следствия 21.1.1 из [16]  F-нормализатор  

H группы  G   изолирует все  G -главные фак-

торы между 1 и  FG  и покрывает все G -главные 

факторы между FG  и  .G  Отсюда следует, что 

.1FGH   Так как FG есть  -разрешимая 

группа, то теперь ясно, что FG  есть    -группа. 

Возьмем V – произвольный F-инъектор в  груп-

пе  .G  Так как FG есть   -группа, то  

.1FGV    Рассмотрим далее группу  .FGV  

Возьмем F-нормализатор F  в этой группе. Так 

как F  является  -группой, то 

., FGVxVF x   В силу следствия 21.1.1 из 

[16] подгруппа  
xF  покрывает все  G -главные 

факторы между FG  и  .G   Так как ,VF x   то и 

подгруппа  V  покрывает все G -главные факто-

ры  между 
FG  и  .G  Таким образом, видим, что 

подгруппы 
xF  и V  имеют одинаковое свойство 

покрытия-изолирования главных факторов груп-

пы  .G  Следовательно, порядки этих подгрупп 

совпадают. А с учетом включения VF x   по-

лучим теперь равенство: .VF x   Из равенства 

GGF x F
 теперь следует равенство 

.GGV F
 Значит, подгруппа  VF x   является  

F-нормализатором в группе .G  Итак, в силу того, 

что V – произвольный  F-инъектор в группе G , 

то любой F-инъектор группы G  есть   

F-нормализатор в .G  Ввиду теоремы 21.4 из [16] 

получаем требуемое утверждение. 

Полагаем, что GG  . Если допустить, что  

1G , то в силу определения формации Шемет-

кова получим, что  FG . Утверждение в этом 

случае выполняется тривиально. Пусть  1G . 

Ясно, что  GVi  – F-инъектор в группе  G , 

.2,1i  В силу индуктивных рассуждений спра-

ведливо равенство:   .,21 GxGVGV
x    

Кроме того, очевидно равенство: 

.21 GVGV x    Так как 

GVGVW x   21  является F-максимальной 

подгруппой в группе G  и 
xVWVW 21 ,  , то 

ввиду пункта 1 теоремы 3 подгруппы 1V  и 
xV2  

сопряжены в группе G , т.е. 21 ,VV  сопряжены в 

группе  .G  Пункт 2 теоремы 3 доказан. 

Доказательство утверждения 3. Пусть  H  –   

F-максимальная подгруппа группы  G  и  GH   – 

F-инъектор в группе  G . Возьмем  F-инъектор  

K  группы G . Ясно, что GK   есть   

F-инъектор в группе  G . Применяя пункт 2 тео-
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ремы 3, получим сопряженность F-инъекторов 

группы  G :        ,GKGKGH xx    

.Gx   Очевидно, что GKGHW x    

является  F-максимальной подгруппой  в G . 

Кроме того,  H  и 
xK  –  F-максимальные под-

группы  в .G  В силу пункта 1 теоремы 3 получим 

сопряженность подгрупп  H  и 
xK  в  G , т.е. H  

и K сопряжены в  .G  Доказательство обратно-

го утверждения очевидно. Пункт 3 доказан. Тео-

рема 3 доказана. 
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