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се рассматриваемые в данной работе 

группы конечны. Элемент m  решетки L  

называется модулярным (в смысле Куроша), если 

выполняются следующие условия: 

(1) zmxzmx  )(=)(  для всех Lzx ,  та-

ких, что zx  ; 

(2) zymzym  )(=)(  для всех Lzy ,  

таких, что zm  . 

Имея дело с решеткой )(GL  всех подгрупп 

группы G , мы приходим к понятию модулярной 

подгруппы группы G . 

Определение 1.1. Подгруппа M группы G 

называется модулярной подгруппой в G, если вы-

полняются следующие условия: 

(1) ZMXZMX  ,=,  для всех 

GZGX  ,  таких, что ZX  ; 

(2) ZYMZYM  ,=,  для всех GZGY  ,  

таких, что ZM  . 

Понятие модулярной подгруппы впервые бы-

ло введено в работе Р. Шмидта [1] и оказалось 

полезным в вопросах классификации составных 

групп. В частности, в монографии Р. Шмидта [2, 

гл. 5] модулярные подгруппы были использова-

ны для получения новых характеризаций сверх-

разрешимых групп. Дополняя эти результаты, в 

данной работе мы используем обобщенные мо-

дулярные подгруппы для получения новых ха-

рактеризаций разрешимых и метанильпотентных 

групп. Основными нашими инструментами яв-

ляются следующие понятия. 

Определение 1.2. Пусть GH  . Подгруппу, 

порожденную всеми теми подгруппами из H, 

которые модулярны в G, назовем модулярным 

ядром подгруппы H в группе G и обозначим mGH . 

Элементы теории модулярных ядер и некото-

рые приложения такой теории даны нами в рабо-

те [3]. В данной работе мы используем это поня-

тие в следующем определении 

Определение 1.3. Подгруппу H группы G 

назовем m -нормальной в G, если в G существу-

ет такая нормальная подгруппа R, что G = HK и 

.mGHKH   

Заметим, что если H – модулярная подгруппа 

группы G, то HHmG =  и поэтому всякая моду-

лярная подгруппа является m-нормальной. В то 

же время легко построить примеры, показываю-

щие, что в общем случае m-нормальная подгруп-

па не является модулярной. 

Используемая в статье терминология стан-

дартна и при необходимости мы отсылаем чита-

теля к монографиям [4, 5, 6]. 

Некоторые предварительные результаты. 

Следующие известные свойства модулярных 

подгрупп будут использованы в данной работе. 

Лемма 2.1 [2, гл. 5, раздел 5.1]. Пусть G – груп-

па. Тогда справедливы следующие утверждения: 

(а) если 1M  и 2M  – модулярные в G подгруп-

пы, то  21,MM  – модулярная в G подгруппа; 

В 
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(b) если N – нормальная в G подгруппа, то N  

является модулярной в G подгруппой; 

(c) если N – нормальная в G подгруппа, M – 

модулярная в G подгруппа, то NMN/  – модуляр-

ная в NG/  подгруппа; 

(d) если GMN  , N  нормальна в G и NM/  

модулярна в NG/ , то M модулярна в G; 

(e) если GMM  1  и M модулярна в G, то M 

модулярна в 1M ; 

(f) если   – изоморфизм группы G  на группу 

G , M  модулярна в G , то M  модулярна в G ; 

(g) если M  – модулярная в G  подгруппа, то 

MH   – модулярная в H  подгруппа для всех 

GH  . 

Следующая лемма очевидна. 

Лемма 2.2. Пусть G – группа, H нормальна в 

G и nMMM ,...,, 21  – некоторый такой набор под-

групп из G, что niMH i 1,2,...,=, . Тогда 

HMMMHMHMHM nn /,...,,=/,...,/,/ 2121  . 

Следующая наша лемма показывает, что мо-

дулярное ядро обладает свойствами, аналогич-

ными свойствам нормального ядра подгруппы. 

Лемма 2.3. Пусть G – группа и GKH  . То-

гда справедливы следующие утверждения: 

(1) mGH  – модулярная в G подгруппа и 

mGG HH  ; 

(2) mKmG HH  ; 

(3) если H нормальна в G, то 

HKHK mGHGm /=)/( )/( ; 

(4) mGH  – нормальная в H подгруппа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

(1) Пусть nMMM ,...,, 21  – набор всех тех моду-

лярных в G  подгрупп, которые содержатся в H. 

Тогда mGn HMMM =,...,, 21   и, значит, mGH  – мо-

дулярная в G подгруппа по лемме 2.1(a). По 

лемме 2.1(b) всякая нормальная в G подгруппа 

является модулярной в G подгруппой. Значит, 

mGG HH  . 

(2) Применяя лемму 2.1(e), мы видим, что 

множество всех модулярных в G подгрупп из H 

содержится во множестве всех модулярных в K 

подгрупп из H. Значит, mKmG HH  . 

(3) Пусть HMHMHM n/,...,/,/ 21  – набор всех 

тех модулярных в HG/  подгрупп, которые со-

держатся в HK/ . Тогда =)/( )/( HGmHK  

=  HMHMHM n/,...,/,/ 21 . Согласно лемме 2.2, 

./,...,,=/,...,/,/ 2121 HMMMHMHMHM nn   По 

лемме 2.1(d), nMMM ,...,, 21  – модулярные в G 

подгруппы, которые содержатся в K. Значит, 

.//,...,,=)/( 21)/( HKHMMMHK mGnHGm   

Если же tKKK ,...,, 21  – набор всех модулярных 

в G подгрупп, содержащихся в K, то 

 tmG KKKK ,...,,= 21 . Согласно лемме 2.1(c), HHKi /  – 

модулярная в HG/  подгруппа, и, очевидно, 

.1,...,=,// tiHKHHKi   Значит, .)/(/ )/( HGmmG HKHK   

Таким образом, HKHK mGHGm /=)/( )/( . 

(4) Из HHmG   следует, что HH h
mG )(  для 

любого Hh . Так как mGH  модулярная в G под-

группа, то h
mGH )(  модулярная в G подгруппа по 

лемме 2.1(f). Значит, mG
h

mG HH )( , а это влечет 

mG
h

mG HH =)( . Таким образом, mGH  нормальна в 

H . Лемма доказана. 

Символом ( )Z GU
 обозначают наибольшую 

нормальную подгруппу группы G, у которой все 

G-главные факторы цикличны. 

Лемма 2.4 [2, гл. 5, теорема 5.2.5]. Если под-

группа H модулярна в G, то / ( / )G

G GH H Z G H U
. 

Общие свойства m-нормальных подгрупп 

описывает следующая лемма. 

Лемма 2.5. Пусть G – группа. Тогда справед-

ливы следующие утверждения: 

(1) если H является m-нормальной в G под-

группой, GMH  , то H является m-нормаль-

ной в M подгруппой; 

(2) пусть N нормальна в G и HN  . Тогда и 

только тогда H является m-нормальной в G под-

группой, когда NH/  является m-нормальной в 

NG/  подгруппой; 

(3) пусть   – некоторое множество про-

стых чисел, N – нормальная  -подгруппа в G и 

H –  -подгруппа в G. Если H является m-нор-

мальной в G подгруппой, то NHN/  является  

m-нормальной в NG/  подгруппой; 

(4) пусть GH   и )(HL  . Если L является 

m-нормальной в G подгруппой, то L является 

модулярной в G подгруппой и )(GL  . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

(1) Если GHK = , mGHKH  , K нормальна в 

G, то )(== KMHGMM   и =)( KMH    

= mMmG HHKH   по лемме 2.3. Подгруппа 

KM   является нормальной в M  подгруппой и, 

значит, H  является m -нормальной в M. 

(2) Предположим, что NH/  является m-нор-

мальной в NG/  подгруппой. Тогда существует 

нормальная подгруппа NK/  в NG/  такая, что 

)/)(/(=/ NKNHNG  и )/()/()/()/( NGmNHNKNH  . 

Тогда HKG = , где K нормальна в G, и по лемме 

2.3(3) имеет место NHNH mGNGm /=)/( )/( , что вле-
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чет NHNKNH mG/)/()/(  . Значит, mGHKH   и 

поэтому H является m-нормальной в G. 

Обратно, если H является m-нормальной в G 

подгруппой, то существует такая нормальная в G 

подгруппа K, что HKG =  и mGHKH  . Пока-

жем, что NH/  является m-нормальной в NG/  

подгруппой. Подгруппа KN  нормальна в G и 

подгруппа NKN/  нормальна в NG/ . Так как 

GHKHKN == , то NGNKNNH /=)/)(/( . Из 

mGHKH   получаем, что =)/()/( NKNNH    

= NHNKHNNKNH mG/)/(=)/(  . По лем-

ме 2.3(3) имеем )/()/(=/ NGmmG NHNH . Значит, 

)/()/()/()/( NGmNHNKNNH   и поэтому NH/  явля-

ется m-нормальной в NG/ . 

(3) Если H является m-нормальной в G под-

группой, то существует такая нормальная в G 

подгруппа K, что HKG =  и mGHKH  . Так как 

 |=||=||| KNKG , то |=||=||| NNNK  . Зна-

чит, KN  . Ясно, что NGNKNHN /=)/)(/(  и 

)/()/(/)(=)/()/( NGmNHNNNKHNKNHN   по 

лемме 2.1(с), и NK/  нормальна в NG/ . Таким об-

разом, NHN/  является m-нормальной в NG/  

подгруппой. 

(4) Если L является m-нормальной в G под-

группой, то существует нормальная в G под-

группа K такая, что GLK =  и mGLKL  . Так 

как )(HL  , то KHKHLGHH  =)(== . 

Значит, mGLKHL   и получаем, что L моду-

лярна в G. Если )(GL  , то существует макси-

мальная в G подгруппа M такая, что GLM = . Так 

как MMHMHLGHH  =)(== , то 

GMHMLMG <=  . Получили противоречие. 

Значит, )(GL  . Лемма доказана. 

Определение 2.6. Группу G назовем  

m-простой, если в G нет других m-нормальных 

подгрупп кроме 1 и G. 

Лемма 2.7. Пусть g – группа и GH  . Тогда 

справедливы следующие утверждения: 

(1) если H является нормальной в G подгруппой, 

то H является m-нормальной в G подгруппой; 

(2) G является m-простой тогда и только 

тогда, когда G является простой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

(1) GHG =  и mGHHGH == . Значит, H яв-

ляется m-нормальной в G. 

(2) Согласно (1), если G – m-простая группа, 

то она будет и простой. Допустим теперь, что G – 

простая группа, но G не является m-простой. То-

гда существует такая нетривиальная подгруппа 

H, которая является m-нормальной в G. По опре-

делению, существует такая нормальная в G под-

группа N, что GHN =  и mGHNH  . Тогда 1=N  

и получаем, что GN = . Это влечет 

mGHHGH  = . Значит, mGHH =  модулярна в 

G. По лемме 2.4 получаем, что 

/ ( / )G

G GH H Z G H U
. Но GH <<1  и поэтому 

GHG =  и 1=GH . Следовательно, = ( )G Z GU
 – 

сверхразрешимая группа. Но G – простая группа 

и поэтому pG |=|  – простое число. Ввиду теоре-

мы Лагранжа, это противоречит нашему предпо-

ложению о подгруппе H. Следовательно, группа 

G – m-простая. Лемма доказана. 

Основные результаты. Понятие m-нор-

мальной подгруппы позволяет получить следу-

ющую новую характеризацию метанильпотент-

ных групп. 

Теорема 3.1. Группа G является метаниль-

потентной тогда и только тогда, когда каждая 

ее силовская подгруппа является m -нормальной 

в G. 

Следствие 3.2 (Л. Жу, В. Го, К.П. Шам [7, 

теорема 1]). Группа G является метанильпо-

тентной, если каждая еще силовская подгруппа 

является c-нормальной в G. 

Определение 3.3. Пусть M – максимальная 

подгруппа группы G, KH/  – главный фактор 

группы G, где MK  , MH  . Тогда 

|/=|):( KHMG  называется нормальным индек-

сом подгруппы M в G. 

Лемма 3.4. Если N – нормальная подгруппа 

группы G и M – максимальная подгруппа группы 

G такая, что MN  , то ).:(=)/:/( MGNMNG   

Теорема 3.5. Пусть G – группа и M – ее мак-

симальная подгруппа. Тогда M является m-нор-

мальной в G тогда и только тогда, когда 

|:=|):( MGMG . 

Следствие 3.6 (Дескинз [8, теорема 1]). 

Пусть G – группа. Тогда G разрешима тогда и 

только тогда, когда |:=|):( MGMG  для каж-

дой максимальной подгруппы M из G. 

Следствие 3.7 (Ванг [9, теорема 3.2]). Пусть 

G – группа и M – ее максимальная подгруппа. То-

гда M является c-нормальной в G тогда и только 

тогда, когда |:=|):( MGMG . 

Теорема 3.8. Группа G разрешима тогда и 

только тогда, когда каждая максимальная в G 

подгруппа M с непростым индексом |:| MG  явля-

ется m-нормальной в G подгруппой. 

Следствие 3.9 (Ванг [9, теорема 3.5]). Группа 

G  разрешима тогда и только тогда, когда 

каждая максимальная в G  подгруппа с непро-
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стым индексом |:| MG  является m-нормальной в 

G подгруппой. 

Теорема 3.10. Пусть G – группа. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения: 

(1) если каждая минимальная подгруппа группы 

G является m-нормальной в G, то G разрешима; 

(2) если для любой силовской подгруппы из G 

все ее максимальные подгруппы или все ее цикли-

ческие подгруппы с простым порядком и порядка 

4 m-нормальны в G, то группа G сверхразрешима. 

Следующий результат Гашюца хорошо известен. 

Следствие 3.11 [10, гл. IV, теорема 5.7]. Если 

каждая минимальная в G подгруппа является 

нормальной в G, то G разрешима. 

Теорема 3.12. Пусть F  – насыщенная фор-

мация, содержащая все сверхразрешимые груп-

пы, и G – группа с такими нормальными под-

группами EX  , что /G EF . Предположим, 

что для каждой нециклической силовской под-

группы P из X все ее максимальные подгруппы 

или все ее циклические подгруппы с простым по-

рядком и порядка 4 m -нормальны в G. Если 

EX =  или )(= * EFX , тогда GF . 

Следствие 3.13 (Сринивасан [11]). Если 

каждая максимальная подгруппа каждой силов-

ской подгруппы из G является нормальной в G, 

то группа G разрешима. 

Следствие 3.14 (Рамадан [12]). Пусть G – раз-

решимая группа. Если все максимальные подгруп-

пы всех силовских подгрупп из )(EF  являются 

нормальными в G, то группа G сверхразрешима. 

Следствие 3.15 (Бакли [13]). Группа нечет-

ного порядка является сверхразрешимой, если 

все ее подгруппы простого порядка нормальны. 

Подгруппа H группы G называется квазинор-

мальной [Оре, 1937], если H перестановочна со 

всеми подгруппами группы G . Как установлено 

в монографии [2] (cм. теорему 5.1.1 на стр. 201), 

всякая квазинормальная подгруппа является моду-

лярной и поэтому из теоремы 3.12 мы получаем 

Следствие 3.16 (Баллестер-Болиншес, Пе-

драза-Агуилера [14]). Пусть F  – насыщенная 

формация, содержащая все сверхразрешимые 

группы. Группа G принадлежит F  при условии, 

что все минимальные и все циклические подгруп-

пы порядка 4 из GF
 квазинормальны в G. 

 
Л И Т Е Р А Т У Р А  

1. Schmidt, R. Modulare Untergruppen endlicher Gruppen /  

R. Schmidt // J. Ill. Math. – 1969. – Vol. 13. – P. 358–377. 
2. Schmidt, R. Subgroup Lattices of Groups / R. Schmidt. – Berlin, 

New York: Walter de Gruyter, 1994. – 572 p. 

3. Васильев, В.А. Новые характеризации конечных разрешимых 
групп / В.А. Васильев, А.Н. Скиба // Проблемы физики, математики 

и техники. – 2010. – № 3. – С. 51–58. 

4. Шеметков, Л.А. Формации конечных групп / Л.А. Шеметков. – 
М.: Наука, 1978. – 272 с. 

5. Doerk, K. Finite Soluble Groups / K. Doerk, T. Hawkes. – Berlin, 

New York: Walter de Gruyter, 1992. – 891 p. 
6. Ballester-Bolinches, A. Classes of Finite groups / A. Ballester-

Bolinches, L.M. Ezquerro. – Dordrecht, 2006. – 385 p. 

7. Zhu, L. Weakly c-normal subgroups of finite groups and their 
properties / L. Zhu, W. Guo, K.P. Shum // Comm. Algebra. – 2002. – 

Vol. 30, № 11. – P. 5503–5510. 

8. Deskins, W.E. On maximal subgroups / W.E. Deskins // Proc. 

Symp. Pure Math. – 1959. – Vol. 1. – P. 100–104. 

9. Wang, Y. c-normality of groups and its properties / Y. Wang //  

J. Algebra. – 1996. – Vol. 180. – P. 954–965. 
10. Huppert, B. Endliche Gruppen I / B. Huppert. – Berlin, Heidel-

berg, New York: Springer, 1967. – 793 s. 

11. Srinivasan, S. Two sufficient conditions for supersolvability of 
finite groups / S. Srinivasan // J. Math. – 1980. – Vol. 35. – P. 210–214. 

12. Ramadan, M. Influence of normality on maximal subgroups of 

Sylow subgroups of finite groups / M. Ramadan // Acta Math. –  
Hungar. – 1996. – Vol. 59, N 1–2. – P. 107–110. 

13. Buckley, J. Finite groups whose minimal subgroups are normal / 
J. Buckley // Math. Z. – 1970. – Vol. 116. – 15–17 p. 

14. Ballester-Bolinches, A. On minimal subgroups of finite groups / 

A. Ballester-Bolinches, M.C. Pedraza-Aguilera // Acta Math. –  
Hungar. – 1996. – Vol. 73, N 4. – P. 335–342. 

Поступила в редакцию 24.05.2010 

Адрес для корреспонденции: 246028, г. Гомель, ул. Советская, д. 106, кв. 156, e-mail: vovichx@mail.ru – Васильев В.А. 

 
 Ре

по
зи
то
ри
й В
ГУ




