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О консервативности альтернативных алгебр

А. В. Кухарев
Понятие консервативной алгебры было введено И. Л. Кантором в [1] при изуче-

нии обобщений алгебр Йордана. Пусть на векторном пространстве V заданы линейный
оператор A : V → V и билинейное отображение B : V × V → V . Определим новое
билинейное отображение [A,B] : V × V → V по формуле

[A,B](x, y) = A(B(x, y))−B(A(x), y)−B(x,A(y)).

Рассмотрим алгебру M = (V,B), заданную на векторном пространстве V с умно-
жением B : V × V → V . Через La обозначим оператор левого умножения в M , то есть
La(x) = B(a, x).

Алгебра M = (V,B) называется консервативной, если существует другое умноже-
ние B∗ на том же векторном пространстве V , для которого выполняется соотношение

[La, [Lb, B]] = −[LB∗(a,b), B]

для всех a, b ∈ V .
Эквивалентно, это условие можно записать в виде тождества

b(a(xy)− (ax)y − x(ay))− a((bx)y) + (a(bx))y + (bx)(ay)− a(x(by))+

(ax)(by) + x(a(by)) = −(a ∗ b)(xy) + ((a ∗ b)x)y + x((a ∗ b)y),
где a, b, x, y ∈ V , xy := B(x, y) и x ∗ y := B∗(x, y).

Известно, что все ассоциативные алгебры, алгебры Ли, алгебры Йордана, алгебры
Лейбница и алгебры Зинбеля являются консервативными (см. [2]). Примерами некон-
сервативных алгебр являются простая 7-мерная алгебра Мальцева и некоторые лево-
коммутативные алгебры. Также известны примеры коммутативныx неконсервативных
алгебр. Например, эволюционная двумерная алгебра E2, определяемая тождествами
e21 = e22 = e1, не является консервативной.

В настоящей работе мы рассмотрим вопрос о консервативности альтернативных
алгебр. Напомним, что алгебра называется альтернативной, если в ней выполняются
тождества x(xy) = (xx)y и (yx)x = y(xx). Очевидно, каждая ассоциативная алгебра
альтернативна. Известным примером неассоциативной альтернативной алгебры явля-
ется алгебра октонионов. Получен следующий результат.

Теорема 1. Алгебра октонионов не является консервативной.
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