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Аннотация. Рассматривается специальная трёхмерная неунимодулярная груп-
па Ли. На ней строится левоинвариантная лоренцева метрика, относительно
которой эта группа Ли превращается в самоподобное многообразие. Найдены
формулы, по которым действует существенная однопараметрическая группа
подобий, оставляющая неподвижным единичный элемент группы Ли.
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Риманово или лоренцево многообразие называется самоподобным, если оно до-
пускает существенную однопараметрическую группу подобий. Цель данной рабо-
ты – построить самоподобное лоренцево многообразие одной специальной трёхмер-
ной группы Ли. Для ряда других трёхмерных и четырёхмерных групп Ли эта задача
была решена в работах [1] – [4].

Алгебра Ли 𝐺 называется унимодулярной, если для любого вектора 𝑥 ∈ 𝐺 вы-
полнено trace ad(X) = 0. Все трёхмерные неунимодулярные алгебры Ли содержат
двумерный коммутативный идеал ℒ, являющийся унимодулярным ядром алгебры
Ли. Если выбрать базис (𝐸1, 𝐸2, 𝐸3) так, что (𝐸2, 𝐸3) ∈ 𝐿, матрица линейного пре-
образования ad(𝐸3)|ℒ полностью определяет алгебру Ли с точностью до изомор-
физма [5]. Среди всех трёхмерных неунимодулярных алгебр Ли выделяется одна,
у которой такое преобразование является тождественным при подходящем выборе
вектора 𝐸3. Тем самым, коммутационные соотношения определяются равенствами

[𝐸1, 𝐸2] = 𝐸2, [𝐸1, 𝐸3] = 𝐸3, [𝐸2, 𝐸3] = 0⃗. (1)

Назовём эту алгебру Ли специальной и обозначим её 𝒮3. Любой базис в 𝒮3, для
которого коммутационные соотношения имеют вид (1), будем называть канониче-
ским. В работе [6] найдены матричные представления алгебры Ли 𝒮3 и соответству-
ющей связной односвязной группы Ли 𝑆3:
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⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 𝑢1 𝑢2

0 𝑢1 0 𝑢3

𝑢1 0 0 𝑢2

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 ∈ R,

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ch𝑥1 0 sh𝑥1 𝑥2

0 𝑒𝑥1 0 𝑥3

sh𝑥1 0 ch𝑥1 𝑥2

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ R.

Этим матрицам приписываем координаты (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) и (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). Тогда груп-
повая операция, обратный элемент, экспоненциальное отображение и обратное к
нему отображение задаются соответственно формулами:

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) · (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = (𝑥1 + 𝑦1, 𝑦2𝑒
𝑥1 + 𝑥2, 𝑦3𝑒

𝑥1 + 𝑥3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
−1 = (−𝑥1, 𝑒−𝑥1𝑥2, 𝑒

−𝑥1𝑥3).

exp(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) =

(︂
𝑢1,

𝑢2
𝑢1

(𝑒𝑢1 − 1),
𝑢3
𝑢1

(𝑒𝑢1 − 1)

)︂
,

exp−1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

(︂
𝑥1,

𝑥1𝑥2
𝑒𝑥1 − 1

,
𝑥1𝑥3
𝑒𝑥1 − 1

)︂
.

Последние формулы содержат устранимые неопределенности при 𝑢1 → 0 и 𝑥1 → 0.
Группа Ли 𝑆3 является экспоненциальной, при этом экспоненциальное отобра-

жение биективно.
Также в работе [6] найдены формулы, по которым действует полная группа дви-

жений группы Ли 𝑆3, снабжённой левоинвариантной римановой метрикой, и дана
алгебраическая характеристика этой группы движений.

Две левоинвариантныеметрики на одной группеЛимыотносим к одному классу,
если соответствующие многообразия изометричны.

Теорема 1. На группе Ли 𝑆3 существует единственный класс левоинвариантых
лоренцевых метрик, при котором данная группа Ли превращается в самоподобное
многобразие. Для метрики из данного класса в естественных координатах мет-
рический тензор задаётся матрицей

[𝑔(𝑋)] =

⎛⎜⎜⎝
0 0 −𝑒−𝑥1

0 𝑒−2𝑥1 0

−𝑒−𝑥1 0 0

⎞⎟⎟⎠ , (2)

а однопараметрическая группа подобий, оставляющая неподвижным единичный
элемент группы Ли, действует по формулам
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⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥′1 = 𝑥1,

𝑥′2 = 𝑒𝜇𝑡𝑥2,

𝑥′3 = 𝑒2𝜇𝑡𝑥3,

(3)

𝜇 > 0, 𝑡 ∈ R.

Доказательство. В алгебре Ли 𝒮3 можно выбрать канонический базис так, что она
допускает однопараметрическую группу автоподобий. Матрица Грама этого базиса
и матрица, задающая действие указанной группы, имеют соответственно вид:

Γ =

⎛⎜⎜⎝
0 0 −1

0 1 0

−1 0 0

⎞⎟⎟⎠ ,

[𝐹𝑡] =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 𝑒𝜇𝑡 0

0 0 𝑒2𝜇𝑡

⎞⎟⎟⎠ , 𝜇 > 0, 𝑡 ∈ R.

Здесь, и в дальнейшем, используем обозначение [𝐹𝑡] – матрица проебразования
𝐹𝑡.

Находим матрицу, обратную к матрице дифференциала левого сдвига
(𝐿𝑋)* : 𝑇𝑌𝐺3 → 𝑇𝑋𝑌𝐺3 в произвольной точке 𝑌 ∈ 𝑆3:

𝑊 = [(𝐿𝑋)*]
−1 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 𝑒−𝑥1 0

0 0 𝑒−𝑥1

⎞⎟⎟⎠ .

С её помощью находим матрицу метрического тензора 𝑔 в точке 𝑋(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) по
формуле [𝑔(𝑋)] = 𝑊 𝑇 (𝑋)Γ𝑊 (𝑋). Получаем матрицу (2).

Мы строим однопараметрическую группу подобий, оставляющую неподвижным
единичный элемент группы Ли по формуле 𝑓𝑡 = exp ∘ 𝐹𝑡 ∘ exp−1. Находим, что
преобразования 𝑓𝑡 действуют по формулам (1).

Для того, чтобы убедиться, что построенная однопараметрическая группа пре-
образований действительно является группой подобий, мы находим матрицу диф-
ференциала [(𝑓𝑡(𝑋))*] и обратную к ней матрицу

𝐼𝑡 = [(𝑓𝑡(𝑋))*]
−1 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 𝑒−𝜇𝑡 0

0 0 𝑒−2𝜇𝑡

⎞⎟⎟⎠ .

Затем по формуле [(𝑓𝑡)*𝑔(𝑋)] = 𝐼𝑇𝑡 [𝑔(𝑋)]𝐼𝑡 находим матрицу метрического тензора
(𝑓𝑡)

*𝑔(𝑋):
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[(𝑓𝑡)
*𝑔(𝑋)] = 𝑒−2𝜇𝑡

⎛⎜⎜⎝
0 0 −𝑒−𝑥1

0 𝑒−2𝑥1 0

−𝑒−𝑥1 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Мы видим, что [(𝑓𝑡)
*𝑔(𝑋)] = 𝑒−2𝜇𝑡[𝑔(𝑋 ′(𝑡))], где 𝑋 ′(𝑡) = 𝑓𝑡(𝑋). Это означает, что

построенная однопараметрическая группа преобразований {𝑓𝑡} состоит из подобий
для левоинвариантного метрического тензора (2). Эта группа является существен-
ной, потому что она имеет неподвижную точку – единичный элемент группы, и для
любого 𝑡 ̸= 0 дифференциал преобразования 𝑓𝑡 в этой точке является подобием.

■

Заключение. Мы построили самоподобное однородное лоренцево многообра-
зие специальной неунимодулярной трёхмерной группы Ли. Наша ближайшая зада-
ча: найти полную группу подобий данного многообразия и выяснить, является ли
оно плоским или нет.
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