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Пусть V – n-мерное векторное пространство над произвольным полем F. Бинарное 

отношение VVa   между элементами множества V называется линейным, если оно 

является подпространством пространства VV  . Множество LR(V) всех линейных от-

ношений пространства V является, как известно [1], полугруппой относительно операции 

умножения бинарных отношений. 

Цель работы – описать строение полугрупп идемпотентов линейных отношений. 

Наряду с описанием конгруэнций [2], описание строения полугрупп идемпотентов ли-

нейных отношений является актуальной задачей в теории полугрупп линейных отноше-

ний. 

Результаты и их обсуждение. Напомним, что полугруппа называется идемпотент-

ной (используется также термин «связка»), если она удовлетворяет тождеству х
2
 = х. 

Многообразие всех идемпотентных полугрупп обозначим буквой I, а многообразие всех 

идемпотентных полугрупп, удовлетворяющих дополнительному тождеству W1= W2, обо-

значим через I [W1= W2]. 

Как известно, на каждой идемпотентной полугруппе из I отношение 
 

, вво-

димое условием 
 

, определяет порядок. Мы всегда будем именно в этом 

смысле писать знак неравенства между элементами идемпотентной полугруппы из I. 

Очевидно, что идемпотентная полугруппа из I коммутативна только в том случае, когда 

соответствующее упорядоченное множество является нижней полурешеткой. Поэтому 

всюду далее полугруппы из многообразия I [xy = yx] мы, как обычно, называем полуре-

шетками. Еще один важный класс составляют полугруппы идемпотентов, порядок на ко-

торых совпадает с равенством. Это в точности вполне простые полугруппы идемпотен-

тов. Они составляют многообразие I [xyх = x] и называются прямоугольными. Частными 

случаями прямоугольных являются сингуляторные полугруппы (или полугруппы правых 

нулей), образующие многообразие I [xy = x]. Две данные полугруппы мы будем называть 

разноименными сингуляторными, если одна из них правосингуляторная, а другая лево-

сингуляторная. Термин «прямоугольная» объясняется хорошо известным фактом: полу-

группа тогда и только тогда прямоугольная, когда она изоморфна прямому произведению 

разноименных сингуляторных полугрупп. 

Важную роль полурешеток и прямоугольных полугрупп во многом определяет сле-

дующий известный результат. Пусть Г – произвольная идемпотентная полугруппа из I. 

Отношение Д, удовлетворяющее для 
Г ,

 условию  

),( 
 Д 

 
 

Является конгруэнцией на Г. Фактор-полугруппа Г/Д, обозначаемая в дальнейшем через 

ГД, есть полурешетка, а классы конгруэнтности суть максимальные прямоугольные полу-

группы в Г. Эти классы называются прямоугольными компонентами полугруппы Г. 

Переходя к рассмотрению идемпотентных полугрупп линейных отношений из I, 

напомним, что линейное отношение   векторного пространства V является идемпотен-
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том тогда и только тогда, когда существует такое подпространство V0 из V, что pr1 = 

ker 0
V

, pr2 = coker 0
V

 и 
),( xx

, если 0
Vx 

. 

Теорема. Если Г – полугруппа линейных отношений из I степени n, то длина любой 

цепи в ГД не превосходит n. 

Доказательство. Пусть  – прямоугольная полугруппа линейных отношений. Для 

любых ,    имеем:  

rank = rank()  rank = rank()  rank 

Таким образом, ранги всех линейных отношений в прямоугольной полугруппе ли-

нейных отношений совпадают. Поэтому можно определить ранг прямоугольной полу-

группы : rank  = rank для любого   . 

Пусть теперь Г – идемпотентная полугруппа линейных отношений из I степени n. 

Рассмотрим такие прямоугольные компоненты 0


,  ГД, что 10


. Если 

10
,  

, то линейное отношение 0
 

 служит нулем для . Из ра-

венства 
 

 вытекают включения pr2


 pr1, ker   ker


. Поскольку 

 
, очевидно, что эти включения строгие. Поэтому 

rank 0


= rank  = dim(pr2 ) < rank  = rank 1


. Отсюда следует утверждение теоре-

мы. 

Теорема 2. Любая идемпотентная полугруппа линейных отношений из I есть ко-

нечная полурешетка прямоугольных полугрупп. 
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Рассматривается следующая система нелинейных уравнений с нелокальными 

граничными условиями: 
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где p, q, m, n – положительные константы, Ω – ограниченная область в R
n
, n≥1, с доста-

точно гладкой границей ∂Ω, n


- внешняя единичная нормаль к ∂Ω, а с1(x,t), с2(x,t), 

k1(x,y,t), k2(x,y,t), u0(x), v0(x) – неотрицательные непрерывные функции. 

Пусть QT =Ωx(0,T). 
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