
Министерство образования Республики Беларусь 

УЧРЕЖДЕНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ 

«ВИТЕБСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ П.М. МАШЕРОВА» 

(ВГУ ИМЕНИ П.М. МАШЕРОВА) 

УДК 512.542:512.56 

Рег.№  20230466 

УТВЕРЖДАЮ 

Проректор по научной работе, 

профессор 

____________Е.Я. Аршанский 

"       " ____________ 20___  г. 

О Т Ч Е Т 

О НАУЧНО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОЙ РАБОТЕ 

РЕШЕТКИ КЛАССОВ КОНЕЧНЫХ ГРУПП 

(заключительный) 

Грант аспирантов, докторантов и студентов 

Министерства образования Республики Беларусь 

Ответственный исполнитель НИР, 

аспирант __________________     И.И. Стаселько 

Научный руководитель __________________       Н.Н. Воробьев 

Нормоконтроль ___________________   Т.В. Харкевич 

Витебск 2023 

ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ



2 

РЕФЕРАТ 

Отчет 31 с., 1 кн., 63 источника. 

КОНЕЧНАЯ ГРУППА, КЛАСС ФИТТИНГА, ПОЛНАЯ РЕШЕТКА КЛАССОВ 

ФИТТИНГА, ФУНКЦИЯ ХАРТЛИ, АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ РЕШЕТКА, МОДУЛЯРНАЯ 

РЕШЕТКА, ИНДУКТИВНАЯ РЕШЕТКА 

Объектом исследования являются n-кратно ω-композиционные классы Фиттинга, 

σ-локальные классы Фиттинга. 

Цель работы – разработка новых решеточных методов в теории классов конечных 

групп и их применение в изучении свойств решеток n-кратно ω-композиционных и 

σ-локальных классов Фиттинга. 

Методы исследования – используются методы теории классов конечных групп, а 

также методы общей теории решеток. 

Работа выполнена на базе кафедры математики учреждения образования 

«Витебский государственный университет имени П.М. Машерова». 

Полученные результаты и их новизна – доказана полнота решетки всех кратно 

ω-композиционных классов Фиттинга, найдены новые серии алгебраических решеток 

всех n-кратно ω-композиционных классов Фиттинга, найдены достаточные условия 

модулярного равенства для семейств n-кратно ω-композиционных классов Фиттинга, 

предложено описание минимальной σ-функции Хартли порожденного (тотально) 

σ-локального класса Фиттинга, выявлены новые серии индуктивных решеток σ-локальных 

классов Фиттинга. Все результаты являются новыми. 

Область применения результатов – полученные результаты могут быть 

использованы при изучении структуры классов Фиттинга и их классификации для 

исследований, проводимых в Белорусском государственном университете, Гомельском, 

Витебском, Брестском, Полоцком государственных университетах; Университете Науки и 

Технологий Китая, Яньнанском университете; университетах Памплоны, Сарагоссы и 

Валенсии (Испания), Тюбингенском университете (Германия). Все исследования 

проводятся в рамках задания «Арифметические и решеточные методы исследования 

алгебр мальцевских многообразий с условиями конечности» ГПНИ «Конвергенция–2025» 

(Рег.№ 20210495), подпрограмма «Математические модели и методы». 

Итоги внедрения результатов НИР – результаты главы 3 внедрены в учебный 

процесс кафедры математики при чтении спецкурсов по теории классов групп для 

студентов математических специальностей, а также для написания курсовых, дипломных 

проектов и магистерских диссертаций. 
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ТЕРМИНЫ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ  

В настоящем отчёте о НИР применяют следующие термины с соответствующими  

определениями: 

Все рассматриваемые группы конечны. В определениях мы следуем [1–21]. В 

настоящем отчете о НИР применяют следующие термины с соответствующими 

определениями: 

Термин Определение 

Абелева группа Группу называют абелевой, если операция, определенная на 

множестве G, коммутативна, т. е. 

(∀ 𝑎, b ∈ G) (𝑎 ∗ b = b ∗ 𝑎) 

Алгебраическая решетка Такая полная решетка, что любой ее элемент является 

решеточным объединением компактных элементов 

Гомоморф, или класс 

групп, замкнутый 

относительно фактор-

групп 

Класс 𝔛 называется замкнутым относительно фактор-групп 

или гомоморфом, если выполняется требование: 

если G ∈ 𝔛 и N ⊲ G, то G/N ∈ 𝔛 

Группа Непустое множество G элементов произвольной природы 

называется группой, если выполняются следующие аксиомы: 

1) На множестве G определена бинарная алгебраическая 

операция «*», т. е. 

(∀ a, b ∈ G)  упорядоченной паре (a, b) ставится в соответствие 

единственное 

(c = a ∗ b ∈ G) 

2) Операция «*» ассоциативна, т. е. 

(∀ a, b, c ∈ G) (a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c) 

3) Существует нейтральный элемент относительно операции 

«*», т. е. 

(∀ a ∈ G) (∃ e ∈ G) (a ∗ e = e ∗ a = a) 

4) Для каждого элемента G существует симметричный ему 

такой, что под действием операции мы получаем нейтральный 

элемент. 

( ∀ a ∈ G) (∃ a′ ∈ G) (a ∗ a′ = a′ ∗ a = 𝑒) 
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Термин Определение 

р-Группа Группа, порядок которой есть степень простого числа p 

σ-Взаимно простые 

целые числа 

Целые числа n и m называются σ-взаимно простыми, если σ(n) 

⋂ σ(m) = ∅ 

π-Замкнутая группа Конечная группа с нормальной π-холловской подгруппой 

называется π-замкнутой 

c𝜔
n -Значная ω-компо-

зиционная Н-функция 

ω-Композиционная Н-функция f называется c𝜔
n -значной, если 

все ее значения принадлежат решетке c𝜔
n  

l𝜎
∞-Значная Hσ-функция Hσ-Функция f называется l𝜎-значной, если каждое ее непустое 

значение принадлежит решетке l𝜎 

Изоморфизм групп Две группы G и G1 называются изоморфными, если существует 

биекция f: G → G1 такая, что f(ab) = f(a)f(b) для всех a, b ∈ G. 

Для обозначения изоморфизма используется запись G ⋍ G1 

Индуктивная решетка 

классов Фиттинга 

Полная решетка Θ
𝜎𝑙  называется индуктивной, если для 

произвольной совокупности классов Фиттинга {𝔉j = LRσ(f j)  |  

j ∈ J}, где f j  является внутренней Hσ-функцией класса 

Фиттинга 𝔉j ∈ Θ
𝜎𝑙 , имеет место 

∨Θ
𝜎𝑙 (𝔉j | j ∈ J) = LRσ(∨Θ(f j  |  j ∈ J)) 

Класс групп Множество групп, которое вместе с каждой своей группой 

содержит все ей изоморфные группы 

Класс Фиттинга Класс групп 𝔉, замкнутый относительно нормальных подгрупп 

и произведений нормальных 𝔉-подгрупп 

Коммутант Подгруппа, порожденная коммутаторами всех элементов 

группы G, называется коммутантом группы G и обозначается 

через G. Таким образом, 

G = < [a, b] | a, b ∈ G> 

Коммутатор Коммутатором элементов a и b называют элемент 

 a–1b–1ab, который обозначают через [a, b]. Ясно, что  

ab = ba[a, b] 

Комонолитическая 

группа (комонолит 

группы) 

Такая группа G, в которой имеется нормальная подгруппа M 

(комонолит группы G), что G/M – простая группа и любая 

собственная нормальная подгруппа N группы G содержится в 

M 
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Термин Определение 

Компактный элемент Такой элемент с полной решетки L, что для любого 

подмножества X ⊆ L из неравенства c ≤ supLX вытекает 

существование такого конечного подмножества X0 ⊆ X, что c ≤ 

supLX0. 

Композиционный ряд 

группы 

Субнормальный ряд (Ai)i=0,…,a конечной группы G называется 

композиционным, если подгруппа Ai–1 является максимальной 

нормальной подгруппой в Ai, i = 1, …, a 

Конечная группа Если G – конечное множество, являющееся группой, то G 

называют конечной группой 

𝔉-корадикал группы Пусть 𝔉 – формация и G – группа. Пересечение всех 

нормальных подгрупп группы G, фактор-группы по которым 

принадлежат 𝔉, обозначим через G𝔉 и называется 

𝔉-корадикалом группы G 

Максимальная подгруп-

па 

Собственная подгруппа M неединичной группы G называется 

максимальной подгруппой, если M не содержится ни в какой 

другой подгруппе, отличной от всей группы G, т. е. если из 

условия M ≤ H ≤ G следует, что M = H или H = G. Для 

максимальной подгруппы M используется запись M < · G 

Минимальная 

нормальная подгруппа 

Минимальной нормальной подгруппой группы G называют 

такую нормальную подгруппу N, что N ≠ E и в N нет 

нетривиальных нормальных подгрупп группы G 

Модулярная решетка Решетка L называется модулярной, если для любых x, y, z ∈ L 

имеет место импликация  x ≤ y ⇒ x ∨ (y ∧ z) = y ∧ (x ∨ z), 

называемая модулярным законом 

Нильпотентная группа Группа называется нильпотентной, если все ее силовские 

подгруппы нормальны 

Нормальная подгруппа 

группы 

Подгруппа H называется нормальной подгруппой группы G, 

если xH = Hx для всех x ∈ G. Запись H ⊲ G читается: «H – 

нормальная подгруппа группы G». 

Нормальный ряд группы Ряд (Ai)i=0,…,a называется нормальным, если Ai ⊲ G для всех i 

π-Подгруппа Подгруппа H группы G называется π-подгруппой, если |H| есть 

π-число 
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Термин Определение 

σi-Подгруппа Подгруппа, порядок которой является σi-числом 

Полная решетка классов 

Θ 

Такая непустая совокупность классов групп, что пересечение 

любой совокупности классов из Θ снова принадлежит Θ, и во 

множестве Θ имеется такой класс 𝔉, что ℌ ⊆ 𝔉 для любого 

другого класса ℌ ∈ Θ 

Порядок группы Число |G| элементов в G 

Примарная группа Примарной называют группу, которая является p-группой для 

некоторого простого p 

Произведение групп Произведение AB определяется как множество элементов ab, 

где a ∈ A, b ∈ B. Если AB = G, то говорят, что группа G 

является произведением своих подгрупп A и B. В этом случае 

каждый элемент g ∈ G представим в виде g = ab, где a ∈ A, b ∈ 

B 

Прямое произведение Произведение G = AB называется прямым, если подгруппы А и 

В нормальны в G и А ∩ В = Е. Запись G = A × B означает, что 

группа G является прямым произведением своих подгрупп A, B 

𝔛-Радикал группы Пусть 𝔛 – класс Фиттинга. Произведение всех нормальных 

𝔛-подгрупп группы G называется 𝔛-радикалом группы G и 

обозначается через G𝔛. Ясно, что 𝔛-радикал G𝔛 является 

наибольшей нормальной подгруппой группы G, содержащейся 

в 𝔛 

Разбиение множества Разбиением множества А называется такое семейство его 

непустых подмножеств, что каждый элемент множества А 

входит в точности в один член семейства 

Разрешимая группа Для любой неединичной группы G можно построить цепочку 

коммутантов 

G ≥ G ≥ G ≥ … ≥ G(i) ≥ G(i + 1) ≥ … . 

Если существует номер n такой, что G(n) = E, то группа G 

называется разрешимой 

Решетка Решеткой называется частично упорядоченное множество, в 

котором каждое двухэлементное подмножество обладает как 

точной верхней, так и точной нижней гранью 
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Термин Определение 

Ряд группы Цепочка подгрупп 

E = A0 < A1 < … < Ai – 1 < Ai < … < Aa – 1 < Aa = G 

называется рядом длины a неединичной группы G и 

обозначается через (Ai)i=0,…,a 

Силовская р-подгруппа Силовской p-подгруппой конечной группы G называют такую 

p-подгруппу, индекс которой не делится на p 

Субнормальный ряд 

группы 

Ряд (Ai)i=0,…,a называется субнормальным, если   Ai – 1 ⊲ Ai для 

всех i 

Фактор-группа Группа Ḡ называется фактор-группой группы G по подгруппе 

H и обозначается через G/H 

Формация Формацией называется класс групп, замкнутый относительно 

факторгрупп и подпрямых произведений 

π-Холлова подгруппа Подгруппа H называется π-холловой подгруппой, если |H| есть 

π-число, а индекс |G : H| есть π′-число 

Циклическая подгруппа Зафиксируем в группе G элемент a. Пересечение всех 

подгрупп группы G, содержащих элемент a, назовем 

циклической подгруппой, порожденной элементом a, и 

обозначим через ⟨a⟩. Таким образом, ⟨a⟩ =⋂ 𝐻𝑎 ∈𝐻 ≤𝐺  

Цоколь Цоколем группы G называется подгруппа, являющаяся 

произведением всех минимальных нормальных подгрупп 

группы G. Цоколь группы G обозначают через SocG. Таким 

образом,  SocG = ∏ 𝑁𝑁· ⊲𝐺  

π-Число Зафиксируем множество простых чисел π. Если π(m) ⊆ π, то 

число m называется π-числом 

σi-Число Натуральное число называется σi-числом, если все его простые 

делители принадлежат σi 
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ПЕРЕЧЕНЬ СОКРАЩЕНИЙ И ОБОЗНАЧЕНИЙ 

В настоящем отчете о НИР применяют следующие сокращения и обозначения (в 

обозначениях мы следуем [1–21]): 

ℙ   – множество всех простых чисел; 

p, q, m   – некоторые простые числа; 

ω   – некоторое непустое множество простых чисел; 

ω′   – ℙ \ ω; 

G   – группа; 

|G|   – порядок группы G; 

π(G)   – множество всех различных простых делителей порядка  

   группы G; 

e   – единичный элемент группы G; 

E   – единичная подгруппа, единичная группа; 

H ≤ G   – H является подгруппой группы G; 

H < G   – H является собственной подгруппой группы G; 

H ⊲ G – H является собственной нормальной подгруппой  

 группы G; 

H ⊴ G   – H является нормальной подгруппой группы G; 

H ⊲ ⊲ G  – H является субнормальной подгруппой группы G; 

|G : H|   – индекс подгруппы H в группе G; 

A × B   – прямое произведение подгрупп A и B; 

Ax = x–1Ax  – множество, сопряженное с множеством A посредством 

элемента x; 

G/N   – факторгруппа группы G по подгруппе N; 

σ   – произвольное разбиение множества всех простых чисел; 

σ(G)   – множество вида {σi | σi ⋂ 𝜋(G) ≠ ∅}; 

Oσi
(G)   – наибольшая нормальная σi -подгруппа группы G; 

O𝜎𝑖
′,𝜎𝑖

(G) – наибольшая нормальная 𝜎i
′-замкнутая  подгруппа  группы G; 

K ⨯ N   – прямое произведение групп K и N; 

A ≃ B   – группы A и B изоморфны; 

𝔛   – класс групп; 

(1)   – класс всех единичных групп; 

∅   – пустой класс групп и пустое множество; 

𝔊   – класс всех конечных групп; 

ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ
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𝔖   – класс всех конечных разрешимых групп; 

𝔊Π   – класс всех Π-групп; 

𝔊cp   – класс всех таких групп, все главные p-факторы которых центральны; 

𝔊𝜎i
   – класс всех σi-групп; 

𝔊𝜎i
′    – класс всех σi

′-групп; 

𝔖𝜔   – класс всех разрешимых ω-групп; 

𝔖𝜎i
   – класс всех разрешимых σi-групп; 

𝔖𝜎i
′   – класс всех разрешимых σi

′-групп; 

Е(𝔗) – класс всех групп, чьи композиционные факторы принадлежат 

классу простых групп 𝔗; 

K(G) – класс всех простых групп, изоморфных композиционным факторам 

группы G; 

K(𝔛) – ⋃ K(G)G ∈ 𝔛 ; 

Com(𝔛) – класс всех простых абелевых групп А таких, что А ≅ H/K, для 

некоторого композиционного фактора H/K группы G ∈ 𝔛; 

R𝜔(G) = G
𝔖𝜔 – 𝔖𝜔-корадикал группы G; 

Cp(G) = G
𝔊cp – 𝔊cp-корадикал группы G; 

F𝜎i(G) = G
𝔊σi

𝔊
σi

'
 – 𝔊σi

𝔊σi
' -корадикал группы G; 

c𝜔
n  – совокупность всех n-кратно ω-композиционных классов Фиттинга; 

l𝜎   – совокупность всех n-кратно σ-локальных классов Фиттинга; 

l𝜎
∞

 – совокупность всех тотально σ-локальных классов Фиттинга; 

fit(𝔛) – пересечение всех классов Фиттинга, содержащих совокупность 

групп 𝔛; 

c𝜔
n fit(𝔛) – пересечение всех n-кратно ω-композиционных классов Фиттинга, 

содержащих совокупность групп 𝔛; 

l𝜎fit(𝔛) – пересечение всех тех классов Фиттинга из l𝜎, которые содержат 

совокупность групп 𝔛; 

l𝜎
∞

fit(𝔛) – пересечение всех тех классов Фиттинга из l𝜎
∞

, которые содержат 

совокупность групп 𝔛; 

σ(𝔛)   –  ⋃ σ(G)G∈𝔛 ; 

Θ
𝜎𝑙  – совокупность всех классов Фиттинга, имеющих σ-локальное  

 Θ-значное задание; 
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Supp(f) – множество {a ∈ ω ⋃ {ω′} | f(a) ≠  ∅}; 

𝔐 ∨Θ ℌ – класс Фиттинга Θfit(𝔐 ⋃ ℌ); 

⋁𝜔
n (𝔉

i
 | i ∈ I) – класс Фиттинга c𝜔

n fit(⋃ 𝔉
ii ∈I ); 

∨Θ(𝔉j | j ∈ J) – класс Фиттинга Θfit(⋃ 𝔉jj∈j ); 

f1 ∨Θ f2 – такая H-функция f, что f(p) = Θfit(f1(p) ⋃ f2(p)) для всех p ∈ ω; 

∨Θ(fj | j ∈ J) – такая H-функция f, что f(p) = Θfit(⋃ f
j
(p)j∈j ) для всех p ∈ ω; 

f1 ∨Θ f2 – такая Hσ-функция f, что f(σi) = Θfit(f1(σi) ⋃ f2(σi)) для всех σi ∈ σ; 

∨Θ(fj | j ∈ J) – такая Hσ-функция f, что f(σi) = Θfit(⋃ f
j
(σi)j∈j ) для всех σi ∈ σ; 
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образования «Витебский государственный университет имени П.М. Машерова». Авторы: 

И.И. Стаселько по теме: «Индуктивные решетки σ-локальных классов Фиттинга конечных 

групп» от 1 ноября 2023 года. 
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