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Î ÌÎÄÓËßÐÍÎÑÒÈ È ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÒÊÈ ÊÐÀÒÍÎ

ω-ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ ÔÈÒÒÈÍÃÀ

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíèìîñòè ìîäóëÿðíîãî
ðàâåíñòâà äëÿ ñåìåéñòâ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà (n > 0). Äîêàçàíî,
÷òî ðåøåòêà âñåõ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà àëãåáðàè÷íà (n > 0).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íàÿ ãðóïïà, êëàññ Ôèòòèíãà, ω-êîìïîçèöèîííûé êëàññ Ôèòòèíãà, ω-êîì-
ïîçèöèîííàÿH-ôóíêöèÿ êëàññà Ôèòòèíãà, n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûé êëàññ Ôèòòèíãà, ïîë-
íàÿ ðåøåòêà êëàññîâ Ôèòòèíãà, ìîäóëÿðíàÿ ðåøåòêà, àëãåáðàè÷åñêàÿ ðåøåòêà.

ÓÄÊ: 512.542

DOI: 10.26907/0021-3446-2023-4-76-88

Ââåäåíèå

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû êîíå÷íû. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ, ïðèíÿòóþ
â [1]�[11].
Êëàññ ãðóïï F íàçûâàåòñÿ êëàññîì Ôèòòèíãà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) åñëè G ∈ F è N E G, òî N ∈ F;
2) åñëè M E G,N E G,G = MN , ïðè÷åì M,N ∈ F, òî G ∈ F.

Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âèäà

f : ω ∪ {ω′} → {êëàññû Ôèòòèíãà}. (1)

Ñëåäóÿ [11], [12], ðàññìîòðèì êëàññ ãðóïï

CRω(f) =
(
G | Rω(G) ∈ f(ω′) è Cp(G) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π

(
Com(G)

))
.

Åñëè êëàññ Ôèòòèíãà F òàêîâ, ÷òî F = CRω(f) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f âèäà (1), òî
F íàçûâàåòñÿ ω-êîìïîçèöèîííûì êëàññîì Ôèòòèíãà, à f � ω-êîìïîçèöèîííîé ôóíêöèåé

Õàðòëè êëàññà Ôèòòèíãà F (ïî ïðåäëîæåíèþ Ë.À. Øåìåòêîâà) èëè, áîëåå êðàòêî, f �
ω-êîìïîçèöèîííàÿ H-ôóíêöèÿ êëàññà Ôèòòèíãà F (ñì. [9], [10], [12]).
Âñÿêèé êëàññ Ôèòòèíãà ñ÷èòàåòñÿ 0-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì. Ïðè n > 1 êëàññ Ôèò-

òèíãà F íàçûâàåòñÿ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì, åñëè F = CRω(f), ãäå âñå çíà÷åíèÿ
ω-êîìïîçèöèîííîé H-ôóíêöèè f ÿâëÿþòñÿ (n − 1)-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûìè êëàññàìè
Ôèòòèíãà (ñì. [9], [10], [13]). Êëàññ Ôèòòèíãà F íàçûâàåòñÿ òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûì,
åñëè îí ÿâëÿåòñÿ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì äëÿ âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16.07.2022, ïîñëå äîðàáîòêè 16.07.2022. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 21.12.2022.

Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ Ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷íûõ èññëå-
äîâàíèé Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü ¾Êîíâåðãåíöèÿ�2025¿ (� ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè 20210495).
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Îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ ⊆ ìíîæåñòâà âñåõ ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà cω (ñì.
[12]) è âñåõ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà cnω (ñì. ëåììó 5) îáðàçóþò ïîë-
íûå ðåøåòêè.
Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåòêà L íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé [14], åñëè äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ L èìååò

ìåñòî èìïëèêàöèÿ
x 6 y ⇒ x ∨ (y ∧ z) = y ∧ (x ∨ z),

íàçûâàåìàÿ ìîäóëÿðíûì çàêîíîì.
Â 1986 ãîäó À.Í. Ñêèáà [15] äîêàçàë, ÷òî ðåøåòêà âñåõ (ëîêàëüíûõ) ôîðìàöèé ìîäóëÿð-

íà. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ðàçâèò âî ìíîãèõ íàïðàâëåíèÿõ. Îäíî èç íàïðàâëåíèé èññëåäîâà-
íèé ïîñâÿùåíî ïîèñêó ìîäóëÿðíûõ è äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê êëàññîâ. Â ÷àñòíîñòè, áûëè
íàéäåíû ñåðèè ìîäóëÿðíûõ è äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê ôîðìàöèé ãðóïï (ñì. [4], [9], [10],
[15]�[33]).
Â òî æå âðåìÿ ìû íå îáëàäàåì êàêîé-ëèáî ñóùåñòâåííîé èíôîðìàöèåé î ðåøåòêå êëàññîâ

Ôèòòèíãà. Â ÷àñòíîñòè, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíî, ìîäóëÿðíà ëè ðåøåòêà âñåõ êëàññîâ
Ôèòòèíãà (õîòÿ áû â ðàçðåøèìîì ñëó÷àå) (ñì. [34], ïðîáëåìà 14.47). Âìåñòå ñ òåì â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíèìîñòè ìîäóëÿðíîãî ðàâåíñòâà äëÿ
ñåìåéñòâ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X,Y è F � n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûå êëàññû Ôèòòèíãà (n > 1),
x, y è f � ìèíèìàëüíûå ω-êîìïîçèöèîííûå cn−1

ω -çíà÷íûå H-ôóíêöèè êëàññîâ X,Y è F ñî-

îòâåòñòâåííî. Åñëè x 6 f è

x(a) ∨n−1
ω y(a) = Sn

{
G | G = Gx(a)Gy(a)

}
äëÿ âñåõ a ∈ Supp(x) ∩ Supp(y), òî(

X ∨nω Y
)
∩ F = X ∨nω (Y ∩ F).

Äðóãèì åñòåñòâåííûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé ñòàë ïîèñê àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøåòîê
êëàññîâ. Ýëåìåíò c ïîëíîé ðåøåòêè L íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì [35], åñëè äëÿ ëþáîãî ïîä-
ìíîæåñòâà X ⊆ L èç íåðàâåíñòâà c 6 supLX âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïîäìíî-
æåñòâà X0 ⊆ X òàêîãî, ÷òî c 6 supLX0. Ïîëíàÿ ðåøåòêà íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé, åñëè
êàæäûé åå ýëåìåíò ïðåäñòàâèì êàê òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà êîìïàêò-
íûõ ýëåìåíòîâ.
Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ îá àëãåáðàè÷íîñòè ðåøåòêè âñåõ íàñûùåííûõ ôîðìàöèé êîíå÷íûõ

ãðóïï áûë âïåðâûå ïîñòàâëåí Á.È. Ïëîòêèíûì â 1984 ãîäó íà XVIII Âñåñîþçíîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé êîíôåðåíöèè (ã. Ìîñêâà) âî âðåìÿ îáñóæäåíèÿ ñîâìåñòíîãî äîêëàäà Ë.À. Øåìåòêîâà
è À.Í. Ñêèáû ¾Àëãåáðà êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï¿. Òàêàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà À.Í. Ñêèáîé
â ìîíîãðàôèè [4]. Â äàëüíåéøåì áûëè íàéäåíû äðóãèå áåñêîíå÷íûå ñåðèè àëãåáðàè÷åñêèõ
ðåøåòîê ôîðìàöèé è êëàññîâ Ôèòòèíãà è îïèñàíû èõ êîìïàêòíûå ýëåìåíòû (ñì., íàïðèìåð,
[24], [27], [36]�[43]).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà àëãåáðàè÷íîñòü ðåøåòêè âñåõ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ

êëàññîâ Ôèòòèíãà.

Òåîðåìà 2. Ðåøåòêà âñåõ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà cnω (n > 0)
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ñèìâîëû I è Sω ñîîòâåòñòâåííî êëàññ âñåõ ïðîñòûõ ãðóïï è êëàññ âñåõ
ðàçðåøèìûõ ω-ãðóïï, ãäå ω � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë.
Ïóñòü X � íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü ãðóïï. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ñèìâîë (X) ïåðåñå÷åíèå âñåõ

êëàññîâ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ X. Â ÷àñòíîñòè, ñèìâîë (G) � êëàññ âñåõ ãðóïï, èçîìîðôíûõ
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ãðóïïå G; K(G) � êëàññ âñåõ ïðîñòûõ ãðóïï, èçîìîðôíûõ êîìïîçèöèîííûì ôàêòîðàì ãðóï-
ïû G; K(X) =

⋃
G∈X
K(G).

Åñëè L � êëàññ ïðîñòûõ ãðóïï, òî EL � êëàññ âñåõ ãðóïï, ÷üè êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû
ïðèíàäëåæàò L. Ïî îïðåäåëåíèþ âñå åäèíè÷íûå ãðóïïû ïðèíàäëåæàò EL. Åñëè A� ïðîñòàÿ
ãðóïïà, òî E(A)′ � êëàññ âñåõ òàêèõ ãðóïï G, ÷òî A /∈ K(G).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ïðîñòûõ ãðóïï T ÷åðåç T′ îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî I\T. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî êëàññà ïðîñòûõ ãðóïï L ÷åðåç ñèìâîë L+ îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü
âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï èç L, à ÷åðåç ñèìâîë L− � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï
èç L [10].
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ãðóïï F ⊇ (1), ãäå (1) � êëàññ âñåõ åäèíè÷íûõ

ãðóïï, ÷åðåç ñèìâîë GF îáîçíà÷àåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ òàêèõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï N ,
÷òî G/N ∈ F, è ÷åðåç GF � ïðîèçâåäåíèå âñåõ íîðìàëüíûõ F-ïîäãðóïï ãðóïïû G. Ìû
èñïîëüçóåì ñèìâîë Gcp äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êëàññà âñåõ òàêèõ ãðóïï G, ÷òî CG(H/K) = G äëÿ
êàæäîãî ãëàâíîãî p-ôàêòîðà H/K ãðóïïû G. Ãëàâíûé p-ôàêòîð ãðóïïû G � ýòî ãëàâíûé
ôàêòîð ãðóïïû G, èìåþùèé ïîðÿäîê, ðàâíûé ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà p.
Ïóñòü L � êëàññ ïðîñòûõ ãðóïï, è A � ïðîñòàÿ ãðóïïà. Î÷åâèäíî, ÷òî EL, E(A)′, Sω è

Gcp ÿâëÿþòñÿ êëàññàìè Ôèòòèíãà è ôîðìàöèÿìè (ñì. [6], [44]). Â ÷àñòíîñòè, áóäåì ïèñàòü

OL(G) = GEL, Rω(G) = GSω , CA(G) = GE(A)′ , Cp(G) = GGcp .

Äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ãðóïï X ÷åðåç ñèìâîë Com(X) îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ âñåõ òàêèõ
àáåëåâûõ ïðîñòûõ ãðóïï A, ÷òî A ∼= H/K, ãäå H/K ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèîííûì ôàêòîðîì
ãðóïïû G ∈ X. Â ÷àñòíîñòè, ïèøóò Com(G) â ñëó÷àå, êîãäà X = {G}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç π(G) ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêà ãðóïïû G.

Äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ãðóïï X ÷åðåç ñèìâîë π(X) îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ π(G)
äëÿ âñåõ ãðóïï G èç X.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ôàê-

òû.

Ëåììà 1 ([12], ëåììà 2.1). Ïóñòü N E G è A � ïðîñòàÿ ãðóïïà. Òîãäà

1) åñëè A /∈ K(G/N), òî CA(G) = CA(N);
2) åñëè G/N ∈ EL, òî OL(G) = OL(N);
3) åñëè G/N ∈ Sω, òî R

ω(G) = Rω(N).

Ïóñòü {fi | i ∈ I} � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ω-êîìïîçèöèîííûõ H-ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì
÷åðåç

⋂
i∈I

fi òàêóþ ω-êîìïîçèöèîííóþ H-ôóíêöèþ f , ÷òî f(a) =
⋂
i∈I

fi(a) äëÿ âñåõ a ∈ ω ∪

{ω′}.
Ëåììà 2 ([12], ëåììà 3.5). Ïóñòü F =

⋂
i∈I

Fi, ãäå Fi = CRω(fi). Òîãäà F = CRω(f), ãäå

f =
⋂
i∈I

fi.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ñèìâîë cnω�t(X) ïåðåñå÷åíèå âñåõ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ
Ôèòòèíãà, ñîäåðæàùèõ ñîâîêóïíîñòü ãðóïï X.
ω-Êîìïîçèöèîííàÿ H-ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ cnω-çíà÷íîé, åñëè âñå åå çíà÷åíèÿ ïðèíàäëå-

æàò ðåøåòêå cnω.
Ïóñòü {Fj | j ∈ J} � íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèò-

òèíãà. Ïîëîæèì

∨nω(Fj | j ∈ J) = cnω�t

( ⋃
j∈J

Fj

)
.



Î ÌÎÄÓËßÐÍÎÑÒÈ È ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÒÊÈ 79

Â ÷àñòíîñòè,

F1 ∨nω F2 = cnω�t(F1 ∪ F2).

Ïóñòü {fj | j ∈ J} � ñîâîêóïíîñòü ω-êîìïîçèöèîííûõ cnω-çíà÷íûõ H-ôóíêöèé, ãäå fj �
íåêîòîðàÿ ω-êîìïîçèöèîííàÿ H-ôóíêöèÿ êëàññà Ôèòòèíãà Fj . Òîãäà ÷åðåç ñèìâîë ∨nω(fj |
j ∈ J) îáîçíà÷àåòñÿ òàêàÿ ω-êîìïîçèöèîííàÿ H-ôóíêöèÿ f , ÷òî

f(p) = cnω�t

( ⋃
j∈J

fj(p)

)
äëÿ âñåõ p ∈ ω. Â ÷àñòíîñòè,

(f1 ∨nω f2)(p) = cnω�t
(
f1(p) ∪ f2(p)

)
,

åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êëàññîâ Ôèòòèíãà fj(p) 6= ∅. Åñëè æå fj(p) = ∅ äëÿ âñåõ
j ∈ J , òî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî f(p) = ∅.
Ñîâîêóïíîñòü êëàññîâ Ôèòòèíãà Θ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ðåøåòêîé êëàññîâ Ôèòòèíãà [9],

åñëè êëàññû ∅ è G ïðèíàäëåæàò Θ è ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà êëàññîâ èç Θ ñíîâà
ïðèíàäëåæèò Θ.
Ïóñòü {fi | i ∈ I} � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ω-êîìïîçèöèîííûõ H-ôóíêöèé êëàññà Ôèòòèíãà

F. Ïî ëåììå 2 èìååì f =
⋂
i∈I

fi � ω-êîìïîçèöèîííàÿ H-ôóíêöèÿ êëàññà Ôèòòèíãà F. Òîãäà

ω-êîìïîçèöèîííàÿ H-ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ω-êîìïîçèöèîííîé H-ôóíêöèåé

êëàññà Ôèòòèíãà F (ñì. [12]).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Supp(f) ìíîæåñòâî {a ∈ ω ∪ {ω′} | f(a) 6= ∅}.
Ïóñòü X � êëàññ ãðóïï. Ñîãëàñíî [1], [3] îïåðàöèþ Sn îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H ∈ Sn X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H âêëàäûâàåòñÿ â êà÷åñòâå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû â
íåêîòîðóþ ãðóïïó èç êëàññà X.

Ëåììà 3 ([12], òåîðåìà 1.2). Ïóñòü X,Y è F � êëàññû Ôèòòèíãà, x, y è f � ìèíèìàëüíûå

ω-êîìïîçèöèîííûå H-ôóíêöèè êëàññîâ X,Y è F ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè x 6 f è

x(a) ∨ y(a) = Sn
{
G | G = Gx(a)Gy(a)

}
äëÿ âñåõ a ∈ Supp(x) ∩ Supp(y), òî(

X ∨ωc Y
)
∩ F = X ∨ωc (Y ∩ F).

Çäåñü X ∨ωc Y = c1
ω�t(X ∪Y) = cω�t(X ∪Y), x(a) ∨ y(a) = �t

(
x(a) ∪ y(a)

)
.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â äàëüíåéøåì, ó÷èòûâàÿ ([12], çàìå÷àíèå 3.3), ìû ïîëàãàåì L = L+ è ω = π(Com(L)).

Ëåììà 4. Ïóñòü g � òàêàÿ ω-êîìïîçèöèîííàÿ H-ôóíêöèÿ, ÷òî

g(a) =

{
G, åñëè a = ω′;

G, åñëè a = p ∈ ω.

Òîãäà G = CRω(g) � òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûé êëàññ Ôèòòèíãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî êëàññ Ôèòòèíãà G ÿâëÿåòñÿ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì
äëÿ âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïóñòü n = 1. Ïîêàæåì, ÷òî
G = CRω(g). Âêëþ÷åíèå G ⊆ CRω(g) î÷åâèäíî. Îáðàòíî. Ïóñòü G ∈ CRω(g). Òàê êàê âñå
ãðóïïû èç CRω(g) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè, òî G ∈ G. Ñëåäîâàòåëüíî, CRω(g) ⊆ G. Òàêèì
îáðàçîì, G = CRω(g).
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Ïóñòü n > 1 è ïðè n−1 óòâåðæäåíèå âåðíî. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå G = CRω(g). Ïî
èíäóêöèè êëàññ Ôèòòèíãà G = g(a) (n−1)-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûé äëÿ âñåõ a ∈ ω∪{ω′}.
Ñëåäîâàòåëüíî, ω-êîìïîçèöèîííàÿ H-ôóíêöèÿ g cn−1

ω -çíà÷íà. Çíà÷èò, êëàññ Ôèòòèíãà G
n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûé. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êëàññ Ôèòòèíãà
G ÿâëÿåòñÿ (n + 1)-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ Ôèòòèíãà G
ÿâëÿåòñÿ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì äëÿ âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n. Ñëåäîâàòåëüíî,
G � òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûé êëàññ Ôèòòèíãà. �

Ëåììà 5. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà cnω ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëíîé ðåøåòêîé êëàññîâ Ôèòòèíãà, â êîòîðîé íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ

êëàññ âñåõ ãðóïï G, à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ
Ôèòòèíãà {Fi | i ∈ I}

∧nω(Fi | i ∈ I) =
⋂
i∈I

Fi � òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü è

∨nω(Fi | i ∈ I) � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ
Ôèòòèíãà cnω ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíà îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ ⊆. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî òà-
êîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé.
Ïóñòü {Fi | i ∈ I} � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ

êëàññîâ Ôèòòèíãà, fi � ω-êîìïîçèöèîííàÿ cn−1
ω -çíà÷íàÿ H-ôóíêöèÿ êëàññà Ôèòòèíãà Fi,

i ∈ I. Ïóñòü F =
⋂
i∈I

Fi. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïóñòü n = 1. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ

ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà cω ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé è, áîëåå òîãî, ïîëíîé ðåøåòêîé
(ñì. [12]).
Ïóñòü òåïåðü n > 1 è ïðè n− 1 ëåììà âåðíà. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2, ïîëó÷àåì F = CRω(f),

ãäå ω-êîìïîçèöèîííàÿ H-ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî f(a) =
⋂
i∈I

fi(a), a ∈ ω ∪{ω′}. Ïî èíäóêöèè

f(a) ∈ cn−1
ω , ò. å. ω-êîìïîçèöèîííàÿ H-ôóíêöèÿ f cn−1

ω -çíà÷íà. Çíà÷èò, ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ êëàññ Ôèòòèíãà F ÿâëÿåòñÿ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì.
Òàêèì îáðàçîì, ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà cnω ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåòêîé êëàññîâ Ôèòòèíãà, à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà n-êðàòíî ω-êîìïîçè-
öèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà {Fi | i ∈ I}

∧nω(Fi | i ∈ I) =
⋂
i∈I

Fi � òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü è,

êàê îòìå÷åíî âûøå,

∨nω(Fi | i ∈ I) � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî cnω � ïîëíàÿ ðåøåòêà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êëàññ
âñåõ ãðóïï G ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì ðåøåòêè cnω. Ïî ëåììå 4 êëàññ Ôèòòèíãà
G ÿâëÿåòñÿ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì äëÿ âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n. Èòàê, cnω �
ïîëíàÿ ðåøåòêà êëàññîâ Ôèòòèíãà, â êîòîðîé íàèáîëüøèé ýëåìåíò � êëàññ âñåõ ãðóïï G.

�

Ãðóïïó G íàçîâåì êîìîíîëèòè÷åñêîé [9], åñëè â G èìååòñÿ òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
M (êîìîíîëèò ãðóïïû G), ÷òî G/M � ïðîñòàÿ ãðóïïà è ëþáàÿ ñîáñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà N ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â M .
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Ëåììà 6. Ïóñòü T � íåïóñòîé êëàññ ïðîñòûõ ãðóïï, è ïóñòü f � òàêàÿ ω-êîìïîçèöèîííàÿ
H-ôóíêöèÿ, ÷òî

f(a) =


E(T), åñëè a = ω′;

E(T), åñëè a = p ∈ ω ∩ π
(
Com(T)

)
;

∅, åñëè a = p ∈ ω\π
(
Com(T)

)
.

Òîãäà E(T) = CRω(f) � òîòàëüíî ω-êîìïîçèöèîííûé êëàññ Ôèòòèíãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî K
(
E(T)

)
= T è Com

(
E(T)

)
= Com(T) (ñì., íàïðèìåð, [41],

ëåììà 2.6).
Äîêàæåì, ÷òî êëàññ E(T) ÿâëÿåòñÿ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì êëàññîì Ôèòòèíãà äëÿ

âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïóñòü n = 1. Ïîêàæåì, ÷òî
E(T) = CRω(f). Ïóñòü G ∈ E(T). Ïîñêîëüêó E(T) ÿâëÿåòñÿ êëàññîì Ôèòòèíãà (ñì. [6], ñ. 126;
[44], ñ. 497), òî Rω(G) ∈ E(T) = f(ω′), Cp(G) ∈ E(T) = f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(Com(G)).
Çíà÷èò, G ∈ CRω(f). Ñëåäîâàòåëüíî, E(T) ⊆ CRω(f).
Ó÷èòûâàÿ òåõíèêó ðàáîòû [10] (ñì. òàêæå [41], ëåììà 2.6), íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

CRω(f) ⊆ E(T). Òàêèì îáðàçîì, E(T) = CRω(f).
Ïóñòü n > 1 è ïðè n−1 óòâåðæäåíèå âåðíî. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå E(T) = CRω(f).

Ïî èíäóêöèè E(T) = f(a) ÿâëÿåòñÿ (n − 1)-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì êëàññîì Ôèòòèí-

ãà äëÿ âñåõ a ∈
(
ω ∩ π

(
Com(T)

))
∪ {ω′}. Çàìåòèì, ÷òî ∅ = f(a) ïî îïðåäåëåíèþ ÿâ-

ëÿåòñÿ (n − 1)-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì êëàññîì Ôèòòèíãà äëÿ âñåõ a ∈ ω\π
(
Com(T)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, f(a) ÿâëÿåòñÿ (n − 1)-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì êëàññîì Ôèòòèíãà äëÿ
âñåõ a ∈ ω ∪ {ω′}. Èòàê, E(T) ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì êëàñ-
ñîì Ôèòòèíãà. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êëàññ Ôèòòèíãà E(T) ÿâëÿåòñÿ
(n + 1)-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì è ò. ä. Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ Ôèòòèíãà E(T) ÿâëÿåòñÿ
n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûì äëÿ âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n. Çíà÷èò, E(T) � òîòàëüíî
ω-êîìïîçèöèîííûé êëàññ Ôèòòèíãà. �

×åðåç I+ îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ âñåõ ïðîñòûõ àáåëåâûõ ãðóïï, à ÷åðåç I− � êëàññ âñåõ
ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï.

Ëåììà 7. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ãðóïï è F = cnω�t(X), ãäå n > 0. Òîãäà

Com(X) = Com(F).

Â ÷àñòíîñòè,

ω ∩ π
(
Com(X)

)
= ω ∩ π

(
Com(F)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T = Com(X) ∪ I−. Ïî ëåììå 4 êëàññ G ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëå-
ìåíòîì ðåøåòêè cnω.
Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ ([41], ëåììà 2.7), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Com(X) = Com(T). Ïî

ëåììå 6 èìååì E(T) ∈ cnω. Êðîìå òîãî, K(X) ⊆ T. Çíà÷èò, F = cnω�t(X) ⊆ E(T). Ñíîâà,
ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ ([41], ëåììà 2.5, ëåììà 2.7) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà Com(X) = Com(T),
ïîëó÷àåì Com(X) = Com(F). Îòñþäà

ω ∩ π
(
Com(X)

)
= ω ∩ π

(
Com(F)

)
.

�

Ïóñòü {fi | i ∈ I} � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ω-êîìïîçèöèîííûõ cnω-çíà÷íûõ H-ôóíêöèé êëàññà
Ôèòòèíãà F. Òàê êàê ïî ëåììå 5 ðåøåòêà âñåõ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèò-
òèíãà cnω ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, òî ïî ëåììå 2 èìååì f =

⋂
i∈I

fi � ω-êîìïîçèöèîííàÿ cnω-çíà÷íàÿ
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H-ôóíêöèÿ êëàññà Ôèòòèíãà F. ÒîãäàH-ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ω-êîìïîçèöè-
îííîé cnω-çíà÷íîé H-ôóíêöèåé êëàññà Ôèòòèíãà F (ñì. [9]).

Ëåììà 8. Ïóñòü X � íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü ãðóïï, F = cnω�t(X), ãäå n > 1. Ïóñòü
π = ω∩π(Com

(
X)
)
è f � ìèíèìàëüíàÿ ω-êîìïîçèöèîííàÿ cn−1

ω -çíà÷íàÿ H-ôóíêöèÿ êëàññà

Ôèòòèíãà F. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) f(ω′) = cn−1

ω �t
(
Rω(G) | G ∈ X

)
;

2) f(p) = cn−1
ω �t

(
Cp(G) | G ∈ X

)
äëÿ âñåõ p ∈ π;

3) f(p) = ∅ äëÿ âñåõ p ∈ ω\π;
4) F = CRω(h), ãäå h(ω′) = F è h(p) = f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω;
5) ω ∩ π

(
Com(X)

)
= ω ∩ π

(
Com(F)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî 1)�3). Ïóñòü t � òàêàÿ ω-êîìïîçèöèîííàÿ cn−1
ω -çíà÷íàÿ H-ôóíêöèÿ, ÷òî

t(a) =


cn−1
ω �t

(
Rω(G) | G ∈ X

)
, åñëè a = ω′;

cn−1
ω �t

(
Cp(G) | G ∈ X

)
, åñëè a = p ∈ π;

∅, åñëè a = p ∈ ω\π.
Ïîêàæåì, ÷òî t = f . Ïóñòü M = CRω(t). Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî F = M. Ïóñòü T ∈ X.
Ñëåäîâàòåëüíî,

Rω(T ) ∈ cn−1
ω �t

(
Rω(G) | G ∈ X

)
= t(ω′),

Cp(T ) ∈ cn−1
ω �t

(
Cp(G) | G ∈ X

)
= t(p)

äëÿ âñåõ p ∈ π. Ïîýòîìó T ∈M. Ñëåäîâàòåëüíî, X ⊆M. Çíà÷èò, F = cnω�t(X) ⊆ cnω�t(M) =
M.
Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü f1 � ω-êîìïîçèöèîííàÿ cn−1

ω -çíà÷íàÿ H-ôóíêöèÿ
êëàññà Ôèòòèíãà F. Ïîêàæåì, ÷òî t 6 f1. Ïóñòü N ∈ X ⊆ cnω�t(X) = F = CRω(f1). Òîãäà

Rω(N) ∈ f1(ω′), Cp(N) ∈ f1(p)

äëÿ âñåõ p ∈ π. Ïîýòîìó
t(ω′) = cn−1

ω �t
(
Rω(G) | G ∈ X

)
⊆ f1(ω′),

t(p) = cn−1
ω �t

(
Cp(G) | G ∈ X

)
⊆ f1(p)

äëÿ âñåõ p ∈ π. Ñëåäîâàòåëüíî, t 6 f1. Ïîýòîìó M ⊆ F. Òàêèì îáðàçîì, M = F è t = f .
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 4). Ïóñòü h � òàêàÿ ω-êîìïîçèöèîííàÿ H-ôóíêöèÿ, ÷òî h(ω′) = F

è h(p) = f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîåãî ñòðîåíèÿ H-ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ
cn−1
ω -çíà÷íîé. Ïóñòü H = CRω(h). Ïîêàæåì, ÷òî F = H.
Åñëè G ∈ F, òî Rω(G) ∈ F = h(ω′) è Cp(G) ∈ f(p) = h(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π

(
Com(G)

)
.

Èòàê, G ∈ H. Ïîýòîìó F ⊆ H.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H * F. Ïóñòü G � ãðóïïà ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà èç H\F. Òîãäà G �

êîìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ êîìîíîëèòîì R = GF. Òàê êàê G ∈ H = CRω(h), òî

Rω(G) ∈ h(ω′) = F.

Ñëåäîâàòåëüíî, G/R ∈ Sω è ïî ëåììå 1 èìååì

Rω(G) = Rω(R) ∈ f(ω′).

Êðîìå òîãî,
Cp(G) ∈ h(p) = f(p)

äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π
(
Com(G)

)
. Ïîýòîìó G ∈ F; ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, H ⊆ F. Òàêèì

îáðàçîì, H = F.
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Óòâåðæäåíèå 5) òåîðåìû âåðíî â ñèëó ëåììû 7. �

Èç ëåììû 8 âûòåêàåò

Ëåììà 9. Ïóñòü f1 è f2 � ìèíèìàëüíûå ω-êîìïîçèöèîííûå cn−1
ω -çíà÷íûå H-ôóíêöèè

n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà F1 è F2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà F1 ⊆ F2 â

òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà f1 6 f2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f1 è f2 � ìèíèìàëüíûå ω-êîìïîçèöèîííûå cn−1
ω -çíà÷íûåH-ôóíêöèè

n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà F1 è F2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü F1 ⊆ F2,
π1 = ω ∩ π

(
Com(F1)

)
, π2 = ω ∩ π

(
Com(F2)

)
. Ïî ëåììå 8

f1(ω′) = cn−1
ω �t

(
Rω(K) | K ∈ F1

)
;

f1(p) = cn−1
ω �t

(
Cp(K) | K ∈ F1

)
, åñëè p ∈ π1; f1(p) = ∅, åñëè p ∈ ω\π1;

f2(ω′) = cn−1
ω �t

(
Rω(K) | K ∈ F2

)
;

f2(p) = cn−1
ω �t

(
Cp(K) | K ∈ F2

)
, åñëè p ∈ π2; f2(p) = ∅, åñëè p ∈ ω\π2.

Ïóñòü A ∈ F1. Òîãäà ïîñêîëüêó F1 ⊆ F2, òî Cp(A) ∈
(
Cp(K) | K ∈ F1

)
⊆
(
Cp(K) | K ∈ F2

)
.

Çíà÷èò,

f1(p) = cn−1
ω �t

(
Cp(K) | K ∈ F1

)
⊆ cn−1

ω �t
(
Cp(K) | K ∈ F2

)
= f2(p)

äëÿ âñåõ p ∈ π1. Åñëè æå p ∈ ω\π1, òî f1(p) = ∅, òåì ñàìûì f1(p) ⊆ f2(p).
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ââèäó âêëþ÷åíèÿ F1 ⊆ F2 è ëåììû 8 íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

f1

(
ω′
)

= cn−1
ω �t

(
Rω(K) | K ∈ F1

)
⊆ cn−1

ω �t
(
Rω(K) | K ∈ F2

)
= f2(ω′).

Ñëåäîâàòåëüíî, f1 6 f2.
Ïóñòü f1 6 f2, è ïóñòü G ∈ F1 = CRω(f1). Òîãäà Rω(G) ∈ f1(ω′) ⊆ f2(ω′), Cp(G) ∈ f1(p) ⊆

f2(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π
(
Com(G)

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ CRω(f2) = F2. Çíà÷èò, F1 ⊆ F2. �

Ëåììà 10. Ïóñòü n > 1, fi � ìèíèìàëüíàÿ ω-êîìïîçèöèîííàÿ cn−1
ω -çíà÷íàÿ H-ôóíê-

öèÿ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííîãî êëàññà Ôèòòèíãà Fi, i ∈ I. Òîãäà ∨n−1
ω (fi | i ∈ I) �

ìèíèìàëüíàÿ ω-êîìïîçèöèîííàÿ cn−1
ω -çíà÷íàÿ H-ôóíêöèÿ êëàññà Ôèòòèíãà F = ∨nω(Fi |

i ∈ I).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

π = ω ∩ π

(⋃
i∈I

Com(Fi)

)
= ω ∩

(⋃
i∈I

π
(
Com(Fi)

))
= ω ∩ π

(
Com(F)

)
.

Ïóñòü f = ∨n−1
ω (fi | i ∈ I), è ïóñòü h � ìèíèìàëüíàÿ ω-êîìïîçèöèîííàÿ cn−1

ω -çíà÷íàÿ
H-ôóíêöèÿ êëàññà Ôèòòèíãà F. Åñëè p ∈ ω\π, òî fi(p) = ∅ äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Ñëåäîâàòåëüíî,
f(p) = ∅. Î÷åâèäíî, ÷òî h(p) = ∅.
Ïóñòü p ∈ π. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå i0 ∈ I, ÷òî fi0(p) 6= ∅. Èñïîëüçóÿ ëåììó 8, èìååì

h(p) = cn−1
ω �t

(
Cp(G) | G ∈

⋃
i∈I

Fi

)
= cn−1

ω �t

(⋃
i∈I

cn−1
ω �t

(
Cp(G) | G ∈ Fi

))
=

= cn−1
ω �t

(⋃
i∈I

fi(p)

)
=
(
∨n−1
ω (fi | i ∈ I)

)
(p) = f(p).
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Áîëåå òîãî, èñïîëüçóÿ ëåììó 8, èìååì

h(ω′) = cn−1
ω �t

(
Rω(G) | G ∈

⋃
i∈I

Fi

)
= cn−1

ω �t

(⋃
i∈I

cn−1
ω �t

(
Rω(G) | G ∈ Fi

))
=

= cn−1
ω �t

(⋃
i∈I

fi
(
ω′
))

=
(
∨n−1
ω (fi | i ∈ I)

)(
ω′
)

= f
(
ω′
)
.

Òàêèì îáðàçîì, ∨n−1
ω (fi | i ∈ I) � ìèíèìàëüíàÿ ω-êîìïîçèöèîííàÿ cn−1

ω -çíà÷íàÿH-ôóíêöèÿ
êëàññà Ôèòòèíãà F = ∨nω(Fi | i ∈ I). �

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X,Y è F � n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûå êëàññû Ôèòòèíãà (n > 1),
x, y è f � ìèíèìàëüíûå ω-êîìïîçèöèîííûå cn−1

ω -çíà÷íûå H-ôóíêöèè êëàññîâ X,Y è F ñî-

îòâåòñòâåííî. Åñëè x 6 f è

x(a) ∨n−1
ω y(a) = Sn

{
G | G = Gx(a)Gy(a)

}
äëÿ âñåõ a ∈ Supp(x) ∩ Supp(y), òî(

X ∨nω Y
)
∩ F = X ∨nω (Y ∩ F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïóñòü n = 1. Òîãäà óòâåðæäåíèå âåðíî â ñèëó
ëåììû 3.
Ïóñòü n > 1 è ïðè n−1 óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïóñòü X,Y è F � n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûå

êëàññû Ôèòòèíãà, x, y è f � ìèíèìàëüíûå ω-êîìïîçèöèîííûå cn−1
ω -çíà÷íûå H-ôóíêöèè

êëàññîâ X,Y è F ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì x 6 f .
Ïîêàæåì, ÷òî (

X ∨nω Y
)
∩ F = X ∨nω (Y ∩ F).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2 è ëåììó 10, âèäèì, ÷òî(
x∨n−1

ω y
)
∩f � ω-êîìïîçèöèîííàÿ cn−1

ω -çíà÷íàÿH-ôóíêöèÿ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííîãî

êëàññà Ôèòòèíãà
(
X ∨nω Y

)
∩ F è

x∨n−1
ω (y∩f) � ω-êîìïîçèöèîííàÿ cn−1

ω -çíà÷íàÿ H-ôóíêöèÿ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííîãî
êëàññà Ôèòòèíãà X ∨nω (Y ∩ F).
Ïî èíäóêöèè

(
x ∨n−1

ω y
)
∩ f = x ∨n−1

ω (y ∩ f). Ñîãëàñíî ëåììå 9(
X ∨nω Y

)
∩ F = X ∨nω (Y ∩ F).

�

Ëåììà 11. Åñëè ðåøåòêà êëàññîâ Ôèòòèíãà Θ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé, òî åå êîìïàêò-

íûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè îäíîïîðîæäåííûå êëàññû Ôèòòèíãà èç Θ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Θ � àëãåáðàè÷åñêàÿ ðåøåòêà êëàññîâ Ôèòòèíãà. Ïîíÿòíî, ÷òî ëþ-
áîé êëàññ Ôèòòèíãà èç Θ åñòü ðåøåòî÷íîå îáúåäèíåíèå ñâîèõ îäíîïîðîæäåííûõ ïîäêëàññîâ
Ôèòòèíãà èç Θ, ò. å. R = ∨Θ(Θ�t(Gi) | i ∈ I), ãäå Θ�t(Gi) � ïîäêëàññ êëàññà Ôèòòèíãà
R, i ∈ I.
Òîãäà â ñèëó êîìïàêòíîñòè ýëåìåíòà R íàéäóòñÿ òàêèå èíäåêñû i1, . . . , it ∈ I, ÷òî

R = Θ�t(Gi1) ∨Θ . . . ∨Θ Θ�t(Git) = Θ�t
(
(Gi1)× . . .× (Git)

)
.

�

Òåîðåìà 2. Ðåøåòêà âñåõ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà cnω (n > 0)
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ëþáîé n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûé êëàññ Ôèò-
òèíãà F ÿâëÿåòñÿ ðåøåòî÷íûì îáúåäèíåíèåì (â ðåøåòêå âñåõ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ
êëàññîâ Ôèòòèíãà) ñâîèõ îäíîïîðîæäåííûõ ïîäêëàññîâ Ôèòòèíãà Fi = cnω�t(Gi), ãäå i ∈ I.

Ïóñòü H = cnω�t

(⋃
i∈I

Fi

)
. Ïîêàæåì, ÷òî F = H. Ïóñòü G ∈ F. Òîãäà G ∈ cnω�t(G) ⊆

⋃
i∈I

Fi ⊆

cnω�t

(⋃
i∈I

Fi

)
= H. Ñëåäîâàòåëüíî, F ⊆ H. Îáðàòíî. Òàê êàê Fi ⊆ F, òî

⋃
i∈I

Fi ⊆ F. Ñëåäîâà-

òåëüíî, H ⊆ F. Òàêèì îáðàçîì, H = F.
Èíäóêöèåé ïî n äîêàæåì, ÷òî êàæäûé îäíîïîðîæäåííûé n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûé

êëàññ Ôèòòèíãà F = cnω�t(G) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ýëåìåíòîì â ðåøåòêå âñåõ n-êðàòíî
ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà.

Ïóñòü F = cnω�t(G) ⊆M = ∨nω(Fi | i ∈ I) = cnω�t

(⋃
i∈I

Fi

)
, ãäå Fi � n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîí-

íûé êëàññ Ôèòòèíãà.
Ïðè n = 0 óòâåðæäåíèå âåðíî â ñèëó ([42], òåîðåìà 1).
Ïóñòü n > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîïîðîæäåííûå (n − 1)-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûå

êëàññû Ôèòòèíãà ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè ýëåìåíòàìè â ðåøåòêå âñåõ (n−1)-êðàòíî ω-êîì-
ïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà cn−1

ω . Ïóñòü fi � ìèíèìàëüíàÿ cn−1
ω -çíà÷íàÿ H-ôóíêöèÿ

êëàññà Ôèòòèíãà Fi, m � ìèíèìàëüíàÿ cn−1
ω -çíà÷íàÿ H-ôóíêöèÿ êëàññà Ôèòòèíãà M,

f � ìèíèìàëüíàÿ cn−1
ω -çíà÷íàÿ H-ôóíêöèÿ êëàññà Ôèòòèíãà F. Ñîãëàñíî ëåììå 8 f(ω′) =

cn−1
ω �t

(
Rω(G)

)
, f(p) = cn−1

ω �t
(
Cp(G)

)
äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π

(
Com(G)

)
, f(p) = ∅ äëÿ âñåõ

p ∈ ω\π
(
Com(G)

)
. Òàê êàê F ⊆ M, òî ââèäó ëåììû 9 èìååì f 6 m. Ïî ëåììå 10 m =

∨n−1
ω (fi | i ∈ I). Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî p ∈ ω ∩ π

(
Com(G)

)
íàéäóòñÿ òàêèå èíäåêñû i1, . . . , it;

j1, . . . , jr ∈ I, ÷òî
Cp(G) ∈ fi1(p) ∨n−1

ω . . . ∨n−1
ω fit(p), Rω(G) ∈ fj1

(
ω′
)
∨n−1
ω . . . ∨n−1

ω fjr
(
ω′
)
.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî π
(
Com(G)

)
êîíå÷íî, òî èç ïîñëåäíåãî âûòåêàåò

G ∈ Fi1 ∨nω . . . ∨nω Fit ∨nω Fj1 ∨nω . . . ∨nω Fjr .

Ïîýòîìó

F ⊆ Fi1 ∨nω . . . ∨nω Fit ∨nω Fj1 ∨nω . . . ∨nω Fjr .

Èòàê, ðåøåòêà âñåõ n-êðàòíî ω-êîìïîçèöèîííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà cnω ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêîé. Ââèäó ëåììû 11 êîìïàêòíûìè ýëåìåíòàìè ðåøåòêè cnω ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè îäíî-
ïîðîæäåííûå êëàññû Ôèòòèíãà èç cnω. �

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ðåöåíçåíòà çà áëàãîæåëàòåëüíûå çàìå÷àíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëèëè ñó-
ùåñòâåííî óëó÷øèòü èçëîæåíèå.
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