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К РА Т К О  К В В ЕДЕ! 1И Е
В диссертации рассматриваются только конечные группы. Пусть 3 

класс групп. Тогда каждая группа (!, нс принадлежащая 3, обладает по край­
ней мере одной подгруппой II со следующими свойствами:

а )  НІд,
б) любая собственная подгруппа из Н принадлежит 3-
'Такая подгруппа Н называется минимальной нс 3-подгруппой. Если ока­

жется, что II — G, то сама группа называется минимальной не 3-группой 
(или, по терминологии Картера и Хоукса [1], критической группой для клас­
са 3  или З-критичеекой группой).

Поскольку каждая группа, не входящая в 3, содержит но крайней мере 
одну 3-критическую подгруппу, изучение свойств 3-критических групп яв­
ляется актуальной задачей. В 1903 году американские математики Миллер 
и Морено начали изучение минимальных неабелевых групп [2]. В 1924 го­
ду ОТО. Шмидт [3] изучил основные свойства ОТкритических групп (91 
класс всех нилыютентных групп), такие группы в настоящее время назы­
ваются группами Шмидта. Работа О.Ю. Шмидта была продолжена в 1948 
году К).А. Гольфандом |4]. В течение многих лет изучением влияния групп 
Шмидта на строеное группы занимался С.А. Чунихин [5]. В 1929 году С.А. 
Чунихин поставил общую задачу изучения групп с помощью 3-критичсских 
подгрупп [6]. Но долгое время общая теория 3-критических групп ограничи­
валась только группами Шмидта. Лишь в 1954 году Б. Хупперт приступил [7] 
к изучению минимальных несверхразрешимых групп. Работу Б. Хупперта в 
19G6 году продолжил К. Дёрк [8]. Но критические группы для других классов 
групп долго не изучались, так как требовались новые методы исследования. 
Такие методы стали создаваться начиная с 1963 года, когда появились первые 
работы по теории формаций. В 1967 1968 гг. в работах Картера, Фишера и 
Хоукса начинают изучаться разрешимые 3-критические группы для случая, 
когда 3  насыщенная формация. Таким разрешимым группам были по­
священы также работы [10-11] Йокоямы (1975 1976 гг.) и других авторов. В 
1979 году появилась фундаметальная работа В.Н. Семенчука [12], посвящен­
ная необязательно разрешимым 3-критическим группам для произвольной 
насыщенной формации 3- Итоги работы по изучению 3-критических групп 
вошли в монографии Л.А. Шеметкова [13], Дёрка и Хоукса [1], Го Вэньбиня
И-

Новый этап начинается с 1999 года, когда А.II. Скнбой и Л.А. Шо- 
мстковым [15] были разработаны методы частично насыщенных формаций. 
Использование этих методов позволило обратиться к задаче изучения 3- 
критических групп для случая, когда 3 частично насыщенная формация.
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Именно этой задаче и посвящена настоящая диссертация.
Следует заметить, что задача изучения ^-критических групп (в том чис­

ле и для ненасыщенных формаций) в последнее время привлекает внима­
ние многих алгебраистов, в том числе и таких крупных, как А. Баллсстер- 
Болинше (Испания) и Д. Робинсон (США) (см. ([16]), Г. Хайнекен (Германия). 
Профессор Г. Хайнекен посвятил критическим группам пленарный часовой 
доклад “Минимальные нс ^-группы”, который он прочитал на Международ­
ной алгебраической конференции в Гомеле 9 июля 2007 года.

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с крупными научными программами и темами
Представленная работа выполнялась на кафедре алгебры и геометрии 

учреждения образования «Гомельский государственный университет имени 
Франциска Скорины» с 2006 но 2008 г. в соответствии со следующией науч­
ной темой: “Развитие концепции факторной центральности и ее применение 
к анализу классов групп и других систем”. Тема входит в Государственную 
программу фундаментальных исследований “Математические модели” (но­
мер госрегистрации в БелИСА — 20061155), выполнение темы запланировано 
на 2006-2010 гг.

Цель и задачи исследования
Целью данной диссертации является построение общей теории конечных 

критических групп для частично насыщенных формаций 5  и нахождение 
свойств конечных групп, обладающих критическими подгруппами опреде­
ленного типа, классификация конечных групп по свойствам их слабо ква- 
зинормалъных подгрупп. Для достижения поставленной цели в диссертации 
необходимо было решить следующие задачи:

— задача о вхождении J -подгруипы в ^-покрывающую подгруппу;
— задача установления свойств 5-корадикала 5-критичсской группы;
— задача изучения подгруппового строения 5-критических групп;
— задача установления оценок р-длины группы, содержащей определен­

ные 5-критические подгруппы.
Объектом исследования являются 5-критические группы.
Предмет исследования — системы 5-критических подгрупп группы.
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П о л о ж ен и я ,  вынос п а  сплиту
1. Общая теория ^-критических групп, основными фрагментами кото­

рой являются описание строения З-корадикапа и подгруппового строения S'- 
критической груши,i (класс S-критических групп обозначается через .М(З))-

3.3.1 Теорема [ 1-А , 3-А]. Пусть 3 формация, G G Л4 (5).
7Г =  {р G Р I р I |G|, G р-разрешима}. Тогда G5 является либо примар­

кой 7Г-группой, либо ж'-группой.

3.3.2 Теорема [3-А, 6-А, 8-А]. Пусть /  внутренний и-локальный 
спутник из-•насыщенной формации 3 w G - группа такая, что G^ ф 1 яв­
ляется разрешимой нормальной из-подгруппой. Предположим, что каждая 
й-абнормальная максимальная подгруппа из G принадлежит 5- Тогда спра­
ведливы следующие утверждения:

1) G5 - р-группа для некоторого простого р £ из;
2) G*/Ф(О^) -  $-эксцентралъный главный фактор G;
3) $ (G 5) -  G5 П Ф(С) ę  Z(G5);
4) если СП неабелева, то её центр, коммутант и подгруппа Фраттипи 

совпадают, и имеют экспоненту р;
5) если G5 абыева, то она элементарна;
6) если р > 2, то экспонента G5 равна р; при р = 2 экспонента Gs не 

превышает 4;
7) G5 П Ф(С) С Z ^ G );
8) любые две $-абпормалъпые максимальные подгруппы группы G сопря­

жены в G.

3.3.3 Теорема [3-А, 6-А, 10-Aj. Пусть 3  L F ^F ) S -замкнутая 
из-насыщенная формация, где F является каноническим из-локальным спут­
ником формации 3- Если G5 является разрешимой из-группой и G является 
5 -критической группой, то справедливы следующие утверждения:

1) <i>(G) П (И =  Z®,(G) П G5 и G5<J>(G)/<I>(G) является единственной 
минимальной нормальной подгруппой из G/Ф(С);

2) Ст/Ф{Сф =  G5$(G )/$ (G )X M /$(G ). гс<е СгФ(С)/Ф(С) -  главный р- 
фактпор из G/Ф{G) и М/Ф(С) является F(p)-критической группой, р G из.

3.3.4 Теорема [3-А, 6-А]. Пусть 3 =  FF^.(F) S -замкнутая из- 
локалъная формация и F — канонический из-локальный спутник. Если G 
является 3 -критической группой и Gs яв^іяется разрешимой из-группой, то 
справедливы следующие утверясдсния:

1) ЬФ(С)/ Ф(С) € 01 ,,F(p) для любой собственной подгруппы, L группы. 
G, содержащей G®, р € tt(G5) П ап
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2) И/Ф(С) являемся 9lpF(p) -?г/дт<ической группой <Ь.ч . ноСой J- 
абнорлиыъной макашсыънт) подгруппы 11 группы р ь я (С''').

2. Нахождение р-длины р-разрешимой группы, содержащей ^-критическую 
подгруппу.

4.1.1 Теорем а [2-Л, 3-А]. Пусть 5 р-насыщенпая формация, G
р-разрешимая группа, II р-залікпут,ая $ -критическая подгруппа группы
G. Вели Пр = Gp, то lp(G) < 1.

4.1.2 Т еорем а [2-А]. Пусть А — холлова подгруппа р-разрсшимой груп­
пы G. Предположим, что А € М ($ ), где 5 р-насыщенпая формация. 
Тогда GpO ^(G ) < G, где я = я (А). В частности, lp(G) < 1.

3. Установление строения группы с силовской подгруппой, изоморфной
5-корадикалу 5-критической группы.

4.3.1 Т еорем а [4-А, 5-А, 1Ü-A). Пусть 5 р-насыщенпая формация,
G — p-jxi3peiuuMcui группа p -длины ф- 1. Пусть S(G)  /- 0  — множество 
всех секций А /В  G, удовлетворяющих следующим условиям:

1) Ц А / В )  ф 1;
2) силовская р-подгруппа А / В изоморфна 5 -корадикалу некоторой 5- 

критической группы К  такой, что или \Z(K^)\ — р или Z(K^)  С Z{K).
Тогда р = 3 и любая секция минимального порядка в S(G) изоморфна

[ Z 3 X  Z 3 ] S L 2 ( 3 ) .

4.3.2 Теорем а [4-А, 5-А, 10-А]. Пусть G -- 3-разрешимая группа с 
экстраспециалъной силовской 3-под группой Р. Предположим, что Р  изо­
морфна 5 -корадикалу некоторой 5 -критической группы, 5  — 3-насыщенная 
формация. Тогда хит 13(G) =  1 или 8Вг(3) содержится среди секций группы 
G.

Результаты диссертации являются новыми, они усиливают и развивают 
известные результаты других авторов и вносят вклад в изучение нормального 
строения групп.

Личный вклад соискателя
Диссертационная работа выполнена соискателем лично под руковод­

ством члена-коррсепондента НАН Беларуси, профессора, доктора физико- 
математических наук Л.А. Шсмсткова. Научным руководителем были по­
ставлены задачи и предложена методика их исследования. В совместной ра­
боте [3-А] результаты о критических группах, включенные в данную диссер­
тацию, принадлежат соискателю. В совместной работе [4-А] основные идеи и

б
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методы принадлежат научном) руководителю, а доказательства реализованы 
соискателем. Осгальные работы выполнены самостоятельно и опубликованы 
без соавторов.

Апробация результатов диссертации
Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на на­

учном семинаре кафедры алгебры и геометрии учреждения образования "Го­
мельский государственный университет имени Франциска Скорины”, на меж­
дународной алгебраической конференции “Классы групп, алгебр и их прило­
жения”, посвященной 70-лстию со дня рождения Л.Л. Шеметкова (Гомель, 
9 11 июля 2007 г.), на 6-й Международной алгебраической конференции в 
Украине (Украина, Каменец-Подольский, 1 7 июля 2007 г.), на XI Республи­
канской научной конференции студентов и аспирантов “Новые математиче­
ские методы и компьютерные технологии в проектировании, производстве и 
научных исследованиях” (Гомель 17 19 марта 2008 г.).

Опубликованность результатов диссертации
По теме диссертационного исследования опубликовано 10 работ, в том 

числе: 4 статьи в научных журналах, 2 препринта, 4 тезисов докладов. Общий 
объём опубликованных материалов составляет 3,41 авторских листа, в  том 
числе: статьи в научных журналах -  1,14 авторских листа, тезисы - 0,57 
авторских листа, препринты -  1,7 авторских листа.

Структура и объём диссертации
Диссертация состоит из перечня условных обозначений и определений, 

введения, четырех глав, заключения и библиографического списка в количе­
стве 35 наименований. Полный объем диссертации — 70 страниц, из них 4 
страницы занимает библиографический список.

Автор выражает глубокую признательность своему научному руководи­
телю профессору Леониду Александровичу Шемсткову за руководство и вни­
мание, оказанное им при написании данной диссертации.

ОСНОВНОЕ С О Д Е Р Ж А Н И Е  Д И С С Е РТ А Ц И И

Рассматриваются только конечные группы. Все используемые обозначе­
ния и определения стандартны и соответствуют [1].

Диссертация состоит из перечня условных обозначений и определений, 
введения, четырех глав, заключения и библиографического списка.

Глава 1 содержит обзор основных результатов диссертации.
В главе 2 собраны некоторые известные результаты, используемые в ос­

новном тексте диссертации.
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В диссертации показано, что наличие даже одной 5-критической под­
группа может оказывать еущегл венное влияние на нормальное строение груп­
пы. Следующие две теоремы являются обобщениями известных результатов 
В.С. Монахова [17] и В.Н. Семснчука [18].

4.1.1 Теорема [2-А, 3-А]. Пусть S — р-пасыщенпая формация, G 
р-разрешимая группа, И - p-замкнутая S -критическая подгруппа группы 
G. Пели Нр — Gp, то lp(G) < 1.

4.1.2 Теорема [2-А]. Пусть А — холлова подгруппа р-разрешимой груп­
пы G. Предположим, что A G где S — р-насыщепная формация.
Тогда GpO^(G) < G, где я — тг(Л). В частности, lp(G) < 1.

В диссертации получена информация о нормальной строении группы с 
силовской подгруппой, изоморфной S-корадикалу S-критической группы.

4.3.1 Теорема [4-А, 5-А, 10-А]. Пусть 5 — p-насыщенная формация, G 
-- р-разрешимая группа p-длины ф 1. Пусть S(G) ф 0  — множество всех 
секций А /В  G, удовлетворяющих следующим условиям:

1) Ц А / В )  ф 1;
2) силовская р-подгруппа А /В  изоморфна S -корадикалу некоторой S- 

критической группы К  такой, что или \Z{K^)\ — р или Z(K^)  С Z(K).
Тогда р = 3 и любая секция минимального порядка в S(G) изоморфна

{Z3 X Z3]SL2(3).
4.3.2 Теорема [4-А, 5-А, 10-А]. Пусть G — 3-разрешимая группа с жс- 

траспециалъной силовской Z-подгруппой Р. Предположим, что Р изоморф­
на %-корадикалу некоторой 5 -критической группы, S 3-насыщенная фор­
мация. Тогда или h(G)  ----- 1 или SL2(3) содержится среди секций группы 
G.

Из теоремы 4.3.1 вытекают известные результаты В.С. Монахова, В.Д. 
Мазурова, С.А. Сыскина и А.Х. Журтова (см. [17, 20, 21]), из нее вытекает 
существование широкого семейства р-разрешимых групп р-длины 1 с силов­
ской р-подгруппой класса нильпотентности 2.

Рекомендации по практическому использованию результатов 
диссертации

Работа имеет теоретический характер. Построенная в диссертации общая 
теория S-критических групп может быть использована для изучения нор­
мального и подгруппового строения групп, для нахождения р-разрешимых 
групп р-длины 1, а также при чтении спецкурсов в университетах.
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Р Э З Ю М ' Э

I Сяолаи

К анечны я кры ты чны я трупы  
д л я  часткова насычаных ф арм ацы й

Ключавыя слоны: канечная трупа, крыгычная трупа, карадыкал, выра- 
шальная трупа.

У дыссртацыі даследуюцца канечныя трупы з заданымі сістэмамі кры- 
тычных падіруп для часткова насычаных фармацый.

Знойдзена дэталевая інфармацыя пра падтрупавую i нармальную пабу- 
дову крытычпых групп з вырашальным карадыкалам. Атрыманы звесткі пра 
р-дліпу р-вырашальнай трупы з дадзснай сістэмай крытычпых подгрупп, а 
таксама р-вырашальпай трупы з сілаўскай падтрупай, якая ізаморфна кара- 
дыкалу некаторай к[)ытычнай трупы.

Усе атрыманыя вынікі дысертацыі з ’яўляюцца новымі. Яны маюць тэа- 
рытычны характар і мотуць быць выкарыстаны у даследаваннях йа тэорыі 
кансчных труп, а таксама пры чытанні спецкурсаў ва ўніверсітэтах.
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Р Е З Ю М Е  

И С яолан

К онечны е критические группы 
д л я  частично насыщ енных формаций

Ключевые слова: конечная группа, критическая группа, корадикал, раз­
решимая группа.

В диссертации исследуются конечные группы с заданными системами 
критических подгрупп для частично насыщенных формаций.

Найдена детальная информация о пордгрупповом и нормальном строе­
нии критических групп с разрешимым корадикалом. Получены сведения о 
p-длине р-разрешимой группы с данной системой критических подгрупп, а 
также р-разрешимой группы с силовской подгруппой, которая изоморфна 
корадикалу некоторой критической группы.

Вес основные результаты диссертации являются новыми. Они имеют тео­
ретический характер и могут быть использованы в исследованиях по теории 
конечных групп, а также при чтении спецкурсов в университетах.
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SUMM ARY

Yi Xiaolan

F in ite  critical groups 
for partia lly  sa tu ra ted  form ations

Key words: finite group, critical group, residual, soluble group.

In the dissertation finite groups with the given systems of critical subgroups 
for partially saturated formations are investigated.

A detailed information about subgroup and normal structure of critical groups 
with the soluble residual is obtained. An information on the p-length of ap-solublc 
group with the given system of critical subgroups and a p-soluble group with a 
Sylow subgroup isomorphic to a residual of some critical group is obtained.

All results of the dissertation are new. They have a theoretical significance 
and may be used in investigations on the theory of finite groups, and also while 
teaching special courses in universities.

' JO

ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ



Научное издание

И Сяолан

КОНЕЧНЫЕ КРИТИЧЕСКИЕ ГРУППЫ 
ДЛЯ ЧАСТИЧНО НАСЫЩЕННЫХ ФОРМАЦИЙ

специальность 01.01.06 — математическая логика, 
алгебра и теория чисел

Автореферат диссертации 
на соискание ученой степени 

кандидата физико-математических наук

Лицензия № 02330/0133208 от 30.04.04.
Подписано в печать 26.05.08. Формат 60 х 84 1/16. Бумага писчая № 1.

Гарнитура "Таймс"
Уел. псч. л. 1,16 Уч.-изд. 1,25 Тираж 60 экз. Заказ № 38.

Отпечатано с оригинала-макета на ризографе учреждения образования 
«Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины» 

Лицензия № 02330/0056611 от 16.02.04.
246019, г. Гомель, ул. Советская, 101.

ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ




