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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы диссертации.
Современная теория дифференциальных уравнений широко использует 

теорию обобщенных функций или распределений разработанную Л. Швар
цем. К сожалению сразу же был выявлен существенный недостаток этой 
теории: невозможно определить ассоциативную операцию умножения обоб
щенных функций. Поэтому область применения данной теории ограничива
ется только линейными задачами.

Около двадцати лет назад в работах Ж. Коломбо и его последователей 
были рассмотрены вложения обобщенных функций в алгебры объектов. Эти 
объекты были названы новыми обобщенными функциями или мнемофуна
циями. Основная идея построения подобных алгебр обобщенных функций 
состоит в том, что новой обобщенной функцией называется класс после
довательностей гладких функций. Наиболее обширная из такого рода ал
гебр была предложена 10.В. Егоровым, а общий метод построения был дал 
А.Б. Антоновичем и Я.В. Рады но. Опираясь на эти идеи Н.В. Лазакович, 
3. Лозанов-Црвенкович, С. Пилипович, М. Обергуггенбергер и др. построи
ли алгебры новых обобщенных случайных процессов.

Исследованиями однородных уравнений в дифференциалах в алгебре 
обобщенных случайных процессов занимались А.II. Ковальчук, Н.В. Лазако
вич. Е.Б. Розин. С.П. Сташуленок, О.Л. Яблонский и др. Для неоднородных 
уравнений частным случаем этой задачи занималась Н.В. Кашникова.

В данной диссертационной работе исследуются неоднородные уравнения 
в дифференциалах в алгебре обобщенных случайных процессов, поэтому те
ма исследований является актуальной.

Связь работы с крупными научными программами, темами. 
Диссертационная работа выполнена на кафедре функционального анализа 
БГУ в рамках госбюджетной научной темы НИР БГУ: 887/24 "Алгебраиче
ские и топологические структуры в теории дифференциальных и оператор
ных уравнений" (№ госрегистрации 20011616).

Цель и задачи исследования. Целью диссертационной работы явля
ется полная классификация ассоциированных решений неоднородных урав
нений в дифференциалах содержащих обобщенный процесс броуновского 
движения в прямом произведении алгебр обобщенных случайных процес
сов. Для достижения поставленной цели решались следующие задачи:
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1. Описание предельного поведения конечных сумм элементов алгебры 
обобщенных случайных процессов в одномерном и многомерном случае. На
хождение необходимых и достаточных условий для описания способов ап
проксимации неоднородных стохастических 0-интегралов от новых классов 
случайных процессов.

2. Построение всех ассоциированных решений неоднородных уравнений 
в дифференциалах в алгебре обобщенных случайных процессов.

3. Исследование систем неоднородных уравнений в дифференциалах в 
алгебре обобщенных случайных процессов.'

Объект и предмет исследования. Объектом исследования являются 
уравнения и системы уравнений в дифференциалах в прямом произведении 
алгебр обобщенных случайных процессов. Предметом исследований являют
ся ассоциированные решения указанных уравнений.

Методология и методы проведенного исследования. В диссерта
ционной работе наряду с классическими методами теории дифференциаль
ных уравнений, стохастического и нестандартного анализа, использовались 
методы теории новых обобщенных функций и обобщенных случайных про
цессов.

Научная новизна и значимость полученных результатов. Все ре
зультаты, полученные в диссертации, являются новыми. Их новизна состоит 
в том, что:

1. Дано полное описание предельного поведения неоднородных конечных 
сумм элементов алгебры обобщенных случайных процессов в одномерном и 
многомерном случаях. Найдены необходимые и достаточные условия сходи
мости этих сумм к стохастическим 0-интегралам для новых классов случай
ных процессов.

2. Построены все ассоциированные решения неоднородных уравнений в 
дифференциалах в алгебре обобщенных случайных процессов, содержащих 
обобщенный случайный процесс броуновского движения.

3. Доказана теорема существования и единственности решения систем 
неоднородных уравнений в дифференциалах в алгебре обобщенных случай
ных процессов. Исследованы ассоциированные решения подобных систем.

Практическая значимость полученных результатов. Основные 
результаты диссертации имеют теоретический характер. Рассмотренные в 
работе задачи имеют непосредственное приложение к исследованию реше
ний стохастических дифференциальных уравнений и могут быть использо
ваны при решении конкретных прикладных задач физики, химии, биологии
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и экономики, где в качестве моделей используются такие уравнения.
Основные положения диссертации, выносимые на защиту. На

защиту выносятся следующие результаты:
1. Полное описание предельною поведения неоднородных конечных сумм 

элементов алгебры обобщенных случайных процессов в одномерном и мно
гомерном случае

2. Построение всех ассоциированных решений неоднородных уравнений к 
дифференциалах в алгебре обобщенных случайных процессов, содержащих 
обобщенный случайный процесс броуновского движения.

3. Доказательство критерия существования и единственности решений 
систем неоднородных уравнений в дифференциалах в прямом произведении 
алгебр обобщенных случайных процессов. Описание ассоциированных реше
ний систем уравнений в дифференциалах в алгебре обобщенных случайных 
процессов.

Личный вклад соискателя. Все основные результаты, приведенные в 
выносимой на защиту диссертации, получены автором лично. Роль научно- 
го руководителя О.Л. Яблонского состояла к постановке рассмотренных в 
диссертации вопросов, и анализе полученных результатов.

Апробация результатов. Основные результаты диссертации доклады
вались па:

международных математических конференциях «Еругинские чтения 
VIII» (Брест, 2002) и «Еругинские чтения X» (Могилев. 2004);

III и IV региональной конференции молодых ученых и студентов «Со
временные проблемы математики и выч. техники» (Бреет, 2003 и 2003);

— международной математической конференции AMADE 2003 
(Минек, 2003);

— IX Белорусской математической международной конференции (Грод
но, 2004);

VII межвузовской научно-методической конференции молодых ученых 
(Брест, 2005);

Результаты работы докладывались на научном семинаре кафедры функ
ционального анализа БГУ (научные руководители профессор А.Б. Анто
нович и член-корреспондент ПАН Беларуси Я.В. Радыно).

Опубликованность результатов. Основные результаты диссертации 
опубликованы в 11 научных работах. Среди них 4 статьи в научных жур
налах и 7 тезисов докладов на научных конференциях. Общее количество 
страниц опубликованных материалов составляет 41 с.
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Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 
общей характеристики работы, четырех глав, заключения и списка исполь
зованных источников. Общий объем диссертации — 125 с., список использо
ванных источников состоит из 81 наименований на 8 страницах.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ
Во введении дано общее описание изучаемой проблематики и краткий 

обзор современного состояния исследований по теме, рассмотрены основные 
методы и направления исследования.

В первой главе даются определения понятий броуновского движения, 
стохастических интегралов и стохастических дифференциальных уравне
ний.

Во второй главе приводится определение алгебры обобщенных случай
ных процессов, вводятся стохастические ö-интегралы и изучается предель
ное поведение неоднородных конечных сумм элементов алгебры обобщенных 
случайных процессов, содержащих обобщенный процесс броуновского дви
жения в одномерном и многомерном случаях. Показано, что это предельное 
поведение полностью описывается стохастическими 0-интегралами.

Подобными вопросами для однородных сумм занимались А.Н. Коваль
чук, Н.В. Лазакович, С.П. Сташуленок, О.Л. Яблонский. Для неоднородных 
сумм И.В. Кашниковой рассматривались только интегралы Ито и Страто- 
новича.

Глава состоит из трех разделов. В первом разделе приводится конструк
ция алгебры обобщенных случайных процессов1' и доказывается ряд вспо
могательных результатов.

Пусть везде далее Т = [0, а] -  отрезок вещественной прямой R,a t  R, а 
(й,Л,Р) полное вероятностное пространство.

Расширенной прямой R называется следующее фактор-множество R = 
Ш/М, где I -  {(z„)~ i : Vn € N хп € R} и М -  {(а;„)“, х С R :
Бпо Vn > по хп — 0}.

Аналогичным образом определяется Т = Т/М, где Т — [0,а] С R, 
а £ М, Т -  {(хп)£щ : Vn е N хп € Т}.

Рассмотрим множество G(T,Q) последовательностей случайных функ
ций /п : Т X J2 —* R со следующими свойствами:
1. fn(t, •) является случайной величиной на (И, Л, Р) для всех t £ Т  и п € N;
2. /„(•,и>) С С°°(Т) для всех п £ N и почти всех и £ П.

1 И .В . Лазакович. Стохастические дифференциалы R алгебре обобщенных случайных процессов / /  
Доклады  А Н  Беларуси. — 1994. — Т. 38, Л>5. — С. 23-27 .
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Будем говорить, что последовательности F — (fn{t,w)) и G — (gn(t,ui)) 
эквивалентны, если существует такой номер «о, что для любых А G Т и почти 
всех ш G І2 — gn(t.bj) при п > тщ.

Черев С(Т,П) обозначим множество классов эквивалентности исходного 
множества G(Т, О). Очевидно, что G(T, П) образуе т алгебру с покоординат
ным сложением и умножением.

Множество G(T, Ü) - алгебра обобщенных случайных процессов, а ее эле
менты -  обобщенные случайные процессы.

Будем говорить, что о б о б щ енны й  с л у ч а й н ы й  процесс

Г [(/„(£, w))j е С{Т. 61)
а сс о ц и и р уе т  к л а с с и ч е с к и й  с л у ч а й н ы й  процесс  с непрерывными, интегриру
емыми и т.д. траекториями, если /„(/.,w) при п —* ос для почти всех и G О 
или в L~(S2. А. Р) сходится к данному процессу в соответствующем простран
стве непрерывных, интегрируемых и т.д. функций.

Пусть {Jt}teT стандартный, непрерывный справа поток а-алгебр, т.е.
С !Т, для A < s, 1а С А и Зўт — Уд
Везде далее через /?(/■), I G Т, будем обозначать одномерный стандарт

ный процесс ^-броуновского движения.
О б о б щ е н н ы м  с л у ч а й н ы м  п р о ц ессо м  броуновского  д в и ж е н и я  называется 

элемент алгебры (ĄTAI), ассоциирующий /?(/).
Рассмотрим множество

U = [h =  [(/?,„)] с Ж>0}, hn -г О, V -> оо.

Обобщенным дифференциалом произвольного элемента F = [(/n)J G 
G(T,Ü) по приращению h е. Л называется следующий элемент алгебры 
G(f, П)

d~hF = [Unit- -I hn,ui) -  f„{t,w))].
Пусть X{t) ^-согласованный случайный процесс.
Стохастическим 0-интегралом О G [U, 1] от процесса Л (А) по процессу 

броуновского движения H(t) называется предел по вероятности следующего 
выражения

« т
(0) /  X ( s ) d B ( s )  =  l ip  T ( O X ( U )  -г (1 -  e ) X ( t k_ 1) ) ( H ( t k ) -  B { t * _ ! ) ) ,

. /  A - > 0 “
О А 1

где 0 — Ао < Ai < ... < tm = t - разбиение отрезка [O,f],0 G [0 ,1 ],  а Л = 
max \Lk~tk i| -  диаметр разбиения.
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: r ' | 2 ->  0 , т о  д л я  с х о д и м о с т и  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  X n ( t)  р е ш е н и й  задаст  
К о ш и  (13)  в  L2(f2,./l, Р )  и  р а в н о м ер н о  по t  €  Т  н е о б х о д и м о  и  дост ат очно ,  
чт обы с г о д и л и с ь  ч и с л о в ы е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  К ' ( п ,  h n ), i 1, г .

В третьем разделе описываются ассоциированные решения системы (12). 
Т е о р е м а  4 .5  П у с т ь  д л я  л ю б ы х  п р е д с т а в и т е л е й  ( / , ’/ )  t  f v . (g'n) €  g',  

( B l )  С В 3, ( Л ”Д) е  X ' , (Л ’ ]]! ) £  Л '° ! в ы п о л н я ю т с я  ус ло ви е:

^ X n i h , ,  -  s , w )  -  ^ Х * { з , и )
т д1

^ - ( Г 3(з.Х1(в,ш))х
Г  1

\ [ B i ( h „  !- s, и )  -  B 3, ( s . x ) l  -  -fjjj9h(s< Л>,ш))/*„ -»■ 0 (Ki)

п р и  s —e + 0  д л я  п о ч т и  в с е х  и> £  f i  и л ю б ы х  I — 0 , 1 . 2 , тог да  р е ш е н и е  
зад а чи  К о ш и  (1 2 )  в G ( T ,  f i )  с у щ е с т в у е т  и ед и н ст в ен н о .

Т е о р е м а  4 .G  П у с т ь  вы п о л н е н ы  ус л о в и я  т ео р ем ы  Ą.6. f ' 3 £  C 2; ( X r f l ), 
i f  £  С д (Ж ’4 1 ) и тир E\X%ł(t) — x ’f 1 —> 0, т огда а с с о ц и и р о в а н н ы м и  реш с-

іб |0 ./ іп )

н и я м и  за д а ч и  К о т и  (1 2 )  я в л я ю т с я  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  ( Ц )  приО  С [0 ,1 /2 ] .
Считаю своим приятным долгом выр&'шть глубокую признательность и 

благодарность научному руководителю доценту кафедры функционального 
анализа Яблонскому Олегу Леонидовичу за постановку задачи, постоянное 
внимание и помощь в работе и профессору Лазаковичу Николаю Викторо
вичу за полезное обсуждение результатов работы и сделанные замечания.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате проведения диссертационных исследований получены сле
дующие основные результаты:

1. Дано полное описание предельного поведения неоднородных конечных 
сумм элементов алгебры обобщенных случайных процессов в одномерном и 
многомерном случае (2, 4, 5, 7, 10].

2. Построены все ассоциированные решения неоднородных уравнений в 
дифференциалах в алгебре обобщенных случайных процессов, содержащих 
обобщенный случайный процесс броуновского движения fl. 3. 8].

3. Доказан критерий существования и единственности решений систем 
неоднородных уравнений в дифференциалах в прямом произведении алгебр 
обобщенных случайных процессов. Описаны ассоциированные решения си
стем уравнений в дифференциалах в алгебре обобщенных случайных про
цессов [9, 6, 11].
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РЕЗЮМЕ
К а р и м о в а  Т а т ь я н а  И в а н о в н а

НЕОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ,
В АЛГЕБРЕ ОБОБЩЕННЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

Ключевые слова: случайный процесс броуновского движения, стохасти
ческий интеграл, обобщенный случайный процесс, ассоциированное решение 
уравнения в дифференциалах.

Объектами исследования являются уравнения и системы уравнений в 
дифференциалах в прямом произведении алгебр обобщенных случайных 
процессов. Предметом исследований являются ассоциированные решения 
указанных уравнений. Цель работы полная классификация ассоцииро
ванных решений неоднородных уравнений в дифференциалах, содержащих 
обобщенный процесс броуновского движения в прямом произведении алгебр 
обобщенных случайных процессов.

В диссертационной работе получены следующие новые результаты: ‘
1. Дано полное описание предельного поведения неоднородных конечных 

сумм элементов алгебры обобщенных случайных процессов в одномерном и 
многомерном случаях. Найдены необходимые и достаточные условия сходи
мости этих сумм к стохастическим 0-интегралам для новых классов случай
ных процессов.

2. Построены все ассоциированные решения неоднородных уравнений в 
дифференциалах в алгебре обобщенных случайных процессов, содержащих 
обобщенный случайный процесс броуновского движения.

3. Доказана теорема существования и единственности решения систем 
неоднородных уравнений в дифференциалах в алгебре обобщенных случай
ных процессов. Исследованы ассоциированные решения подобных систем.

Диссертация носит теоретический характер. Рассмотренные в работе за
дачи имеют непосредственное приложение к исследованию решений стоха
стических дифференциальных уравнений и могут быть использованы при 
решении конкретных прикладных задач физики, химии, биологии и эконо
мики, где в качестве моделей используются такие уравнения.
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РЭЗЮМЭ
КАРЫМАВА ТАЦЦЯНА ІВАНАЎНА 

НЕАДНАРОДНЫЯ РАЎНАННІ Ў ДЫФЕРЭНЦЫЯЛАХ 
У АЛГЕБРЫ АБАГУЛЫІЕЫЫХ 

ВБТПАДКОВЫХ ПРАЦЭСАЎ

Клточавыя словы: выпадковы працэс броўнаўскага руху, стахастычны 
іптэграл, абагульнены выпадковы працэс, дсацыяванае рашэнннс раўнання 
V дыфферэпцыялах.

Аб’ектамі даеледваиня з’яўляюцца раўнанпі і сістэмьт раўпанняў у дыф- 
фсрэнцыялах у прямым здабытку алгебр абагульненых ныпадковых пра- 
цэсаў. Прадметам даследвання з’яўляюцца асацыявапыя рашэшіі гэтых 
раўнанняў. Мэта работы поўпая класіфікацыя асацыяваных рашэнпяў 
ноаднародных раўнанняў у дыфферэпцыялах, якія ўтрымліваюць абагуль- 
непы працэс броўнаўекага руху ў прямым здабытку алгебр абагульненых 
вынадковых працэсаў.

У дысертацыйнай ітрацы атрымаиы наступныя повыя вынікі:
1. Дадзена ноўнае апісанпе лімітавых паводзіп неаднародных канечных 

сум элсментаў алгебры абагульненых выпадковых нрацэеаў у аднамерным і 
мнагамерным выпадках. Знойдзены неабходныя і дастатковыя ўмовы збеж- 
насці такіх сум да с гахастычііыхО-інтэгралаў для новых клаеаў выпадковых 
працэсаў.

2. Пабудаваны ўсс асацыяваныя рашэнні неаднаро, ціых раўнанпяў 
у дыфферэнцыялах у алгебры абагуленных вынадковых працэсаў, якія 
ўтрымліваюць абагульнены выпадковы працэс броўнаўскага руху.

3. Доказана тэарэма іспавання і адзіпасці рашэшш сіс/гэм йеадпародных 
раўнанняў у дыфферэнцыялах у алгебры абагуленных выпадковых нрацэ- 
саў. Даследаваны асацыяваныя рапіэіші падобных сістэм.

Дыеерч-ацыя мае тэарэтычны характар. Заданы, якія разглядаюцца у 
ей маюць непасрэдпас дачыненне да даследаваішя раіпэппяў стахастыч- 
иых ды(]>ферэнцыялыіых раўнанняў i могуць быць выкарыстаны пры ра- 
шэнні задач фізікі. хіміі, біялогіі і экапомікі, дзе ў якасці мадэлей выкары- 
стоўваюцца такія раўнанні.
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SUMMARY
K a r y m a v a  T a t s t a n a  I v a n a u n a

NÜNHOMOGENEOUS EQUATIONS WITH DIFFERENTIALS IN 
THE ALGEBRA OF GENERALIZED STOCHASTIC PROCESSES

K e y w o rd s : ra n d o m  p roce ss  o f  B ro w n ia n  m o t io n ,  s to c h a s tic  in te g ra l,  
g e n e ra liz e d  ra n d o m  p roce ss , a sso c ia te d  s o lu t io n s  o f  th e  e q u a t io n  w i th  
d if fe re n t ia ls .

T h e  o b je c ts  o f  th e  re se a rch  a re  e q u a tio n s  a n d  s ys te m s  o f  e q u a t io n s  w i th  
d if fe re n t ia ls  in  d ir e c t  p r o d u c t  o f  th e  a lg e b ra s  o f  g e n e ra liz e d  s to c h a s tic  processes. 
T h e  s u b je c t  o f  th e  re se a rch  a re  th e  a sso c ia te d  s o lu t io n s  o f  th is  e q u a tio n s . T h e  
p u rp o se s  o f  th e  in v e s t ig a t io n  a re  c o m p le te  c la s s if ic a tio n  o f  a sso c ia te d  s o lu t io n s  
o f  n o n h o m o g e n e o u s  e q u a tio n s  w ith  d if fe re n t ia ls .  T h e  fo l lo w in g  n e w  re s u lts  have  
been o b ta in e d  in  th e  th e s is :

1. C o m p le te  d e s c r ib in g  o f  l im i t in g  b e h a v io r  o f  n o n h o m o g e n e o u s  f in i te  sum s 
o f  e le m e n ts  o f  th e  a lg e b ra  o f  g e n e ra liz e d  s to c h a s tic  p rocesses is  g iv e n . N ece ssa ry  » 
a n d  s u ff ic ie n t c o n d it io n s  o f  con ve rg e n ce  o f  sum s  a b o ve  to  s to c h a s tic  0 - in te g ra ls  
fo r  n e w  classes o f  s to c h a s tic  processes a rc  fo u n d .

2. A l l  a sso c ia te d  s o lu t io n s  o f  th e  n o n h o m o g e n e o u s  e q u a tio n s  w i th  d if fe re n t ia ls  
in  th e  a lg e b ra  o f  g e n e ra liz e d  s to c h a s tic  processes in c lu d in g  g e n e ra liz e d  process 
o f  B ro w n ia n  m o t io n  h as  been  g ive n .

3. T h e  th e o re m  o f  e x is te n ce  a n d  u n iq u e n e ss  o f  s o lu t io n  fo r  s ys te m  o f  
n o n h o m o g e n e o u s  e q u a tio n s  w i th  d if fe re n t ia ls  in  th e  a lg e b ra  o f  g e n e ra lize d  
s to c h a s tic  processes is p ro v e d . T h e  a sso c ia te d  s o lu t io n s  o f  these  sys te m s  is 
researched.

T h e  re s u lts  o f  th e  th e s is  a re  th e o re t ic a l.  C o n s id e re d  p ro b le m s  h ave  
a p p lic a t io n s  to  in v e s t ig a t io n  o f  s o lu t io n s  o f  s to c h a s tic  d if fe re n t ia l  e q u a tio n s . T h e y  
can  be  used  fo r  s o lv in g  p ra c t ic a l p ro b le m s  in  p h y s ic s , c h e m is try ,  b io lo g y  a nd  
eco no m y, w h ic h  m o d e ll in g  b y  the se  e q u a tio n s .
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