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Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида 
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где P (x, y) и Q (x, y) взаимно простые многочлены с действительными коэффициента-

ми, имеющую алгебраический интеграл третьего порядка 
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Многие вопросы естествознания приводят к изучению таких систем. Однако в 

большинстве случаев невозможно найти их решения в виде элементарных функций. 

Для прикладных задач зачастую важнее знать не сами решения, а развитие процессов, 

которые описываются такими системами, во времени. Такими вопросами занимается 

качественная теория дифференциальных уравнений. 

Цель исследования заключается в выделении классов систем типа (1), обладаю-

щих интегралом вида (2), а также в нахождении состояний равновесия для этих систем 

и в определении их типов, что позволит проанализировать общее поведение их траек-

торий на протяжении любого интервала времени.  

Материал и методы. Материал исследования – автономные системы дифферен-

циальных уравнений второго порядка, имеющие алгебраические интегралы третьего 

порядка. Методами исследования являются методы качественной теории дифференци-

альных уравнений. 

Результаты и их обсуждение. Если (2) является частным интегралом системы 

(1), то имеет место соотношение  
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где L rx sy l= + + , r, s, l – действительные коэффициенты [1]. Кроме того, в [1] доказа-

но, что все состояния равновесия системы (1) лежат или на интеграле (2) или на пря-

мой rx + sy + l = 0. Предположим, что состояние равновесия О (0;0)  лежит на прямой 

L, тогда l = 0. Предположим также, что  1 2 1b b= = . Этого всегда можно добиться, из-

менив масштаб на координатных осях и на временной шкале. Тогда, на основании (3), 

находим соотношения, связывающие коэффициенты системы (1) и коэффициенты ин-

теграла (2): 

В нашем случае соотношения имеют вид: 

6s = , 23r a= , 2 0c = , 0c = , 2 0 = , 1 14 r = , 1 1 12 c s =  

Следовательно, или 1 0 = , или 1 0  , тогда 4r = , 12s c= . 

Пусть 1 0  , тогда   
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В этом случае система (1) и интеграл (2) имеют вид: 
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Пусть , , ,
t

a b x bx y by t
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= = = = , тогда, перейдя к старым обозначениям, получим 

систему: 
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с интегралом    
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Данная система имеет следующие состояния равновесия в конечной части плос-

кости: при 
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Для 
3

4
   исследован характер состояний равновесия системы (5): при 

3 3
,

4 2
   – точка O – седло, точка А1 – устойчивый фокус; при 

3

4
 = – точка O– сед-

ло, точка А1 – устойчивый фокус, A2 – сложное состояние равновесия с двумя гипербо-

лическими и одним параболическим секторами (седло-узел). 

Заключение. В данной работе получены условия существования у систем (1) 

частных интегралов (2), выделены классы таких систем,  найдены состояния равнове-

сия в конечной части плоскости и для 
3

4
   определен их тип.  
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