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Теорема. Для того, чтобы для системы f = ( f1, f2, . . . , fk), набора −→m = (m1,m2, . . . ,mk) ∈
∈ Z+

k и числа n ∈ Z+ задача Э-Л имела единственное решение, необходимо и достаточно, чтобы
матрица Hn,−→m была матрицей полного ранга, т.е. чтобы rank Hn,−→m = 2m.

Если rank Hn,−→m = 2m, то при определённом выборе нормирующего множителя ( j ∈
∈ {1,2, . . . ,k})

Qn,−→m (z) = D(n,−→m ;z),

P j
n,−→m (z) =

n j

∑
p=−n j

d j
p(n,

−→m ) zp,

Qn,−→m (z) f j(z)−P j
n,−→m (z) =

∞

∑
p=n+m+1

(
d j

p(n,
−→m )zp +d j

−p(n,
−→m )z−p

)
.
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Известным математическим инструментом для определения наличия общих корней у пар
полиномов являются результанты. При этом, в современной математической литературе имеется
крайне мало информации о способах точного вычисления общего корня двух полиномов через
их коэффициенты. Случай, когда общий корень имеет кратность больше, чем единица, вообще
не упоминается. Таким образом, объектом исследования в настоящей работе являются пары двух
алгебраических полиномов с комплексными коэффициентами, имеющие общий кратный корень.

Предварительные сведения. Пусть f (z) :=
n
∑

i=0
aizn−i (a0 ̸= 0) и g(z) :=

m
∑
j=0

b jzm− j (b0 ̸= 0) –

два многочлена, имеющие корни {αi}n
i=1 и

{
β j
}m

j=1 соответственно. Напомним, что результантом
многочленов f и g, называется произведение [1, §54]

R( f ,g) := am
0 bn

0 ·
n

∏
i=1

m

∏
j=1

(αi −β j). (1)

Если многочлены f и g имеют хотя бы один общий корень, то значение результанта, со-
ставленного из них, равно нулю.

Так как f (z) = a0
n
∏
i=1

(z−αi), g(z) = b0
m
∏
j=1

(z−β j), то их результант R( f ,g) можно предста-

вить в виде R( f ,g) = am
0 g(α1)g(α2) · . . . ·g(αn) = (−1)mnbn

0 f (β1) f (β2) · . . . · f (βm) .
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Известно также, что результант (1) можно представить в виде следующего определителя,
который иногда называют формулой Сильвестра

R( f ,g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 . . . an

a0 a1 . . . an

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
a0 a1 . . . an

b0 b1 . . . bm

b0 b1 . . . bm

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
b0 b1 . . . bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2)

В данном определителе m строк с коэффициентами полинома f (z) и n строк с коэффициентами
полинома g(z). В ячейках определителя, где оставлены пустые поля, подразумеваются нули.
Формула (2) естественным образом приводит нас к рассмотрению результанта, как функции от
коэффициентов многочленов f и g, т. е. R( f ,g)(a0, ...,an,b0, ...,bm). Именно в таком смысле мы
будем понимать результант в данной работе.

В монографии И.М. Гельфанда, М.М. Капранова и А.В. Зелевинского [2], доказано следующее
утверждение.

Предложение [2, с. 109]. Если полиномы f (x) = a0xn +a1xn−1 +a2xn−2 + . . .+an−1x+an и
g(x) = b0xm +b1xm−1 +b2xm−2 + . . .+bm−1x+bm имеют ровно один простой общий корень w, то
тогда w можно найти явно из соотношений:(

wn : wn−1 : wn−2 : . . . : w : 1
)
=

(
∂R( f ,g)

∂a0
:

∂R( f ,g)
∂a1

: . . . :
∂R( f ,g)

∂an

)
, (3)

(
wm : wm−1 : wm−2 : . . . : w : 1

)
=

(
∂R( f ,g)

∂b0
:

∂R( f ,g)
∂b1

: . . . :
∂R( f ,g)

∂bm

)
, (4)

где R( f ,g) – результант полиномов f (x) и g(x).
Для выполнения соотношений (3) и (4) принципиально важно, чтобы общий корень был только

один, и чтобы он не являлся кратным для какого-то из полиномов. Здесь можно привести пример

f (x) = (x−1)3, g(x) = (x−1)2, где все частные производные первого порядка
∂R( f ,g)

∂ai
, i =

= 0,1,2,3;
∂R( f ,g)

∂b j
, j = 0,1,2; равны нулю.

Полученные результаты. Следующее установленное в настоящей работе утверждение
описывает высшие производные результантов от многочленов, имеющих кратные общие корни.

Теорема 1. Пусть z1 = z2 = ...zs = w – корень кратности, как минимум, s (2 ⩽ s < n) для
многочлена f (z) =

n
∑

i=0
aizn−i (a0 ̸= 0) (здесь zi, i = 1, ...,n – корни f ). Пусть w также является

корнем многочлена g(z) :=
m
∑
j=0

b jzm− j (b0 ̸= 0). Тогда для результанта R := R( f ,g) имеют место

следующие равенства
1) для 1 ⩽ r < s

∂ rR
∂b jr ...∂b j1

= 0, ( jk = 0,1, . . . ,m) ; (3)

2)

∂ sR
∂b js ...∂b j1

= am
0 s!wsm−( js+...+ j1) ·

n

∏
i=s+1

gi ( jk = 0,1, . . . ,m) ,

где gi ≡ g(zi) = b0zm
i +b1zm−1

i + . . .+bm−1zi +bm =
m
∑
j=0

b jz
m− j
i (i = 1,2, . . . ,n).
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Если s = n, т. е. f (z) = a0(z−w)n, то для r < n выполняется равенство (3) и
∂ nR

∂b jn ...∂b j1
= am

0 n!wnm−( jn+...+ j1) ( jk = 0,1, . . . ,m) .

Ниже представлена связь между общим кратным корнем двух полиномов и отношением
частных производных от результанта, составленного из данных полиномов.

Теорема 2. Пусть f (z) =
n
∑

i=0
aizn−i (a0 ̸= 0, an ̸= 0), и g(z) =

m
∑
j=0

b jzm− j (b0 ̸= 0, bm ̸= 0). Если

многочлены f и g имеют ровно один общий корень w кратности s для f и кратности p для g,
то тогда w удовлетворяет соотношениям:

∂ sR
∂b js ...∂b j1

:
∂ sR

∂bks ...∂bk1

= w(ks+...+k1)−( js+...+ j1) ( jr,kr = 0,1, . . . ,m) .

и
∂ pR

∂aip ...∂ai1
:

∂ pR
∂alp ...∂al1

= w(lp+...+l1)−(ip+...+i1) (ir, lr = 0,1, . . . ,n) .
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Продолжено исследование уравнения
n

∑
k=0

[
(a(t)pk(t)+b(t)qk(t))φ(k)(t)+

k!
πi

(a(t)pk(t)−b(t)qk(t))
w

L

φ(τ)dτ
(τ− t)k+1

]
= f (t), t ∈ L. (1)

Здесь L – простая гладкая замкнутая положительно ориентированная кривая на комплексной
плоскости. На кривой L непрерывные по Гельдеру функции a(t) ̸= 0, b(t) ̸= 0, pk(t), qk(t), f (t) заданы,
а непрерывная по Гельдеру вместе со своими производными до порядка n функция φ(t) является
искомой. Все функции комплекснозначны, n∈N, интегралы понимаются в смысле конечной части по
Адамару. Общая схема исследования уравнения (1) указана в [1]. Эта схема содержит возможность
подбирать функции pk(t), qk(t), для которых исследование уравнения (1) носит законченный
конструктивный характер. Укажем два новых таких случая.

1. pk(t) = (Ak − (µ1 +µ2)Ak+1 +µ1µ2Ak+2) t2 + ((µ1 +µ2)Ak+2 −2Ak+1) t + 2Ak+2, qk(t) =
= (Bk − (σ1 +σ2)Bk+1 +σ1σ2Bk+2) t2 + ((σ1 +σ2)Bk+2 −2Bk+1) t + 2Bk+2, k = 0,n, n ⩾ 3, где
µ1, µ2, σ1, σ2, Ak, Bk – заданные комплексные числа, подчиненные некоторым несложным огра-
ничениям.

2. pk(t) = (Ak −αAk+1)P(t)−Ak+1P′(t), qk(t) = (Bk −βBk+1)Q(t)−Bk+1Q′(t), k = 0,n, n ⩾ 2,
где P(t), Q(t) – произвольные заданные многочлены, а α, β, Ak, Bk – заданные комплексные числа,
подчиненные незначительным ограничениям.

В этих случаях явно указаны условия разрешимости уравнения (1). При их выполнении
дано точное аналитическое решение уравнения. Приведены примеры. Часть результатов подробно
опубликована в [2].


