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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Важные задачи небесной механики, физики 
и техники приводят к исследованию колебаний и исследованию ус
тойчивости решений систем, описываемых нелинейными обыкновенны
ми дифференциальными уравнениями. Методы исследования колебаний 
и устойчивости решений таких систем разработаны достаточно пол
но и нашли отражение во многих монографиях.

В последние годы, в связи с развитием некоторых областей 
науки и техники, в первую очередь систем автоматического регули
рования, встречаются системы, которые описываются дифференциаль
ными уравнениями с последействием и разностными уравнениями.Важ
ными вопросами в теории таких уравнений являются вопросы перио
дичности и устойчивости решений.

В середине 60-х годов А.М.Самойленко разработал числешЬ- 
аналитивеский метод исследования периодических решений неавто
номных систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Этот ме
тод затем обобщался другими авторами на различные классы диф
ференциальных уравнений с запаздыванием и разностные уравнения.

Как известно, нелинейные автономные системы с запаздывани
ем существенно отличаются от неавтономных. Одной из особенностей 
является тот факт, что для неавтономных систем любое периодиче
ское решение имеет вполне определенный, наперед заданный период, 
равный или кратный периоду правых частей системы. Автономные сис
темы, поскольку они не содержат явно времени, имеют периодиче
ские peraetMH с периодом, который заранее неизвестен.

В связи с этим представляется актуальным обоснование приме
нимости численно-аналитического метода к нелинейным автономным 
системам с запаздыванием. Кроме того, представляется актуальной 
задача исследования периодических решений некоторых важных клас
сов систем разностных уравнений.

Задача об устойчивости движения по отношению к части пере
менных, впервые поставленная А.М.Ляпуновым, к настоящему време
ни достаточно полно решена усилиями В.В.Румянцева.А.С.Озираяера, 
К.Пейффера, Н.Руша, К.Кордуняну и.их последователей. В последние 
годы появились отдельные работы Г.С.Юдаева и др. , посвященные 
перенесению, полученных-при решении упомянутой задачи, результа
тов да системы дифференциальных уравнений о последействием.
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Однако задача об устойчивости по части переменных решений 
систем с последействием и разностных уравнений в общей постанов
ке до сих пор не рассматривалась. В силу сказанного, распростра
нение идеи и теорем второго метода Ляпунова на системь дифферен
циальных уравнений с последействием и разностных уравнений для 
исследования устойчивости по части переменных решений названных 
уравнений является актуальным.

Объект исследования. Объектом исследования являются перио
дические автономные системы нелинейных дифференциальных уравне
ний с запаздыванием, линейные и нелинейные дифференциальные урав
нения с последействием, а также линейные и нелинейные разностные 
ураш ения. *

Цель работы. I .  Изучение периодических решений автономных 
'систем нелинейных дифференциальных уравнений е запаздыванием и 
некоторых классов систем разностных уравнений п р  помощи числен
но-аналитического метода А.М.Самойленко и тем самым расширение 
области применимости этого метода. Построение эффективных алго
ритмов отыскания периодических реданий и установление признаков 
существования таких решений. *

2. Исследование общей задачи об устойчивости по части пере
менных решений систем дифференциальных уравнений с последействи
ем и разностных уравнений на основе второго метода Ляпунова.

Общие методы исследования. В работе при решении задачи о 
периодических решениях систем с запаздыванием и разностных урав
нений используются численно-аналитический метод А.М.Самойленко, 
а также различные, методы теории дифференциальных уравнений и 
функциональною анализа.

Для решения задачи об устойчивости по части переменных сис
тем с последействием и разностных уравнений главным образом при
меняются идеи второю метода Ляпунова. В доказательствах некото
рых признаков устойчивости по части переменных используются так
же построения и конструкции, предложенные Н.II.Красовским, А.С. 
Озиранероы, А.Халанаем, Д.Векслером, К.Кордуняну.

Научная новизна. Все поставленные в диссертации вопроси ре
шены впервые. I .  Численно-аналитический метод А.М.Самойленко 
впервые применяется для исследования периодических решений авто
номных нелинейных дифференциальных уравнений с запаздывающим ар
гументом. Получены новые теоремы существования периодических ре
шений. 2 . Построены эффективные алгоритмы отыскслия периодиче-
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ских решений и доказаны теоремы существования таких решений не
которых классов систем разностных уравнений при помощи названно
го метода А.М.Самойленко. 3 . Вводится понятие знакоопределенно
го и допускающего бесконечно малый высший предел по части пере
менных функционала и на основе этого понятия доказываются теоре
мы об устойчивости, асимптотической устойчивости и неустойчивос
ти по части переменных систем дифференциальных уравнений с пос
ледействием. Показано, что теорема об асимптотической устойчи
вости по части переменных обратима в случае устойчивости, равно
мерной относительно начальных данных. Устаноален критерий ус
тойчивости по части переменных систем с последействием по перво
му приближению. 4. С помощью понятия знакоопределенной и убыва
ющей по части переменных последовательности скалярных функций 
Ляпунова идеи и теоремы второго метода Ляпунова распространены 
на системы разностных уравнений для установления признаков ус- 

* тойчивости и неустойчивости по части переменных этих уравнений. 
Приведены условия существования скалярных функций Ляпунова, . а 
также критерий устойчивости по части переменных систем разност
ных уравнений по первому приближению. Установлены необходимые и 
достаточные условия ограниченности по части переменных решений 
систем разностных уравнений.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты работы: 
расширяют области применимости численно-аналитического метода 
А.М.Самойленко; дают возможность исследовать колебательные про
цессы, описываемые системами нелинейных автономных дифференци
альных уравнений с запаздывающим аргументом и некоторых классов 
разностных уравнений; могут быть применены для решения различ
ных задач теории устойчивости дифференциальных уравнений с пос
ледействием и разностных уравнений.

Апробация работы. Основные результаты диссертации доклады
вались: на республиканском семинаре по дифференциальным уравне
ниям при Киевском государственном университете им. Т.Г.Шевченко, 
руководимом членом-корр. АН УССР, проф;А.М.Самойленко (1978—
1980 г . г . ) ;  на наяно-методических семинарах кафедр математичв- 

. ского анализа и шчислительной математики и ежегодной конферен
ции преподавателей Нукусского государственного университета им, 
Т.Г.Шевченко (І979 -І98 І г - .г .) ;  на I  республиканской конференции 
молодых яоны х и специалистов (г.Н укус, 1981 г . ) .

Публикации. По теме диссертации опубликовано 6 н а я ны* ра- 
бот [ 1-6]  . '
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Объем и структура работы. Объем диссертации составляет-105 
страниц машинописного текста. Работа состоит из введения, четы
рех глав и списка цитированной литературы, содержащего т ',,0 наи
менований.

СОДЕРЖАНИЕ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИИ

Во введении обосновывается актуальность темы, формулируется 
цель исследования, приводится краткий обзор работ по данной те
матике, дается общая характеристика результатов и краткое описа
ние содержания диссертации.

Первая глава диссертации посвящена распространению численно- 
аналитического метода А.М.Самойленко на нелинейные автономные 
системы дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом.

В § І . І  изложена схема метода отыскания периодических реше
ний автономных систем с запаздыванием вида

^ р - Х С Т О .Ш Н й ,  ur=co£(u,ir), и >
где W -  11 -мерный вектор, X -  T1 -мерная вектор-функция .‘iX ) -  

постояняое запаздывание. Пусть А  -  постоянная (Пхп) -мерная 
действительная матрица, все собственные значения которой .являют- 
оя чисто мнимыми и целыми кратными числу L ( i 2- ~ l )  . Тогда при 
помощи преобразования переменных

и = езсрСА0)у(О), V=ä(0), 0 = СО£ + ф ( 2 )
данная система ( I )  может быть приведена к неавтономной системе с 
запаздыванием с периодической по t  периода 2$  правой частью я 
зависящей от неизвестного параметра СО вида

3t “  c o t  с у ,а ) .  ( 3 )

Предположим, что вектор-функция fCt,Ct,p) в области D  из
менения переменных ЭС удовлетворяет неравенствам

|fC t*ot(p ) U M ,  ( 4 )
I f  c t .a ' . p ')  -  f  Ct,x", p* )| < K i  I х '-  X1'!+ K a I p p "  I ,

где М  -  вектор с положительными компонентами, K j и К г_ матрицы 
с положительными компонентами, ?, кроме того, выполняются усло
вия: I )  множество 1 )ш не пусто; 2 ) собственные числа матрицы
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лежат в круге единичного радиуса. Здесь 1)ш -  множество точек
области X) , принадлежащих осіластй ]) вместе со своей -
окрестность».

При этих предположениях к системе (3) применим численно-ана
литический метод А.М.Самойленко, согласно которому пбследователь- 
ность периодических периода 2.3І функций

j t
г  4t,+i ( t , a 0,.oj)-oce+ ~  f C U  ,л (s ,x 0,cĄ i *(з-сЛ^*со><йЛ  ̂ o ^ d ą  

, п °  ( 5 }

D
равномерно сходится к предельной функции, удовлетворяющей систе
ме интегральных уравнений 

t
'I  ( t  , х 0 ,со)= ОС 0+ - i  j  {fes,ot (S ,x 0,co), ос (5 - co t,ac0,co))-coü(i0,ü)}dS>

I s c
ü ( l e, c o ) = ^ i - -  j f C t , I ( t Jct0,c o ^ 3 [ ( t - c o <l,3 r0,c o ) )d t .

Показано, что вектор-функция Д(ОСс,оо), в отличие от вектор-функ
ции ЛСД o') для неавтономных систем, зависит от начального зна
чения d 0 и параметра со и является непрерывной по Т 0 , о.) .

§ 1 . 2  посвящен вопросу существования периодических решений 
автономных систем с запаздыванием. Пусть система (3) удовлетво
ряет неравенствам (4) и условиям I ) ,  2 ) .  Тогда справедлива

Т е о р е м а  І .  I .  -Пусть система (3 ) ,  удовлетворяющая не
равенствам (4) и условиям I ) ,  2 ) , такова, что

а) для некоторого целого лп отображение

i  П
Д m (CCgjCO) — Tn-iCt,3C0,G)),

имеет изолированную особую точку (X g ,a)).‘ü w(x^,Go) = 0  с ненуле
вым индексом; j ^

б) существует замкнутая выпуклая область.Всос Deo * -'со* име~ 
ющая (Хд.ссО единственной особой точкой, такая, ’что на ее грани
це Гр* имеет место неравенство

Ы ęi la,rt« .“ )l>S{i?(KrK!')Ma’"(E-QT1}i’'msl-
Тогда система (3) имеет периодическое решение, для которого X ^D ^- 

Следующее утверждение позволяет выделить такое подмножест
во 15 != Б и)П{х-Г1“ Х г,а| с 1 )ш х , которому мсгут принадлежать
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неравенствам
II у , И  V,, (Хп) 4 М  (ІУт,11 f  II ä  J ) , M > О 

с*>„( ^ К  -  (d - q.)Vn ( a * ) *  О *  <\< І ,
где ^рС Х ^-п олн ая  разность функции V ^ C ln )  . взятая в силу сис- 
темн (1 6 ).

Пусть вектор-функции Cjn , І1 Т) непрерывны по y t ) , Зц  и удов
летворяют неравенству

II 9п (уп,Хп)ІІ + II Ьц ( у m3 ri)ll ^ d-1! У и II7 cA= COTISt>0.
Тогда имеет место .

Т е о р е м а  4. 10. Если репе н и е£ =0 линейной системы 
первого приближения (17) вкспонеяциально-асимптотически Lj -у с 
тойчиво и если постоянная d . достаточно мала, то решение Х„=0 
возмущенной системы (18) также экспоненциально-асимптотически 

у -устойчивс).
§ 4 .5  посвящен исследованию Lj -ограниченности решений 

системы разностных уравнений (16) при помощи метода скалярных 
функций Ляпунова. Установлен критерий II -ограниченности решений.
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