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УДК 512.543 
 

О свободных подгруппах в обобщенных  

тетраэдральных группах типа (3, 8, 2, 2, 2, 2)  
 

В.В. Беняш-Кривец*, Я.А. Жуковец** 

*Белорусский государственный университет 

**Учреждение образования «Белорусский государственный педагогический  

университет им. М. Танка» 
 
В статье рассматриваются обобщенные тетраэдральные группы с копредставлением 

3 8 2 2 2 2, , ( , ) ( ) ( ) 1a b c a b c R a b bc ac , где 1 1 2 2( , ) ... ,s sk lk l k l
R a b a b a b a b  1 2,1 7,i ik l 1 1... ,  ...s sK k k L l l . До-

казано, что в следующих случаях  содержит неабелеву свободную подгруппу и, следовательно, удовлетворяет альтернативе Титса: 

1) s  – нечетное; 2) s  – четное и либо 0 ( mod 3),K  либо 4( mod8)L ; 3) 6s . 

Ключевые слова: обобщенная тетраэдральная группа, альтернатива Титса, свободная группа. 

 

 

On free subgroups of generalized tetrahedron groups  

of (3, 8, 2, 2, 2, 2) type 
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We consider generalized tetrahedron groups with corepresentation 3 8 2 2 2 2, , ( , ) ( ) ( ) 1a b c a b c R a b bc ac , where 

1 1 2 2( , ) ... ,s sk lk l k l
R a b a b a b a b  1 2,1 7,i ik l 1 1... ,  ...s sK k k L l l . It is proved that in the following cases  contains a non-abelian 

free subgroup and hence satisfies the Tits alternative: 1) s  is odd; 2) s  is even and either 0( mod 3)K  or 4 ( mod 8)L ; 3) 6s . 

Key words: a generalized tetrahedron group, the Tits alternative, a free group. 

 

оворят, что группа G  удовлетворяет 

альтернативе Титса, если G содержит 

либо неабелеву свободную подгруппу, либо 

разрешимую подгруппу конечного индекса. 

Обобщенные тетраэдральные группы имеют 

копредставление  
31 2

12

23 13

( , )
, , ,

( , ) ( , ) 1

kk k l

m n

b c R a b
a b c

R b c R a c

a
 

где 1 2 3, , , , , 2,k k k l m n  ijR  – циклически реду-

цированное слово, которое не является собст-

венной степенью. Розенбергер и Файн в [1] вы-

двинули гипотезу, что каждая обобщенная тет-

раэдральная группа удовлетворяет альтернативе 

Титса. К настоящему времени эта гипотеза до-

казана для всех обобщенных тетраэдральных 

групп (см. [1 2]), кроме групп, имеющих ко-

представление 

31 2

4

2

13

( )
, ,

( ) ( , ) 1

kk k

k n

a b c a b
a b c

b c R a c
, 

для которого выполнено одно из условий:  

1) 4

1 2 3

1 1 1 1
1, 2;k

k k k n
  

2) 
13R a c , 3,4,5n , 4 3,k  

    
1 2 3

1 1 1 1 7
;

6k k k n
  

3) 1 1 2 2

13R a c a c , 4 3,k  
1 2 3

1 1 1 2
.

3k k k
  

В данной работе мы рассмотрим группы вида 
3 8 2 2 2 2, , ( , ) ( ) ( ) 1 .a b c a b c R a b bc ac

Доказывается следующая 

Теорема. Пусть 
3 8 2 2

2 2

( , )
, ,

( ) ( ) 1

a b c R a b
a b c

bc ac
 – 

обобщенная тетраэдральная группа, где 
1 1 2 2( , ) ... ,s sk lk l k lR a b a b a b a b  1 2, 1 7i ik l . 

Положим 1 1... ,  ... .s sK k k L l l   В сле-

Г 
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дующих случаях  содержит неабелеву сво-

бодную подгруппу и, следовательно, удовлетво-

ряет альтернативе Титса: 1) s  – нечетное;  

2) s  – четное и либо 0 ( mod 3),K  либо 

4 ( mod 8)L ; 3) 6s . 

Рассмотрим подгруппу 1  группы , поро-

жденную элементами , .a b  Тогда 1 , ин-

декс 1[ : ] 2  и 1  имеет копредставление 

3 8 2 1 1 2

1 , ( , ) ( , ) 1a b a b R a b R a b . Та-

ким образом, если 1  содержит свободную не-

абелеву подгруппу, то и  содержит такую 

подгруппу. 

Далее мы будем обозначать через [ ]A  образ 

матрицы 2 ( )A SL C  в 2 ( ),PSL C  через tr A  –

 след матрицы .A  Подгруппа 2 ( )H PSL C  на-

зывается элементарной, если любые два эле-

мента бесконечного порядка из H  имеют об-

щий ненулевой собственный вектор. Неэлемен-

тарная подгруппа H  из 2 ( )PSL C  содержит не-

абелеву свободную подгруппу [3]. Там же дока-

зано, что если H  порождена двумя элементами 

[ ],  [ ],A B  то H  неэлементарна тогда и только 

тогда, когда H  неприводима, бесконечна и от-

лична от бесконечной группы диэдра. При этом 
H  является бесконечной группой диэдра в 

точности тогда, когда хотя бы два из трех чисел 

tr ,A  tr ,B  tr AB  равны нулю. Конечными под-

группами в 2 ( )PSL C  являются циклические 

группы, группы диэдра ,nD  а также 4 4 5, , .A S A  

Нетрудно показать, что элемент 

2[ ] ( )X PSL C имеет порядок 2n  тогда и 

только тогда, когда tr 2cos ,
u

X
n

 где 

( , ) 1.u n  Гомоморфизм 
 

 21 1

( , )
: , ( )

( , ) 1

k l m

m

a b R a b
a b PSL

R a b
C   

будем называть существенным, если образы 

элементов ,a  ,b  1 1( , ), ( , )R a b R a b  имеют по-

рядки ,  ,  ,k l m m  соответственно. Группу  

будем называть псевдоконечной, если образ 

( )  конечен для любого существенного пред-

ставления .  Идея доказательства теоремы со-

стоит в том, чтобы построить представление 

2: ( ),G PSL C  где G исследуемая группа, 

такое, что ( )G  – неэлементарная подгруппа. 

Мы используем стандартные факты и обозначе-

ния из теории характеров Фрике (см., например, 

[4 6]). 

Отметим также следующий факт: пара мат-

риц 2, ( )A B SL C  порождает приводимую под-

группу тогда и только тогда, когда 
1 1tr 2,ABA B  а это равносильно условию 

 

2 2 2(tr ) (tr ) (tr ) tr tr tr 4 0.A B AB A B AB  (1) 
 

Пусть 3F  – свободная группа с базисом 

1 2 3, ,g g g  и 
3

w F  – произвольный элемент. 

Обозначим ,
ii gx  ,

i jij g gy  .
i j kijk g g gz  В [5] 

доказано, что  

1 2 3 12 13 23

1 2 3 12 13 23 123

( )

( )

, , , , ,

, , , , , ,

w w

w

A x x x y y y

B x x x y y y z
 

где 

1 2 3 12 13 23 1 2 3 12 13 23( ), ( ), , , , , , , , , ,
w wA x x x y y y B x x x y y y  

– многочлены от переменных 

1 2 3 12 13 23, , , , , .x x x y y y  Пусть  

1 23 2 13 3 12 1 2 3 ,P x y x y x y x x x  
2 2 2 2 2 2

1 2 3 12 13 23

12 13 23 1 2 12 1 3 13 2 3 23 4.

Q x x x y y y

y y y x x y x x y x x y
 

Тогда 123z  и 132z  – корни квадратного уравнения 
2 0.z Pz Q  (2) 

Рассмотрим группу 

 
3 8 2 1 1 2

1 , ( , ) ( , ) 1 .a b a b R a b R a b  

Пусть ( , , )RQ x y z  – полином Фрике элемента .R  

Положим ( ) (1, 2cos , ).
8

Rg z Q z  Если 0z  –

корень ( ),g z  то существуют матрицы 

2, ( )A B SL C  такие, что tr 1, tr 2cos ,
8

A B  

0tr AB z  и tr ( ) 0R AB  (см. [7], лемма 2).  

Тогда 3 8 2[ ] [ ] ([ ], [ ]) 1A B R A B  и, так  

как 1 1tr ( , )R A B 1 1 1 1(tr , tr , tr )RQ A B A B  

= 0(tr , tr , tr ) ( ) 0RQ A B AB g z , то отображе-

ние [ ],  b [ ]a A B  задает представление 

группы 1.  Пусть 0z  – некоторый корень поли-

нома ( ).g z  Обозначим через 0( )G z  группу, по-

рожденную [ ], [ ].A B  Так как tr 1A  и 

tr 2cos ,
8

B  то 0( )G z  не является группой ди-

эдра, а также отлична от групп 4 4 5, ,A S A  [3]. 

Если 0z  не является корнем уравнения 

2 22cos 3 4cos 0,
8 8

z z т.е. 0

11
2cos ,

24
z  
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0

5
2cos

24
z , то из (1) следует, что группа 

0( )G z  неприводима, а следовательно, неэле-

ментарна. В этом случае группа 1  содержит 

свободную неабелеву подгруппу.  

Лемма 1. Если s  – нечетное, то существу-

ет существенный гомоморфизм 

1 2: ( )PSL C  с неэлементарным образом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть не существует 

существенного гомоморфизма 1 2: ( )PSL C  

с неэлементарным образом.  В этом случае мно-

гочлен ( )g z  имеет вид:  

1 2

0

11 5
( ) 2cos 2cos

24 24

s s

g z A z z ,  

где 1 2s s s . Пусть для определенности 

1 2 .s s  Чтобы найти коэффициент 0 ,A  рас-

смотрим полиномы ( ),nP x  которые удовлетво-

ряют начальным условиям 1( ) 0,P x  0 ( ) 1P x  

и рекуррентному соотношению 

1 1( ) ( ) ( )n n nP x xP x P x . В [8] доказано, что ес-

ли 1 1

2,s su vu vw g h g h F  где 1,s   цикличе-

ски редуцированное слово, и ,gx  ,hy  

,ghz  то полином Фрике [ , , ]wQ x y zZ  имеет 

вид 
0( , , ) ( , ) ( , ),s

w sQ x y z M x y z M x y  где 

1 1

1

( , ) ( ) ( ).
i i

s

s u v

i

M x y P x P y  Следовательно,  

1
2 3

0 1 1

1

1 2cos
8

2cos 2 1 2 ,
8

i i

s

k l

i

h
h h

A P P

 

где 1h  – количество двоек, четверок и шестерок 

среди il ; 2h  – количество троек и пятерок среди 

il ; 3h  – количество четверок среди il . 

Имеем ( ) (1, 2cos , ) [ ]
8

Rg z Q z K z , где 

(2cos )
8

K Q . Запишем 

1 2 2

2

0

11
( ) 2cos 2cos 1 2

24 8

s s s

g z A z z z . 

Рассмотрим коэффициент 

1 2 1 0 1 2 2

11
2cos ( ) 2cos

24 8
s sM A s s s  при 

1 2 1s sz . Так как 
11

2cos
24

K  и 1 2 0s s , то 

1 2 1s sM K . Получили противоречие. Анало-

гичный результат имеем при 1 2 .s s  Лемма до-

казана. 

Лемма 2. Если  
 

1 2

0

11 5
( ) 2cos 2cos

24 24

s s

g z A z z ,  

 

то s  четно, 1 2s s  и 

0 ( mod 3),K 4 ( mod 8),L  где 

1 1... ,  ... .s sK k k L l l  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если 1 2s s , то ( )g z  

не может иметь требуемый вид, как следует из 

доказательства леммы 1. Положим 
8 3

8 3

1 0
, ,

0
A B

t
 где cos sin .

24 24
i  

Тогда tr 2cos 1,
3

A  tr 2cos ,
8

B  

11
tr 2cos .

24
AB t  Имеем равенство 

tr ( , )R A B  
11

2cos
24

g t  

= 
2

1

0

11 5
2cos 2cos

24 24

s

s
A t t . 

В этом случае свободный член в 

11
2cos

24
g t  равен нулю.  

С другой стороны, свободный член полино-

ма tr ( , )R A B  равен 
8 3

2cos .
24

K L
 Следова-

тельно, 0 ( mod 3),K 4 ( mod 8).L  

Следствие. Если s  – нечетное или s  – чет-

ное и существует существенный гомоморфизм 

1 2: ( )PSL C  с неэлементарным образом, 

то группа 1  содержит неабелеву свободную 

подгруппу. 

Таким образом, в дальнейшем будем рас-

сматривать группы, для которых 

2 2

0

11 5
( ) 2cos 2cos

24 24

s s

g z A z z  при лю-

бом существенном гомоморфизме 

1 2: ( )PSL C . 

Будем говорить, что два циклически редуци-

рованных слова 1( , )( , ), 1, | k la b aa bw aw b b  

эквивалентны, если ( , )w a b  может быть преоб-

разовано в 1( , )w a b  последовательностью пре-

образований: 1) циклическая перестановка;  

2) переход к обратному слову; 3) автоморфизм 
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группы 1| la a  или | .1kb b  Если два сло-

ва ( , ),w a b  1( , )w a b  эквивалентны, то будем го-

ворить, что соответствующие обобщенные тет-

раэдральные группы эквивалентны. Ясно, что 

эквивалентные группы изоморфны. 

Лемма 3. При 6s  с точностью до эквива-

лентности существует три обобщенные тет-

раэдральные группы 
3 8 2 1 1 2

1, , ( , ) ( , ) 1 ,i i ia b a b R a b R a b  

все образы которых приводимы для любого су-

щественного представления. Соответствую-

щие слова ( , )iR a b  перечислены в таблице: 

 

2s  2

1

3,aba bR  2

2

2 2R ab a b  

4s  5

3

2 2 5aba bab aR b  

 

Группы из леммы 3 найдены с использова-

нием лемм 1, 2 и с помощью компьютерных 

вычислений с программой Maple. 

Следующая лемма завершает доказательство 

теоремы. 

Лемма 4. Группы 
1, , 1,3,i i  содержат 

неабелеву свободную подгруппу. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сюръек-

тивный гомоморфизм 
1, 4: : 1, ,i C a b c  

где 
4

4 1C c c  – циклическая группа поряд-

ка 4. Пусть Ker .iT  Найдем копредставление 

групп iT , используя переписывающий процесс 

Рейдемейстера–Шрейера:  
 

3 3 3 3 2

1 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

2 2 2 2 2 2

1 2 5 2 3 5 3 4 5

2 2 2 2 2 2

4 5 1 1 5 4 2 1 5

2 2 2 2

3 4 5 4 3 5

, , , ,

( ) ( ) ( )

( )

        ( ) ( ) ( )

( ) 1 ,

x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x

T x x

x x x

x x x xxx

∣

 

3 3 3 3 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

2 2 2 2

1 5 2 5

2 2 2 2 2 2

3

2

3 4

1 25 4 5 1 5

2 2 2 2 2 2

2 3 5 4 5

3

5 4 1 2

, , , ,

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

 

) ,

  

( 1

x x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x

T x x

x

∣

 

 
3 3 3 3 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

2 2 2 2 2 2

1 3 5 4 2 1 5

2 2 2 2 2 2

3 4 5 1 5 5 4 5 2 5 3 5

2 2 2 2 2 2

1 5 3 5 2 5 2 1 4 5 3 5

2 2 2 2 2 2

3 1 4 5 4 3 2 5 1

3

2 3 4

2 1

4 5

2

, , , ,

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

   

( ) 1 .

T x x

x

x x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x

x x

x x

x x

x x x xx x x x x

∣

 

 

Для каждой из групп iT  рассмотрим ее фак-

торгруппу iD , получающуюся из iT  добавлени-

ем соотношений 1 2 3 4x xx x . Легко видеть, 

что 
3 21 1i c dD c d∣ ∣ , т.е. iD  является 

свободным произведением циклических групп 

порядка 2 и 3. Значит, iD  содержит неабелеву 

свободную подгруппу. Следовательно, этим же 

свойством обладают группы iT , а вместе с ними 

и группы 
1,i

. Лемма 4 и теорема доказаны. 
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