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ОДНОРОДНАЯ ЗАДАЧА ТИПА КОШИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ АДАМАРА 

 

С.А. Шлапаков 

Витебск, ВГУ имени П.М. Машерова 

 

В работе объектом исследования является однородная задача типа Коши для 

дифференциального уравнения дробного порядка. В качестве производной выступает 

дробная производная Адамара [2]. Естественно возникает проблема построения анали-

тического решения такой задачи в пространстве суммируемых функций. Цель данного 

исследования – получить такое решение дифференциальной задачи, условия существо-

вания и единственности решения которой приведены в [6]. 

Материал и методы. Материалом исследования служат операции дробного инте-

грирования и дифференцирования Адамара, являющиеся модификациями классических 

операций дробного интегрирования и дифференцирования Римана-Лиувилля [1]. В ра-

боте используется аппарат функционального анализа в сочетании с методами диффе-

ренциального и интегрального исчислений.  

Результаты и их обсуждение. Ранее нами рассматривались дифференциальные 

задачи с дробными производными Адамара в иной постановке [2], [3], [4]. Задача типа 

Коши для линейного дифференциального уравнения дробного порядка [6] состоит в 

отыскании функции )(xy , заданной на отрезке [ , ]a b  и удовлетворяющей уравнению  
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и начальным условиям  
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Левую часть в начальных условиях (2) следует рассматривать как предел в право-

сторонней окрестности 0),,( + aa  точки a:  
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aD ,  что можно понимать и так        
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где конструкция 
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является дробным интегралом Адамара, а ( ) )(xga


+D – дробная производная Ада-

мара. 

Обращаясь к [4] и [5], замечаем, что в правой части уравнения (1) 

)()()())(,( xgxyxpxyxf += . Гарантирует же существование единственного решения за-

дачи (1)-(2) в пространстве регулярных функций  
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где  
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выполнение условия [5]: 

  RyyyyLyxfyxf −− 212121 ,,),(),( . 

В нашем случае 
 

RyyyyLxyxyxpxyxyxpyxfyxf −−=−=− 2121212121 ,,)()()())()()((),(),( , 

если ].,[,)( baxLxp   Предположим далее Rxp )( , 0)( =xg . Тогда реша-

емая нами задача (1)–(2) будет иметь вид: 

   ( ) ,,0,0,)()( Raxyxya =+ D          (5) 
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В работе [2] показана равносильность задачи типа Коши для дифференциального 

уравнения общего вида с дробной производной Адамара и интегрального уравнения 

Вольтерра второго рода: 
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В случае же дифференциальной задачи (4)–(5) имеем: 
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Последнее соотношение можно переписать в виде, удобном для итерационного 

процесса, учитывая (3): 
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Реализуем итерационный процесс (7), принимая во внимание равенство  
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получаемое заменой переменного интегрирования  
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что позволяет получить бета-функцию: 
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Индуктивно приходим к общей формуле: 
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В силу сходимости итерационного процесса будем иметь: 
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где )(, zE  – функция Миттаг-Лефлера [1]: 
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Таким образом, приходим к следующему утверждению. 

Теорема. Задача (5)–(6) имеет единственное решение ),()( baLxy   в простран-

стве (4), определяемое равенством: 
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Заключение. В приложениях часто возникает необходимость решать аналоги за-

дач Коши для дифференциальных уравнений дробного порядка. К тому же при инте-

грировании некоторых классов дифференциальных уравнений целого порядка прихо-

дится руководствоваться положениями теории дробного дифференцирования и инте-

грирования. В работе получено аналитическое решение дифференциальной задачи типа 

Коши для линейного однородного дифференциального уравнения с дробными произ-

водными Адамара в пространстве регулярных функций.  
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