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А к т у а л ь н о с т ь  тем ы  д и ссер тац и и . К ак показывают исследования 
многих авторов, строение конечной группы в значительной мере определя­
ется свойствами ее минимальных подгрупп. Напомним, что подгруппа И  ко­
нечной группы G  называется минимальной, если она является наименьшей 
по включению неединичной подгруппой группы G. Понятно, что всякая та­
кая подгруппа имеет простой порядок. Н ачало изучения влияния на группу 
её минимальных подгрупп связано с работой Ито [16], где было доказано, 
что если все минимальные подгруппы группы G  нечётного порядка лежат в 
её центре, то группа G  является нилыютентной. Отметим, что как заметил 
Хупперт [15, е. 435], если каждая подгруппа простого нечётного порядка р 
группы G  лежи т в центре G, то группа G  является р-нилыютентной; если же 
все элементы группы G  порядка 2 и 4 леж ат в центре G, то группа G  явля­
ется 2-нильпотентной. Используя хорошо известную классификацию мини­
мальных ненильпотентных групп (см., например [5, с. 243]), этот результат 
легко расширяется следующим образом: конечная группа G  нильпотентна, 
если каждая её минимальная, а также каж дая  подгруппа порядка 4 содер­
жатся в центре группы G. В дальнейшем Л аус доказал [17], что конечная 
разрешимая группа G  нильпотентна и в случае, когда в её гиперцентре со­
держатся все те минимальные подгруппы и циклические подгруппы порядка 
4, которые входят в подгруппу Фиттинга F ( G ) .

Отмеченный выше результат работы Ито [16] был развит и в ряде дру­
гих направлений. В частности, в работе Б акли  [10] был найден следующий его 
свсрхразрсшимый аналог: если в группе нечётного порядка все минимальные 
подгруппы нормальны, то такая группа сверхразрешима. Формационные ана­
логи результата Ито |16] были получены в работах Баллестсра-Боллиншеса 
и Янгминга Вонга [9], Миао Лонга и Го Вэньбиня [18], а такж е Йокояма |29].

В работе Х.А.Аль-Ш аро, Л.А .Ш емсткова [1| исследовано влияние эле­
ментов простого порядка, являющихся Z j  (^-элементами, на строение группы 
G. Здесь 5  ~  одна из формаций классического типа; Zje,-элемент это эле­
мент х  /  1 группы G,  если выполнено одно из следующих эквивалентных 
уеловий:

1) К  ф х К  6 Z $ ( G / K )  для некоторой нормальной подгруппы К  из G;
2) группа G имеет такой ^-центральный главный фактор L / К , что х € L 

и х  ф К.
Большое место в исследованиях групп по заданным свойствам системы 

подгрупп занимают вопросы, связанные с понятием факторизации группы. 
Напомним, что группа называется вполне факторизуемой, если каждая её

О Б Щ А Я  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  РАБОТЫ
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подгруппа дополняема в ней. Конечные вполне факторизуемые группы были 
описаны н работе Х олла [14]. В дальнейшем Ю .М.Горчаков установил [3], 
что для полной факторизуемое.™ конечной группы G  достаточно, чтобы в 
G  были дополняемыми лиш ь ее минимальные подгруппы. Отметим, что эти 
результаты недавно были передо казаны в работе Баллсстера-Боллиншеса и 
Го [8].

Таким образом, изучение групп в зависимости от свойств её минималь­
ных подгрупп является актуальной задачей современной теории групп. К 
этому направлению теории конечных групп относится и предлагаемая дис­
сертация.

С вя зь  работы  с кр у п н ы м и  научны м и п рограм м ам и , тем ам и.
Диссертация выполнена в рамках следующих госбюджетных тем:

“Структурная теория формаций и других классов алгебр” Учреждения 
образования “Гомельский государственный университет им. Ф.Скорины”. Те­
ма входила в план важнейш их научно-исследовательских работ в области 
естественных, технических и общественных наук по Республике Беларусь, 
утверждённый решением Президиума НАН Беларуси Л'« 88 от 23 ноября 1995г. 
(номер госрегистрации в БелИ СА  19963987), тема выполнялась в 1996 2000 
гг.;

“Развитие методов теории классов в исследовании проективных и инъ­
ективных свойств групп и алгебр мальцевского типа” Учреждения образо­
вания “Белорусский государственный университет транспорта” (номер госре­
гистрации в БелИСА 20011140). Тема входит в план важнейших научно 
исследовательских работ в области естественных, технических и обществен­
ных наук по Республике Беларусь, утвержденный решением Президиума 
НАН Беларуси № 94 от 5 июля 2001 г. Государственная программа фун­
даментальных исследований “Математические структуры - 04”, выполнение 
темы запланировано на 2001 2005 гг.

Ц ел ь  и задачи  и ссл ед о ван и я . Целью данной диссертации является 
изучение конечных групп с заданными системами минимальных подгрупп. 
Д ля достижения этой цели в диссертации решены следующие задачи:

описано строение группы, у которой каж дая минимальная подгруппа 
содержится в гиперцентре своего нормализатора [30];

-  получены характеризации р-разрешимых групп, у которой каждая под­
группа порядка р содерж ится в гиперцентре своего нормализатора [34], [41];

найдены новые критерии сверхразрешимости и нильпотентности конеч­
ных групп [31], [32], [33], [40);
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описаны разрешимые группы, у которых реш етка подгрупп, заклю чен­
ная между основной группой и любой ее минимальной подгруппой, является 
дистрибутивной [42].

О б ъект  и предм ет исследования. Объектом исследования являю тся 
конечные группы с заданными минимальными подгруппами. Предмет иссле­
дования минимальные подгруппы конечной группы и их влияние на се 
строение.

М етодология и м етоды  проведенного и сследован и я. В диссер­
тации используются методы доказательства абстрактной теории конечных 
групп, общей теории решеток, а также методы теории классов групп, в част­
ности, методы теории формаций.

Н ау ч н ая  н овизна и зн ачим ость  п олучен н ы х результатов. Все по­
лученные результаты в диссертации являются новыми и могут использовать­
ся в теоретических исследованиях. В диссертационной работе получено описа­
ние конечных групп, у которых каждая минимальная подгруппа содержится 
в гиперцентре своего нормализатора, найдены новые бесконечные серии ф ор­
маций Ш смсткова, получены новые критерии сверхразрешимости и нильпо­
тентности конечных групп, описаны разрешимые группы, у которых решетка 
подгрупп, заключенная между основной группой и любой ее минимальной 
подгруппой, является дистрибутивной.

П р ак ти ч еск ая  (экон ом и ческая, со ц и ал ьн ая ) значим ость п олу­
чен ны х результатов. Работа имеет теоретический характер. Результаты 
диссертации могут быть использованы при изучении строения конечных 
групп в зависимости от свойств их минимальных подгрупп. Отдельные ре­
зультаты могут быть использованы в учебном процессе при чтении спецкур­
сов и написании курсовых и дипломных проектов на математических ф а ­
культетах высших учебных заведений.

О сновны е п олож ен ия , вы носим ы е н а защ и ту .
1. Описание строения группы, у которой для некоторого фиксированного 

простого числа р каждая подгруппа порядка р содержится в гиперцентре 
своего нормализатора (теорема 3.1.8).

2. Описание нового класса формаций с условием Шсмсткова (теорема 
3.2.1 и се следствие);

3. Новые характеризации р-разрешимых групп, у которой каж дая под-

ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ



группа порядка р  содержится в гиперцентре своего нормализатора (теоремы 
3.3.2, 3.3.7, 3.3.8).

4. Новые критерии сверхразрошимости и нильпотентности конечных 
групп (теоремы 4.1.1, 4.1.2, 4.2.3 и их следствия).

5. Описание разрешимых групп, у которых решетка подгрупп, заключен­
ная между основной группой и любой ее минимальной подгруппой является 
дистрибутивной (теоремы 5.1.7, 5.2.10).

Л и ч н ы й  в к л а д  соискателя. В совместной работе [42] основные идеи и 
методы доказательства принадлежат научному руководителю, а реализованы 
соискателем. Остальные результаты диссертации получены самостоятельно и 
опубликованы без соавторов.

А п роб ац и я результатов диссертации. Основные результаты диссер­
тации докладывались на семинарах кафедры алгебры и геометрии Гомель­
ского государственного университета им. Ф.Скорины; на Всеукраинской кон­
ференции ‘‘Алгебраические методы дискретной математики” (Луганск, 23-27 
сентября 2002 г.); на V Международной конференции “Алгебра и теория чи­
сел: современные проблемы и приложения” (Тула, 19-24 мая 2003 г.); на IV 
Международной алгебраической конференции в Украине (Львов, 4-9 августа
2003 г.); на VII Республиканской научной конференции студентов и аспи­
рантов: “Новые математические методы и компьютерные технологии в про­
ектировании, производстве и научных исследованиях” (Гомель, 22-24 марта
2004 г.); на Международной конференции “Алгебра, логика и кибернетика” 
(АЛиК-2004), посвященной памяти профессора А .И .Кокорина (Иркутск, 25- 
28 августа 2004).

О н уб ли кован н ость  результатов . Основные результаты диссертации 
опубликованы в 5 статьях, в 3 препринтах и 5 тезисах докладов. Общее ко­
личество страниц опубликованных материалов 82.

С т р у к т у р а  и объём  диссертации . Диссертация состоит из перечня 
определений и условных обозначений, введения, общей характеристики рабо­
ты, пяти глав основной части, заключения и списка использованных источни­
ков в алфавитном порядке в количестве 65 наименований. Объем диссертации 

88 страниц.
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К Р А Т К О Е  С О Д Е Р Ж А Н И Е  Д И С С Е Р Т А Ц И И

Вес рассматриваемые в диссертации группы конечны. Используются 
определения и обозначения, принятые в книгах 111. 28, 4, 5|.

Данная диссертационная работа посвящена изучению влияния минималь­
ных подгрупп конечной группы на ее строение.

Ниже охарактеризовано содержание диссертации по главам.
Глава 1 содерж ит обзор основных результатов диссертации.
В главе 2 собраны некоторые известные результаты, используемые в 

основном тексте диссертации.
Основное содержание диссертации представлено в главах 3 — 5.
Целью третьей главы “Об одном классе формаций с условием Ш сметкова” 

является изучение групп, у которых для некоторого фиксированного просто­
го числа р каж дая подгруппа порядка р содержится в гиперцентре своего нор­
мализатора. Оказалось, что такие группы совпадают в точности с группами, 
у которых все их р-сверхразрешимые подгруппы р-нильпотентны, и класс р- 
разрешимых групп с таким свойством является тотально р-насыщенной ф ор­
мацией. Более того, класс групп, у которых каждая минимальная подгруппа 
содержится в гиперцентре своего нормализатора, является формацией Шс- 
мсткова. Напомним, что непустая формация 5  называется формацией Ш с­
меткова, если всякая минимальная нс J -группа является либо циклической 
группой простого порядка, либо группой Ш мидта.

Глава 3 вклю чает в себя три раздела.
В разделе 3.1 введено следующее определение. Пусть р -  некоторое про­

стое число. Группу G  назовём Мг -группой, если для любой её подгруппы И  
порядка р выполняется включение

Н  С Z x (Ng(H)).

Основным результатом первого раздела третьей главы является следую­
щая

3.1.8. Т ео р ем а  [34]. Д ля  группы G следующие условия эквивалентны:
1) каждая р-сверхразрешимая подгруппа группы G являет ся р- 

нилъпотептпой;
2) каждая минимальная р-подгруппа 11 группы G удовлетворяет усло­

вию
I I  С Z s ( N g (1I)),

где 5 - формация всех р-нилъпотентных групп;
3) группа G является Мр-группой;

ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ
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Р Э 3 ю м э
З а д а р а ж н ю к  А л е н а  А н д р эе ў н а  

К а н е ч н ы я  трупы
з з а д а д з е н ы м і м ін ім а л ь н ы м і п а д г р у п а м і

Клю чавы я словы: кансчная трупа, мінімальпая падтрупа, нілыіатэнтна- 
сць, зверхразрашымасць, тіперцэнтр, нармалізатар, дыстрыбутыўная рашот- 
ка.

У дыссргацыі даследуюцца канечныя трупы з зададзенымі мінімальнымі 
падгрупамі.

Анісана пабудова трупы, у якой кожная мінімалыіая падтрупа ўва- 
ходзіць у гіперцэнтр свайго нармалізатара; атрыманы характарызацыі р- 
вырашальных труп, у якіх кожная падтрупа парадку р  ўваходзіць у тіпер- 
цэнтр свайто нармалізатара; знойдзены новыя крытэрыі найвырашальнасці i 
нілыіатэнтнасці канечных труп; апісана пабудова вырашальнай трупы, у якой 
рапютка падгруп, заклю чаная між аеноўнай групай і кожнай яе мінімальнай 
падгрупай, з ’яўляецца дыстрыбутыўнай.

Усе атрыманыя вынікі дысертацыі з ’яўляюцца новымі. Яны маюць 
тэарэтычны характар і могуць быць выкарыстаны ў даследаваннях па тэорыі 
канечных труп, а таксама пры чытанні снецкурсаў ва ўніверсітэтах і педа- 
гагічных ВНУ.
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З ад о р о ж н ю к  Е л ен а  А н дреевн а 

К онечн ы е группы
с зад ан н ы м и  м и н им альн ы м и  подгруппам и

Ключевые слова: конечная группа, минимальная подгруппа, нильпотент­
ность, сверхразрешимость, гиперцентр, нормализатор, дистрибутивная ре­
шетка.

В диссертации исследуются конечные группы с заданными минимальны­
ми подгруппами.

Описано строение группы, у которой каж дая минимальная подгруппа 
содержится в гиперцентре своего нормализатора; получены характеризации 
р-разрошимых групп, у которых каждая подгруппа порядка р  содержится 
в гиперцентре своего нормализатора; найдены новые критерии свсрхразре- 
шимости и нильпотентности конечных групп; описано строение разрешимой 
группы, у которой решетка подгрупп, заключенная между основной группой 
и любой се минимальной подгруппой, является дистрибутивной.

Все основные результаты диссертации являются новыми. Они имеют те­
оретический характер и могут быть использованы в исследованиях по теории 
конечных групп, а также при чтении спецкурсов в университетах и педаго­
гических вузах.

Р Е З Ю М Е
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S U M M A R Y  

Z adarazhn iuk  E len a  A n d reev n a  

F in ite  g ro u p s
w ith  th e  given m in im al subgroups

Key words: finite group, minimal subgroup, nilpotancy, supersolubility, hy- 
pereentre. normalizer, distributive lattice.

In the dissertation the author studies finite groups with the given minimal 
subgroups.

The structure of a  finite group in which every minimal subgroup is contained 
in the hypercentre of its normalizer is described; characterizations of p-soluble 
groups in which every subgroup of order p  is contained in the hypcrccntre of 
its normalizer are obtained; new criterions for supersolubility and nilpotancy of 
finite groups are found; it was described the structu re  of a soluble group in which 
the lattice of subgroups between this group and every its minimal subgroup is 
distributive.

All main results of this dissertation arc new. They have a theoretical character 
and can be applied both in investigations in the theory of finite groups, and in 
special courses in universities and pedagogical higher educational institutions.

л У
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