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Рассматриваются только конечные группы. Класс групп F называется формацией, если он замкнут относительно 

гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений.  

Цель статьи – найти условия, при которых τ-замкнутая n-кратно -композиционная формация состоит из нильпо-
тентных групп. 

Материал и методы. Используются терминология и методы теории формаций конечных групп, а также методы 
теории решеток классов конечных групп. 

Результаты и их обсуждение. Доказано, что если класс Np дополняем в решетке всех τ-замкнутых n-кратно  

-композиционных подформаций τ-замкнутой n-кратно -композиционной формации, то она состоит из нильпо-

тентных групп. 
Заключение. В настоящей работе определены условия, при которых функторно замкнутая n-кратно ω-композицион-

ная формация является нильпотентной.  
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ассматриваются только конечные группы. Используется стандартная терминология. Определе-
ния и обозначения можно найти в [1–5]. 

Напомним, что частично упорядоченное множество, в котором для любых двух элементов суще-
ствуют точная нижняя и точная верхняя грани, называется решеткой.  
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Класс групп F – формация, если он замкнут относительно гомоморфных образов и конечных под-
прямых произведений, т.е. класс групп, удовлетворяющий следующим условиям: 

1) если G  
F и N ⊲ G , то G / N  

F; 

2) если G / N1
  

F  и G / N2
  

F , то G / (N1
 ᑎ N2)  

F. 

Методы общей теории решеток широко используются при исследовании классов конечных групп. 
В теории формаций конечных групп впервые это было осуществлено А.Н. Скибой в 1986 г. Важные 
результаты о решеточных свойствах формаций получены Л.А. Шеметковым, А.Н. Скибой, В.Г. Сафоно-
вым, Н.Н. Воробьевым, А.А. Царевым, В.А. Ведерниковым, Н.Г. Жевновой, И.П. Шабалиной, И.М. Близ-
нецом, М.В. Задорожнюк, П.А. Жизневским и др. 

Пусть X – произвольная непустая совокупность групп. Пересечение всех формаций, содержащих X, 

обозначают formX и называют формацией, порожденной X. В частности, пишут formG в случае, когда 

X = {G}. Всякая формация данного вида называется однопорожденной формацией (см. [1]). Напом-

ним, что подформация M формации F называется дополняемой в F [6], если M дополняема в решетке 

подформаций формации F, т.е. если в F имеется такая подформация H (дополнение к M в F), что 

 

F
 = form (M ᑌ 

H)   и   M ᑎ 
H

 = (1). 
 

В [7] А.Н. Скиба дал полное описание локальных формаций с дополняемыми локальными подфор-
мациями. В частности, было доказано, что локальная формация нильпотентна, если в ней дополняемы 

все подформации вида Np. 

В настоящей работе доказан аналог вышеуказанного результата в теории τ-замкнутых n-кратно  

-композиционных формаций. 

Цель статьи – найти условия, при которых τ-замкнутая n-кратно -композиционная формация со-
стоит из нильпотентных групп. 

Материал и методы. Используются терминология и методы теории формаций конечных групп, 

а также методы теории решеток классов конечных групп. 
Результаты и их обсуждение. Пусть со всякой группой G сопоставлена некоторая система ее под-

групп τ(G). Говорят, что τ – подгрупповой функтор (в терминологии А.Н. Скибы) [1], если выполняются 
следующие условия:  

1) G  τ(G); 

2) для любого эпиморфизма φ: А→В и для любых групп H  τ(A) и T  τ(B) имеет место Hφ  τ(B) 

и  Tφ-1  τ(A). 
Рассматриваются лишь такие подгрупповые функторы τ, что для любой группы G все подгруппы, 

входящие в τ(G), субнормальны в G. Формация F называется τ-замкнутой, если τ(G)  F для любой ее 

группы G из F [1]. Подгрупповой функтор τ называется замкнутым [1], если Н  τ(G) всегда влечет 

τ(Н)  τ(G). Если τ – подгрупповой функтор, то символом �̅�  обозначают пересечение всех таких  

замкнутых функторов τі, что τ  τі. 

Для любой совокупности групп X через SτX обозначают множество всех таких групп Н, что Н  τ(G) 

для некоторой группы G  X (см. [1]). 

Пересечение всех τ-замкнутых полуформаций, содержащих данную совокупность групп X, назы-

вают τ-замкнутой полуформацией, порожденной X [1]. 

В дальнейшем символ  обозначает некоторое непустое множество простых чисел, ′ = Р \ . Че-

рез π(G) обозначено множество всех различных простых делителей порядка группы G, π(X) – объеди-

нение множеств π(G) для всех групп G из совокупности групп X. Символами R(G), C p(G) обозначаются 

соответственно наибольшая нормальная разрешимая -подгруппа группы G и пересечение централи-
заторов всех тех главных факторов группы G, у которых композиционные факторы имеют простой по-

рядок p. Через N, Np, Com(X) обозначают соответственно класс всех нильпотентных групп, класс всех  

p-групп и класс всех простых абелевых групп A таких, что A  H/K для некоторого композиционного 

фактора H/K группы G  
X.  
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Пусть  f – произвольная функция вида 
 

f :    ᑌ {′ } → {формации групп}.                                              () 
 

Следуя [4], сопоставим функции  f  вида () класс групп 
 

CF( f ) = (G | G/R(G)  f (' ) и G/Cp(G)   f (p) для всех p   ᑎ  (Com(G))). 
 

Если формация F такова, что F
 = CF( f ) для некоторой функции f вида (), то F называется  

-композиционной формацией с -композиционным спутником f [4]. -Композиционный спут-
ник  f  формации F называется внутренним, если каждое его значение является подформацией фор-
мации F.  

Согласно концепции кратной локализации, предложенной А.Н. Скибой [4], всякая формация счита-

ется 0-кратно -композиционной, а при n > 0 формация F называется n-кратно -композиционной, 

если F = CF( f ), где все непустые значения -композиционного спутника  f  являются (n – 1)-кратно  

-композиционными формациями. 
Непустая совокупность классов групп Θ называется полной решеткой классов [1], если пересече-

ние любой совокупности классов из Θ снова принадлежит Θ, и во множестве Θ имеется такой  

класс F, что H  F для любого другого класса H  Θ. 

Для доказательства основного результата нам потребуются следующие леммы. 

Лемма 1 [5, теорема 1.6.3]. Совокупность всех τ-замкнутых n-кратно -композиционных форма-
ций 𝑐𝑛

τ  является  полной решеткой формаций, в которой наибольшим элементом является класс 

всех групп G, а для произвольного множества τ-замкнутых n-кратно -композиционных формаций 

{Fi | i  I} 

⋀𝑛
τ (Fi | i  I) = ᑎiI  Fi  – точная нижняя грань и 

⋁𝑛
τ (Fi | i  I) = ᑌiI  Fi  – точная верхняя грань. 

 

Лемма 2. Пусть X – непустая совокупность групп, Θ – полная решетка формаций. Тогда 
 

Θform (X) = Θform(form (X)). 
 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Наименьшей (по включению) формацией, содержащей совокупность групп X, 
является формация form (X) [8, c. 25], т.е. 

 

(X)  form(X). 
 

Пересечение всех Θ-формаций, содержащих формацию form(X), также содержит совокупность, 
групп X, т.е. 

 

(X)  Θform(form(X)). 
 

Но наименьшей Θ-формацией, содержащей совокупность групп X, является формация Θform (X). 

Поэтому 
 

Θform(X)  Θform(form(X)). 
 

Докажем обратное включение. Поскольку наименьшая формация, содержащая совокупность групп X, 

содержится в любой Θ-формации, содержащей совокупность групп X, то имеет место включение 
 

form(X)  Θform(X). 
 

Последнее означает, что Θform(X) – одна из Θ-формаций, содержащая form(X). Поэтому она будет 
содержать и наименьшую Θ-формацию, содержащую form(X), т.е. 

 

Θform(form(X))  Θform(X). 
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Таким образом,  
 

Θform(X) = Θform(form(X)). 
 

Лемма доказана. 
Лемма 3 [1, лемма 1.2.22]. Для любой совокупности групп X справедливо равенство 

 

τformX = QR0S�̅�(X). 
 

Лемма 4 [3, лемма 2.4]. Справедливо равенство QR0Q = QR0. 
Класс групп F называется полуформацией, если F = QF [1].  

Лемма 5 [1, лемма 1.2.21]. Пусть F – τ-замкнутая полуформация, порожденная совокупностью 
групп X. Тогда F = QS�̅�(X). 

Если F – τ-замкнутая n-кратно -композиционная формация, то символом 𝐶𝑛
τ (F) обозначают ре-

шетку всех τ-замкнутых n-кратно -композиционных подформаций формации F, а через 𝑐𝑛
τ  – решетку 

всех τ-замкнутых n-кратно -композиционных формаций. 
Лемма 6 [9, лемма 9]. Пусть A – монолитическая группа с неабелевым монолитом R, M – неко-

торая τ-замкнутая полуформация и A  𝑐𝑛
τ form 

M, где n ≥ 0.  Тогда A  
M. 

Элемент a решетки L с нулем называется атомом, если для любого x  L из 0 < x  a следует, что 
x = a (см., например, [10]).  

Лемма 7. Пусть F = 𝑐𝑛
τ form G  – однопорожденная τ-замкнутая n-кратно -композиционная 

формация. Тогда у решетки 𝐶𝑛
τ (F) имеется лишь конечное число атомов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M – атом решетки 𝐶𝑛
τ (F). Тогда M = 𝑐𝑛

τ form А для некоторой простой 

группы A. Пусть A – неабелева группа. Так как M  F, то A  
F = 𝑐𝑛

τ form G. По лемме 1 𝑐𝑛
τ  – полная 

решетка.  Следовательно, по лемме 2 
 

𝑐𝑛
τ form(G) = 𝑐𝑛

τ form(form(G)). 
 

Тогда согласно лемме 3, 
 

𝑐𝑛
τ form(form(G)) = 𝑐𝑛

τ form(QR0(G)). 
 

В силу леммы 4 
 

𝑐𝑛
τ form(QR0(G)) = 𝑐𝑛

τ form(QR0Q(G)) =  

= 𝑐𝑛
τ form(Q(R0Q(G))) = 𝑐𝑛

τ form(Q(R0(Q(G)))) =  

 = 𝑐𝑛
τ form(Q(R0(H))) = 𝑐𝑛

τ form(QR0(H)), 
 

где, согласно лемме 5, H = Q(G) – полуформация, порожденная группой G. Ввиду лемм 2 и 3 имеет 
место равенство 
 

𝑐𝑛
τ form(QR 0H) = 𝑐𝑛

τ form(formH) = 𝑐𝑛
τ formH. 

 

Итак, A  𝑐𝑛
τ formH.  Поскольку A – простая группа, то A – монолитическая группа с неабелевым 

монолитом Soc(A) = A. Следовательно, по лемме 6 A  H = Q(G). Это означает, что в решетке 𝐶𝑛
τ (F) 

имеется лишь конечное число неразрешимых атомов. 

Пусть |A| = p – простое число, где p    =  (G). Нетрудно показать, что класс всех -групп G явля-

ется τ-замкнутой n-кратно -композиционной формацией. Тогда из A  G  следует, что 
 

M = 𝑐𝑛
τ form A  

G.  
 

Но   – конечное множество. Поэтому в G имеется лишь конечное число -композиционных подфор-

маций, порожденных простой группой A порядка p    =  (G). Это означает, что в решетке 𝐶𝑛
τ (F) 

имеется лишь конечное число разрешимых атомов. Лемма доказана. 
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Лемма 8 [11, теорема 3.1]. Решетка всех -замкнутых n-кратно -композиционных формаций  
алгебраична и модулярна. 

Непосредственно из леммы 8 вытекает  

Лемма 9. Любая -замкнутая n-кратно -композиционная формация есть решеточное объеди-

нение своих однопорожденных -замкнутых n-кратно -композиционных подформаций. 
Следующая лемма дает способ построения минимального 𝑐𝑛−1

τ -значного спутника формации 

F = 𝑐𝑛
τ form X. 

Лемма 10 [9, лемма 8]. Пусть X – непустая совокупность групп, F = 𝑐𝑛
τ form X, где n ≥ 1, 

 =  ᑎ  (Com(X)), и пусть f – минимальный 𝑐𝑛−1
τ -значный -композиционный спутник формации F. 

Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) f (') = 𝑐𝑛−1
τ form(G / R(G) ) | G  X); 

2) f (p) = 𝑐𝑛−1
τ form(G / Cp(G) ) | G  X) для всех p  ;  

3) f (p) =  для всех p   \ ;  

4) если F = CFp(h) и спутник h 𝑐𝑛−1
τ -значен, то для всех p   имеют место  

 

f (p) = 𝑐𝑛−1
τ form(G | G  h (p) ᑎ 

F, Op(G) = 1) 
 

и 
 

f (') = 𝑐𝑛−1
τ form(G | G  h (') ᑎ 

F, R(G) = 1). 
 

Для произвольной совокупности групп X и простого числа р полагают (см. [5]): 
 

X(C
 p

) = {
form(G / C p| G  X),  если p ∈  ᑎ π(Com(X)), 

,  если p ∈ Р \ ( ᑎ π(Com(X))). 
 

 

Если F = CF(F), где F(') = F и F(p) = NpF(C p) для всех p , то спутник F называется канониче-

ским -композиционным спутником формации F. Если F = CF(F) и f  – произвольный внутренний 

-композиционный спутник формации F, то  f  ≤ F (см. [5], замечание 1.2.39). 

Лемма 11 [4, замечание 1]. Любая -композиционная формация обладает каноническим -ком-
позиционным спутником. 

Пусть {Fi
 | i  I } – произвольная система непустых классов групп такая, что для любых двух различ-

ных i, j  I имеет место Fi
 ∩ 

Fj
 = (1). Символом i

Ii
F


  обозначают [1] класс всех групп вида 

A1
  A2

  …  At, где ,
11 i

A F  ,
22 i

A F  …, 
tit

A F  для некоторых i1, i2, …, it
  I.  

Лемма 12 [5, теорема 1.6.2]. Пусть F – -композиционная формация. Тогда справедливы следую-
щие утверждения: 

1) если F имеет τ-значный -композиционный спутник, то F – τ-замкнутая формация; 

2) если F – τ-замкнутая формация, то ее канонический -композиционный спутник является  

τ-значным. 
Лемма 13 [1, теорема 4.3.2]. Пусть M – непустая подформация формации F. Тогда если H – до-

полнение M к F, то F = M  H.  

Лемма 14 [12, теорема]. Пусть F = M  H для некоторых формаций M и H таких, что 

 (M) ᑎ  (H) = . Тогда формация F -замкнута n-кратно -композиционна в том и только в том 

случае, когда -замкнута n-кратно -композиционна каждая из формаций M и H.  

Лемма 15 [1, лемма 4.3.4]. Пусть F = F1  F2 и M – непустая подформация формации F. Тогда 

M = (M ᑎ F1)  (M ᑎ F2). 

Для -замкнутых n-кратно -композиционных формаций M и H полагают  
 

M ⋁𝑛
τ

H = 𝑐𝑛
τ form(M ᑌ H). 
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Теорема. Пусть F – -замкнутая n-кратно -композиционная формация. Тогда если формация Np 

дополняема в решетке  𝐶𝑛
τ (F) для каждого p   ∩ (Com(F)), то F  N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 9 любая -замкнутая n-кратно -композиционная формация есть 

объединение (в решетке 𝑐𝑛
τ ) своих однопорожденных -замкнутых n-кратно -композиционных под-

формаций, т.е. 
 

F = 𝑐𝑛
τ form(ᑌGF 𝑐𝑛

τ formG). 
 

Значит, для доказательства теоремы достаточно показать, что она справедлива для любой однопо-

рожденной -замкнутой n-кратно -композиционной подформации M из F. 

По лемме 10 формация M обладает минимальным 𝑐𝑛−1
τ -значным спутником m. Тогда если 

p   ᑎ (Com(M)), то в силу лемм 11 и 12 выполняется  
 

Np  Np m(p) = M(p)  M, 
 

где M – канонический 𝑐𝑛−1
τ -значный спутник формации M. Покажем, что подформация Np дополня-

ема в решетке 𝐶𝑛
τ (M). Нулем этой решетки является формация единичных групп, единицей – форма-

ция M. По условию теоремы в решетке 𝐶𝑛
τ (F)  найдется дополнение H к Np. Нулем решетки 𝐶𝑛

τ (F) 

является формация единичных групп, единицей – формация F. Тогда  
 

F = 𝑐𝑛
τ form(Np ᑌ H) = Np⋁𝑛

τ
H и Np ᑎ H = (1). 

 

Согласно леммам 13 и 14  
 

F = Np  H 

 

и формации Np и H – -замкнутые n-кратно  -композиционные. Поэтому по лемме 15  
 

M = M ᑎ F = M ᑎ (Np  H) = 

= (M ᑎ Np)  (M ᑎ H) = Np  (M ᑎ H) = 

= Np⋁𝑛
τ (M ᑎ H). 

 

Поскольку Np ᑎ H = (1), то  
 

Np ᑎ (M ᑎ H) = (1). 
 

Следовательно, (M ᑎ H) – дополнение к Np в M, т.е. формация Np дополняема в  решетке 𝐶𝑛
τ (M). 

Покажем теперь, что M  N. Согласно лемме 7 в M имеется лишь конечное число подформаций, 

являющихся атомами решетки 𝐶𝑛
τ (M). Пусть число атомов решетки 𝐶𝑛

τ (M) равно k. Проведем индук-

цию по k. Согласно леммам 13 и 14  
 

M = Np  (M ᑎ H) 
 

и формация M ᑎ H – -замкнутая n-кратно  -композиционная. Заметим, что поскольку один из атомов 

Np решетки 𝐶𝑛
τ (M) не содержится в M ᑎ H, то в решетке 𝐶𝑛

τ (M ᑎ H) число атомов меньше, чем k.  

Если k = 1, то в решетке 𝐶𝑛
τ (M)  имеется лишь один атом. Но в решетке 𝐶𝑛

τ (M ᑎ H) атомов 

меньше k = 1, т.е. в решетке 𝐶𝑛
τ (M ᑎ H) нет атомов. Последнее возможно лишь в случае, когда 

M ᑎ H = (1). Поэтому  
 

M = Np  (M ᑎ H) = form(Np ᑌ (M ᑎ H)) = formNp = Np. 
 

Следовательно, любая группа из M нильпотентна, т.е. M  N.  

Предположим теперь, что k > 1 и утверждение теоремы верно для всех -замкнутых n-кратно  

-композиционных формаций, у которых решетка -замкнутых n-кратно -композиционных подфор-

маций имеет число атомов меньше, чем k. В этом случае утверждение для формации M  H верно 

по индукции. Но M = Np  (M ᑎ H). Поэтому каждая группа G из M имеет вид:  



М А Т Э М А Т Ы К А 

G = A  B, 
 

где A  Np, B  M  H. Значит, утверждение теоремы выполняется для однопорожденной форма-

ции M. Итак, утверждение теоремы выполняется и для формации F = 𝑐𝑛
τ form(ᑌGF 𝑐𝑛

τ formG), 

т.е.  F  N. Теорема доказана. 
Заключение. В настоящей работе определены условия, при которых функторно замкнутая n-кратно 

ω-композиционная формация является нильпотентной. 
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