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В диссертации рассматриваются следующие задачи:
Задача I. Среди алгебраических полиномов степени 

не выше п  с действительными коэффициентами, удовлет
воряющих условию maxlP (д-)| =  1 ( в дальнейшем будем 

[о,Ч
обозначать этот класс полиномов через У ) найти тот, ко
торый в данной точке х  =  г 0 комплексной плоскости да
ет max Re P (,f' (д ) или max Im P (*>(.v) ( k =  1, 2 , . . .n ) .

Задача II. В классе полиномов Y n найти полином, 
который в данной точке x  =  z o =  p e i f комплексной плос
кости дает max Re(P„ (.v) )<*> или max Im(P„(.v) ( k  >  0, 
целое).

Задача III. В классе полиномов У„ найти полином, 
который в данной точке x  =  z 0 комплексной плоскости да
ет max|PW (д-) |.

Решение задач I и III дано в области |-х|>ро, к ( к < . п ) ,  

где-^-<ро, * <1; решение задачи II дано в области |дс| >
>Рь*,где 0 <  pi, * <  I. Достаточно рассматривать 1шдг>0.

Естественно, что после решения указанных задач 
можно было рассмотреть поведение функций

МР(р, ?) =  supr|PW(pe‘> )|;
P,fi У а

N W  г(р, ?) =  supr Re PW(peł?);
Р/і6Уп

N [Р ;(р, tp) =  supr Im P f ]( p e l'f )
P , f iY n

и т. д. (Задача IV). Кроме того, приведены более гру
бые, но и более простые, неравенства для производных 
к -то порядка (Задача IV).

Подавляющее большинство результатов, приведен-
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пых в диссертации, получено с использованием метода 
функционалов, предложенного В. В. Вороновской [1]. 
Оценки для производных вытекают из нахождения норм 
некоторых функционалов, чем и определяется название 
диссертации.

В первой главе излагаются основная идея и некото
рые результаты метода функционалов, необходимые для 
дальнейшего. Новый результат, который формулируется 
в этой главе, относится к оценке нормы конечного ли
нейного функционала F , заданного на множестве алгеб
раических полиномов {/-„(л-)} с действительными ко
эффициентами степени не выше п  отрезком р 0, ц ь  Р 2 . - - -Ц. , .  
где F  ( х ' )  =  |і; . Имеет место теорема: н о р м а  ф у н к ц и о н а 
л а  F  н с  п р е в ы ш а е т  м а к с и м а л ь н о г о  н о  а б с о л ю т н о й  в е л и 
ч и н е  з н а ч е н и я  ф у н к ц и о н а л а  н а  о д н о м  и з  с л е д у ю щ и х  
п +  2 п о л и н о м о в :

Тп{х) .
У  ____ 1_ V(.v 1)Тф (х)

п х —н
( / = О, 1... п ),

где Т п (л-) =cosrtarccos (2.v—1); [тф"_0 —точки па [0,1],
в которых I Т п ( х )  \ =  1.

Во второй главе рассматриваются вспомогательные 
алгебраические предложения, служащие аналитическим 
аппаратом, который применяется для решения основ
ных вопросов данной работы.

Пусть алгебраический полином с действительнымиП
коэффициентами Q (г) =  V a kz h (а  „ ф 0) рассматривается

/,- = о
па комплексной плоскости.

Теорема 1—2. Пусть (Z y )H  —корпи полинома Q ( z )  =
П

V a kz k и пусть R 0— наименьший возможний радиус
/,“ и

круга с центром в начале координат, в котором (с вклю
чением границы) находятся корни (~у)фи . Тогда трпго-

П

нометрический полином С(р, ф) — ^  а д/ ’cos Лир имеет на 
[О, л] при р>/?0 п  различных действительных корней
1 т * ( р ) } * - 1  11

Пт 7*(р)
р > оо

(2/{ 1)л
2 п (k = 1 ,2 , . . .  П).

Теорема 2—2. На полуплоскости 1 ш г > 0  ветви 
4
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{ре'Тт^)"„! при р —у с о  приближаются к лучам, исходя
щим из точки---- на действительной оси. Углып п „
наклона лучей к положительному направлению действи-

,  .. |( '2 /)г — 1 )п  V iтелыюп оси, как уже было найдено, суть (-------
I 2/г J m - lп

Теорема 3—2. Пусть полином Q (х) =  У а к х к( а  ф  0)
*=о

имеет только действительные корни (простые или крат
ные), которые неотрицательны и наибольший из них ра
вен (I. Тогда все п  действительных корней (уA(p)jjJ ,, по-

П
липома С(р, rf) =  2  ći*p*cos k z  при возрастании р (отр =

к  -и

— </) стремятся к своим предельным значениям, монотон
но возрастая.

Пусть полиномы с действительными коэффициентами
Qi(-v) =  ^ a ^ x k и Q ,  ( х )  — 2  афхф а ^  /'-О, пф /  0, име- 

*  0 к=--и "

ют только действительные корни. Будем говорить, что 
корни (лф>}*_, и полиномов Qj (л) и Q2 (л') со
ответственно перемежаю тся в широком смысле, если име
ют место неравенства

-'Ф’О р ’ < х ф , ( 1 )

причем, строгое неравенство имеет место хотя бы толь
ко для двух смежных корней, имеющих одинаковые ниж
ние индексы (/г=1, 2,..«). Если для корней |лф)("=] и 
{A’7')y=-i ИМС10Т место неравенства

4 ’>< 4 2><лф)<43) < ... <  Лф) <  Аф\

то будем говорить о строгой перемежаемости корней по
линомов Qi (л-) и Q:;(.v) .

Теорема 4 —2. Пусть корни полиномов Q, ( х )  и Q 2 ( x )  
удовлетворяют неравенствам (1) и пусть р0 =  щах{ |лс(‘) |,
4,2)Ь Гогда при -р >  Ро тригонометрические полиномы 

 ̂ И 
С,(р, <?)= 2  4'V^cosÄ'f и С,(р, ?) =  V a (2)r/ C0SÄ?

ft-, о К
имеют па [0, л] строго перемежающиеся действительные 
корпи (по <р):

0 <  т(2) <  7(})< т<2) Уф 7 (2) уф <  -•
5
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Утверждение теоремы 4—2 справедливо и в случае, 
когда степени алгебраических полиномов Q\  ( а ) и Q2(x) 
разнятся на единицу, при условии, что их корни удовлет
воряют неравенствам:

•У ,1) <  Х<(> <  Х<]> <  Х<{> <  . . . Х ^  <  Х<*> - <  *<л%

причем могут иметь место все знаки равенства.
П

Теорема 8—2. Если корни полиномов Qi(a) = 2  «I'bc*п  ̂ к—U
и Q 2 (x ) =  2  a 't^ x ’1 перемежаются в широком Смысле 
(выполнены неравенства (1)), то п ри р> р0 тригономет-П
ричсские полиномы S ,  (р, гр) =  2  «(.'V/’sin ft у  и С2(р, <р) =

п  А-1
= 2  wj,r'p*cosA<f имеют на (0, л) строго перемежающие
ся действительные корни

О <  т12)<  М,)<  # <  Н1)<  -  <  ЧЧ <  т<2><  -•

В этой же главе вводятся алгебраические полиномы
П

L „+1 ( a ) = L n + h o ( x )  =  П ( х — о , ) ,
І - 1

где 0 < а 0<  o1< . . ,< o n <  1;

LnJr\, к (a) i L я+1, к — 1 (а) , k 1/ 2,*..,/1-Н '
* I  (•%)

Л п , / > ( х ) ~  ^ п , р ,  о ( а ) — — =  О, 1 , . . . Н ,А-о;,

■Л л , /;, * ( а ) =  А  л , р ,  й - 1  ( а ) ,  к  —  1 • 2 , . . .  ,

свойство перемежаемости корней в широком смысле ко
торых используется для решения задачи II.

В третьей главе формулируются основные результа
ты по задачам I и II. Ниже приводятся те из них, ко
торые относятся к Re Р ) ^ ( х ) .

Будем рассматривать Re (а) в точке х =  zq = 
=  p(cos<p-M‘sirup) как линейный функционал F f \ o s , за
данный на {/.„(а)) конечной последовательностью

О0, 0 i , . . . 0 * - i ,  k\,  ( ^  +  1) I p c o s c p , . . .— - — pn- frc o s ( n - k ) ' f .  ( 2 )
(я-ft)!

6
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( к  =1,2, ... п-  р >  0; 0 <  9 <  тг)
Пусть Q„(x , 2о) — экстремальный
F (/г) т Р

z 0, cos » '

I l f  Sees II = ^ ) cos( p , 9 )  =

полином функционала 

Re QnKzo< zo)-
Тогда для любого полинома L „ (x )  с действительными ко
эффициентами

max I Re £.<*>(*„) | <  Мл 7V̂ >0S (р, ®) = ЛП Re QJ*> (z0, г0) ,

где Afi =  max |/-„(.v)|.
[0,11

Итак, задача о нахождении полинома, на котором до
стигается ЛД*і08(р, ф )  в заданной точке А = г 0, сводится 
к изучению экстремальных полиномов функционала F ^ os.

Пусть, по-прежнему, 0  =  Т о < Т і < Т 2 < . . . < т „ - 1 < т /, =  1 —
П

точки, в  которых 1. И ПУСТЬ У?л+1(х)=Г1 ( а — Т/ ),
R (а) “ /-о/?„+1 т (а) = - ^ 1— , po k — наибольший корень полинома
А— Тт

Теорема 1—3. На полуокружности *) радиуса р> ро, * 
имеется n — k + l  дуг [<*№(р), Р^Чр) 1 =  R 2,...«, m =
= 1, 2,. . .п—/е+1), в точках которых экстремальным для 
функционала ( 2 )  является один из полиномов ±  7 „  ( а ) ; 
границы дуг: а (,Л)=0; а<*>, aW,...al*2fc+1—корни уравнения 

на [°. л];!5!*’. —корни урав
нения F ^ cJ R n +i,o ]= 0  на 10, те] и =

Назовем эти дуги чебышевскими.
В последующих теоремах будут фигурировать поли

номы паспорта [п, п ,  0], введенные Е. Н. Золотаревым [2] 
и подробно исследованные Е. В. Вороновской [1]. Это — 
семейство полиномов, входящее в класс У„ и зависящее 
от одного переменного параметра; в качестве такого па
раметра можно взять старший коэффициент. В этом слу
чае полиномы имеют вид:

Q n ( а ,  0 )  =  &а " -  А " - 1 +  . . .  +  У ,  ( » ) a  +  У о ( » ) .

При непрерывном убывании О от 22п 1 до —2 2п 1 поли-

* )  В  э т о м  т е о р е м е  н  в о  в с е х  п о с л е д у ю щ и х  о к р у ж н о с т и  р а с с м а т 
р и в а ю т с я  с  ц е н т р о м  в  н а ч а л е  к о о р д и н а т .

i
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Следствие. При (> >  R k

min AW (р, <р) =  A'W ( Р) о) =  7’<*) (oj, А =  0,1,2... н — 1.

Во второй части пятой главы задачи III и IV рас
сматриваются при условии, ч тол :=2о =  |  является любым 
действительным числом. При таком ограничении зада
чи III и IV рассматривались А. А. Марковым [4], 
В. А. Марковым [5], С. Н. Бернштейном [6—8], Шеффе
ром и Даффииом [9], а в последние годы — в работах 
Е. В. Вороповской [10] (случай А=1) и В. А. Гусева [11] 
(А =  2, 3

Пусть N \ ( i )  =  s u p r |P ’(;)| . В работе [10] сформули- 
Рп*У„

рованы, между прочим, следующие утверждения:
1) на сегменте [0, 1] имеется п  чебышевских сегмен

тов [и]1', ß[|)]i i — р о,...ii, в точках которых Mi (£) дос
тигается на одном из полиномов ±  Т „ (х )  ; границы сег
ментов: а<0, а<4>,... а]б— корни уравнения — j =  0

и а[‘) =  0; ß*1), ^ . . .[М ^ -к о р н и  уравнения^

и [М>= 1. (Здесь R n +1 ( х )  --= П (х-т,.)).
1-0

=  0

2) на сегменте [0, 1] имеется п — I точек 
расположенных по одной на интервалах а]-1,!,),
i  =  1, 2, . . .п  — I, которые являются точками m i n i m a  для 
АД (с).

Ниже формулируются дополняющие утверждения.
Теорема 4 —5. 11а интервале (г, 1 — е), где е >  0 — 

сколь угодно малая фиксированная величина, имеют мес
то следующие асимптотические выражения для границ 
la].11], (WE) чебышевских сегментов:

« ‘ i 1
„  2  i  +  

=  c o s  ------------
1 )т г  1

+  ° ( - Ч4  п 2/ |2 \  И ' 1

И ’
о (2 І +  1 

—  C O S - -------------- И  +  1 +  0 ( 1 )
4  п 2 / Г 1 П'  )

Р (Р <  1 - ■ г )
12
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Теорема 6—5.

О С  lim [I Т'п (р„<0/)1 cos’~  -  Д/,( t i 'nU  )j <  С,,
П --*■ со I  И

П - + С О  /1“ n + C Q  TI“

■1 s in + M) г.
2

(2/ +  Д()я

где Ci <  ~  ( 2г -f- 1) 0,8 <  Лг <  1, i =  1,2,.../г0 и /г0 — фик
сированное число.

В заключение главы V приведены значения lim
/2-+СО

(вычисленные с точностью до 0, 0001) для г = 1, 2, 3, 4, 5.
Результаты, содержащиеся в диссертации, опублико

ваны в статьях [12] — [11].
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