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Пусть 
0

( ) , 1, 2, ,j k

j k

k

f z f z j r  набор формальных степенных рядов. Зафиксируем 
1 2, , , , rn m m m -произвольные целые не-

отрицательные числа  и обозначим 
1

r

j

j

m m , , 1, 2, , .j jn n m m j r  Будем считать, что система функций  
1

( )
r

j j
f z являет-

ся совершенной. 

Тогда существуют такие многочлены ,
j

j

m nQ P , что deg , deg
j

j

m n jQ m P n  и для 1, 2, ,j r  1

, ( ) ( ) ( ) ( )
j

j j n m

n m m j n jR z Q z f z P z A z . 

При этом однозначно определяются дроби , ,( ) ( ; ) ( ) / ( ),
j j

j j j

n m n m j n mz z f P z Q z 1, 2, ,j r , которые называют совместными ап-

проксимациями Паде к набору степенных рядов. В данной работе рассматривается совершенная система функций, состоящая из двух 

экспонент 1ze  и  2z
e , и для нее  исследуется асимптотика поведения совместных аппроксимаций Паде. Полученные теоремы допол-

няют  и  обобщают результаты Эрмита, Е.М. Никишина, А.И. Аптекарева. 

Ключевые слова: степенной ряд, аппроксимации Паде, совместные аппроксимации Паде, совершенная система функций, асим-

птотическое равенство. 
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Let 
0

( ) , 1, 2, ,j k

j k

k

f z f z j r  a set of formal power series. We will fix 
1 2, , , , rn m m m - the arbitrary whole nonnegative numbers 

and we will designate
1

r

j

j

m m , , 1, 2, , .j jn n m m j r We will consider that the system of functions
1

( )
r

j j
f z   is perfect. 

Then there are polynoms ,
j

j

m nQ P , such as deg , deg
j

j

m n jQ m P n  1, 2, ,j r  1

, ( ) ( ) ( ) ( )
j

j j n m

n m m j n jR z Q z f z P z A z . Thus fractions 

, ,( ) ( ; ) ( ) / ( ),
j j

j j j

n m n m j n mz z f P z Q z 1, 2, ,j r  which are named joint Pade approximants to a set of power series are unambiguously de-

fined. In the given article the perfect system of functions consisting of two exponents  1ze  and  2z
e  is considered. The asymptotic of behavior of 

joint Pade approximants for such system of functions is researched. The received theorems supplement and generalize the known results of Er-
mite, E.M. Nikishin, A.I. Aptekarev. 

Key words: a power series, Pade approximants, joint Pade approximants, perfect system of functions, asymptotic equality. 

 

 данной работе исследуется асимптотика 

поведения совместных аппроксимаций 

Паде для системы из двух экспонент. 

Рассмотрим  набор  

rjzfzf
k

k

j

kj ,,2,1,)(
0

  (1) 

голоморфных в нуле функций или формальных 

степенных рядов. Зафиксируем rmmmn ,,,, 21    

произвольные целые неотрицательные числа. 

Обозначим  

mm
r

j

j

1

, .,,2,1, rjmmnn jj   

Тогда существуют  (см. [1]) такие многочлены 
j

nm j
PQ , , что j

j

nm nPmQ
j

deg,deg и для 

rj ,,2,1   


1

, )()()()(
mn

j

j

njm

j

mn zAzPzfzQzR
j

. (2) 

В 
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Если 1r , то согласно теореме Паде ([2], 

теорема 1.1.1) многочлены 
1

, nm PQ  определяются 

с точностью до однородной константы, а их отно-

шение задает единственную рациональную функ-

цию 
1

, 1

( )
( ; )

( )

n
n m

m

P z
z f

Q z
, которую называют ап-

проксимацией Паде для )(1 zf . При 2r  дроби 

, ,( ) ( ; ) ( ) / ( ),
j j

j j j

n m n m j n mz z f P z Q z  1, 2, ,j r  

определяются условиями (2), вообще говоря, не 

однозначно. В случае единственности множест-

ва 
r

j

j

m,n 1  его элементы называют совместны-

ми аппроксимациями Паде для системы функ-

ций (1). Единственность, в частности, имеет 

место для совершенных систем функций (опре-

деление и примеры совершенных систем см. в 

[1, 3 6]). Совершенной, в частности, является 

система экспонент 
z

j

j

e)z(f , где 
r

jj 1   

различные комплексные числа ([1], теорема 2.1). 

Рассмотрим подробнее эту систему. 

Для одной ( 1r ) экспоненты e  явный вид 

числителя и знаменателя )e;z(m,n  получил 

Паде. Опираясь на полученные представления, 

Паде доказал, что при 
m

n
, 0  на 

компактах в C   дроби )e;z(m,n  равномерно 

сходится к 
z
e . О. Перрон  [7] обобщил резуль-

тат о сходимости  )e;z(m,n  к  
z
e , доказав ее 

при mn . Основываясь на результатах  

численного эксперимента, Г. Мейнардус сфор-

мулировал гипотезу об асимптотике поведения 

разности   )e;z(e m,n

z
. Гипотеза Г. Мей-

нардуса была доказана Д. Браессом [8] (под-

робнее см. [9]): при mn  для любого 

комплексного z  
2

,

1

( 1) ! !
( ; )

( )!( 1)!

1 (1) .

mz

m n m
z

n m

n m

n m e
e z e

n m n m

z o

 (3) 

Доказательство (3) в [8] существенно опирается 

на интегральные представления числителя и знаме-

нателя  )e;z(m,n , полученные О. Перроном [7]: 

dte)zt(t)e;z(P
tnm

n

0

1
 , 

dte)zt(t)e;z(Q
tmn

m

0

. 

Позже выяснилось (подробнее см., например, 

[1, 10]), что явный вид числителей и знаменате-

лей для аппроксимаций Паде 
z
e и, более того, 

для совместных аппроксимаций Паде к набору 

экспонент 
r

j

zje 1  фактически был известен 

Эрмиту задолго до Паде и О. Перрона. Именно 

при доказательстве трансцендентности числа e  

Эрмит (см. [11 12]) виртуозно использовал 

свойство определенных им интегралов 

dxe)ix(x
)!p(

M
x

pr

i0

1

1
1

1
, 

 

dxe)ix(x
)!p(

M
x

j

pr

i

j

1

1
1

1
, 

dxe)ix(x
)!p(

x
j pr

i

j

0

1

1
1

1
, 

при некотором простом числе p  давать удоб-

ное приближение к набору  
r

j

je 1 : 

MM

M
e

jjj
, rj ,,2,1  . 

Интегралы Эрмита, после небольших преобра-

зований (см.  [1, 10]), приводят к решению сис-

темы (2) для набора экспонент 
r

j

zj
e 1 : 

1

10

( ) ( )
( )!

i

n m r
mn zx

m i

i

z
Q z x x e dx

n m
, 

 
1

1

( ) ( )
( )!

j

i

j

j

z n m r
mj n zx

n i

i

e z
P z x x e dx

n m
, (4) 

1

,

10

( ) ( )
( )!

jj

i

j

z n m r
mj n zx

n m i

i

e z
R z x x e dx

n m
. 

В первых двух интегралах (4) интегрирование 

осуществляется по контуру, идущему в  и 

0zRe . При 0zRe  значение mQ и 
j

n j
P  нахо-

дятся с помощью аналитического продолжения. 

В интеграле, определяющем 
j

m,n j
R , интегриро-

вание проводится по любой кривой, соединяю-

щей точки 0 и . Из (4), полагая 1r , легко 

получить упомянутые выше представления  

О. Перрона. 

Е.М. Никишиным была поставлена задача об 

исследовании сходимости совместных аппрок-

симаций Паде для системы экспонент. Ее  ре-
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шение было получено А.И. Аптекаревым [10], 

который доказал, что при mn  для любо-

го r,,,j 21  )e;z(
j

j

j

m,n  сходятся равно-

мерно на компактах  в C  к  
zj

e . В [10] уста-

новлен следующий аналог леммы О. Перрона 

[7], доказывающий сходимость )e;z(m,n  к 

z
e : для любых jm,n   

11

1

| |

( ) exp

exp | | ,

rr

jj j
jj

m

r

j

j

zm

Q z z
n m n m

z

 

где mQ  знаменатель совместных аппроксима-

ций Паде к 
r

j

zje 1 . Из этого неравенства сле-

дует, что при mn  для любого Cz  

)(oz
mn

m

exp)z(Q

r

j

jj

m 11
1

. (5) 

Основным результатом является следующая  

Теорема 1. Пусть  
2

1j

zj
e   набор из двух 

экспонент с произвольными различными ком-

плексными числами 21 , . Тогда если 

0
2

n/)n(mlim
n

, то для любого  Cz   рав-

номерно по всем m, )n(mm0  при n  

12

1

1 1 1 1 2 2

1

1 1
1 2 1 1 1
,

1

( 1) ( ) ! !
( )

( )!( 1)!

1 (1) ,

n mmm n m
z

n m

m m mz z
n m n m

n m z
e z

n m n m

e e o

 (6) 

21

2

2 2 1 1 2 2

2

1 1
2 1 2 2 2
,

2

( 1) ( ) ! !
( )

( )!( 1)!

1 (1) .

n mmm n m
z

n m

m m mz z
n m n m

n m z
e z

n m n m

e e o

 (7) 

Доказательство теоремы 1 

Лемма 1. При выполнении условий  теоремы 1 

для любого M|z|  (здесь и далее 

,M,M,M 21  положительные постоянные) 

равномерно по всем m, )n(mm0  при  n  

12

1 1

1

1 1
1 1 2 1 1
,

1

! !( )
( ) ( 1)

( )!( 1)!

1 (1) .

n mm n m
m

n m

m
z

n m

n m z
R z

n m n m

e o

 (8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В интеграле  

dxe)x()x(x)z(I
)x(zmmn 121

1

21

0

1  

сделаем замену tx 1 . В результате  получим 

dte)t()t(t)z(I
)t(zmmnmn 1

21

1

0

1

11
1211 1 . 

Перейдем здесь к новой переменной интегриро-

вания tu 1 . Тогда 
1 2

1 2 1

1

1 1 2 1

1

1

2 10

( ) ( 1) ( )

(1 ) (1 )

n m mm

m m zun

I z

u
u u e du

. 

Исследуем асимптотику поведения следующего 

интеграла: 

du)
u

(u)u(J
mmn

12

1

1

0

1 11 1 . 

Для этого подынтегральное выражение преоб-

разуем с помощью формулы бинома Ньютона, а 

затем воспользуемся свойствами бета-функции 

Эйлера: 

duu)u(CJ
kmn

km

k

k

m
1

2

2

1

012

1

0

0

1 1  

2

2

1 1 1

0 2 1 1 1

!( )! ! !

( 1)! ( 1)!

k
m

k

m

k

n m k n m
C

n m k n m

 

2

2

1 1 1 1

1 2 1 1 1

( 1)( 2) ( )
1

( 2) ( 1)

k
m

k

m

k

m m m k
C

n m n m k

. 

Так как  

2

2

1 11

111

12

1

)1()2(

)()2)(1(
m

k

k

k

m
kmnmn

kmmm
C





 

2

2

1

1 2 1( )( 1)

k
m

k

m

k

m
C

n m
 

= 1
1

1
2

12

1

m

)mn(||

m||
, 

то, учитывая, что 0
2
n/mlim

n
, правая часть 

последнего соотношения убывает к нулю при 

n , т.е. 
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0 1
1

1

! !
1 (1)

( 1)!

n m
J o

n m
. (9) 

Аналогично показывается, что при p=1,2,… и 
n  

1 2

1

1
1

2 10

1

1

(1 ) (1 )

!( )!
1 (1) .

( 1)!

m p mp n u
J u u du

n m p
o

n m p

 (10) 

 

Подберем теперь 0u  так, чтобы 0
0

10

1

1 JuJ . 

Тогда при n  

 
1

1 1 1
0 0

1 1 1

1
1 ((1) 1 (1)

2

J m m
u o o

J n m n m
. (11) 

 

Следовательно, при достаточно больших   n   

100 ,u . Согласно формуле Тейлора 

 
z)uu(zuuz

eee
01011  

= 
!

)uu()z(
)uu(ze

zu

2
1

2

0

2

1
01

01 = 

)z(e)uu(ze u

zuzu 0101

01 , 

 

где при Mz и 10,u  

2

2 1 1

1 0

2

2 0

( )
2! !

( ) .

n

u

M M
z M u u

n

M u u

   (12) 

Тогда, учитывая выбор u0 , равенства (9) и (11), 

получим, что при  n  

 
2 1 01 1 0

1 1 2 1 1( ) 1 ( )
m m u zn m

uI z e J A z  

21

1 1

1

1

1 2 1

1

1

1

! !
1 (1) ( ) ,

( 1)!

m mn m

m
z

n m

u

n m
e o A z

n m

 

где при достаточно больших n 

du)z(
u

u)u()z(A u

m
mn

u

2

1

12

1

1

0

11  

1 1 1

1 1 1

22

1 1

1 1

!( 2)! 2 !( 1)

( 3)! ( 2)!
2

! !

( 1)!

n m m n m

n m n m n m
M

m n m

n m n m

. 

 

При получении последнего неравенства вос-

пользовались неравенством (12), равенствами 

(9) (10) и (11), учитывая при этом, что правая 

часть в (9) и (10) не зависит от 1  и 2 . 

Из двух последних соотношений оконча-

тельно получаем, что при  n  
21

1 1

1

1

1 1 2 1

1

( ) 1

! !
1 (1) .

( 1)!

m mn m

m
z

n m

I z

n m
e o

n m

 

Отсюда и из (4) следует (8). Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. При выполнении условий теоремы 

для любого Mz  равномерно по всем m , 

)n(mm0  при n  

22

2

2

1 1
2 2 1 2 2
,

2

! !( )
( ) ( 1)

( )!( 1)!

1 (1) .

n mm n m
m

n m

m
z

n m

n m z
R z

n m n m

e o

(13) 

 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  В интеграле 
2

1 2 2( )

2 1 2

0

( ) ( ) ( )
m m z xnI z x x x e dx  

сделаем замену tx 2 . В результате  получим 

2 2 1 2

1

1 (1 )

2 2 2 1

0

( ) ( 1) ( )
n m m m z tnI z t t t e dt . 

Перейдем в полученном интеграле  к новой пе-

ременной интегрирования tu 1 . Тогда 
2 1

2 1 2

1

2 2 1 2

1

2

1 20

( ) ( 1) ( )

(1 ) (1 ) .

n m mm

m m z un

I z

u
u u e du

 

Рассуждая теперь аналогично, как и при доказа-

тельстве леммы 1, будем иметь, что  при n  
12

2 2

2

1

2 2 1 2

2

2

( ) 1

! !
1 (1) .

( 1)!

m mn m

m
z

n m

I z

n m
e o

n m

 

Отсюда и из (4) следует (13). Лемма 2 доказана. 

Из равенств (2) и (5), лемм 1 и 2 очевидным 

образом следует справедливость утверждений 

теоремы 1. Теорема 1 доказана. 

Обобщения и замечания 

Согласно определению m = m1 + m2, где m1 , 

m2 – целые неотрицательные числа. Анализируя 

доказательство лемм 1 и 2, нетрудно заметить, 

что при m  и ограниченности одного из 

слагаемых  mj  утверждение теоремы 1 можно 

усилить. 
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Теорема 2. Пусть 
2

1j

zje  набор из двух 

экспонент с произвольными различными ком-

плексными числами 21 , . Пусть m=m1+m2 , и 

m2  – ограниченно. Тогда для любого z C :  

1) асимптотическое равенство (6) справедливо 

равномерно по всем  m, )n(mm 10 , где 

)n(o)n(m1  при n ; 2) асимптотическое 

равенство (7) справедливо равномерно по всем  

m, )n(mm0 , где )n(o)n(m  при n . 

Аналогичное утверждение верно и при огра-

ниченном  
1m . 

Несколько неожиданное следствие из теоре-

мы 1 получается  в простейшей ситуации. 

Следствие. Пусть 11 , 22 , 1mm , 

02m . Тогда для любого z  C  равномерно по 

всем m, )n(mm0 , где )n(o)n(m , при 

n  
1

1

,

2

( 1) ! !
( ; )

( )!( 1)!

1 (1) ,

m n m
z

n m

m
z

n m

n m z
e z e

n m n m

e o

 (14) 

 
1 1

2 2 2

,

2
( ; )

( 1)!( )!

1 (1) .

n n m
z

n m m

m
z

n m

z
e z e

n n m

e o

 (15) 

 

Из равенств (3) и (14), в силу единственно-

сти аппроксимаций Паде, следует, что первая 

совместная аппроксимация Паде для набо-

ра
zz

e,e
2

 совпадает с аппроксимацией Паде 

экспоненты 
z
e , т.е. )e,z()e;z( m,nm,n

1
. 

Из результата В. Браесса (3) следует, что асим-

птотическое равенство (14) на самом деле верно 

при  mn , что согласуется с первым ут-

верждением теоремы 2. Выполнение равенства 

(15) гарантируется только для  m , удовлетво-

ряющих условию 0/lim 2

0
nm

n
. Можно пока-

зать  при 11 , 22  в диагональном случае, 

когда 21 mmn , равенства (14) и (15) не име-

ют места. Поэтому ограничения на рост m  в 

теореме 1, вообще говоря, необходимы. 
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