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УДК 517.936:977.1 
 

Управляемость линейных стационарных систем 

Пфаффа в инволюции 
 

О.В. Храмцов  

Учреждение образования «Витебский государственный университет им. П.М. Машерова» 
 
Рассматривается процесс, описываемый стационарными системами Пфаффа в инволюции. Системы являются линейными по вхо-

ду, управлению, и по выходу, состоянию. Исследуются следующие свойства управляемости состоянием системы Пфаффа: полная 

управляемость в случае, когда заданы произвольные начальное и конечное состояния системы – постоянные векторы; полная контину-

ум управляемость в случае, когда заданы произвольное начальное состояние – постоянный вектор и произвольное конечное состояние – 
аналитическая вектор-функция; полная максимальная управляемость в случае, когда заданы произвольное начальное состояние – по-

стоянный вектор и произвольные конечные состояния – постоянный вектор и аналитическая вектор-функция. Все множество систем 

Пфаффа разбито на три класса, в каждом из которых получены условия наличия свойств управляемости системы Пфаффа в классе 
аналитических управлений. Условия носят ранговый характер от некоторых матриц, составленных по известным матрицам системы 

Пфаффа после приведения ее в инволюцию. 

Ключевые слова: линейная стационарная система Пфаффа в инволюции, управляемость. 

 

Controllability of the linear stationary Pfaff systems  

in involution 
 

O.V. Khramtsov  

Educational establishment «Vitebsk State University named after P.M. Masherov» 
 
We are considering the process described by stationary Pfaff systems in involution. The systems are linear at entrance, operation and at exit, 

at state. Following characteristics of the controllability of the state of Pfaff system are studied: total controllability in case arbitrary initial and 
final states of the system are given – the vector constant; total continuum controllability when arbitrary initial state, constant vector, and arbi-

trary final state, constant vector and analytical vector function, are given. Whole multitude of Pfaff systems is divided into three classes, in each of 
which conditions are obtained for the presence of controllability characteristics of Pfaff system in the class of analytical operations. The condi-

tions are of ranged character from some matrices made up according to well-known matrices of Pfaff system after it is taken into involution. 

Key words: linear stationary Pfaff system in involution, controllability. 

 

 данной работе продолжается изучение 

свойств управляемости линейных стацио-

нарных систем Пфаффа. В [1] получен критерий 

двухточечной полной управляемости линейных 

стационарных систем Пфаффа в инволюции в 

случае, когда заданы произвольные постоянные 

начальный вектор состояния и конечный вектор 

состояния. В [2] для вполне интегрируемых ли-

нейных стационарных систем Пфаффа изучено 

понятие полной континуум и полной максималь-

ной управляемостей, когда одним из конечных 

состояний является произвольная ограниченная 

аналитическая вектор-функция. В настоящей ра-

боте изучаются свойства полной континуум и 

полной максимальной управляемостей линейных 

стационарных систем Пфаффа и инволюции. По-

лученные условия управляемостей носят ранго-

вый характер от некоторых матриц, составленных 

по известным матрицам системы Пфаффа после 

приведения ее в инволюцию.  

Рассматривается процесс, описываемый ли-

нейной системой Пфаффа : 
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то система (1) вполне интегрируема [3, c. 44], 

[1]. Свойства управляемости такой системы 

рассмотрены в [2]. В данной работе рассматри-

ваются системы (1), не являющиеся вполне ин-

тегрируемыми, т.е. те, для которых выполняет-

ся условие (2) и не выполняются условия (3) 
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или (4). В этом случае вопрос об интегрируемо-

сти системы (1) остается открытым. Для его 

выяснения, чтобы можно было воспользоваться 

теоремой [4, c. 83] о существовании, единствен-

ности решения и произволе в этом решении, не-

обходимо систему (1) продолжить в инволюцию 

[5, с. 175]. Рассмотрим процесс продолжения [5, с. 

263, 287], для чего замкнем систему (1) исходя из 
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Каждый шаг продолжения состоит из двух 

этапов. Первый этап. Проверяется выполни-

мость условия (3). Если оно выполняется, то 

переходят ко второму этапу. В противном слу-

чае невыполнимость условия (3) (т.е. 

0
)0()0(

2
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1 ],,[],[ mPBBrankBBrank ) оз-

начает линейную зависимость между координа-

тами вектора )0(z : 0)0(Dz . В случае, когда 

0rrankD , получаем 0)0(z , и при )()0( tz  ∕  0 

система (1) не интегрируема. Если же 

0rrankD , то часть координат вектора )0(z  вы-

ражается через остальные координаты. Подста-

вим выраженную первую часть из них в систе-

му (1) и получим новую систему, для которой 

условие (3) выполняется. Сохраним для новой 

системы прежние обозначения. Первый этап 

продолжения закончен. Второй этап продолже-

ния. Пусть в замыкании (5) не выполняется ус-

ловие (4), т.е. 0
)0( )( mrankB ,  

)0(
2

)0(
1

)0( )1()( BBB .  Рассмотрим опе-

рацию 

010
)0()0( )()(max mmrankBrankB . (6) 

Тогда условие (6) выполняется почти для 

всех 1R , за исключением, возможно, конеч-

ного множества 0K  значений . Рассмотрим в 

матрице  )()0(B  ровно 1m  линейно независи-

мых столбцов с номерами из множества 

},,{
11 miiI  . Затем в матрице ],[ )0(

2
)0(

1 BB  вы-

берем ровно 1m  линейно независимых столбцов 

с непересекающимися номерами  Ii . Затем 

выберем из той же матрицы еще pmm 10  

линейно независимых столбцов с номерами из 

множества },,{ 1 pjjJ   так, чтобы получи-

лась матрица ранга 0m , при этом IJ . Теперь 

систему (5) разрешим относительно соответст-

вующих частных производных  

,

~

~

~

~

2

4
44

1

4
43

1

3
42

2

2
4141

2

3

2

4
34

1

4
33

1

3
32

2

2
3131

1

2

2

4
24

1

4
23

1

3
22

2

2
2121

2

1

2

4
14

1

4
13

1

3
12

2

2
1111

1

1

s

z
B

s

z
B

s

z
B

s

z
BzA

s

z

s

z
B

s

z
B

s

z
B

s

z
BzA

s

z

s

z
B

s

z
B

s

z
B

s

z
BzA

s

z

s

z
B

s

z
B

s

z
B

s

z
BzA

s

z

 (7) 

 

здесь TTTTT zzzzz ),,,(~
4321  (

T)( – транспониро-

вание), где вектор 
1z  составлен из координат 

вектора 
)0(z  с номерами Ji , вектора 32 , zz  

составлены из координат вектора 
)0(z  с номе-

рами JIi \ , причем вектора 32 , zz  не имеют 

общих координат, вектор 
4z  составлен из коор-

динат вектора 
)0(z  с номерами, не вошедшими в 

вектора 321 ,, zzz . Очевидно, что )0(~ Tzz , T – 

матрица перестановок. Введем новую вектор-

функцию ),,,( )1(
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Систему (7)–(8) можно представить [6, с. 324] в 

форме специальной системы Пфаффа 
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Подставив в (9) )0(~ Tzz , T – матрица пере-

становок, и умножив слева систему (9) на мат-

рицу T , получим первое продолжение системы 

(1), состоящее из двух систем 
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Первый шаг продолжения закончен. Перехо-

дя ко второму шагу необходимо рассмотреть 

замыкание системы (10). Так как условия (3)–

(4) теперь выполняются, то достаточно взять 

замыкание системы (10.2). Известно [5, с. 295], 

что конечным числом шагов продолжений сис-
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тема (1) приводится в инволюцию (или выясня-

ется факт неинтегрируемости этой  системы) 

122111 ))(())(( dssuBwAdssuBwAdw , (11) 

где TTkTTTTT zzxzxw ))(,,)(,(),( )()0(  ,  

)1(kzu , NRw , rRu , матрицы ,, ii BA  
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Предположение 1. В работе рассматрива-

ются системы (1) Пфаффа класса 
2

, обла-

дающие свойством: после приведения в инволю-

цию (11) матрицы 21, AA  перестановочны 

1221 AAAA . (12) 

Замыкание системы (11) имеет вид 

,
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При этом выполняются условия 

,],,[],[ 2121 mPRRrankRRrank  ,rm  (14) 

mRRrankR ])1([: 21
1 . (15) 

В этом случае для заданного вектора u  сис-

тема (11) имеет единственное решение с на-

чальным условием 
0)0( xx , (16) 

0)0( zz . 

Управляющее воздействие 
)0(z  заключается 

теперь в свободе выбора произвольного вектора 
NRz0  и вектор-функции rRu , удовлетво-

ряющей дифференциальному ограничению (13): 

),( 0)0( uzz .  

Рассмотрим свойства управляемости систем 

Пфаффа (1) в смысле следующих определений [2]. 

Определение 1. Система (1) называется 

вполне управляемой, если для произвольных со-

стояний  nRxx 10,  существуют точка  

),,( 1
2

1
1

1 sss  ,,0 1
2

1
1 ss  и непрерывно диффе-

ренцируемое управление  ),,( 10)0()0( xxszz  

такие, что для некоторого решения системы 

(1) наряду с условием (16) выполняется условие 
11)( xsx . (17) 

Определение 2. Система (1) называется 

вполне континуум управляемой, если для произ-

вольного состояния  nRx0   и произвольной 

аналитической ограниченной вектор-функции 

 существует интервал  ),( baI , конечный 

момент 00
2s  и непрерывно дифференцируе-

мое управление  ),,( 0)0()0( xszz   такие, что 

для некоторого решения системы (1) наряду с 

условием (16) выполняется условие 

),(),( 1
0
21 sssx  ),(1 baIs . (18) 

Определение 3. Система (1) называется 

вполне максимально управляемой, если для про-

извольных состояний  nRxx 10,  и произволь-

ной аналитической ограниченной функции  

существуют точка ),,( 1
2

1
1

1 sss  ,,0 1
2

1
1 ss  

момент 00
2s , интервал ),( baI  и непрерыв-

но дифференцируемое управление 

),,,( 10)0()0( xxszz   такие, что для некоторо-

го решения системы (1) наряду с условием (16) 

выполняются условия (17 ) и (18).  

Пусть вектор управления u  имеет размер-

ность 1r  )2( nr . Если ввести вспомогатель-

ный параметр q  равенством rqm , 

}1,...,1,0{ rq , то для него возможны вариан-

ты соотношения с числом m : a) 0q  )( rm , 

b) qm  c) qm , d) qm . 

Предположение 2. Не существует линейной 

замены для вектора управления pRvDvu , , 

D вещественная постоянная матрица, с ус-

ловием rp .  

Предположение 2 не существенно, ибо ли-

нейной заменой вектора управления u  можно 

добиться его выполнения. 

В силу предположения 2 случай d) невозмо-

жен. Поэтому класс систем Пфаффа 
2

 разби-

вается на три класса: 

класс 21  в случае 0q ; 

класс 22  в случае qm ; 

класс 23  в случае qm . 

Рассмотрим свойства управляемости систем 

Пфаффа в каждом классе. 

Управляемость систем Пфаффа класса 

21Θ . К классу 21  относятся те системы 



МАТЭМАТЫКА 

28 

Пфаффа 
2

, для которых наряду с условиями 

(14)–(15) выполнено условие rm  ( 0q ), где 

m  – число из (14), а r  – размерность компо-

ненты u  вектора управления 
)0(z . 

Предложение 1. Системы Пфаффа класса 

21
 не являются вполне континуум управляе-

мыми ни при каких условиях. 

Действительно, если  rm , то свобода век-

тора управления в силу дифференциального 

ограничения (13) заключается только в выборе 

начального состояния управления )0,(, 1

0 tuz . 

Этот ресурс недостаточен для удовлетворения 

условия (18), а значит, и для континуум управ-

ляемости системой (11). Он может быть исполь-

зован на решение задачи полной управляемости 

по определению 1. В [1] получен критерий пол-

ной управляемости систем Пфаффа класса 
2

, 

в том числе и класса 
21

. 

Теорема 1. Система Пфаффа класса 
2

 

вполне управляема тогда и только тогда, когда 

для некоторого конечного значения 01
1t  

,)](),,0,([: 1
1

1 nQtFrankR  (19) 

здесь 

m

mmN

E
tAtF

,
111

0
))(exp(),0,( , ]0,[ nE , 

)],()(),...,()(),([)( 1 BABABQ n   

,)1()( 21 BBB  21 )1()( AAA , 

mn EE , – единичные )( nn - и )( mm -

матрицы, 

mmN ,0,0 – нулевые ))(( nNn - и 

))(( mmN -матрицы. 

Управляемость систем Пфаффа класса 

22Θ . К классу  22  относятся те системы 

Пфаффа 2 , для которых наряду с условиями 

(14)–(15) выполнено условие qm , 

( rqm ), где m  – число из (14), а r  – раз-

мерность компоненты u  вектора управления 
)0(z . Критерий полной управляемости по опре-

делению 1 приведен в теореме 1. 

Условие (14) позволяет выбрать из матрицы  

],[ 21 RR  ровно m  линейно независимых столб-

цов, из которых составляется матрица R   
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][

2
][

2
][

1
][

1
][

1
121 ps

llkkk
rrrrrR mps  (20) 

(нижний индекс – номер матрицы iR , верхний – 

номер столбца в этой матрице). В свою очередь 

условие (15) означает, что ji lk  для любых 

},...,1{},,...,1{ pjsi . Тем самым в матрице R  

нет столбцов из матриц  
1R  и 

2R  с одинаковы-

ми номерами. 

Введение (20) матрицы R  позволяет полу-

чить для матриц PRR ,, 21  представления 

11 RLR ,  
22 RLR ,  RСP , (21) 

где CLL ,, 21  – некоторые однозначно определен-

ные вещественные постоянные )( rm -матрицы, 

причем в силу (14) имеем mLLrank ],[ 21 .  

В случае систем класса  
22

 в силу предположе-

ния 1 эти матрицы обладают также свойством 

0detL ,  
2

1

L

L
L . (22) 

Действительно, если возможно уменьшение 

размерности r  компоненты u  вектора управ-

ления 
)0(z  за счет введения нового управления 

v  размерности rp , то существуют вещест-

венные  )( pr -матрицы iD  такие, что имеют 

место равенства 

     
vDuL

vDuL

22

11
. 

Для существования вектора v  меньшей раз-

мерности необходима и достаточна линейная зави-

симость строк матрицы L , а это означает, в силу 

предположения 1, что имеет место условие (22). 

Справедлива 

Теорема 2. Система Пфаффа (1) класса  

22
 вполне континуум управляема тогда и 

только тогда, когда 

,)(: 2
1 nrankQR  (23) 

где ],)(,...,)(,[)( 1
222 BABABQ n  

]0,[ nE , 212 )( AAA , 
TT

mmN RB ],0[ , , 

nE  – единичная  )( nn -матрица, mmN ,0,0  – 

нулевые ))(( nNn - и ))(( mmN -матрицы.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что если 

условие (23) выполняется для некоторого 
1R , то оно имеет место почти всюду, за ис-

ключением, возможно, конечного множества 

1K  значений . 

А. В системе (11) сделаем замену аргумента  

212

211

tts

tts
, 1R , ),( 21 ttt , 1. (24) 

После обозначений ),()( tysw  )()( tvsu  с 

учетом введения (20) матрицы R , представле-
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ний (21) матриц PRR ,, 21 , матрицы B  в (23) 

система (11) примет вид 

,))()()((

))()()((

222

111

dttvBLyA

dttvBLyAdy
 (25) 

здесь ,),( 2
21 Rttt  ,)( 211 AAA  

,)( 212 AAA ,)( 211 LLL  212 )( LLL .  

Условие вида (12) для матриц системы (25) 

выполняется, а дифференциальное ограничение 

(13) для систем Пфаффа класса 
22

 после пе-

ресчета с учетом представлений (21) и замены 

(24) принимает вид  

Cv
t

v
L

t

v
L )1()()( 2

1
2

2
1 . (26) 

Б. Введем новое управление mTTT Rgf 2),(  

по формулам  

gvL

fvL

)(

)(

2

1
 ,  

)(

)(
)(

2

1

L

L
L . (27) 

Определитель матрицы )(L  коэффициен-

тов в системе (27) не равен нулю в силу свойст-

ва (22) почти всюду в 
1R , за исключением, воз-

можно, конечного множества 
2K  значений . 

Значит, соответствие (27) между векторами v  и 
TTT gf ),(  взаимно однозначно для значений 

2
1 \ KR . Согласно (27) система (25) перепи-

шется в виде 

2211 ))()(())()(( dttBgyAdttBfyAdy . (28) 

Условие (12) для системы (28) выполняется, 

а дифференциальное ограничение (26) для сис-

тем Пфаффа класса 
22

 принимает вид 

g

f
CL

t

g

t

f
)()1( 12

12

,  

)(

)(
)(

2

1

L

L
L . (29) 

В. Общее решение для системы (28) записы-

вается в виде [3, с. 48] 

.)])()(())()(exp([

))()(exp()(

0

212211
0

2211

t

dttgdttfBtAtAy

tAtAty

 (30) 

Начальное условие (16) выполняется: 
0)0()0(]0,[ xxyEn . В правой части (30) стоит 

криволинейный интеграл второго рода, который 

в силу условий (12) и (29) не зависит от пути 

интегрирования. Поэтому решение (30) можно 

представить в виде  

)(ty  

1

0

1111
0

2211 ])0,())(exp()[)()(exp(

t

dBfAytAtA

2

0

2212211

2211

),())()(exp(

))()(exp(

t

dtBgAtA

tAtA

. (31) 

Поднесем экспоненты под знаки интегралов 

и, чтобы рассмотреть условие (18), умножим 

обе части решения (31) слева на матрицу 

]0,[ nE    

0
21

0
21121 ),,(),,(),( zttFxttFttp  

1

0

1111122 )0,()))((exp())(exp(]0,[

t

n dBftAtAE

2

0

221222 ),()))((exp(]0,[

t

n dtBgtAE , (32) 

где )(]0,[)( tyEtp n , 

T
n

n

E
tAtAEttF

0
))()(exp(]0,[),,( 2211211 , 

m

mmN
n

E
tAtAEttF

,
221121

0
))()(exp(]0,[),,( , 

mn EE , – единичные )( nn - и )( mm -матрицы, 

mmN ,0,0  – нулевые ))(( nNn - и 

))(( mmN -матрицы. 

Если в (32) положить 02t , то получится 

равенство 
0

11 ),0,()0,( ztFth  

  ,)0,()))((exp(]0,[
1

0

11111

t

n dBftAE  (33)  

где  0
1111 ),0,()0,()0,( xtFtpth . 

В случае заданных вектора 
0z  и произволь-

ной аналитической ограниченной функции 

)0,( 1tf  при  0
22 tt  из решения (32) конечное 

условие (18) принимает вид 

0
2

0

221222

0
21

),()))((exp(

]0,[),(

t

n

dtBgtA

EttH

, (34) 

здесь 
00

21
00

211
0
21

0
21 ),,(),,()(),( zttFxttFttttH

1

0

11111
0
22 )0,()))((exp())(exp(]0,[

t

n dBftAtAE . 

Г. В качестве промежуточного вспомога-

тельного управления теперь используется ана-

литическая ограниченная функция  



МАТЭМАТЫКА 

30 

0
21 ),()(

i
i

i tzttg  (35) 

где векторы m
i Rz  подлежат определению. 

Аналитическая функция H  в (34) раскладыва-

ется в ряд 

0
1

0
21 ,),(

i

i
itattH   n

i Ra , (36) 

здесь вещественные векторы ai  R
n
  являются 

известными. В силу  (35) и (36) задача (34) при-

нимает вид 

 

0
2

0

22
0

12
0
221

0

)()))((exp(

t

i
i

ii

i
i dztBtAta .

 (37) 

В результате сравнения коэффициентов при 

одинаковых степенях 
it1  получается счетное 

множество проблем моментов 
0
2

0

2222 )())(exp(

t

ii dBzAa , ,...2,1,0i  (38) 

Каждая из проблем моментов в (38) имеет 

решение )( 2tzi  тогда и только тогда, когда [7, 

c. 42], [1] выполняется условие (23) теоремы 2. 

Решений каждой проблемы моментов – беско-

нечное множество и при этом и в классе анали-

тических функций  [7, c. 51], [8]. Выберем в ка-

ждой проблеме моментов такое решение iz , 

чтобы ряд (35) сходился для точек ),( 21 tt  из не-

которой области 21 IIG  ].,0[),( 0
211 tba  

Тем самым найден вектор g . Для отыскания 

вектора f  имеем из условия (29) начальную 

задачу относительно вектор-функции f   

1111

12

1

12

2

),()0,(

0
)()1(

0
)()1(

Itttf

g
CL

t

g

f
CL

t

f

, (39) 

где некоторая ограниченная аналитическая 

функция )( 1t  и вектор 
0z  пока не заданы и 

выбраны произвольно. Задача (39) всегда имеет 

единственное решение f  в области G , а зна-

чит, вектор TTT gf ),(  найден. В результате за-

мен, обратных к (27) и (24), из вектора  
TTT gf ),(  и интервала 1I  получаются искомая 

компонента u  управления 
)0(z   и интервал .I  

Все ограничения на параметр  выполняются 

почти всюду в 
1R , за исключением, возможно, 

конечного множества 
2

0 iKK  значений . 

Таким образом, задача полной континуум 

управляемости разрешима тогда и только тогда, 

когда выполнено условие (23) теоремы 2. Тео-

рема доказана. 

Замечание 1. Условие (23) на самом деле дос-

таточно проверять для произвольного конечного 

множества числом 
1n  значений 1R , где 

1n  – 

количество значений  во множестве 
1K . 

Замечание 2. В доказательстве теоремы 2 в 

задаче (34)  функция )( 1t  и вектор 
0z  были 

выбраны произвольно. Поэтому эту свободу 

выбора можно использовать для управления 

системой (1).  

Имеет место  

Теорема 3. Для полной максимальной управ-

ляемости системы Пфаффа (1) класса  
22

 

достаточно выполнение условия (23).  

Д о к а з а т е л ь с т в о. В системе (11) сде-

лаем замену аргумента (24). Условие (16) вы-

полняется в силу формулы общего решения 

(31). Согласно теореме 2 условие (23) обеспе-

чивает выполнимость требования (18) с функ-

цией  и вектором 
0z , определяемыми ниже. 

Чтобы рассмотреть условие (17), положим  

в (31) 00

2t , 
1

11 tt  и получим проблему мо-

ментов (см. (33)) 

,)0,())((exp(

]0,[),0,(
1
1

0

111
1
11

01
1

1

t

n

dBftA

EztFh

 

где  01
11

11 ),0,( xtFxh .  

Для решения этой проблемы моментов в 

классе аналитических функций  )( 1t  доста-

точно выполнение в силу (19) условия 

nrankQR )(:1 . 

Очевидно, что это условие имеет место поч-

ти всюду в 1R , за исключением, возможно, ко-

нечного множества 3K  значений , тогда и 

только тогда, когда выполняется условие (23). 

Поэтому существует значение 
3

0
1 \ iKR , 

для которого выполнены все требования в дока-

зательстве теоремы на параметр . Теорема 3 

доказана. 

Управляемость систем Пфаффа класса 

23Θ . К классу  23  относятся те системы 

Пфаффа 2 , для которых наряду с условиями 

(14)–(15) выполнено условие qm , 
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( rqm ), где m  – число из (14), а r  – раз-

мерность компоненты u  вектора управления 
)0(z . Критерий полной управляемости по опре-

делению 1 приведен в теореме 1. 

Рассмотрим представления (21) матриц сис-

темы (11) и замену аргумента  

2212

2111

tts

tts
, 1

21,, R , 

 0
1

2

1
1 .  (40) 

В результате система (11) примет вид 

,))()()((

))()()((

222

111

dttvBLyA

dttvBLyAdy
 

здесь ),( 21 , ,)( 211 AAA   

,)( 22112 AAA ,)( 211 LLL  

22112 )( LLL . 

В силу предположения 1 ранг матрицы  

)(2L  удовлетворяет неравенству 

mrankLq )(2  почти всюду в 2R , за исклю-

чением, возможно, конечного множества 
4K  

направлений, задаваемых вектором . Для сис-

тем класса  23  взаимно однозначная замена 

(27) в общем случае невозможна, так как мат-

рица )(L  имеет размерности )2( rm  и 

mr 2 . Назовем спектром линейной зависимо-

сти матрицы )(2L  множество  векторов , 

для которых  qrankL )(2 . Заметим, что 

спектр  не всегда существует. Если )(i , 

то матрица )(2L  представима в виде  

)()( )(0
2

)(
2

i
i

i LML , (41) 

где матрица )( )(0
2

iL  составлена из линейно незави-

симых строк матрицы )( )(
2

iL , iM – некоторая од-

нозначно определенная постоянная )( mm -мат-

рица. Имеет место достаточное условие континуум 

управляемости систем класса 23 . 

Теорема 4. Для полной континуум управляе-

мости системы Пфаффа (1) класса 23  дос-

таточно существование вектора 
)(i
 из спек-

тра  линейной зависимости матрицы 

)(2L , для которого выполняются условия 

,)( )(
3 nrankQ i  (42) 

здесь 

],)(,...,)(,[)( 1
223 i
n

ii BMABMABMQ  

]0,[ nE , 22112 )( AAA , 
TT

mmN RB ],0[ , ,  

nE  – единичная  )( nn -матрица, mmN ,0,0 – 

нулевые ))(( nNn - и ))(( mmN -матрицы, 

матрица iM  определена в (41).  

В силу представления (41) для матрицы 

)(2 iL  возможна взаимно однозначная замена 

 

gvL

fvL
i )(

)(
)(0

2

1
,  qm RgRf , . 

 

В дальнейшем доказательство этой теоремы 

аналогично доказательству теоремы 2. 

В результате рассуждений, аналогичных 

приведенным при доказательстве теорем 3 и 4, 

получается  

Теорема 5. Для полной максимальной управ-

ляемости системы Пфаффа класса 23  дос-

таточно существование вектора )(i  из спек-

тра  линейной зависимости матрицы )(2L , 

для которого выполняются условие (41) и усло-

вие 

 

,)(:1 nrankQR  

 

здесь ],)(,...,)(,[)( 1
11 BABABQ n  

211 )( AAA , ]0,[E , 
TT

mmN RB ],0[ , .   
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