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О минимизации спектрального радиуса 
 

Ю.В. Трубников, О.В. Пышненко 

Учреждение образования «Витебский государственный университет им. П.М. Машерова» 

 
Задача минимизации спектрального радиуса матрицы I – AB является тривиальной при невырожденной матрице B и произвольной 

матрице A, т.е. в этом случае решением является значение матрицы A, равное B–1. Эта задача существенно усложняется при необра-

тимой матрице B и матрицах A специального вида. В статье получены явные формулы для элементов матрицы A, минимизирующей 

спектральный радиус матрицы I – AB  при заданной матрице B. Основным результатом статьи является теорема 1, в которой под-
робно рассмотрен случай матрицы A вида αI, и теорема 4, в которой рассмотрен случай диагональной матрицы A. Такой вид матрицы 

A обусловлен тем, что матрица αI  содержит один параметр, а диагональная матрица второго порядка содержит два параметра, 
что представляет собой удобство при конструировании конкретных итерационных процессов. 
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On the minimization of spectral radius 
 

Y.V. Trubnikov, O.V. Pyshnenko  

Educational establishment «Vitebsk State University named after P.M. Masherov» 

 
The task to minimize spectral radius of the matrix I – AB is trivial when matrix B is non born and matrix A is arbitrary, thus in this case the 

solution is the value of matrix A equal to B. This task is considerably more complicated at irreversable matrix B and matrices A of special type. 

The article produces apparent formulas for elements of matrix A which minimizes spectral radius of matrix I – AB  at given matrix B. The main 

finding of the article is theorem 1 which in detail considers  the case of matrix A of αI type and theorem 4 which considers the case of diagonal 
matrix A. This type of matrix A is conditioned by the fact that matrix αI contains one parameter while the diagonal matrix of second order 

contains two parameters which is convenient while constructing definite iteration processes. 

Key words: spectral radius, iteration process, extreeme polynome. 

 
ктуальным вопросом теории оптималь-

ных итерационных процессов является 

вопрос минимизации спектрального радиуса 

матрицы I AB   при заданной матрице B. Для 

различных классов матриц A, например, для A 

вида I  или диагональной матрицы A, требует-

ся найти значения параметров, минимизирую-

щих при различных характеристиках матрицы B, 

значение спектрального радиуса ( )I AB . 

Материал и методы. Объектом исследова-

ния являются характеристические полиномы 

матрицы I AB . Применяются аналитические 

методы исследования минимаксной задачи. 

Результаты и их обсуждение. В данной ста-

тье задача минимизации спектрального радиуса 

матрицы I B   при заданной матрице B пол-

ностью решается для матрицы B второго поряд-

ка. Рассмотрены случаи I , A – диагональная 

матрица. Заметим, что в данной задаче интерес 

представляют именно случаи, когда матрица B 

является вырожденной. В случае невырожден-

ности матрицы B тривиальным решением зада-

чи является 
1A B , но и в этом случае в клас-

се матриц вида I  или  диагональных равенст-

во 
1A B может не выполняться. 

Итерационный процесс 

xn+1 = xn – AF(xn), F : 
m
  

m
, 

m
  

m
, 

где ( ) – множество вещественных (ком-

плексных) чисел, естественно считать опти-

мальным, если спектральный радиус матрицы 

( ),nI AF x  

где ( )nF x  – матрица Якоби, является мини-

мальным. При этом желательно, чтобы матрица 

A имела вид A I , где  – итерационный 

параметр, или была диагональной. 

В данном исследовании задача минимизации 

спектрального радиуса матрицы I B  при 

заданной матрице B полностью решается для 

матриц второго порядка. Рассмотрим вопрос о 
нахождении таких вещественных значений 

параметра ,  при которых спектральный ра-

диус ( )I B  матрицы I B  является наи-

меньшим. Пусть 

 

B = bij  (i, j = 1, 2), SpB = b11 + b22, 

 

2

11 22 11 22 12 21( , 1, 2), , ( ) 4 .ijB b i j SpB b b p b b b b‖ ‖  

 

Теорема 1. Пусть 
2

11 22 12 21( ) 4 0.b b b b  

Тогда результат минимизации спектрально-

го радиуса ( )I B  по  можно сформули-

ровать следующим образом (табл. 1): 
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m
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Таблица 1 

Таблица значений ( )I B  

Связь между параметрами Sp и p Оптимальное значение  
Значение спектрального  

радиуса 

0 < p < SpB 2/SpB p/SpB < 1 

SpB < 0 < p,    0 < p < |Spb| 2/SpB p/|SpB| < 1 

0 < SpB < p 0 1 

SpB <0<p,   0<|SpB|<p 0 1 

SpB≠0,    p=0  2/SpB 0 

SpB=0,    p≠0 0 1 

SpB = p 0 1 

 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Найдем дискрими-

нант D характеристического уравнения 
2 2

11 22 11 22 11 22 12 21(2 ) 1 ( ) 0b b b b b b b b 
2 2

11 22 11 22 11 22 12 21(2 ) 1 ( ) 0b b b b b b b b  (1) 

матрицы I B : 
2 2 2 2

11 22 11 22 11 22 12 21 11 22 12 21(2 ) 4[1 ( )] [( ) 4 ].D b b b b b b b b b b b b 
2 2 2 2

11 22 11 22 11 22 12 21 11 22 12 21(2 ) 4[1 ( )] [( ) 4 ].D b b b b b b b b b b b b  

Таким образом, если 
2

11 22 12 21( ) 4 0,b b b b  

то корни  1 2( ), ( )  уравнения (1) будут 

иметь вид 

1 1

1 1
( ) (2 | | ), ( ) (2 | | ).

2 2
SpB p SpB p= 

= 1 1

1 1
( ) (2 | | ), ( ) (2 | | ).

2 2
SpB p SpB p  

Рассмотрим, например, случай, когда 

0 .p SpB  Так как 

1

2 | | 2 ( ),     0,
2 ( )

 2 | | 2 ( ),     

где 

где 0;   

SpB p p SpB

SpB p p SpB

 

2

2 | | 2 ( ),      где 0,  
2 ( )

2 | | 2 ( ),       где 0;  

SpB p p SpB

SpB p p SpB

 

то из графиков функций 

1 2 1 22 | ( ) |, 2 | ( ) |, {2 | ( ) |,2 | ( ) |}max
 

видно, что 

1 2{2 | ( ) |,2 | ( ) |}minmax  

достигается при  
2

.
SpB

  При этом в точке  

2

SpB
 получаем 

2

11 22 12 21

1 2

11 22

( ) 4
( ) | ( ) | | ( ) | .

b b b b
I B

b b
 

Аналогично рассматриваются и другие случаи. 

Теорема 2. При выполнении неравенства 
2

1 11 22 12 21( ) 4 0D b b b b  (2) 

значение параметра , минимизирующее 

спектральный радиус ( ),I B  определяется 

равенством 

2

1

2
.

| | ( )

SpB

D SpB
 (3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При выполнении не-

равенства (2) корни характеристического урав-

нения (1) имеют вид 

1

1,2 1

| |
1 ( | |) 1 .

2 2 2

D
SpB i D SpB i

 

Тогда 
2

2 2 2 1
1 2

| |
| | | | (1 ) .

2 4

D
SpB  

Так как 
2

1 1| | | |
(1 ) ,

2 2

d D
SpB SpB

d
 (4) 

то, приравнивая выражение (4) к нулю, получа-

ем равенство (3). При таком значении  
1

2
1

2

1

| |
( ) .

| | ( )

D
I B

D SpB
 (5) 

В том случае, если матрица B – произволь-

ная матрица второго порядка с комплексными 

элементами, а параметр  также принимает 

комплексные значения, задача минимизации спек-

трального радиуса ( )I B  эквивалентна задаче 

построения полинома вида ( ) 1P , который, 

если его рассматривать на множестве 1 2{ , } ,  

имеет минимальный максимум модуля. 

Теорема 3. Полином вида 

1 2 2 1
*

1 2 1 2

| | | |
( ) 1 ,

| || | (| | | |)
P  

рассматриваемый на множестве  1 2{ , } ,  

имеет минимальный максимум модуля. При 

этом 
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1 2

1 2
*

{ , }
1 2

| |
| ( ) | ( ) .

| | | |
min max P I B  

Таким образом, в случае произвольной мат-

рицы B с комплексными элементами, при усло-

вии, что параметр  может принимать ком-

плексные значения, оптимальное значение  

определится равенством 

1 2 2 1

1 2 1 2

| | | |
,

| || | (| | | |)
 

где 1 2,  – собственные значения матрицы 

1 2, ,B  – комплексно-сопряженные числа. 

Из теоремы 3 можно получить результат 

теоремы 1, но теорема 1 удобнее для примене-

ния, так как формулируется в терминах элемен-

тов матрицы B, а не в терминах собственных 

значений. 

Вернемся к вопросу о нахождении таких ве-

щественных значений параметров  , , при 

которых спектральный радиус матрицы 

 
11 12

21 22

1 0 0

0 1 0

b b

b b
 (6) 

при вещественных ( , , ) 1 2jkb j k  минимален. 

Пусть 

12 21

11 22

.
b b

p
b b

 

Теорема 4. Если 11 22 0b b , то при  

(0, 1) p  минимизирующими спектральный 

радиус  матрицы (6) параметрами  ,  яв-

ляются 

11 22

1 1
, .

b b
 

При этом .p  

Если  ( ,0) (1, )p ,  то 

11 22

1 1
1 , 1 .

1 1

p p

b p b p
 

В этом случае 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим характе-

ристическое уравнение матрицы I AB , где 

0
.

0
A  

Так как 

 

11 12

21 22

1

1

b b

b b
 

2

11 22 11 22 12 21(2 ) (1 )(1 )b b b b b b

 
2

11 22 11 22 11 22 12 21(2 ) 1 ( ),b b b b b b b b

 

то дискриминант D этого выражения имеет вид 
2 2 2 2

11 22 12 21 11 222(2 ) .D b b b b b b  (7) 

Выражение (7)  по переменным  ,  являет-

ся квадратичной формой  с матрицей 
2

11 12 21 11 22

2

12 21 11 22 22

2
.

2

b b b b b
T

b b b b b
 

Условие (0,1)p  обеспечивает положитель-

ную определенность формы (7). Действительно, 
2

11 12 21 11 22

12 21 11 22 12 212

12 21 11 22 22

2
4 ( ).

2

b b b b b
b b b b b b

b b b b b

 

В силу условия (0,1)p  это выражение явля-

ется положительным. Поясним этот факт. Если 

11 22 0b b     и    12 21

11 22

0 1
b b

b b
, 

то 12 21 11 220 b b b b   и  12 21 11 22 12 21( ) 0.b b b b b b  

Если 11 22 0b b , то 11 22 12 21 0b b b b  и 

12 21 11 22 12 21( ) 0.b b b b b b  

Корни характеристического уравнения мат-

рицы  I AB  будут иметь вид 

2

1,2 11 22 11 22 12 212 ( ) 4 .b b b b b b

 

Обозначив 

11 22

11 22

,

,

b b t

b b s
 (8) 

получаем, что 

11 22

, ,
2 2

s t s t

b b
 

тогда   

2 2 2 2 2 2 2

11 22 12 21

11 22

( )
( ) 4 4 · ( ) (1 ) .

2 2

s t s t
D b b b b t t s t p p t ps

b b

2 2 2 2 2 2 2

11 22 12 21

11 22

( )
( ) 4 4 · ( ) (1 ) .

2 2

s t s t
D b b b b t t s t p p t ps

b b
 

Таким образом, корни характеристического 

уравнения 1 2  ( , ), ( , )t s t s  будут иметь вид 

2 2 2 2

1 2

1 1
[2 (1 ) ], [2 (1 ) ].

2 2
s p t ps s p t ps 

2 2 2 2

1 2

1 1
[2 (1 ) ], [2 (1 ) ].

2 2
s p t ps s p t ps  
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Функции 1 2  ( , ), ( , )t s t s  при фиксированном t 

являются монотонно убывающими по перемен-

ной ( (0,1))s p , но тогда 

 

1 2{| ( , ) |,| ( , ) |}
s

minmax t s t s  

достигается, если 1 1 2 2| | | | . Это 

свойство приводит к равенству 

 

2 2 2 22 (1 ) 2 (1 ) .s p t ps s p t ps

 

Из последнего равенства получаем, что 2s , 

но тогда 0t . Из системы (9) в этом случае 

 

11 22

11 22

0,

2,

b b

b b
 

так что 

11 22

1 1
, .

b b
 

При этом 

12 21
1 2

11 22

( ) | | | | .
b b

I AB
b b

 

 

Рассмотрим далее случай, когда параметр 

( ,0) (1, )p . Полагая  2,
1

p
s t s

p
, 

получаем 

11 11 11 11

1 1
1 , 1 .

2 1 2 1

s t p s t p

b b p b b p
 

11 11 11 11

1 1
1 , 1 .

2 1 2 1

s t p s t p

b b p b b p
 

 

Очевидно, что в этом случае ( ) 0.I AB  

Ситуация в вырожденных случаях отобража-

ется в таблице. 

В общем случае n n – матриц можно 

сформулировать необходимое и достаточное 

условие обращения в нуль всех коэффициентов 

(кроме коэффициента при 
n

) полинома 

( ) .det I I AB  

Пусть полином ( )f  имеет вид 

 
1 2

1 2 1 0( ) ... , ( ) ( 1).n n n

n nf p p p p g f 
1 2

1 2 1 0( ) ... , ( ) ( 1).n n n

n nf p p p p g f  

 

Лемма 1. Необходимым и достаточным ус-

ловием обращения в нуль всех коэффициентов  

(кроме коэффициента при 
n

) полинома ( )g  

является условие 

( 1,2,..., ),m

n m np C m n   (9) 

где 
m

nC  – биномиальные  коэффициенты. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .   Пусть выполняются 

равенства (9), тогда 
1 1 2 2 1( ) ... ( 1) .n n n n n n

n n n nf C C C C

Но в этом случае 

( ) ( 1) ( 1 1) .n ng f  

Обратное очевидно. 

В качестве полинома  ( )f  возьмем харак-

теристический полином матрицы AB ,  т.е. 

([1]) 

 
1 2

1 2( ) ... ( 1) ,n n n n

nf b b b  

где jb  – сумма всех главных миноров порядка 

j  матрицы  AB . Тогда 

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ).det I I AB det AB f g

Лемма 2. Необходимым и достаточным усло-

вием обращения в нуль всех коэффициентов  

(кроме коэффициента при  
n

) полинома 

( )det I I AB  

являются равенства 

 
1 2 3 1 1

1 2 3 1, , , ... , ( 1) ,   ( 1) ,    n n n n

n n n n n n nb C b C b C b C b C 
1 2 3 1 1

1 2 3 1, , , ... , ( 1) ,   ( 1) ,    n n n n

n n n n n n nb C b C b C b C b C . 

 

Таблица 2 
 

Таблица значений ( )I AB  в вырожденных случаях 
 

Связь между элементами матрицы B Оптимальные значения ,  Значение ( )I AB  

12 21 11 22 0  , 0b b b b  
11 22  2 / , 2 /b b  0 

22 11 12 210, 0,      0b b b b  
22 12 21 22/(2 )   , 2 /b b b b  0 

11 220,   0b b   0, 0  1 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, в 

этом случае 
1 2 1 1

1 1 2 2 1 1 0, , ... ,   ( 1) , ( 1)    .n n n n

n n n n n n n np b C p b C p b C p b C 
1 2 1 1

1 1 2 2 1 1 0, , ... ,   ( 1) , ( 1)    .n n n n

n n n n n n n np b C p b C p b C p b C  
 

Рассмотрим несколько частных случаев. Ес-

ли  AB  имеет  вид 

 

1 11 1 12

2 21 2 22

,
a b a b

AB
a b a b

 (10) 

тогда 

 

1 11 11 2 22 2 1 2 11 22 12 212, ( ) ( ) 1,b a b a b b det AB a a b b b b 

1 11 11 2 22 2 1 2 11 22 12 212, ( ) ( ) 1,b a b a b b det AB a a b b b b  

 

т.е. интересующая нас система уравнений имеет 

вид 

1 11 2 22

1 2

2,

1.

a b a b

a a detB
 

При  3n  

1 11 1 12 1 13

2 21 2 22 2 23

3 31 3 32 3 33

,

a b a b a b

AB a b a b a b

a b a b a b

  (11) 

 

и система уравнений относительно 1 2 3,  ,a a a  

примет следующий вид 

 

.1det

,3)(

)()(

,3

321

2332332232

12313311311221221121

333222111

Baaa

bbbbaa

bbbbaabbbbaa

bababa

 

 

Заключение. Получены явные формулы для 

элементов матрицы А, минимизирующей спек-

тральный радиус ( )I AB . 
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