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Пусть G – конечная группа. Подгруппа H группы G называется 2-максимальной подгруппой группы G, если H является максималь-

ной подгруппой в некоторой максимальной подгруппе M группы G. Аналогично могут быть определены 3-максимальные подгруппы в 
группе. Максимальной цепью длины n  группы G называется всякая цепь вида En < En–1 < … < E1 < E0 = G, где Ei  является максимальной 

подгруппой в  Ei–1, i = 1, 2, …, n. Работа посвящена исследованию групп, у которых все ненормальные максимальные подгруппы нильпо-

тентны и в каждой максимальной цепи длины три имеется собственная субнормальная подгруппа. 
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Let G be a finite group. Subgroup H of G group is called 2-maximal subgroup of G group, if H is a maximal subgroup in some maximal sub-
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се рассматриваемые в данной работе 

группы являются конечными. Напом-

ним, что подгруппа H группы G называется  

2-максимальной подгруппой (или второй мак-

симальной подгруппой) группы G если H явля-

ется максимальной подгруппой в некоторой 

максимальной подгруппе M группы G. Анало-

гично могут быть определены 3-максимальные 

подгруппы, 4-максимальные подгруппы и т.д. 

Максимальной цепью длины n группы G называ-

ется всякая цепь вида 1 1 0n nE E … E E G , 

где iE  является максимальной подгруппой в 

1iE , 1 2i … n . 

В последние годы выявлен ряд новых инте-

ресных результатов о вторых и третьих макси-

мальных подгруппах. В недавней публикации [1] 

Ли Широнг получил классификацию ненильпо-

тентных групп, у которых каждая 2-ма-

ксимальная подгруппа является TI -подгруппой. 

В работе [2] Го Шуин и К.П. Шам доказали раз-

решимость групп, в которых все 2-макси-

мальные подгруппы обладают свойством по-

крытия-изолирования. В работах [3–5]  

Го Веньбинем, Ли Баоджуном, А.Н. Скибой  

и К.П. Шамом были получены новые характери-

зации сверхразрешимых групп в терминах  

2-максимальных подгрупп. В работе [6] описы-

ваются ненильпотентные группы, в которых каж-

дая 2-максимальная подгруппа перестановочна со 

всеми 3-максимальными подгруппами, а в работе 

[7] дано описание групп, в которых каждая мак-

симальная подгруппа перестановочна со всеми 3-

максимальными подгруппами.  
В 2005 году Л.А. Шеметковым на Гомель-

ском городском алгебраическом семинаре был 
поставлен следующий вопрос: что можно ска-
зать о строении конечной группы G, если в ка-
ждой ее максимальной цепи длины n имеется 
собственная субнормальная в G подгруппа? 
Понятно, что в нильпотентной группе все ее 
подгруппы субнормальны. Нетрудно также по-
казать, что ненильпотентные группы, у которых 
в каждой максимальной цепи длины два имеет-
ся собственная субнормальная подгруппа, яв-
ляются группами Шмидта с абелевыми силов-
скими подгруппами (см. [8], лемма 2.5). 

Целью данной работы является изучение 

строения конечных групп, у которых все ненор-

мальные максимальные подгруппы нильпотетны и 

в каждой максимальной цепи длины три имеется 

собственная субнормальная подгруппа. 

В 
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В дальнейшем p, q и r – простые делители 

порядка группы G  ( p q ), P, Q и R обозначают 

некоторые силовские p-подгруппу, q-подгруппу 

и r-подгруппу в G соответственно. 

Сформулируем в виде лемм необходимые в 

дальнейшем результаты.  

Лемма 1 [8, лемма 2.1]. (1) Если в G  нет  

3-максимальных подгрупп, то { }G p pq ;  

(2) если G p q r , где 3  

( {0}N ), то G pqr  и 1 является 

единственной 3-максимальной подгруппой в G ;  

(3) если G p q r , где 3  

( {0}N ), то в G  нет 3-максимальных 

подгрупп.  

Лемма 2 [8, лемма 2.3]. Если N  – нормаль-

ная подгруппа группы G  и в G N  имеется  

3-максимальная подгруппа, то в каждой мак-

симальной цепи длины три этой фактор-

группы имеется собственная субнормальная  

в G N  подгруппа.  

Лемма 3 [9, гл. А, теорема 14.4]. Пусть 

,A B G . Если A  и B  субнормальны в G, то 

A B  – субнормальная подгруппа группы G.  

Лемма 4 [10, лемма 4]. Пусть M  – макси-

мальная подгруппа группы G. Если L  субнор-

мальна в G и L M , то GL M .  

Теорема 1. Пусть G – группа, у которой в 

каждой максимальной цепи длины три имеется 

собственная субнормальная в G подгруппа и 

( ) { }G p q . В том и только в том случае все 

ненормальные максимальные подгруппы группы 

G  нильпотентны, когда [ ]G P Q  и G  – группа 

одного из следующих видов:  

(1) G  – группа Шмидта, ( )P p  и 

GQ Q q ;  

(2) P  является минимальной нормальной 

подгруппой в G  и 2

GQ Q q ;  

(3) P  является минимальной нормальной под-

группой в G , GQ Q q , любая максимальная 

подгруппа из Q , отличная от QG , циклична; 

(4) G=[G
N
]M, где G

N
 – минимальная нор-

мальная подгруппа группы G, M=[Mp]Q – пред-

ставитель единственного класса нильпотент-

ных ненормальных максимальных подгрупп 

группы G, |Mp|=p, Q=<a> – циклическая группа 

и |Q:QG|=q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь. 

Так как все ненормальные максимальные под-

группы группы G  нильпотентны, то, по теоре-

ме 24.2 из [11], относительно группы G  выпол-

нены следующие условия:  

1) G
N
 является s-группой для некоторого 

простого числа s;  

2) G
N
 / Ф(G

N
) – главный фактор группы G ; 

3) любые две ненормальные максимальные 

подгруппы группы G сопряжены в G. 

Не теряя общности, мы можем считать, что  

s = p.  

Предположим вначале, что G
N 

= P. Так как 

( ) { }G p q , то G PQ . Поскольку группа G  

не является нильпотентной, то в ней имеется 

такая максимальная подгруппа 1A , что 

1

aG A p  для некоторого a N  и 1A  не явля-

ется нормальной в G . Поэтому 1A  нильпотент-

на и 1A  не является субнормальной в G . Не те-

ряя общности, мы можем считать, что 1Q A .  

Предположим, что ( ) 1P . Тогда P  явля-

ется минимальной нормальной подгруппой в G  

и 1A Q  – максимальная подгруппа группы G , 

которая несубнормальна в G. Предположим 

вначале, что все максимальные подгруппы из Q  

являются субнормальными в G. Тогда, по лемме 3, 

Q  – циклическая группа. Очевидно, что в этом 

случае G имеет в точности два класса макси-

мальных подгрупп, представителями которых 

являются группы Q  и 1PQ , где 1Q  – макси-

мальная подгруппа группы Q . Так как 1Q  явля-

ется субнормальной подгруппой в G, то 1Q  суб-

нормальна в 1PQ  и, следовательно, нормальна в 

ней. С другой стороны, 1Q  нормальна в Q . Сле-

довательно, 1Q  является нормальной подгруп-

пой в G и поэтому 1PQ  нильпотентна. Заметим 

также, что в этом случае, ввиду леммы 4, 

1 GQ Q . Следовательно, G является группой 

Шмидта, т.е. G – группа типа (1). 

Предположим теперь, что в Q  нет максималь-

ных субнормальных в G подгрупп. Если 1Q  – 

максимальная подгруппа в Q , то, ввиду усло-

вия, все максимальные подгруппы из 1Q  явля-

ются субнормальными в G. Значит, по лемме 3, 

1Q  – циклическая группа. Следовательно, мак-

симальная подгруппа 2Q  из 1Q  характеристична 

в 1Q  и поэтому нормальна в Q . Кроме того, 2Q  

нормальна в 2PQ , так как 2Q  субнормальна в G 

и, следовательно, субнормальна в 2PQ . Поэто-

му, по лемме 4, 2 GQ Q , что влечет 2

GQ Q q . 

Таким образом, G – группа типа (2). 

Предположим теперь, что в Q все максималь-

ные подгруппы, кроме одной подгруппы 1Q ,  
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не являются субнормальными в G. Тогда, как и 

выше, получаем, что 1Q  нормальна в G и по-

этому, по лемме 4, 1 GQ Q . Значит, : GQ Q q . 

Таким образом, G – группа типа (3). 

Допустим теперь, что ( ) 1P . Тогда, ввиду 

того, ( )P P  – главный фактор группы G , 

1 ( )A P Q  – максимальная подгруппа в G , 

причем 1A  несубнормальна в G . Так как 

( ) 1P , то 1A  не является циклической груп-

пой и поэтому, по лемме 3, в 1A  имеется макси-

мальная несубнормальная в G  подгруппа 2A  с 

1 2A A p . Тогда 2Q A  и поэтому 

2 2 1 2( ( ))A A A Q A P . Так как, по условию, 

все максимальные подгруппы из 2A  являются 

субнормальными в G , то, по лемме 3, 2A Q  – 

циклическая группа и поэтому ( )P p . Оче-

видно, что в этом случае G  является группой 

Шмидта, т.е. G  – группа типа (1). 

Пусть теперь G
N

P. Если Ф(G
N
)≠1, то 

(G/Ф(G
N
))

N
=G

N 
/Ф(G

N
) – силовская p-подгруппа 

в G/Ф(G
N
). Значит, G

N
=P – силовская p-

подгруппа в G, противоречие. Таким образом, 

получаем, что Ф(G
N
)=1. Значит, G

N  
является 

минимальной нормальной подгруппой в G.  

А так как G – ненильпотентная группа, то G
N
 

( )G  и, следовательно, существует макси-

мальная подгруппа M  в G  такая, что G=[G
N
]M. 

Из того, что G/G
N 

 изоморфно М, следует, что 

M  нильпотентна и, значит, силовская p -под-

группа pM  группы M  нормальна в M . Значит, 

( )G pM N M . Но ( )p G pM N M  и, следователь-

но, ( )G pN M G . Из последнего следует, что pM  

нормальна в G . Так как P  имеет вид 

P=[G
N
]Mp, то P  нормальна в G . Очевидно, что 

M не является нормальной подгруппой в G. 

Значит, M несубнормальна в G. Кроме того, со-

гласно 3), M является представителем единст-

венного класса нильпотентных ненормальных 

максимальных подгрупп группы G. Если все 

максимальные подгруппы из M являются суб-

нормальными в G, то, по лемме 3, M – цикличе-

ская примарная группа и поэтому |Mp|=1, что 

влечет G
N
=P, противоречие. Значит, в M имеет-

ся максимальная несубнормальная в G под-

группа L, которая, по лемме 3, является цикли-

ческой примарной группой. Очевидно, что в 

этом случае |Mp|=p и, не теряя общности, можем 

считать, что L=Q. Кроме того, если Q1 – макси-

мальная подгруппа из Q, то Q1 является субнор-

мальной подгруппой в G. Откуда, по лемме 4, 

следует, что Q1=QG.  

Таким образом, G является группой типа (4). 

Д о с т а т о ч н о с т ь. Очевидно, что в дан-

ном случае в каждой максимальной цепи длины 

три группы G  имеется собственная субнор-

мальная в G  подгруппа. Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть G – группа, у которой в 

каждой максимальной цепи длины три имеется 

собственная субнормальная подгруппа и 

( ) 3G . В том и только в том случае все не-

нормальные максимальные подгруппы группы 

G  нильпотентны, когда [ ]( )G P QR , где  

P  G
N
 является минимальной нормальной под-

группой в G , R r , Q a  – циклическая 

группа, GQ Q q  и выполняется одно из сле-

дующих условий:  

(1) R  является нормальной подгруппой в G ;  

(2) R  ненормальна в G  и Q q .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь. 

Как и выше, можно показать, что  G
N
≤P и P 

нормальна в G. Поскольку группа G  не являет-

ся нильпотентной, то в ней найдется такая не-

нормальная максимальная подгруппа 1A , что 

1

aG A p  для некоторого a N . Поэтому 1A  

нильпотентна и 1A  не является субнормальной в 

G . Если все максимальные подгруппы из 1A  

являются субнормальными подгруппами в G , 

то, по лемме 3, 1A  – циклическая примарная 

группа, так как 1A  несубнормальна в G . Значит, 

1

bA q  для некоторого b N  и поэтому 
a bG p q , что противоречит условию. Следова-

тельно, в 1A  имеется максимальная несубнор-

мальная в G  подгруппа 2A . По условию, все 

максимальные подгруппы из 2A  являются суб-

нормальными подгруппами в G . Значит, по 

лемме 3, 2A  – циклическая примарная группа и, 

очевидно, 2A  не является p -группой. Поэтому, 

не теряя общности, мы можем считать, что 

2

cA q  для некоторого c N . Если 

1 2A A p , то 1a cG p q , что противоречит 

условию. Значит, 1 2A A r , R r  и 2A Q . 

Это означает, что 1 1A P , т.е. ( ) 1P . Оче-

видно, что G
N
=P. 

Таким образом, [ ]( )G P QR , 1

x yA Q R  – не-

нормальная максимальная подгруппа в G  для 

некоторых x y G  и 2

zA Q a  – 2-макси-

мальная несубнормальная в G  подгруппа груп-

пы G , которая является циклической группой 
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для некоторого z G . Не теряя общности, мы 

можем считать, что 1A QR  и 2A Q . Так как 

( ) 1P  и P=G
N
, то P  – минимальная нор-

мальная подгруппа группы G . Заметим также, 

что, если 1Q  – максимальная подгруппа в Q , то 

так как 1Q  субнормальна в G , то 1Q  субнор-

мальна в 1PQ  и, следовательно, нормальна в 

ней. С другой стороны, 1Q  нормальна в Q . Зна-

чит, 1Q  является нормальной подгруппой в G . 

Следовательно, по лемме 4, 1 GQ Q  и поэтому 

GQ Q q .  

Если R  нормальна в G , то G  является 

группой типа (1). Пусть R  не является нор-

мальной подгруппой в G . Тогда максимальная 

подгруппа GRQ  из 1A  не является субнормаль-

ной в G . Действительно, если GRQ  субнор-

мальна в G , то R  субнормальна в G  и, следо-

вательно, R  нормальна в G . Полученное про-

тиворечие показывает, что GRQ  несубнормаль-

на в G . Тогда все максимальные подгруппы из 

GRQ  являются субнормальными в G  и поэтому, 

по лемме 3, GRQ R  – циклическая группа. 

Следовательно, Q q  и G  является группой 

типа (2).   

Д о с т а т о ч н о с т ь. Очевидно, что в дан-

ном случае в каждой максимальной цепи длины 

три группы G  имеется собственная субнор-

мальная в G  подгруппа. Теорема доказана. 
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