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Задача о возможности представления полинома заданной степени в виде компози-

ции полиномов меньших степеней является классической и используется в приложениях, 
например, в шифровании информации. В настоящее время известны некоторые разрабо-
танные машинные алгоритмы декомпозиции полиномов [1, 2]. Установление факта нали-
чия какой-либо композиции у полинома само по себе является трудной задачей, поэтому 
практическую ценность представляют аналитические условия связи между коэффициен-
тами полинома, при выполнении которых полином имеет заданную композиционную 
структуру. Получение таких условий требует большого числа преобразований в символь-
ном виде и не поддается ручным вычислениям уже для полиномов относительно невысо-
ких степеней, например, восьмой. Ситуация существенно изменилась в XXI веке с развити-
ем систем компьютерной математики. Так, например, Ю.В. Трубниковым и В.В. Юргеласом 
получены явные условия наличия композиции полиномов шестой степени [3].  

Цель работы – получить необходимые и достаточные условия, при которых поли-
ном двенадцатой степени представим в виде композиции полиномов четвертой и треть-
ей степеней. Настоящее исследование является естественным продолжением работ [4] и [5]. 

Материал и методы. Материалом исследования являются алгебраические полино-
мы комплексного аргумента двенадцатой степени, являющиеся композицией полиномов 
меньших степеней. Методы исследования – методы алгебры с использованием системы 
компьютерной математики Maple 2023. 

Результаты и их обсуждение. Доказаны теоремы следующего вида. 
Теорема 1. Для того, чтобы полином двенадцатой степени 
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являлся композицией полиномов вида ( ) ( )( )12P z f g z= , где ( ) 3

1 2 3
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4z b z bf z bz z b= + + + + , 

( ) 3 2

1 2 3z c zg z c z c+= + + , необходимо и достаточно, чтобы были выполнены следующие 

условия связей между его коэффициентами: 
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( )(2 9 7 6 5 2 4

1 2 1 1 2 1 3 1 2 1 2 311 3 8 1533 14816 7008 49536 41728
335
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54432
a aa a a a a a a a a a a −− − +− −= +  

 )3 3 3 2 2 4 3

1 2 1 6 1 2 3 1 2 6 2 1 2 3 963488 49152 67584 131072 20480 16384 1048576a a a a a a a a a a a a a a a− + + − + − + . 

При этом 1
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параметр 
1b  остается свободным. 

Удобно выбирать 
1 0.b =  Заметим, что выполнения условий теоремы достаточно для 

разрешимости исходного полинома двенадцатой степени в радикалах. 
Исследование выполнено при финансовой поддержке Белорусского республиканского 

фонда фундаментальных исследований (договор № Ф23М-003). 
Заключение. Таким образом, в работе получены необходимые и достаточные усло-

вия представимости произвольного полинома двенадцатой степени комплексного аргу-
мента в виде композиции полиномов четвертой и третьей степеней. Также получены 
формулы прямого перехода от коэффициентов исходного полинома к коэффициентам 
полиномов, составляющих композицию.  
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In paper [1] we found the matrix representation and full group of isometries the homoge-

neous manifold of the special three-dimensional non-unimodular Lie group S3 equipped with 
left-invariant Riemannian metric. The purpose of this paper is to find a matrix representation of 
this group of isometries and to study the structure of this group.  

Material and methods. We consider the special non-unimodular three-dimensional Lie 
group S3 , equipped with left-invariant Rimannian metrics, and the full group of isometries of the 
resulting homogeneous manifold. We use methods of algebra and differential geometry. 

Results and its discussion. In paper [1] we found the matrix representations of Lie 
group  S3  and its Lie algebra  S3 .  These representations helped us to introduce the natural co-
ordinates in  S3  and S3 . Then we found the canonical form of the left-invariant metric tensor in 
the natural coordinates, and we found the full group of isometries of the resulting homogeneous 
manifold. This group is four-dimensional, not connected, and with respect to the natural coordi-
nates it acts according to the formulas  





 

x1 = x1 + h1,

x2= (x2cosat – x3sinat)eh1 + h2,

x3= (x2sinat + x3cosat)eh1 + h3,

                                            (1) 





 

x1 = x1 + h1, 

x2= (x2sinat + x3cosat)eh1 + h2, 

x3= (x2cosat – x3sinat)eh1 + h3,

                                           (2) 

where H(h1, h2, h3) is an arbitrary element of the Lie group  S3, tR, a  0. 

We will call the transformations, which act by these formulas the isometries of the first 
and of the second kind respectively. Only the transformations of the first kind form the group, 
and we denote this group as  Ie(S3). 

If we consider the implementation of the Lie group S3 in the form of column vectors with 
components  (x1, 1, x2, x3, 1), then the action of transformations from Ie(S3) can be represented as 
a matrix  

[T] =











1    h1         0               0             0

0    1          0               0             0 

0    0     eh1 cosat    –eh1 sinat     h2

0    0     eh1 sinat      e
h1 cosat     h3

0    0          0               0             1

  .                                  (3) 

Let us assign coordinates  (t, h1, h2, h3) to such transformation. The coordinate  t  is cyclic: 

coordinates  (t, h1, h2, h3)  and 






t +
2

a
, h1, h2, h3   define the same point. Suppose, that we have two 

transformations with coordinates (t1, h1, h2, h3) and (t2, g1, g2, g3). Then, by multiplying the corre-
sponding matrices, we find that the group operation in  Ie(S3)  is given by the formulas 


