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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы диссертации. В стремлении создать де­
тальную картину исследуемых процессов мы приходим к необходимо­
сти строить все более сложные математические модели, которые в свою 
очередь требуют универсального тонкого аппарата. Под сложностью 
задачи можно понимать, например, многомерность, нелинейность, на­
личие одновременно многих физических процессов в описании методами 
математического моделирования реальных насущных задач. Накоплен­
ный опыт решения простых (например одномерных) задач подготовил 
основу для формирования алгоритмов решения более сложных задач 
математической физики.

Работа посвящена разработке методов решения сложпых задач ма­
тематической физики. Это прежде всего связано с решением многомер­
ных краевых задач для уравнений в частных производных. Разработка 
методов решения связана с методом расщепления. Изложение этих мето­
дов можно найти в известных монографиях Н.Н.Яненко, Р.Рихтмайера 
и К.Мортона, Марчука Г.И., Самарского А.А. и Гулина А.В., Самар­
ского А.А. и Андреева В.Б., Самарского А.А. и Вабшцевича П.Н. и 
др. Сущность методов расщепления состоит в редукции сложных задач 
к простейшим. Например, многомерная задача сводится к последова­
тельности одномерных, легко решаемых на ЭВМ. Все эти методы мож­
но отнести к аддитивным алгоритмам. Несмотря на многолетние ис­
следования многих математиков в этой области (Писмана и Рэчфорда., 
Дугласа и Ганна, Р.Рихтмайера и К.Мортона. Яненко Ы.Н., Самарско­
го А.А., Марчука Г.И., Гулина А.В., В.И. Лебедева, Е.Г. Дьяконова, 
Андреева В.Б. и др.) остается много проблем связанных с построени­
ем и исследованием этих методов. Аддитивные методы, основанные на 
расщеплении исходной задачи на более простые, нашли широкое приме­
нение для разнообразных по своему характеру задач и способствовали 
развитию различных методов решения задач математической физики. 
Это прежде всего методы слабой аппроксимации, суммарной аппрокси­
мации, методы стабилизирующей поправки и другие.

На ряду с широким практическим использованием указанных мето­
дов, интенсивно развиваются теоретические вопросы связанные с вопро­
сом повышения точности, экономичности и расширением класса задач 
,для которых они используются. Новое качество структуры параллель­
ных ЭВМ требует построение новых математических методов решения
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сложных задач на, параллельных вычислительных системах. В пред­
лагаемой работе сделан важный шаг в вопросе построения аддитив­
ных методов на основе метода расщепления. В частности, построены 
аддитивно разностные схемы полной аппроксимации, которые име­
ют ряд преимуществ перед классическими алгоритмами расщепления. 
Актуальность решения многомерных задач математической физики не 
вызывает сомнения и поэтому, предложенные в работе методы суще­
ственно продвигают эту сложную и насущную проблему. Они дают 
возможность реша ть на современных ЭВМ многие до сих пор нереша­
емые задачи математического моделирования с минимальными затра­
тами ресурсов ЭВМ.

Несомненную акт уальность работы дополняют детальные теорети­
ческие исследования всех предложенных методов. Детально исследуют­
ся вопросы корректности предложенных алгоритмов, их точность. До­
казывается сходимость итерационных методов и указывается скорость 
их сходимости. Это потребовало разработки специальных подходов к 
исследованию аддитивных методов полной аппроксимации.

Актуальность работы заключается еще и в том, что возможности 
исследований в рамках предложенных методов весьма широки и неогра- 
ничеваются примерами перечисленными в работе.

Связь работы с крупными научными программами, тема­
ми. Исследования проводились по темам, выполняемым отделом чи­
сленных методов математической физики Института математики НАН 
Беларуси: тема Алгоритм-08 — "Разработка эффективных численных 
методов решения сложных задач матсматичской физики” (1996-2000 гг., 
номер гос. регистрации N"19971682);

Цель и задачи исследования. Целью работы является построе­
ние аддитивных методов полной аппроксимации для решения сложных 
задач математической физики и на их основе построение эффективных 
алгоритмов метода расщепления с улучшенными свойствами. В частно­
сти, разработать аддитивные методы, которые снимают ограничения 
на количество разбиений в аддитивных методах, как это имеет место 
в классическом методе переменных направлений, а также не требуют 
коммутируемости операторов расщепления. Причем построить подоб­
ные алгоритмы для расщепления по пространственным переменным, 
декомпозиции по подобластям, расщеплению по физическим процессам. 
На примере многомерных нестационарных и стационарных задач мате-



магической физики указана практическая ценность предложенных ме­
тодов. В работе приведено теоретическое обоснование предложенных 
методов, которое имеет принципиальную оригинальность и показывает 
практическую эффективность предложенных методов.

Объект и предмет исследования. В работе исследуются двух­
слойные операторные аддитивные методы полпой аппроксимации с по­
следовательной и параллельной реализацией. Предметом применения 
предложенных алгоритмов являются стационарные и нестационарные 
многомерные задачи математической физики, в том числе и нелиней­
ные.

Методология и методы проведенного исследования. Иссле­
дования в работе проводятся па основе эволюционных уравнений перво­
го порядка. Аддитивные алгоритмы строятся на базе этого уравнения
с довольно произвольным аддитивным разбиением исходного операто­

р
ра А — У А а. Алгоритмы строятся так, чтобы на количество опера-аг=1
торов не было ограничений. На свойства операторов налагаются ми­
нимальные условия, которые позволяют существенно расширить класс 
прикладных задач, для которых применимы предложенные аддитив­
ные методы полной аппроксимации. В частности, не требуется условие 
коммутируемости операторов расщепления. Надо сказать, что исполь­
зование общей теории, для предложенных методов, оказывалось не все­
гда эффективным. Поэтому для предложенных алгоритмов, в работе 
построена своя теоретическая база, которая существенно учитывает их 
специфику.

Научная новизна и значимость полученных результатов.
Результаты полученные в диссертации являются новыми. Предложены 
разностные схемы полпой аппроксимации на основе аддитивного рас­
щепления неотрицательного оператора исходной задачи на несколько 
аналогичных операторов при решении эволюционной задачи Коши. По­
строенные в работе экономичные методы являются безусловно устойчи­
выми при минимальных требованиях на операторы расщепления. По- 
строепны аддитивные итерационные многокомпонентные методы для 
решения стационарных задач.

13 этой связи в диссертации:

1. Построены и изучены двухслойные последовательные аддитивные
экономичные разностные методы, которые не требуют ограниче-
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ния на количество операторов расщепления и позволяют постро­
ить безытерационные эффективные алгоритмы для многомерных 
уравнений параболического типа.

2. Построены и изучены двухслойные аддитивные экономичные алго­
ритмы с параллельной независимой реализацией задач для каждой 
из компонент расщепления, которые применимы к построению эко­
номичных методов для линейных и нелинейных параболических и 
гиперболических уравнений и систем.

3. Разработан и изучен широкий класс аддитивных итерационных 
многокомпонентных методов решения стационарных задач, кото­
рые проиллюстрированы на многокомпонентных эллиптических 
краевых задачах.

4. На основе аддитивных методов полной аппроксимации построены 
методы декомпозиции (расщепления по подобластям) для много­
мерных стационарных и нестационарных задач.

5. На примере задач механики сплошной среды (в частности уравне­
ний Навье Стокса) построены и изучены аддитивные методы 
расщепления по физическим процессам.

Практическая значимость полученных результатов. Ре­
зультаты полученные в диссертации имеют как теоретическое, так и 
практическое значение. Отметим, что в работе предложены и исследо­
ваны новые типы и способы построения аддитивных экономичных ме­
тодов. Основная цель работы расширить класс прикладных задач, для 
которых данный метод применим. Благодаря новым принципам кон­
струирования алгоритмов решения аддитивных методов, этот вопрос в 
работе решен. И класс эффективно решаемых задач существенно рас­
ширен и снят ряд принципиальных ограничений для применения эконо­
мичных методов как последовательной, так и параллельной реализации. 
Практическая значимость работы иллюстрируется на многомерных за­
дачах математической физики, в том числе нелинейных.

Основные положения диссертации, выносимые на защиту.

1. Построены безусловные аддитивные схемы многокомпонентного 
расщепления полной аппроксимации для решения нестационарных 
эволюционных уравнений. Построены и исследованы аддитивные
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схемы последовательной и параллельной реализации, которые при 
наличие полной аппроксимации сохраняют основные свойства чи­
сто неявной схемы. Это прежде всего свойства безусловной и асим­
птотической устойчивости, повышение точности и простота по­
строения алгоритмов. Исследована устойчивость этих алгорит­
мов при минимальных требованиях на операторы аддитивного рас­
щепления. В качестве примера приведены аддитивные алгорит­
мы для решения многомерных линейных и нелинейных параболи­
ческих уравнений, в том числе со смешанными производными.

2. Предложены многокомпонентные аддитивные итерационные мето­
ды решения стационарных задач математической физики, которые 
интерпретируются как методы установления соответствующих не­
стационарных задач. Изучены аддитивные итерационные методы 
как последовательной, так и параллельной реализации. Доказана 
сходимость, предложенных итерационных алгоритмов, без требова­
ния коммутируемости операторов разбиения при многокомпонент­
ном расщеплении. Л также получены оценки их скорости сходи­
мости. В случае коммутируемости пространственных операторов 
доказано, что скорость сходимости итерационных методов зависит 
лишь от нижней границы спектра операторов расщепления, а это 
улучшает результаты обычного метода переменных направлений 
при двухкомпопептном расщеплении. В качестве примеров при­
ведены алгоритмы для эллиптических уравнений и систем, в том 
числе и со смешанными производными.

3. На основе многокомпонентных аддитивных методов расщепления 
полной аппроксимации разработаны методы декомпозиции (разби­
ения) расчетной области на ряд подобластей, что дало возможность 
разработать в рамках данного метода эффективные алгоритмы ре­
шения многомерных задач на современных параллельных компью­
терах. Для нестационарных задач математической физики постро­
ены и изучены безытерапионныо варианты метода декомпозиции 
области па основе указанного метода. Для стационарных задач 
математической физики построены и изучены аналогичные итера­
ционные методы в подобластях.

4. Многокомпонентные аддитивные схемы полной аппроксимации 
применены для построения алгоритмов расщепления по физиче­



ским процессам сложных задан математической физики. На при- 
мерс линеаризированной и нелинейной задачи для уравнений Навъе 

Стокса в переменных ” скорость - давление ” построены много- 
комионептные аддитивные методы расщепления и дано их обосно­
вание.

Личный вклад соискателя. Результаты, изложенные в дис­
сертации, получены в основном автором самостоятельно и опублико­
ваны в работах [1 - 32]. В работах в соавторстве с А.А.Самарским и 
В.ТТ.Абрашиным, последним принадлежит постановка проблемы и обсу­
ждение результатов. В работах написанных совместно с А.А.Егоровым, 
последнему принадлежит вычислительный эксперимент, а также алго­
ритмы альтернирующего метода Шварца, которые в диссертацию не 
включены. Результаты работы совместной г В.М.Волковым также в 
диссертацию не включены, их можно рассматривать как пример иллю­
стрирующий общую теорию.

Апробация результатов диссертации. Результаты, включен­
ные в диссертацию, докладывались на: международной конференции 
”Математическое моделирование и прикладная математика” (Москва - 
1990 г.), международной конференции "Теория приближения и задачи 
вычисл.матем” (Днепропетровск - 1993 г.), международной конферен­
ции "Проблемы математики и информатики” (Гомель - 1994 г.), между­
народной конференции "Теория сеточных методов для нелинейных кра­
евых задач" (Казань - 1998 г.), Зесоікі ІіПегпаГІопаІ СопГегепсс "Еіпііе 
- (ЫГегепсе теіісіх: іЬеогу аші арріісаІ.іон”(Міпяк - 1998), международ­
ной конференции, посвященной 80 - летию со дня рождения академика 
РАН Самарского А.А. (Москва - 1999 г.), международной конференции 
"Еругинские чтения” (Гомель - 1999г.) УШ Белорусской математиче­
ской конференции (Минск - 2000 г.).

Кроме того, результаты докладывались и обсуждались на семи­
нарах академика РАН Самарского А.А. - Московский государствен­
ный университет; профессоров Ляшко А.Д.- Казанский государствен­
ный университет; Сапаговаса М.П. - институт математики и информа­
тики АН Литвы. Я.В. Радыно - Белорусский государственный универ­
ситет.

Опубликованность результатов. Результаты, изложенные а 
диссертации, опубликованы в 32 работах (22 - статьи в научных жур-
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налах, 5 - статьи в сборниках материалов научных конференций, 5 - 
тезисы докладов и выступлений на конференциях). Общее количество 
страниц опубликованных материалов - 225 с.

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из вве­
дения, общей характеристики работы, пяти глав, заключения и спис­
ка использованных источников. Общий объем работы - 169 страниц. 
Список использованных источников состоит из 131 наименования. 1,5с. 
занимают 8 рисунков, 0,25 с. занимает таблица.

ОСНОВНОЕ С О ДЕРЖ А Н И Е РА БО ТЫ

Во введении речь идет об актуальности проблематики, близких к 
теме диссертации исследованиях, кратко характеризуется содержание 
диссертации. Основные положения и результаты работы изложим на 
примере задачи Коши для зволюциоппого уравнения первого порядка в 
гильбертовом пространстве I I . Рассмотрим следующую задачу

йи , „
-  + Ли =  / ( /) ,  і. > 0 (1)

и(0) =  До, (2)
где /(<), щ  заданные функции, й(і) искомая функция со значени­
ями в гильбертовом пространстве I I . Пусть А  - линейный симметри­
ческий положительно определенный оператор определенный в II

(Аи,и) > а\\и\\2, Уи € Н. а  > 0. (3)

Вводим временную сетку іп — пт, п =  0,1,..., г > 0. Пусть 
у — у(іп),ў  — у(1п + т)• Обычно для решения (1), (2) используется 
разностная схема

- —  + (гЛў + ( 1 - а ) А у  = І. (4)т
Как вычислительный алгоритм наиболее удобна явная разностная схема 
(а = 0)

Ў- ^  + Лу = / .  (5)т
Как известно условие устойчивости явной разностной схемы наклады­
вает существенное ограничение на выбор г. Для схемы (5) это огра­
ничение имеет вид т < рц , что естественно требует ограниченности



решения задач в подобластях с аналогичными свойствами. Изуче­
ны аналогичные итерационные методы для решения стационарных 
задач [3, 8, 9, 16, 23].

10. Предложены аддитивные методы расщепления по физическим про­
цессам и по размерности, а также методы декомпозиции области, 
которые не нарушают естественных свойств исходной задачи. Для 
линеаризированного уравнения Навье-Стокса преложены безытера- 
ционные методы для нестационарных задач и итерационные-для 
стационарных задач. Изучены вопросы устойчивости предложен­
ных методов и сходимости итерационных процессов [10, 11].
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РЕЗЮ М Е
Жадаева Наталья Григорьевна

Об одном классе аддитивных методов решения 
задач математической физики

Ключевые слова: задача Коши,аддитивные методы, устойчи­
вость и асимптотические свойства,итерационные методы,стационарные 
и нестационарные задачи, декомпозиция области.

Объект исследования: дифференциальные уравнения в частных 
производных и их дискретные аппроксимации.

Цель работы: Целью работы является построение аддитивных 
методов полной аппроксимации для решения сложных задач матема­
тической физики и расширение класса прикладных задач,для которых 
данный метод применим.

М етод исследования: Используются общие подходы теории диф­
ференциальных уравнений ,а также разностных уравнений.Для предло­
женных алгоритмов,в работе построена своя теоретическая база, кото­
рая существенно учитывает их специфику.

Результаты и их новизна: построены и изучены двухслойные 
последовательные и параллельные аддитивные экономичные разност­
ные методы,которые не требуют огранинения на количество операто­
ров расщепления,их коммутируемости,и позволяют построить безыте- 
рационные эффективные алгоритмы для многомерных уравнений па­
раболического типа. Разработан и изучен широкий класс аддитивных 
итерационных многокомпонентных методов решения стационарных за­
дач,которые проиллюстрированы на многомерных эллиптических крае­
вых задачах. На основе аддитивных методов полной аппроксимации по­
строены методы декомпози1ти(расщепления по подобластям)для мно­
гомерных стационарных и нестационарных задач. На примере задач 
механики сплошной среды(в частности уравнений Навье-Стокса) по­
строены и изучены аддитивные1 методы расщепления по физическим 
процессам. Благодаря новым принципам конструирования алгоритмов 
решения аддитивных методов,существенно расширен класс эффективно 
решаемых задач.

Рекомендации по использованию:рсзультаты можно использо­
вать для построения эффективных алгоритмов решения задач механики 
сплошной среды,теории упругости и др.



РЭ ЗЮ М Э

Жадаева Наталля Рыгораўна

Аб адным класс адытыўных метада ўразвязання 
задач матэматычнай фізікі

Ключавыя словы: задача Капіы,адытыўныя метады, ўстойлівасць 
і асімігтатычныя ўласцівасді, ітэрацыйпыя метады,стацыянарныя і нс- 
стацыяпарныя заданы, дэкампазіцыя абсягу.

А б’ект даслсдавання: дыфсрэнцыяльныя ўраўненні з частковымі 
вытворнымі і іх дыскрэтныя апраксімацыі.

М эта працы: пабудова адытыўных мотадаўпоўнай апраксімацыі 
для развязання складапых задач матэматычнай фі зікі ,пашырэння класа 
задач, для якіх дадзены мстад можна выкарыстоўваць.

М етад даследавання: агульныя падыходы тэорыі дыферэнцы- 
яльных і рознасных раунанняў.Для прапанавальных алгарытмаўу пра­
цы пабудавана свая тэарэтычная база,якая істотна ўлічвае іх спе- 
цыфіку.

Вьшікі і іх навізна: пабудаваны і вывучаны двухслойпыя пасля- 
. . ' * . доуныя і наралельныя адытыўныя эканамічііыя рознасныя методы, якія

нс патрабуюць абмсжавання на колькасць аператараўрасшчаплення,іх
камутавальнасці і даюць магчы.масць пабудаваць бо.зытарацыйныя ал-
гарытмы для мнагамерных раўнанняўпараболічнага тыпу.Распрацаваны
і вывучаны шырокі клас адытыўных ітарапыйных многакампанент-
ньтх метадаўразвязанпя стацыянарпых задач.якія праілюстраваны
на мнагамерных эліптычных краявых задачах.На падставе ады-
тыўных метадаўпоўнай апраксімацыі пабудаваны метады дэкампазі-
цыі(расшчаплення па падабсягах) для мнагамерных станыянарных і
нестацыянарных задач.На прыкладзе задач механікі суцэльнага ася-
роддзя(у прыватнасці раўнанняўНаўе-Стокса)пабудаваны і вывучаны
аддытыўныя метады расшчаплення па фізічных працэсах. Дзякуючы
новым прынцыпам канструяваішя алгарытмаўразвязання аддьггыў'ных
метадаўДстотна пашыраны клас эфектыўных развязалыіых задач.

Рэкамендацыі па выкарыстанню: вынікі могуць быць выкары- 
станы для пабудовы эфектыўных алгарытмаў рашэння задач механікі 
суцэльнага асяроддзя, тэорыі пругкасці і інш..
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С оаі оййЬс луогк: (,о сіеуеіор асісііііус тег.ЬсхІм оГіогаі арргохітаііоп 
йог яоіуіп  ̂г.отріісаіесі ргоЫетя оі’ тайЬеіпайісаІ рЬузіся апсі іЬе ехіепяіоп 
ой ІІіс сіаяя ой аррііеікі ргоЫстя йо чуЬісЬ (Ьс ^іуеп шеіЬосі сап Ье арріссі.

М еііюсі оі' іпуезііцаііоп: воте §епега! арргоасЬез оГ Іііс іііеогу 
ой сІіЯегеііііаІ аз шеіі ая сіійетспсе едйаііопз аге йзссі.А Шеогеіісаі Ьаяія, 
у'Ысіі іакез іпіо ассотгі, Ьііе зресійс сЬагасІег оГ йЬе ргорояесі аІдогііЬіпз 
ія сопяЬгйсіесі.

Кезйіів аш і йЬеге поуоііу: !луо-]аусг яегіаі апсі рагаііеі аеісііііус 
есопотісаі сНЯсгепсе іпеіЬоАя.гарііт'ш^ по гезйгісійопз оп іЬе пйтЬег 
ой зрІіШпд орсгаіогз аші іЬеіг сотпшІаЫІііу аге сопяігйсіесі апсі 
війсііесі. ТЬезе теііюсія а11о\у іо сопяішсі; попііегайіуе аІ^огШшія Гог 
тйШсІітепяіопаІ ецйаііоп ой а рагаЬоІіс іуре.А уігсіе сіаяя оГ асісііііуе 
іісгаЬІуе ігтШсошропепй теіЬосІз оГ яоіуіп^ зШіопагу ргоЫешз,\уЫсЬ 
аге ііійяілаіесі Ьу тйШсІііпепзюііаІ сііірііс Ьошкіагу-уаійе ргоЫетз,із 
(ісуоіоресі апсі анаіугесі. оп іЬс Ьаяія оГ йоіаі арргохііпаііоп асЫіІІуе 
шеііюсіз сіесотрояіііоп а1§огіЙііпз (яііЬсіотаіп зріійіп^) іог тйкніітепяіопаі 
зйайіопагу ог попзіаііопагу ргоЫетз аге сопяігшАесІ. Асісііііус шеШосІз 
оГ зр1іШп§- іп рЬузісаІ ргосеяяея аго сопзйгйсйесі апсі зідкііесі Гог іііе 
ргоЫетя ой сопЬіпйойз тесіішп тесЬапісЬ (іп рагіісйіаг, Кауіег-Зіокез 
ерйаііопя). Бйе 1о ікі\у ргіпсіріез ой сопзігйсііп^ аі^огкішіз Гог зо1уіп§ 
асісііііуе теіЬосІз іЬе сіаяя ой іЬс ргоЫетя ія сопзісіегаЫу ехіепсіесі.

А рріісаііоп  агеаз: геяйііз сап Ье йяесі Йог сопяігйсііп^ еіГесІІУе 
а1§огііЬтя оГ яо1уіп§ сопіііпйойз тесЬапісз ргоЫетз,еіаяіісі<:у іЬеогу 
ргоЫетз апсі оЛегз.


