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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей диссертационной работе рассматривается неавтономная си­
стема дифференциальных уравнений с обобщенными коэффициентами. Пра­
вая часть рассматриваемой системы содержит произведение обобщенных 
функций на некоторые функции, которые могут не обладать достаточной 
гладкостью. В этом случае такое произведение однозначно не определено и 
решение рассматриваемой системы уравнений зависит от подхода к трактовке 
этой системы. П. Антосиком, П.К. Дасом, С.Т. Завалищиным, А.Н. Сесеки- 
ным и др. были предложены различные подходы к данной задаче, приво­
дящие к разным решениям. Например, существует возможность формализа­
ции данной задачи в рамках теории обобщенных функций. Также возможен 
переход к интегральному уравнению, где интеграл понимается в определен­
ном смысле, или к аппроксимации исходного уравнения дифференциальными 
уравнениями с гладкими коэффициентами.

Перспективным направлением в исследовании дифференциальных урав­
нений с обобщенными коэффициентами, на наш взгляд, является концепция 
новых обобщенных функций или мнемофункций. Впервые алгебры новых 
обобщенных функций были введены Ж.Ф. Коломбо. Различные виды таких 
алгебр были предложены рядом его последователей: Х.А. Биагиони, М. Обер- 
гуггунбергером, Э. Розингером, Б. Фишером и др. Наиболее широкая из тако­
го рода алгебр была предложена Ю.В. Егоровым, а общий метод построения 
таких алгебр и термин "мнемофункция"были предложены А.Б. Антоневичем 
и Я.В. Радыно.

В данной работе используется алгебра новых обобщенных функций, по­
строенная Н.В. Лазаковичем, конструкция которой позволяет изучать раз­
личные типы систем дифференциальных уравнений с обобщенными коэффи­
циентами с единых позиций. С практической точки зрения важно знать, при 
каких условиях элемент алгебры обобщенных функций ассоциирует обыч­
ную функцию. Такие условия позволяют переходить от единой теории обоб­
щенных функций к частным случаям, предлагая более детальное описание 
решений рассматриваемых систем. Это позволяет охватить решения, полу­
чающиеся в результате толкования этой системы уравнений и с помощью 
других описанных подходов.

Исследованием дифференциальных уравнений с обобщенными коэффици­
ентами в алгебре обобщенных функций занимались Н.В. Бедюк, А.Н. Ко­
вальчук, Н.В. Лазакович, В.Г. Новохрост, О.Л. Яблонский и др.

Настоящая диссертационная работа является продолжением исследования 
в этом направлении, а именно, работа посвящена изучению систем неавто­
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номных дифференциальных уравнений с обобщенными коэффициентами в 
алгебре обобщенных функций и построению их ассоциированных решений.

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с крупными научными программами, темами

Диссертационная работа выполнена на кафедре функционального ана­
лиза Белорусского государственного университета. Исследования проводи­
лись в рамках государственной программы фундаментальных исследова­
ний "Исследование математических моделей и их применение к анализу си­
стем, структур и процессов в природе и обществе"по теме № ГР20063401 
"Дифференциально-операторные модели на тополого-алгебраических и неар­
химедовых структурах", 2006-2011, а так же в рамках государственной про­
граммы "Конвергенция"по теме № ГР20113527 "Алгебро-аналитические ме­
тоды современного гармонического, функционального анализа и стохасти­
ческих дифференциальных уравнений и их применение в задачах экологии, 
нанотехнологий и предсказании эволюции сложных систем", 2011 - 2015.

Цель и задачи исследования

Целью диссертационной работы является описание ассоциированных ре­
шений систем неавтономных дифференциальных уравнений с обобщенными 
коэффициентами. Для достижения поставленной цели решались следующие 
задачи:

1. Описать класс интегральных уравнений, которым удовлетворяют ассо­
циированные решения систем неавтономных дифференциальных уравнений, 
содержащих обобщенные производные непрерывных функций.

2. Построить I —ассоциированные и S —ассоциированные решения систем 
неавтономных дифференциальных уравнений с обобщенными коэффициен­
тами.

3. Найти ассоциированные решения систем неавтономных дифференци­
альных уравнений с обобщенными коэффициентами в смешанном случае, ко­
гда одни обобщенные коэффициенты являются I —ассоциированными, а дру­
гие S —ассоциированными.

Объектом исследования являются системы неавтономных дифференци­
альных уравнений с обобщенной правой частью. Предметом исследований 
являются ассоциированные решения соответствующих им систем уравнений 
в дифференциалах. Выбор объекта и предмета исследования обусловлен тем,
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что важен именно вид ассоциированных решений указанных систем при раз­
личных предположениях на обобщенные коэффициенты.

Научная новизна

1. Исследованы системы неавтономных дифференциальных уравнений с 
правой частью, содержащей произведение липшицевых функций и обобщен­
ных производных непрерывных функций ограниченной вариации. Построены 
все ассоциированные решения данных систем. Ранее рассматривалась подоб­
ного рода задача только для автономных систем дифференциальных уравне­
ний. Получена поточечная сходимость к решению соответствующей системы 
интегральных уравнений.

2. Построены I —ассоциированные и S —ассоциированные решения систем 
неавтономных дифференциальных уравнений с правой частью, содержащей 
произведение липшицевых функций и обобщенных производных непрерыв­
ных справа функций ограниченной вариации. Аналогичная задача ранее рас­
сматривалась только в одномерном случае. Получена сходимость к решению 
соответствующей системы интегральных уравнений.

3. Определен вид ассоциированных решений систем неавтономных диф­
ференциальных уравнений с правой частью, содержащей произведение лип- 
шицевых функций и обобщенных производных непрерывных справа функ­
ций ограниченной вариации в смешанном случае, когда одни обобщенные ко­
эффициенты являются 1-ассоциированными, а другие Б-ассоциированными. 
Следует отметить, что вид решений рассматриваемой задачи выведен впер­
вые.

Положения, выносимые на защиту

1. Описание класса интегральных уравнений, которым удовлетворяют ас­
социированные решения систем неавтономных дифференциальных уравне­
ний, содержащих обобщенные производные непрерывных функций. Новизна 
этого результата заключается в том, что он получен для систем неавтоном­
ных дифференциальных уравнений.

2. Построение I —ассоциированных и S —ассоциированных решений систем 
неавтономных дифференциальных уравнений с обобщенными коэффициента­
ми. Новизна этого результата в том что, ранее аналогичная задача рассмат­
ривалась только в одномерном случае.

3. Нахождение ассоциированных решений систем неавтономных диффе­
ренциальных уравнений с обобщенными коэффициентами в смешанном слу­
чае, когда одни обобщенные коэффициенты являются I —ассоциированными, 
а другие S —ассоциированными. Такая задача ранее не рассматривалась.
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Личный вклад соискателя

Все основные результаты, приведенные в диссертации и выносимые на за­
щиту, получены автором лично. Результаты, опубликованные в соавторстве 
принадлежат авторам на паритетных началах. Роль научного руководителя 
О.Л. Яблонского состояла в постановке рассмотренных в диссертации вопро­
сов и анализе полученных результатов.

Апробация результатов диссертации

Основные результаты диссертации докладывались на ряде конференций:
- международная математическая конференция "Еругинские чтения -  

Х111"(Пинск, 2009 г.);
- международная математическая конференция ЛМЛЭЕ 2009 (Минск, 

2009 г.);
- V Богдановские чтения по обыкновенным дифференциальным уравнени­

ям (Минск, 2010 г.);
- XI Международная белорусская математическая конференция (Минск, 

2012 г.);
- международная математическая конференция "Еругинские чтения -  

XV"(Гродно, 2013 г.);
- международная конференция "Информационные технологии и систе- 

мы"(Минск, 2013 г.);
- республиканская научная конференция "Современные проблемы мате­

матики и вычислительной техники"(Брест, 2013 г.);
- республиканская научно-практическая конференция "Математические и 

физические методы исследований: научный и методический аспекты"(Брест, 
2014 г.);

- международная математическая конференция "Еругинские чтения -  
XVI"(Новополоцк, 2014 г.);

- международная научно-практическая конференция "Вычислительные 
методы, модели и образовательные технологии"(Брест, 2014 г.).

Результаты работы докладывались на научном семинаре "Функциональ­
ный анализ и его приложения"(научные руководители — профессор А.Б. Ан- 
тоневич, профессор П.П. Забрейко, член-корреспондент НАН Беларуси 
Я.В. Радыно).
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Опубликованность результатов диссертации

Результаты диссертационной работы опубликованы в 17 научных работах. 
Из них 6 статей в научных изданиях в соответствии с пунктом 18 Положения
0 присуждении ученых степеней и присвоении ученых званий в Республи­
ке Беларусь (общим объемом 1,45 авторского листа) и 1 статья в научном 
журнале "Вестник Брестского государственного технического университета. 
Физика. Математика. Информатика", 2 статьи в сборниках материалов на­
учных конференций, 7 тезисов докладов на международных конференциях и
1 тезисы докладов на республиканской конференции.

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, общей характеристики работы, трех 
глав, заключения и библиографического списка. Первая глава содержит об­
зор литературы и основных методов исследования по теме диссертации. Ос­
новные результаты диссертации приводятся во второй и третьей главах. Пол­
ный объем диссертации составляет 96 страниц. Библиографический список 
состоит из 79 наименований, включая собственные публикации автора.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ

Первая глава состоит из двух разделов. В разделе 1.1 дается срав­
нительная характеристика классических методов исследования систем диф­
ференциальных уравнений, содержащих в правой части произведение обоб­
щенных функций. Указывается основная литература по теме исследования. 
В разделе 1.2 приводится обзор основных результатов по теме диссертаци­
онной работы, описывается построение алгебры обобщенных функций.1 * Рас­
сматривается задача Коши для неавтономной системы дифференциальных 
уравнений на отрезке Т =  [0,а] С К, содержащей произведение липшицевых 
функций / гз на обобщенные производные непрерывных справа функций огра­
ниченной вариации Ь3, т.е. производные в пространстве 0 '( Т ) (пространство 
распределений Шварца)

Рассмотрим следующую задачу Коши на отрезке Т =  [0,а] С К:

^  / 3 (фж(ф ) Ь  (фу =  Т“р (1)
3=1

1Лазакович, Н.В. Стохастические дифференциалы в алгебре обобщенных случайных процессов /
Н.В. Лазакович / /  Доклады НАН Беларуси. -  1994. -  Т. 38, №5. -  С. 23-27.
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СПИСОК ПУБЛИКАЦИЙ СОИСКАТЕЛЯ 
ПО ТЕМЕ ДИССЕРТАЦИИ

Статьи в научных журналах
1. Жук, А.И. Многомерные дифференциальные уравнения с обобщенны­

ми коэффициентами в алгебре обобщенных функций /  А.И. Жук, О.Л. Яб­
лонский / /  Веснж Брэсцкага ушверЛтэта. Сер. 4, Ф1зжа. Матэматыка. -  
2010.- №2. -  С. 55-62.

2. Жук, А.И. Системы квазидифференциальных уравнений в прямом 
произведении алгебр мнемофункций. Симметрический случай /  А.И. Жук, 
А.К. Хмызов / /  Вестник Белорус. гос. ун-та. Сер. 1. -  2010. -  № 2. -  С. 87-93.

3. Жук, А.И. Неавтономные системы дифференциальных уравнений в 
алгебре обобщенных функций /  А.И. Жук, О.Л. Яблонский / /  Труды инсти­
тута математики. -  2011. -  Т. 19, № 2. -  С. 43-51.

4. Жук, А.И. Системы дифференциальных уравнений в алгебре обобщен­
ных функций /  А.И. Жук, О.Л. Яблонский / /  Известия НАН Беларуси. Сер. 
физ. мат. наук. -  2011. -  №1. -  С. 12-16.

5. Жук, А.И. Неавтономные системы дифференциальных уравнений с 
обобщенными коэффициентами в алгебре обобщенных функций /  А.И. Жук,
О.Л. Яблонский / /  Докл. НАН Беларуси. -  2013. -  Т. 57, № 6 -  С. 20-23.

6. Жук, А.И. Неавтономные системы дифференциальных уравнений в 
алгебре мнемофункций /  А.И. Ж ук / /  Вест. Брест. гос. тех. ун-та. Физика. 
Математика. Информатика. -  2014. -  № 5. -  С. 51-53.

7. Жук, А.И. Оценки скорости сходимости к ассоциированным решениям 
дифференциальных уравнений с обобщенными коэффициентами в алгебре 
мнемофункций /  А.И. Жук, О.Л. Яблонский / /  Докл. НАН Беларуси. -  2015.
-  Т. 59, № 2 -  С. 17-22.

Статьи в сборниках материалов научных 
конференций и тезисы докладов

8. Жук, А.И. О приближении систем дифференциальных уравнений с 
обобщенными коэффициентами /  А.И. Ж ук / /  Еругинские чтения -XIII: Тез. 
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Беларуси, Белорус. гос. ун-т, Полес. гос. ун-т; редкол.: В.В. Амелькин [и др.].
-  Пинск, 2009. -  С. 110.

9. Жук, А.И. О приближении неавтономных систем дифференциальных 
уравнений с обобщенными коэффициентами /  А.И. Ж ук / /  ЛМЛЭЕ-2009:

16

ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ



Тез. докл. междунар. конф., Минск, 14 -  19 сентября 2009г. /  Ин-т мат. НАН 
Беларуси, Белорус. гос. ун-т; редкол.: А.А. Килбас [и др.]. -  Минск, 2009. -

10. Жук, А.И. О приближении многомерных дифференциальных уравне­

ния по обыкновенным дифференциальным уравнениям: Тез. докл. между­
нар. мат. конф., Минск, 7-10 декабря 2010 г. /  Мин. обр. РБ, Ин-т мат. НАН 
Беларуси, Белорус. гос. ун-т,; редкол.: С.Г. Красовский [и др.]. -  Минск, 2010. 
-  С. 106-107.

11. Жук, А.И. Системы дифференциальных уравнений с обобщенными ко­
эффициентами в алгебре обобщенных функций /  А.И. Жук, О.Л. Яблонский 
/ / X I  белорусская математическая конференция: Тез. докл. междунар. мат. 
конф., Минск, 4-9 ноября 2012 г.: в 2 ч. /  Ин-т мат. НАН Беларуси, Белорус. 
гос. ун-т; редкол.: С.Г. Красовский [и др.]. -  Минск, 2012. -  Ч. 1. -  С. 39-40.

12. Жук, А.И. Неавтономные системы дифференциальных уравнений с 
обобщенными коэффициентами в алгебре обобщенных функций /  А.И. Ж ук 
/ /  Еругинские чтения -XV: Тез. докл. междунар. мат. конф., Гродно, 15 -  
17 мая 2013 г. /  Мин. обр. РБ, Ин-т мат. НАН Беларуси, Белорус. гос. ун-т, 
Гродн. гос. ун-т; редкол.: А.К. Деменчук [и др.]. -  Гродно, 2013. -  С. 34-35.

13. Жук, А.И. О приближении неавтономных систем дифференциальных 
уравнений с обобщенными коэффициентами в алгебре обобщенных функций 
/  А.И. Ж ук / /  Информационные технологии и системы 2013 : материалы 
Междунар. науч. конф., Минск, 23 окт. 2013 г. /  БГУИР ; редкол.: Л.Ю. 
Шилин [и др.]. -  Минск, 2013. -  С. 234-235.

14. Жук, А.И. О приближении неавтономных систем дифференциальных 
уравнений в алгебре новых обобщенных функций /  А.И. Ж ук / /  Современ­
ные проблемы математики и вычислительной техники : сб. материалов VIII 
Респ. науч. конф. молодых ученых и студентов, Брест, 21-23 нояб. 2013 г. /  
Мин. обр. РБ, Брест. гос. техн. ун-т ; редкол.: В.С. Рубанов [и др.]. -  Брест, 
2013. -  С. 117-119.

15. Жук, А.И. О приближении многомерных неавтономных дифференци­
альных уравнений в алгебре обобщенных функций /  А.И. Ж ук / /  Математи­
ческие и физические методы исследований: научный и методический аспекты 
: сб. тез. докл. Респ. науч.-практ. конф., Брест, 17-18 апр. 2014 г. /  Брест. гос. 
ун-т им. А.С. Пушкина ; под общ. ред. Н.Н. Сендера. -  Брест, 2014. -  С. 11-12.

16. Жук, А.И. Многомерные неавтономные дифференциальные уравнения 
в алгебре обобщенных функций /  А.И. Ж ук / /  Еругинские чтения -XVI : тез. 
докл. междунар. мат. конф., Новополоцк, 20-22 мая 2014 г. : в 2 ч. /  Ин-т 
мат. НАН Беларуси ; редкол.: А.К. Деменчук [и др.]. -  Новополоцк, 2014. -

С. 62-63.

17

ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ



Ч. 2. -  С. 36-37.
17. Жук, А.И. Оценки скорости сходимости дифференциальных уравне­

ний с обобщенными коэффициентами /  А.И. Ж ук / /  Вычислительные мето­
ды, модели и образовательные технологии : сб. материалов Междунар. науч.- 
практ. конф., Брест, 15-16 окт. 2014 г. /  Брест. гос. ун-т им. А.С. Пушкина ; 
под общ. ред. О.В. Матысика. -  Брест, 2014. -  С. 99-100.

18

ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ



РЕЗЮМЕ

Жук Анастасия Игоревна
Ассоциированные решения систем дифференциальных 

уравнений с обобщенными коэффициентами

Ключевые слова: неавтономные системы дифференциальных уравнений с 
обобщенными коэффициентами, функции ограниченной вариации, ассоции­
рованные решения систем дифференциальных уравнений.

Диссертационная работа посвящена исследованию систем неавтономных 
дифференциальных уравнений с обобщенными коэффициентами. Целью дис­
сертационной работы является описание ассоциированных решений данныых 
систем уравнений. Для достижения поставленной цели использовались клас­
сические методы теории дифференциальных уравнений и теории новых обоб­
щенных функций. Были получены следующие новые результаты:

1. Описан класс интегральных уравнений, которым удовлетворяют ассо­
циированные решения систем неавтономных дифференциальных уравнений, 
содержащих обобщенные производные непрерывных функций. Новизна это­
го результата заключается в том, что он получен для систем неавтономных 
дифференциальных уравнений.

2. Построены I —ассоциированные и Б —ассоциированные решения систем 
неавтономных дифференциальных уравнений с обобщенными коэффициен­
тами. Новизна этого результата в том, что ранее аналогичная задача рас­
сматривалась только в одномерном случае.

3. Найдены ассоциированные решения систем неавтономных дифференци­
альных уравнений с обобщенными коэффициентами в смешанном случае, ко­
гда одни обобщенные коэффициенты являются I —ассоциированными, а дру­
гие Б —ассоциированными. Такая задача ранее не рассматривалась.

Доказанные утверждения обобщают и дополняют результаты, получен­
ные ранее в этом направлении другими авторами. Результаты работы имеют 
теоретический характер, практическая значимость результатов определяет­
ся возможностью их использования в учебном процессе математических фа­
культетов университетов при чтении специальных курсов.
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РЭЗЮМЭ

Жук Анастасія Ігарауна
Асацыяваныя рашэнш сiстэм дыферэнцыяльных раунанняу з

абагульненьїмі каэфiцыентамi

Ключавыя словы: неаутаномныя сютэмы дыферэнцыяльных раунанняу з 
абагульненым1 каэфщыентаму функцый абмежаванай варыяцыу асацыява­
ныя рашэнш сютэм дыферэнцыяльных раунанняу.

Дысертацыйная праца прысвечана даследаванню сютэм неаутаномных ды­
ферэнцыяльных раунанняу з абагульненьїмі каэфщыентамь Мэтай дысерта- 
цыйнай працы з’яуляецца апісанне асацыяваных рашэнняу дадзеных сiстэм 
раунанняу. Для дасягнення пастауленай мэты ужывалiся класiчныя метады 
тэорыi дыферэнцыяльных раунанняу і тэорып новых абагульненых функцый. 
Былi атрыманы наступныя новыя вынiкi:

1. Апiсаны клас штэгральных раунанняу, якім задавальняюць асацыява­
ныя рашэнш сютэм неаутаномных дыферэнцыяльных раунанняу, якія ут- 
рымлiваюць абагульненыя вытворныя непарыуных функцый. Навізна гэтага 
вышку у тым, што ён атрыманы для сютэм неаутаномных дыферэнцыяльных 
раунанняу.

2. Пабудаваны I —асацыяваныя і S —асацыяваныя рашэнш сютэм неаута­
номных дыферэнцыяльных раунанняу з абагульненымi каэфщыентамь На­
візна гэтага вышку у тым, што раней аналагічная задача разглядалася толькі 
у аднамерным выпадку.

3. Знойдзены асацыяваныя рашэнш сютэм неаутаномных дыферэнцы­
яльных раунанняу з абагульненымi каэфiцыентамi у змешаным выпадку, 
калі адны абагульненыя каэфщыенты з’яуляюцца I —асацыяванымi, а шшыя 
S —асацыяванымi. Такая задача раней не разглядалася.

Даказаныя сцвярджэннi абагульняюць і дапауняюць вынiкi, атрыманыя 
раней у гэтым напрамку iншымi аутарамі. Вынiкi працы маюць тэарэтычны 
характар, практычная значнасць вышкау вызначаецца магчымасцю іх выка- 
рыстання у навучальным працэсе матэматычных факультэтау ушверитэтау 
пры чытаннi спецыяльных курсау.
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SUMMARY

Zhuk Anastasia Igorevna
Associated solutions of systems of differential equations with

generalized coefficients

Keywords: nonautonomous systems of differential equations with generalized 
coefficients, functions of finite variation, associated solutions of system of 
differential equations.

The thesis deals with nonautonomous systems of differential equations with 
generalized coefficients. The purpose of the thesis is to describe the associated 
solutions of such systems of of differential equations. Classical methods of theory 
of differential equations and theory of new generalized functions are used in the 
research. The following new results have been obtained:

1. The class of the integral equations to which satisfy the associated solutions 
of systems of the nonautonomous differential equations, which contain the 
generalized derivatives of continuous functions is obtained. The novelty of this 
result is that it is obtained for systems of nonautonomous differential equations.

2. I —associated and S —associated solutions of nonautonomuous systems of 
differential equations with generalized coefficients are constructed. The novelty of 
this result is that the earlier a similar problem was seen only in one dimension.

3. Associated solutions of nonautonomuous systems of differential equations 
with generalized coefficients in the mixed case, when one generalized coefficients 
are I —associated, and others are S —associated are obtained. This problem has 
not been previously considered.

Presented results generalize and complement previous results in this direction. 
The practical significance of the results is the possibility of their use in teaching 
process of mathematics faculties.
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