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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы диссертации.
Важным направлением теории конечных групп, восходящим к работам 

прошлого столетия, является изучение групп все или некоторые подгруппы 
которых принадлежат фиксированному классу групп. Известный алгебраист 
С.Н. Черников отмечал: "Выделяя в произвольной группе ту или иную систе
му подгрупп (определяющую систему подгрупп) и подчиняя все их тому или 
иному ограничению (определяющему ограничению), можно получить самые 
разнообразные классы групп", [5]. Если в качестве определяющей системы 
подгрупп брать все собственные подгруппы конечной группы, а в качестве 
определяющего ограничения — абелевость, нильпотентность, свсрхразреши- 
мость или разрешимость, то мы приходим к классическим объектам теории 
конечных групп — группам Миллера-Морено (минимальные нсабелсвы груп
пы), группам Шмидта (минимальные ненилыютентные группы), минималь
ным нссвсрхразрешимым и минимальным неразрешимым группам, которые 
полностью описаны в работах Миллера и Морено (1903 г.), О.Ю. Шмидта 
(1924 г.), Хуииерта (1954 г.), Дёрка (1966 г.), Дж. Томпсона (1968 г.).

Вполне естественно рассматривать аналогичную задачу для кофакторов 
подгрупп, т.с. когда не сами подгруппы, а их кофакторы принадлежат фик
сированному классу групп. Напомним, что кофактором подгруппы Я  группы 
С  называется факторгруппа Н/согесН, где согедН — ядро подгруппы Я  в 
группе С, т.с. наибольшая нормальная подгруппа в С, содержащаяся в Я.

В 70-х годах прошлого столетия был опубликован ряд работ, посвящен
ных данной тематике. Одной из первых является работа Я.Г. Берковича 1968 
года, в которой исследовались группы с кофакторами максимальных под
групп являющимися либо нилыютентными группами, либо группами Шмид
та [1]. Такие группы либо разрешимы, либо факторгруппа но разрешимо
му радикалу изоморфна Р 8Ь (2,5). Отсюда, в частности, вытекает разреши
мость группы с нилыютентными кофакторами максимальных подгрупп.

В 1969 году в статье Диксона, Поланда, Рсмтуллы [9], устанавливает
ся р-разрешимость групп с р-нилыютентными кофакторами максимальных 
подгрупп, где р — нечетное простое число.

Продолжая эти исследования Поланд в 1970 году, получил следующий 
результат: пусть ж — некоторое множество простых чисел, 2 не входит 
в ж и 2) — некоторая формация ж-нилъпотентных групп, содержащая все 
ж'-группы. Тогда и только тогда факторгруппа С /Р(С ) принадлежит 2), 
когда кофактор каждой максимальной подгруппы из С входит в 2). Здесь 
Р(С) подгруппа Фиттинга группы С (12].

В 1971 году Поланд [13] исследовал группы, все подгруппы которых име
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ют иримарныс циклические кофакторы. Он, в частности, доказал: если все 
подгруппы группы С имеют примерные циклические кофакторы, то фак
торгруппа группы С по гиперцентру есть А-группа. А-группа - разреши
мая группа, в которой вес силовские подгруппы абелевы.

В этом же году публикуется статья Найхофа [11], в которой ав
тор расширяет некоторые результаты, связанные с нильпотентностью, р- 
нильпотснтностью и сверхразрешимостью кофакторов подгрупп. Здесь, в 
частности, устанавливается, что: факторгруппа С /Е (С ) имеет ступень 
нильпотентности не превышающей числа п тогда и только тогда, когда 
кофактор любой максимальной подгруппы группы С имеет ступень ниль
потентности не превышающей п. Кроме того, в данной работе получен ряд 
результатов для таких свойств, как свсрхразрсшимость и диспсрсивность.

В 1974 году Е.Т. Огарков [3] изучил группы, все бипримарные подгруппы 
которых имеют примарные кофакторы, а также описал конечные неразре
шимые группы, все собственные подгруппы которых имеют примарные или 
бипримарные кофакторы, в частности, перечислил все такие группы.

Одной из современных работ, посвященных данной тематике является 
совместная статья Е.И. Хухро и других авторов [8], опубликованная в 1997 
году. В этой работе описаны р-груины с порядками кофакторов подгрупп не 
выше, чем р. В частности, доказана мстабслсвость таких групп.

Из приведенного небольшого обзора можно сделать вывод о том, что за
дача изучения строения конечных групп с ограничениями, налагаемыми на 
кофакторы подгрупп, вполне актуальна. Ее дальнейшей реализации посвя
щена данная диссертационная работа.

Связь работы с крупными научными программами, темами.
Диссертация выполнена в рамках следующей госбюджетной темы 

"Структурная теория классов групп и других алгебр" учреждения образова
ния "Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины". 
Тема входит в план важнейших научно исследовательских работ в области 
естественных, технических и общественных наук по Республике Беларусь, 
утвержденный решением Президиума НАН Беларуси X5 94 от 5 июля 2001 г. 
(номер госрегистрации в БелИСА — 20011225), выполнение темы запланиро
вано на 2001 2005 гг.

Цель и задачи исследования.
Цель диссертации — изучение строения конечной группы с ограниченны

ми порядками кофакторов подгрупп. Для достижения поставленной цели в 
диссертации решены следующие задачи:

нахождение строения конечной группы с малыми порядками кофакто
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ров подгрупп;
-  нахождение строения конечной группы с известными каноническими 

разложениями порядков кофакторов подгрупп.

Объект и предмет исследования.
Объектом исследования являются конечные группы с фиксированны

ми порядками кофакторов подгрупп. Предмет исследования — структурные 
свойства конечных групп с заданным каноническим разложением порядков 
кофакторов подгрупп.

Методология и методы проведенного исследования.
В диссертации используются методы доказательства абстрактной теории 

конечных групп, а также методы теории классов групп, в частности, методы 
теории формаций.

Научная новизна и значимость полученных результатов.
Все полученные результаты в диссертации являются новыми и могут ис

пользоваться в теоретических исследованиях. В диссертации на основе разра
ботанного описания примитивных групп с ограниченными порядками кофак
торов подгрупп найдены новые оценки инвариантов (нилыютентной, произ
водной, р-длины, ранга, р-ранга) конечной разрешимой группы.

Практическая (экономическая, социальная) значимость полу
ченных результатов.

Работа имеет теоретический характер. Результаты диссертации могут 
быть использованы при изучении строения конечных групп в зависимости 
от порядков кофакторов подгрупп. Отдельные результаты могут использо
ваться в учебном процессе при чтении спецкурсов на математических специ
альностях высших учебных заведений.

Основные положения, выносимые на защиту.
1. Холлово строение и инварианты разрешимой группы с малыми поряд

ками кофакторов подгрупп (теорема 3.3.24).
2. Разрешимость и оценка нилыютентной длины З'-гругшы, с порядками 

кофакторов подгрупп, нс превосходящими числа 447 (теорема 3.3.25).
3. Верхние границы инвариантов разрешимой группы с заданным кано

ническим разложением порядков кофакторов подгрупп (теорема 4.1.6).
4. Разрешимость и признаки дисперсивности группы с порядками кофак

торов подгрупп, свободными от квадратов простых чисел (теорема 4.2.11).
5. Нильпотентность второго коммутанта группы нечетного порядка с по

рядками кофакторов подгрупп, свободными от кубов и четвертых степеней 
простых чисел (теорема 4.3.8).
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Личный вклад соискателя.
В совместных работах [17], [18] основные идеи и методы принадлежат 

научному руководителю, а реализованы соискателем. Остальные работы вы
полнены самостоятельно и опубликованы без соавторов.

Апробация результатов диссертации.
Основные результаты диссертации докладывались на семинарах кафе

дры алгебры и геометрии учреждения образования "Гомельский государ
ственный университет имени ФранцискаСкорины"; на VII и VII Республи
канской научной конференции студентов и аспирантов "Новые математиче
ские методы и компьютерные технологии в проектировании, производстве 
и научных исследованиях"(Гомель, 22 24 марта 2004г.; Гомель, 14 16 мар
та 2005г.); на Международной алгебраической конференции, посвященной 
250-лстию Московского университета и 75-лстию кафедры высшей алгебры 
(Москва. 26 мая -  2 июня 2004 г.); на IX Белорусской математической кон
ференции (Гродно, 3-6 ноября 2004 г.).

Опубликованность результатов.
Основные результаты диссертации опубликованы в 4 статьях, двух пре

принтах и 8 тезисах докладов. Общее количество страниц опубликованных 
материалов — 84.

Структура и объем диссертации.
Диссертация состоит из перечня условных обозначений, введения, четы

рех глав, заключения и списка цитированной литературы в алфавитном по
рядке (50 наименований). Объем диссертации - 93 страницы.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Ниже охарактеризовано содержание диссертации по главам.
Диссертация состоит из перечня обозначений, введения, четырех глав, 

заключения и списка цитируемой литературы.
Глава 1 содержит обзор основных результатов диссертации.
В главе 2 собраны некоторые известные результаты, наиболее часто ис

пользуемые в основном тексте диссертации.
Главы 3 и 4 охватывают основное содержание диссертации. Перейдем к 

изложению основного материала работы.

Все рассматриваемые в диссертации группы конечны. Используются 
определения и обозначения, принятые в книгах [6, 10].

Целью третьей главы является изучение строения групп, с небольшими 
порядками кофакторов подгрупп.
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Для каждого натурального числа п определим класс Хп следующим об
разом: группа С  € Хп тогда и только тогда, когда \Н/согесН\ ^  п для всех 
подгрупп Н  группы С, т.с.

Хп =  {С  | V # ^  С, \Н/согес Н\ ^  п}.

В разделе 3.1 доказываются общие свойства такого класса групп, в част
ности, класс Х п является наследственным гомоморфом. Раздел 3.2 посвящен 
исследованию примитивных групп, принадлежащих классу Хп. Базовой для 
дальнейших исследований является следующая лемма, позволяющая изучать 
разрешимые группы из класса Хп, для сравнительно небольших п € N.

3.2.1. ЛЕММА [15]. Пусть примитивная разрешимая группа С принад
лежит классу Хп. Тогда С  =  [ЕР«\М, где Е,р ■ <\С, М  < тах С, согесМ = 1 
и для группы С возможны следующие варианты:

(1) а  = 1, М  = 1 и С  =  2Р;
(2) а =  1, М  ф 1 и С = [2р]2пи где 2Щ = М  и щ  делит (р — 1),

2 ^  ^  п;
(3) а  >  2, М  Ф 1 и ра~1 ^  п, 2 ^  \М\ ^  п.
В частности, если примитивная разрешимая группа С принадлежит 

Хп \  Хп-і, то возможны следующие варианты:
(4) С = [2р]2п и п делит (р — 1);
(5) С = [Ер«]М, а ^  2, р ° -1 = п и 2 ^  |М| ^  п -  1;
(6) О =  [ЕР«\М, а ^  2, ра~1 ^  п и |М| =  п.

Здесь С =  [А]В полупрямос произведение нормальной группы А и 
группы В , ЕрП — элементарная абелева группа порядка ра, 2п — цикличе
ская группа порядка п, •< — минимальная нормальная подгруппа, <гпах 
максимальная подгруппа.

В разделе 3.3 демонстрируется применение леммы 3.2.1, для случая 
п ^  11.

3.3.24. ТЕО РЕМ А  [15]. Пусть группа С принадлежит классу Хп. Тогда 
справедливы следгующие утверждения:

(1) если п <: 11, то
(1.1) группа С разрешима и д(С/Ф(С)) ^  п(С ) ^  3;
(1.2) І2(С) ^  2 и 1Р{С) ^  1 для любого р > 2;
(1.3) холлова {3, 5, 7}'-подгруппа 2-нильпотентна;
(1-4) холловы {5, 7}- и {7, 11}-подгруппы нильпотентны;
(1.5) холловы {р, 1\}-подгруппы 11-замкнуты, для р € {2, 3, 5};
(1.6) холловы {3, д}-подгруппы ц-замкнуты, для д 6 {5, 7};



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В диссертации исследуются конечные группы с ограничениями, налагае
мыми на кофакторы подгрупп. Получены следующие результаты:

-  описано холлово строение и инварианты (нилыютентная, производная, 
р-длина) разрешимой группы с малыми порядками кофакторов подгрупп
([15], [19], [22]);

-  установлена разрешимость и найдена оценка нилыютентной длины 3'- 
грунпы с порядками кофакторов подгрупп, нс превосходящими числа 447 
([16], [21]);

-  найдены верхние границы инвариантов разрешимой группы с заданным 
каноническим разложением порядка кофакторов подгрупп ([18], [20], [24]);

установлена разрешимость и признаки диспсрсивности группы с поряд
ками кофакторов подгрупп, свободными от квадратов простых чисел ([17],
[23]);

-  установлена нильпотентность второго коммутанта группы нечетного по
рядка с порядками кофакторов подгрупп, свободными от кубов и четвертых 
степеней простых чисел ([25]).

ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ
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Р Э 3 ю  м э
Еўтухова Святлана Міхайлаўна

Канечныя трупы з заданымі парадкамі кафактараў падгрупп

Ключавыя словы: кансчная трупа, вырашальная трупа, дысперсіўная 
трупа, кафактар падгрупы, холава падгрупа, нільпатэнтная даўжыня, вы- 
творная даўжыня, р-даўжыня, р-ранг.

У дысертацыі даслсдуюцца канечныя трупы з абмсжаванымі парадкамі 
кафактараў надгруп.

Знойдзена холава будова і інварыянты вырашальнай трупы з малымі 
парадкамі кафактараў надгруп; знойдзена ацэнка нільпатэнтнай даўжыні 
З'-групы з фіксаванымі парадкамі кафактараў надгруп; вызначаны всрх- 
нія мсжы інварыянтаў вырашальнай трупы з зададзсным кананічным раз- 
лажэннсм парадка кафактараў надгруп; вызначана вырашальнасць і йры- 
мсты дысйерсіўнасці трупы з парадкамі кафактараў падгруп, свабоднымі ад 
квадратаў; вызначана нільпатэнтнасць другога камутанта трупы няцотнага 
парадка з парадкамі кафактараў падгруп, свабоднымі ад кубоў і чацьвертых 
ступсняў прастых лікаў.

Усс атрыманыя вынікі дыссртацыі з ’яўляюцца новымі. Яны маюць 
тэарэтычны характар і могуць быць выкарыстаны ў даеледаваннях па тэорыі 
кансчных труп, а таксама пры чытанні спсцкурсаў ва універсітэтах.
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Р Е З Ю М Е

Евтухова Светлана Михайловна

Конечные группы с заданными порядками кофакторов под
групп

Ключевые слова: конечная группа, разрешимая группа, дисперсивная 
группа, кофактор подгруппы, холлова подгруппа, нильпотентная длина, про
изводная длина, р-длина, р-ранг.

В диссертации исследуются конечные группы с ограниченными порядка
ми кофакторов подгрупп.

Найдено холлово строение и инварианты разрешимой группы с малы
ми порядками кофакторов подгрупп; найдена оценка нилыютентной длины 
З'-группы с фиксированными порядками кофакторов подгрупп; установле
ны верхние границы инвариантов разрешимой группы с заданным канони
ческим разложением порядка кофакторов подгрупп; установлена разреши
мость и признаки дисперсивности группы с порядками кофакторов подгрупп, 
свободными от квадратов; установлена нильпотентность второго коммутанта 
группы нечетного порядка с порядками кофакторов подгрупп, свободными 
от кубов и четвертых степеней простых чисел.

Все основные результаты диссертации являются новыми. Они имеют те
оретический характер и могут быть использованы в исследованиях но теории 
конечных групп, а также при чтении спецкурсов в университетах.
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8 и  М М А К V

ЕуійЬоуа Зуеііапа МіЬаіІоупа

Гіпііе §гойр8 луііЬ еіуеп огсіегз оГ зиЪ^гоир соГасіогв

Кеу \уогс!з: Гіпііс §гойр, зоІйЫс §гойр. сіізрсгзіус §гойр, зйЬ^гойр соГасіог, 
Наіі зйЬ^гойр, пііро^сп^ 1сп§іЬ, сісгіуссі 1еп§1;Ь, р-1сп§іЬ, р-гапк.

Іп іЬс сПвзегЪаЪюп іЬе айШог зійсііез Гіпііе §гойрз \уй;Ь Іітікссі огсісгз 
зйЬ§гойр соГасІогз.

ТЬс айіЬог Зізсоуегесі зішсійге апсі іпуагіапіз оГ а зоІйЫс §гойр ууііЬ зтаіі 
огсіегз о5 зйЬ§гойр соГас^огз; Гойпсі ап езілтаіс о{ іЬе пііроіспі; 1сп§іЬ о{ а З'- 
§гойр ууііЬ йхссі огсісгз сгі зйЬ§гойр со&сіогз; сісіегтіпссі йррсг Ьойпсіз о5 іЬе 
іпуагіапіз а зоІйЫс §гойр \уііЬ а §іусп сапопісаі сіесотрозіііоп оі̂  Ше огсісг 
о5 зиЬ^гоир соіасіогз; сісйегтіпссі зоІйЬіІііу апсі сгіісгіа оГ іЬс сіізрсгзіЬіІііу о[ а 
§гойр ууііЬ іЬе зяйагс-йгес огсісгз оГ зйЬ§гойр соГасіогв; сіеіюгттссі піІрсЛспсу 
оГ іЬс зесопсі соттйіапі: а §гойр о{ осЫ огсісг тоііЬ іЬе огсісгз оГ зйЬ§гойр 
соГасіюгз ууЬісЬ агс {гсс о{ сйЬсз апсі [ойг-(іс§гссз оГ ргітсз.

А11 таіп  гсзйіів о!1 Шс сііззсгіаііоп агс псш. ТЬсу Ьауе а Шеогсілсаі зі^піГ- 
ісапсе апсі тау  Ьс йзссі іп іЬе гсзсагсЬ \уогк іп іЬс іЬсогу оГ Гтііе §гойрз, агйі 
аізо ууЬііс 1;сасЬіп§ зрссіаі сойгзсз іп йпІуегвШез.


