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(Минск : Навука і тэхніка, 1992), "Некоторые приложения теории п-арных 
групп" (Минск: Беларуская навука, 1998) и А.М. Гальмак "Конгруэнции 
полиадических групп" (Минск : Беларуская навука, 1999), в которых от­
ражено современное состояние теории п-арных групп и представлен боль­
шой идейный и технический материал, делающий возможным проведение 
такого анализа. Таким образом, вполне актуальной в настоящее время яв­
ляется проблема построения теории классов пиарных групп. И такая задача 
частично реализуется в данной диссертации, где предложен ряд общих ме­
тодов построения и исследования решеток т-классов Шунка п-арных трупп 
в X, где X — произвольный класс п-арных групп.

Связь работы с крупными научными программами, темами. 
Диссертация выполнена в рамках следующих госбюджетных тем:

"Структурная теория формаций и других классов алгебр" Гомельского 
государственного университета им. Ф.Скорины. Тема входила в план важ­
нейших научно-исследовательских работ в области естественных, техниче­
ских и общественных наук по Республике Беларусь, утверждённый реше­
нием Президиума ПАП Беларуси № 88 от 23 ноября 1995 г. (номер госреги­
страции в БелИСА — 19963987), тема выполнялась в 1996-2000 гг.

"Структурная теория классов групп и других алгебр" Гомельского госу­
дарственного университета им. Ф.Скорины. Тема входит в план важнейших 
научно-исследовательских работ в области естественных, технических и об­
щественных наук по Республике Беларусь, утвержденный решением Прези­
диума НАН Беларуси 94 от 5 июля 2001 г. — Государственная программа 
фундаментальных исследований "Математические структуры" (номер гос­
регистрации в БелИСА — 20011225), выполнение темы запланировано на 
2001-2005 гг.

Цель и задачи исследования. Целью данной диссертации является 
разработка общих методов построения и исследования решеток т-классов 
Шунка п-арных групп. Для достижения этой цели в диссертации:

— разработана теория подгрупповых функторов Скибы в классе п­
арных групп;

— предложены новые методы построения т-классов Шунка п-арных 
групп в X. где X  — произвольный класс п-арных групп;

— доказана дистрибутивность решетки т-классов Шунка п-арных групп
в X;

— в классе конечных п-арных групп дано описание метода построения 
алгебраических решеток;

— дано описание нижней грани для множества всех коатомов решетки 
т-подклассов Шунка произвольного т-класса Шунка п-арных групп в X.
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Объект и предмет исследования. Объектом исследования являют­
ся т-классы Шунка п-арных групп, а предметом исследования — свойства 
решетки таких классов.

М етодология и методы проведенного исследования. В осно­
ву положен аксиоматический метод построения теории классов п-арнмх 
групп. Использовались методы исследования, основанные на общей теории 
п-арных групп, а также методы теории решеток.

Н аучная новизна и значимость полученных результатов. Все 
полученные результаты являются новыми и могут использоваться и те­
оретических исследованиях. Впервые построена теория подгрупиовых X- 
функторов в классе п-арных групп и предложены общие методы построения 
и исследования решеток т-классов Шунка п-арных групп в X.

Работа имеет теоретический характер. Результаты диссертации могут 
быть использованы при изучении классов п-арных групп. Отдельные ре­
зультаты могут быть использованы в учебном процессе при чтении спец­
курсов на математических специальностях высших учебных заведений.

Основные положения диссертации, выносимые на защиту.
3.3.6. Теорема. Пусть г\ ит — такие подгрупповыс Х-функторы, что 

Т\ < т. Тогда класс — {С | С  6 X и т(С) =  Т]((7)} является т-классом 
Шунка в X. Кроме того, в случае, когда г — подгрупповой тп-функтор 
в X, то для любой группы С 6 X максимальные п-арпые подгруппы из 
т{С) \  тфС) являются ^-абнор мольными в С.

3.4.7. Теорема. Для каждого гомоморфа конечных п арных групп X 
и для каждого подгруппового Х-функтора решетка Х"(Х) является алге­
браической.

3.4.9. Теорема. Пусть X — гомоморф п-арных групп и т — подгруп­
повой Х-функтор. Если каждая п-арная группа в X имеет главный ряд 
конгруэнций, то решетка СДХ) является дистрибутивной.

3.5.3. Теорема. Пусть $ /  (1) — непустой г-класс Шунка в X. Тогда 
справедливы следующие утверждения:

1) Фт(г?) состоит из всех т-необразующих в $  п-арных групп;
2) если 9Л — т-класс Шунка в X и Ш С $, то ФХ(9Л) С ФТ($).
Л ичны й вклад соискателя. Все основные результаты диссертации

получены автором самостоятельно. В опубликованных совместно с научным 
руководителем работах идеи и методы принадлежат научному руководите­
лю, а реализация соискателю.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты дис­
сертации докладывались на семинарах кафедры алгебры и геометрии Го­
мельского государственного университета им. Ф.Скорины; на Мсждународ-



ной научной конференции, посвящённой 80-летию профессора Вольфганга 
Гашюца "Ганпоцона теория классов групп и других алгебраических систем" 
(Гомель, 16 21 октября 2000г.); на третьей Международной алгебраической 
конференции в Украине (Сумы, 2-8 июля 2001 г.); на V республиканской на­
учной конференции студентов и аспирантов: "Новые математические мето­
ды и компьютерные технологии н проектировании, производстве и научных 
исследованиях" (Гомель, 18-20 марта 2002 г.); на Международной матема­
тической конференции, посвященной столетию начала работы Д.А.Граве в 
Киевском университете (Киев, 17 22 июня 2(11)2 г ).

Опубликованноеть результатов. Основные результаты опубликова­
ны и 4 статьях, в 3 препринтах и в 5 тезисах. Общее количество страниц 
опубликованных материалов — 78 с.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из переч­
ня определений и условных обозначений, введения, общей характеристики 
работы, трех глав основной части, заключения и списка использованных 
источников в алфавитном порядке в количестве 103 наименований. Объем 
диссертации — 87 страниц.

КРАТКОЕ С О Д Е Р Ж А Н И Е  Д И С С ЕРТА Ц И И

Ниже охарактеризовано содержание диссертации по главам.
Диссертация состоит из перечня определений и условных обозначений, 

введения, общей характеристики работы, грех глав основной части, заклю­
чения и списка цитированной литературы. В главе 1 приводится обзор по­
лученных результатов.

Глава 2 посвящена известным результатам, используемым в основном 
тексте диссертации.

Глава 3 "г-Класеы Шунка 77,-арных групп" охватывает основное содер­
жание диссертации и включает в себя шесть разделов. Перейдем к изложе­
нию основного материала работы.

Все обозначения и используемые определения стандартны и соответ­
ствуют принятым в [2, 3, 6, 7|.

В теории п-арных групп рассматривают [3] различные аналоги инвари­
антных подгрупп. Однако, поскольку возникающие при этом факторгруппы 
нисчсриывают все гомоморфные образы п-арной группы, то при изучении 
/парных групп целесообразно привлекать методы универсальной алгебры. 
В разделе 3.1 рассмотрены некоторые свойства подалгебр универсальных 
алгебр и их связь с конгруэнциями. Результаты этого раздела носят вспомо­
гательный характер и они существенно используются при доказательствах 
основных утверждений в разделах 3.2 3.6. Часть полученных в этом раз-
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деле результатов носит и самостоятельный интерес. В частности следующая 
лемма является аналогом теоремы о соответствии в группах.

3.1.1. ЛЕММА [12]. Пусть ж — конгруэнция на универсальной алгебре 
А. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если И — подалгебра в А/ж, то Н -  — такая подалгебра
в А, что жН = Н и Н — Н/ж;

2) если И — такая подалгебра в А, что жН = И, то Я/ж - подалгебра, 
в А/ж.

Символом На м ы  обозначаем, следуя [7], конгруэнцию алгебры А, по­
рожденную всеми конгруэнциями ж на А  такими, что жII =  I I .

Для универсальных алгебр справедлива
3.1.12. ТЕОРЕМА [12]. Пусть ж — конгруэнция на универсальной алгебре 

А, Н — такая подалгебра в А, что жН — Н. Тогда

(Н/ж){А1„) =  И А/ ж.

Пусть X — некоторый непустой класс универсальных алгебр. И пусть 
со всякой алгеброй А/ е  X сопоставлена некоторая система ее подалгебр 
т{М). Мы говорим, следуя [6], что т — подсистсмный Х-функтор, если:

1) М Е т(М) для всех М  Е X;
2) для любых подалгебр И Е т(А), Т  Е т{В) (.4, В Е X) и для любого 

эпиморфизма у?: Л к-» В  имеет место Н* Е т(В) и 'Г9 Е т(А).
Следуя А.Н.Скибе [6] подсистемный Х-функтор т назовем:
1) замкнутым, если для любых двух алгебр А Е X и II 6 г(/1)пХ имеет 

место т(Н) С т(А)\
2) тривиальным, если т(А) =  {Л} для всех А Е X;
3) единичным, если т(А) — множество всех подалгебр из А дли всех

А Е X. '
Тривиальный подсисгсмдый Х-функтор обозначим через О*, а единич­

ный через 1х-
Для любой совокупности подсистемных Х-функторов {ту[і Е 1} опреде­

лим их пересечение т =

ТИ) = Пт,(л)’
іеі

для любой алгебры А Е X.
На множестве всех подсистемных Х-функторов введем бинарное отно­

шение <, полагая, что т\ < т2 имеет место тогда и только тогда, когда для 
любой алгебры А Е X справедливо т\(А) С тДЛ).



Символом Ф (іэ) мы обозначаем нижнюю грань для множества всех 
коатомов решетки всех т-гюдклассов Шунка произвольного т-класса Шунка 
71-арных групп Ў} в X (Фг(іі) =  іэ, если в Уз нет ни одного коатома).

Если {Уз, | г 6 /} — совокупность некоторых т-классов Шунка в X, то 
пересечение любого семейства г-классов Шунка в Г\е/Уз* также является 
т классом Шунка в X. В частности, если 5  — множество п-арных групп из 
X и {.Г},- | г е  /} — множество всех т-классов Шунка У6 в X таких, что 
3 С ІЗі, то пересечение всех т-классов Шунка в X У)содержащих совокуп­
ность 7і-арных групп является т-классом Шунка в X. Такой класс мы 
обозначаем через 5сЬипскг(3) и называем т-классом Шунка, порожденным 
3 В частности, мы пишем 5сЬипскг(С) для обозначения т-класса Шунка 
в X, порожденного пиарной группой С Е X. Классы вида ЗсЬипскг(6') мы 
называем однопорожденными т-классами Шунка в X.

Пусть У) — т-класс Шунка в X и С € У). Следуя [5], мы называем С т- 
пеобразующей п-арной группой в У), если всегда из того, что 5Ш С Із следу'ет, 
что ЗеЬипскДЯП^С}) /  І3.

Используя теорему 3.4.9, можно доказать следующий интересный ре­
зультат.

3 5.3. ТЕОРЕМА [9]. Пусть 3  Ф (1) — непустой т-класс Шунка в X. 
Тогда справедливы следующие утверждения:

1) Фг(3) состоит из всех т-необразующих в 3  п-арных групп;
2) если 9Л — т-класс Шунка в X и ШТ С 3, тпо ФГ(ЯГС) С Фг(3)-

При переходе от бинарных групп к тг-арным понятие инвариантной под­
группы допускает различные обобщения (см. монографию С.А.Русакова 
[3]). Но все они отталкиваются от понятия инвариантной подгруппы как 
подгруппы, выдерживающей сопряжение своих элементов. Новый подход к 
определению инвариантной подгруппы разрабатывается в разделе 3.6.

Подгруппу Н п арной группы С назовем идеальной в С, если Н — [Ь\на 
для любого Н € Н.

Для идеальных подгрупп справедлива следующая теорема.
3.6.5. ТЕОРЕМА [14]. Пусть X — некоторый гомоморф конечных п- 

ариых групп и 3  — класс всех таких п-арных групп, принадлежащих X, у 
которых все т-подгруппы идеальны, тогда 3  — т-класс Шунка в X.

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)



(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ источников

1. Аль-Дабабсех А. Ф. Модулярные решетки классов коленных га-арных 
групп: Автореф. дис. к-та физ.-мат. наук: 01.01.06 /  Бел. госуниверситет 
транспорта. — Гомель, 2000. — 18 с.

2. Мальцев А.И. Алгебраические системы. — М.: Наука, 1970. — 392 с.

3. Русаков С.А. Алгебраические п-арные системы: Силовская теория п­
арных групп. — Минск: Навука і тэхніка, 1992. — 264 с.

4. Селькин М.В. Максимальные подгруппы в теории классов конечных 
групп. — Минск.: Беларуская навука, 1997. — 144 с.

5. Селькин М.В., Скиба А.Н. О решетках т-классов Шунка / /  Доклады 
НАН Беларуси. — 2001. — том 45, №3. — С.5Т53.

6. Скиба А.Н. Алгебра формаций. — Минск.: Беларуская навука, 1997. — 
240 с.

7. Шеметков Л.А., Скиба А.Н. Формации алгебраических систем. — М.: 
Наука, 1989. — 254 с.

СПИСОК ОПУБЛИКОВАННЫХ АВТОРОМ РАБОТ 
ПО ТЕМЕ ДИССЕРТАЦИИ

8. Ефремова М.И. О дистрибутивности решетки т-классов Шунка конеч­
ных 71-арных групп / /  Известия Гомельского госуниверситета. — 3(6). 
Вопросы алгебры. Выпуск 17, 2001. — С. 185 188.

9. Ефремова М.И. О максимальных т-подклассах Шунка п-арных групп 
/'/ Известия Гомельского госуниверситета. — 5(14). Вопросы алгебры. 
Выпуск 18, 2002. -  С. 97-99.

10. Ефремова М.И., Скиба А.Н. Об одном методе построения т-классов 
Шунка п арных групп / /  Известия Гомельского госуниверситета. — 
5(14). Вопросы алі'сбры. Выпуск 18, 2002. — С. 91—96.

11. Ефремова М.И. О пересечении максимальных т-подклассов Шунка 71­
арных групп / /  Веснік Віцебскага дзяржаунага універсітэта. — Витебск: 
ВГУ, 2002. -  2(24). -  С. 62-64.

12. Ефремова М.И., Скиба А.Н. О подалгебрах универсальных алгебр / /  
Гомель, 2002. — У» 20 -  12 с. (Препринт / ГГУ им. Ф.Скорины).



(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)

13. Ефремова М.И. Подсистемные и подгрупповые 31-функторы / /  Гомель, 
2002. — № 21 — 17 с. — (Препринт /  ГГУ им. Ф.Скорины).

14. Ефремова М.И., Скиба А.Н. Решетки т-классов Шунка п-арных групп 
/ /  Гомель, 2002. — .V» 24 — 23 с. — (Препринт /  ГГУ им. Ф.Скорины).

15. Ефремова М.И., Скиба А.Н. О т-классах Шунка п арных групп / /  Га- 
шюцова теория классов групп и других алгебраических систем: Тези­
сы докладов Международной научной конференции, посвящённой 80- 
летию профессора Вольфганга Гашюца, Гомель, 16 -21 октября 2000г. /  
Гомель: ГГУ, 2000 -  С. 22 24.

16. Ефремова М.И., Скиба А.Н. О т-классах Шунка п-арных групп / /  Тези­
сы докладов Международной алгебраической конференции в Украине, 
Сумы, 2 -8 июля 2001 г./' Сумы: 2001. С. 174.

17. Ефремова М.И. Некоторые свойства подалгебр универсальных алгебр 
/ /  Новые математические методы и компьютерные технологии в проек­
тировании, производстве и научных исследованиях: тезисы докладов IV 
республиканской научной конференции студентов и аспирантов, Гомель, 
18-20 марта 2002г. /  Гомель: ГГУ, 2002. -  С, 192 -193.

18. Ефремова М.И. О пересечении максимальных т-подклассов Шунка п­
арных групп / /  Тезисы докладов Международной математической кон­
ференции. посвященной столетию начала работы Д А,Граве в Киевском 
университете, Киев,17—22 июня 2002 г./ Киев: 2002. — С. 86—87.

19. Ефремова М.И., Скиба А.Н. О т-классах Шунка п.-арных групп / /  Те­
зисы докладов Международной математической конференции, посвя­
щенной столетию начала работы Д А.Граве в Киевском университете, 
Киев,17—22 июня 2002 г,/ Киев: 2002. — С. 87—88.



ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

В диссертации получены следующие результаты:
— разработана теория подгруппоных функторов Скибы в классе п­

арных групп [13];
— предложены новые методы построения т-классов Шунка п-арных 

групп в X, где X — произвольный класс п-арных групп [10, 14];
— доказана дистрибутивность решетки т-классов Шунка п-арных групп 

в X [8, 14];
— в классе конечных п-арных групп дано описание метода построения 

алгебраических решеток [14];
— дано описание нижней грани для множества всех коатомов решетки т- 

подклассов Шунка произвольного т-класса Шунка п-арных групп в X [9,14].

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)



Р Э 3 ю м э
Яфрэмава Марына Іванаўна

Падгрупавыя функтары і алгебраічныя 
краты класаў 7^арных труп

Ключавмя слоны: п-арпая трупа, класы кансчных п-арных труп, краты 
т-классаў Шунка ў X, падгрупаиы Х-функтар т, дыстрыбутыўпыя краты, 
алгебраічпыя краты, піжняя грань, коатам.

У дыссртацыі з дапамогай мстадаў тэорыі клаеаў і мстадаў агульнай 
тзорыі кратаў пабуданана тэорыя падгрупавых Х-функтараў Скібы для 
класа п-арных груп; даказана дыстрыбутыўнасць кратаў т -класаў ІІІунка 
77 арпых труп ў X, дзе X — адвшіып.і клас п-арных труп; ў класе канечных 
парных труп дадзена апісанне м стада пабудовы алгсбраічпых кратаў. Ак­
рами таго, дадзсна апісанне ніжняй і рані для мноства ўсіх коатамаў кратаў 
т-надкласаў Шунка адвольнага т-класа Шунка п-арных труп ў X і нрана- 
навапм ноііыя мстады пабудовы т-класаў Шунка п-арных груп ў X.

Усе асноўпыя вынікі працы з ’яўляюцца повымі. Яны маюць тэарэтыч- 
ны характар і могуць быць выкарыстаны пры вывучэнні п-арных труп, а 
таксама пры ныкладанні сітецкурсаў у ўнівсрсітэтах і педінстытутах.

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)



Р Е З Ю М Е

Ефремова Марина Ивановна

Подгрупповые функторы и алгебраические 
решетки классов 71-арных групп

Ключевые слова: п-арная группа, классы конечных г^арных групп, ре­
шетка г-классов Шунка в X, подгрунновой Х-функтор т, дистрибутивная 
решетка, алгебраическая решетка, нижняя грань, коатом.

В диссертации с помощью методов теории классов и методов общей тео­
рии решеток построена теория подгрупповых Х-функторов Скибы для клас­
са п-арных групп; доказана дистрибутивность решетки т-классов Шунка 
п-арных групп в X, где X — произвольный класс 77-арных групп; в классе 
конечных п-арных групп дано описание метода построения алг ебраических 
решеток. Кроме того, описана нижняя грат, для множества всех коато­
мов решетки т-подклассов Шунка произвольного т-класса Шунка п-арных 
групп в X и предложены новые методы построении т-классов Шунка 71­
арных групп в X.

Все полученные результаты работы являются новыми. Они имеют те­
оретический характер и могут быть использованы ггри изучении классов 
71-арных групп, а также при чтении спецкурсов, преподаваемых в универ­
ситетах и пединститутах.

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)



Зшшпагу
Уайет ауа Магупа Іуапаупа

ЗиЬ^гоир Гйпсіогв апсі аІ^еЬгаіс 
Іаііісез оГ іЬс сіаззез оГ гг-агу §гойрв

Кеу тігсів: п-агу §гойр, сіаазее оГ йпйе п-агу ^гойрз, Іаійісе о? т-5сЬйпск 
сіаззез іп X, зйЬ^гойр Х-йапсіог т, сНзІгіЬйііуе Іайіісе, аІ^еЬгаіс Іаііісе, іпй- 
т й т ,  соаіот

Іп іЬс сІІБзегіайоп іЬе іЬеогу о{ ЗкіЬа аиЪ^гоир Х-йтсіог Ьг сіаззее оГ 
п-агу ^гойрз у/еге Ьйііі; упі:Ь йЬе Ьеір оГ сіабвев Леогу апа Оепегаі йапісе 
ТЬеогу; й із ргоуесі іЬаІ іЬе ІаШсс о5 аіі т-ЗсЬйпск сіаззеа оГ п-агу §гойр8 іп 
X із сІібігіЬйііуе, у/Ьегс X - ап агЬйгагу сіазз оГ га-агу §гойрз; іп іЬе сіазз оі 
іЬе йпііе §гтіря іЬе теіЬосІ о?сопевшей ст О'ГіЬе аІ^еЬгаіс ІаШсез І8 сіезсгіЬесі. 
Везійев, Ійе іп й тй т &>г іЬе ееі; аіі соаіюіш о{ Йзе ІаШсе оі аіі г-ЗсЬйпск 
ейЬсІаззсб оі: ап агЬЦгагу т-ЗсЬішск сіаза оГ іЬе п-агу і г̂ойра іп X із сІсзсгіЬесІ, 
а пе\у теіЬой о? іЬе сопвігйсШп іЬе г-ЗсЬйпск сіаввев оГ п-агу ^гойрб іб 
й іус п .

А11 іЬе таіп генйііе іЬів іЬевіе аге пеіу. ТЬеу аге о{' а іЬсогсйс сЬагасіег 
апсі шау Ье шесі луЬііс віййуіп^ 7і̂ агу ^гойрз апё луЬіІе іеасЫп^ вресіаі сойгзеа 
іп йпі уегнійез апй реёа§о§іса1 іпвійійсв.

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)


