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В статье рассматриваются трехмерные матрицы, у которых, по крайней мере, два размера совпадают. Для произвольного целого 

l  3, любой подстановки  из Sm и любой ориентации r  {i, j, k} на множестве всех трехмерных матриц над ассоциативным кольцом 

P, у которых размер, соответствующий индексу r, равен m, а два оставшихся размера могут отличаться от m, но совпадают, опреде-

ляется l-арная операция [ )(
,,]

r
ml σ

. Изучаются свойства полиадических операций [ )(
,,]

i
ml σ , [ )(

,,]
j
ml σ  и [ )(

,,]
k
ml σ . В частности, показано, что 

если подстановка   Sm удовлетворяет условию l = , то они ассоциативны. 
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ля p-мерной матрицы А порядка n и 

квадратной матрицы а того же порядка n  

может быть определено [1−2] произведение 

А{i}a по индексу i ( = 1, …, p), которое явля-

ется p-мерной матрицей порядка n. В частности, 

в трехмерном случае для каждого из трех ин-

дексов i, j, k определены произведения А{i}a, 

А{j}a, А{k}a трехмерной матрицы А порядка n 

на обычную матрицу а того же порядка n. Во 

всех трех случаях результатом произведения яв-

ляется трехмерная матрица n-го порядка. Как ви-

дим, указанное произведение многомерных мат-

риц существенно отличается от умножения обыч-

ных матриц. Во-первых, в многомерном случае 

перемножаются матрицы различных размерно-

стей. Во-вторых, в отличие от произведения 

обычных матриц, произведение многомерных 

матриц определено только для случая, когда они 

имеют один и тот же порядок. Еще одним отли-

чием является то, что произведение пространст-

венных матриц не является ассоциативным в 

обычном алгебраическом смысле. 

Мало общего со своим бинарным прототипом 

имеет и еще один, более общий, чем указанный 

выше, многомерный аналог умножения обыч-

ных матриц – произведение p-мерной матрицы 

n-го порядка по одному из фиксированных ин-

дексов на q-мерную матрицу того же порядка n 

[1−2]. Всего имеется p таких произведений, ре-

зультатом каждого из которых является  

(p + q – 2)-мерная матрица. Произведение  

p-мерной матрицы на q-мерную матрицу не яв-

ляется алгебраической операцией, поэтому и в 

данном случае не имеет смысла говорить об 

ассоциативности этого произведения. 

В данной работе на множестве всех трех-

мерных матриц, у которых, по крайней мере, 

два размера совпадают, для каждого индекса i, 

j, k определены многоместные операции, обла-

дающие рядом хороших свойств. В частности, 

указанные операции, в отличие от умножения 

пространственных матриц из [1−2], могут быть 

ассоциативными. 

1. Сведения о пространственных матрицах. 

Приведем вначале необходимые в дальнейшем 

сведения о пространственных (трехмерных) 

матрицах, взятые из [1−2].  

Пространственную матрицу над кольцом P, 

имеющую размер m  n  p, можно определить как 

пространственную таблицу из mnp элементов 

 

aijk (i = 1, …, m, j = 1, …, n, k = 1, …, p) 

Д 
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из P, имеющую форму параллелепипеда с ли-

нейными размерами m, n и p. 

Пространственную матрицу размера 

m  n  p с общим элементом aijk обозначают 

символом (aijk)mnp. Элементы этой матрицы 

можно считать расположенными в точках 

(i, j, k) трехмерного пространства, где i, j, k из-

меняются как указано выше. 

Пространственную матрицу размера 

n  n  n называют кубической матрицей поряд-

ка n. 

Фиксируя значение индекса i, получают m 

обычных матриц (a1jk), (a2jk), …, (amjk) размера 

n  p, которые называются сечениями ориента-

ции (i). Аналогично n матриц 

(ai1k), (ai2k), …, (aink) размера m  p называют се-

чениями ориентации (j), а p матриц 

(aij1), (aij2), …, (aijp) размера m  n называют се-

чениями ориентации (k). 

Понятно, что трехмерная матрица полностью 

определяется заданием всех своих сечений ка-

кой-либо фиксированной ориентации (i), (j) или 

(k). 

Пространственные матрицы (aijk)mnp и 

(bijk)mnp одного и того же размера можно скла-

дывать по правилу 

(aijk)mnp + (bijk)mnp = (cijk = aijk + bijk)mnp. 

1.1. Замечание. Ясно, что для любого 

r = 1, …, m r-ое сечение ориентации (i) суммы 

пространственных матриц равно сумме r-ых 

сечений ориентации (i) пространственных мат-

риц-слагаемых, то есть, если 

(aijk)mnp + (bijk)mnp = (cijk)mnp, 

то 

(arjk) + (brjk) = (crjk), r = 1, …, m. 

Аналогичные утверждения справедливы для 

сечений ориентаций (j) и (k). 

Всякую пространственную матрицу (aijk)mnp 

можно умножить на любой элемент  из P по 

правилу 

 

(aijk)mnp = (dijk = aijk)mnp. 

1.2. Замечание. Ясно, что для любого 

r = 1, …, m r-ое сечение ориентации (i) про-

странственной матрицы (aijk)mnp, где   P, 

равно произведению  на r-ое сечение ориента-

ции (i) пространственной матрицы (aijk), то есть, 

если (aijk)mnp = (dijk)mnp, то (drjk) = (arjk), 

r = 1, …, m. 

1.3. Замечание. Множество Mmnp(P) всех 

пространственных матриц размера m  n  p над 

полем P относительно этих операций является 

линейным пространством над P, размерность 

которого равна mnp. 

2. Операции [
)(
,,]

i
ml σ , [

)(
,,]

j
ml σ , [

)(
,,]

k
ml σ . Для со-

кращения записей, в случаях, когда не возникает 

разночтений, будем в обозначении пространст-

венной матрицы (aijk)mnp опускать ее размеры 

mnp, то есть полагать (aijk)mnp = (aijk). 

Зафиксировав целое l  3, подстановку 

  Sm и ориентацию (i), определим на множе-

стве Mmnn(P) всех пространственных матриц 

размера m  n  n над ассоциативным кольцом 

P l-арную операцию [ 
)(
,,]

i
ml σ  следующим обра-

зом: если 

(aijk)1 … (aijk)l (1) 

– произвольные пространственные матрицы из 

Mmnn(P), то 

[(aijk)1 … (aijk)l
)(
,,]

i
ml σ = (aijk)  Mmnn(P), (2) 

где сечения  

(a1jk), …, (amjk) (3) 

ориентации (i) пространственной матрицы (aijk) 

из правой части (2) находятся с помощью сече-

ний ориентации (i) матриц (1) по правилу 

(arjk) = (arjk)1(a(r)jk)2 … ,)()(
)(1)( 12 ljkrljkr ll аа   σσ

 (4) 

где (arjk)s – r-ое сечение ориентации (i) трехмер-

ной матрицы (aijk)s, r = 1, …, m, s = 1, …, l. 

Придавая переменной r в (4) конкретные 

значения r = 1, …, m, выпишем каждое сечение 

(3) отдельно: 

(a1jk) = (a1jk)1(a(1)jk)2… ;)()(
)1(1)1( 12 ljkljk ll аа  

 

……………………………………….. 

(amjk) = (amjk)1(a(m)jk)2… .)()(
)(1)( 12 ljkmljkm ll аа  

 

Если в определении операции 
)(
,,][

i
ml σ  заме-

нить ориентацию (i) ориентацией (j), а множе-

ство Mmnn(P) – множеством Mnmn(P) всех 

пространственных матриц размера n  m  n над 

P, то получим определение  

l-арной операции 
)(
,,][

j
ml σ . А именно, если 

(aijk)1, …, (aijk)l (5) 

– произвольные пространственные матрицы из 

Mnmn(P), то 

[(aijk)1…(aijk)l
)(
,,]

j
ml σ = (aijk)  Mnmn(P), (6) 

где сечения (ai1k), …, (aimk) ориентации (j) про-

странственной матрицы (aijk) из правой части (6) 
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находятся с помощью сечений ориентации (j) 

матриц (5) по правилу 

(airk) = (airk)1(ai(r)k)2 … ,)()(
)(1)( 12 lkrilkri ll аа   σσ

 (7) 

где (airk)s – r-ое сечение ориентации (j) про-

странственной матрицы (aijk)s, r = 1, …, m, 

s = 1, …, l. 

Если в определении операции 
)(
,,][

i
ml σ  заме-

нить ориентацию (i) ориентацией (k), а множе-

ство Mmnn(P) – множеством Mnnm(P) всех 

пространственных матриц размера n  n  m над 

P, то получим определение l-арной операции 
)(
,,][

k
ml σ . А именно, если 

(aijk)1, …, (aijk)l (8) 

– произвольные пространственные матрицы из 

Mnnm(P), то 

[(aijk)1, …, (aijk)l
)(
,,]

k
ml σ = (aijk)  Mnnm(P), (9) 

где сечения (aij1), …, (aijm) ориентации (k) про-

странственной матрицы (aijk) из правой части 

(9) находятся с помощью сечений ориентации 

(k) матриц (8) по правилу 

(aijr) = (aijr)1(aij(r))2 … ,)()(
)(1)( 12 lrijlrij ll аа   σσ

 (10) 

где (aijr)s – r-ое сечение ориентации (k) про-

странственной матрицы (aijk)s, r = 1, …, m, 

s = 1, …, l. 

Если m = n = p, то на множестве Mnnn(P) 

всех кубических матриц порядка n определены 

три операции 
)(
,,

)(
,,

)(
,, ][,][,][ k

nl
j
nl

i
nl σσσ . 

2.1. Пример. Пусть  = (12)  S2, l = 3, 

m = n = p = 2, P = Z, 

 

        

(i)

(k)

(j)
. 

1) Полагая в определении операции 
)(
,,][

i
ml σ  l = 3, 

 = (12), m = n = 2, найдем .][ )(
2),12(,3 UABC i   

Считая 

A = (аijk), B = (bijk), C = (cijk), U = (uijk), 

выпишем сечения ориентации (i) указанных 

кубических матриц: 

(a1jk) = 








 32

31
, (a2jk) = 









14

22
, 

(b1jk) = 












53

12
, (b2jk) = 













12

43
, 

(с1jk) = 








43

14
, (с2jk) = 







 

22

13
. 

Согласно (4) из определения операции 
)(
,,][

i
ml σ , 

(u1jk) = (a1jk)(b(1)jk) )(
)1(2 jk

с
σ

= (а1jk)(b2jk)(c1jk) = 

= 








 32

31













12

43









43

14
 =  

= 












1112

79









43

14
 = 













3215

1915
, 

(u2jk) = (a2jk)(b(2)jk) )(
)2(2 jk

с
σ

= (а2jk)(b1jk)(c2jk) = 

= 








14

22













53

12







 

22

13
 = 

= 












15

1210







 

22

13
 = 







 

313

3454
. 

Таким образом, UABC i )(
2),12(,3][ , где 

 

15 -19

-54 -34

-15 32

313

U = 

. 

2) Найдем VABC j )(
2),12(,3][ . Считая V = )( ijkv , 

выпишем сечения ориентации (j) кубических 

матриц A, B и C: 
 

(ai1k) = 








 22

31
, (ai2k) = 







 

14

32
, 

(bi1k) = 












43

12
, (bi2k) = 













12

53
, 

(сi1k) = 








 13

14
, (сi2k) = 









22

43
. 
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Согласно (7) из определения операции ,][ )(
,,
j
ml σ  

(vi1k) = (ai1k)(bi(1)k) )(
)1(2 k

с
σi

= (аi1k)(bi2k)(ci1k) = 

= 








 22

31













12

53









 13

14
 =  

= 












82

89









 13

14
 = 









 1032

1760
, 

(ui2k) = (ai2k)(bi(2)k) )(
)2(2 k

с
σi

= (ai2k)(bi1k)(ci2k) = 

= 






 

14

32













43

12









22

43
 = 

= 












05

105









22

43
 = 









 2015

05
. 

Таким образом, VABC j )(
2),12(,3][ , где 

60 17

-32 -10

5 0

-20-15

V = 

. 

3) Найдем WABC k )(
2),12(,3][ . Считая W = (wijk), 

выпишем сечения ориентации (k) кубических 

матриц A, B и C: 

(aij1) = 












42

21
, (aij2) = 







 

12

33
, 

(bij1) = 








23

32
, (bij2) = 













14

51
, 

(сij1) = 








 23

34
, (cij2) = 









 21

41
. 

Согласно (10) из определения операции ,][ )(
,,

k
ml σ  

(wij1) = (aij1)(bij(1)) )(
)1(2σij

с = (аij1)(bij2)(cij1) = 

= 












42

21













14

51









 23

34
 = 

= 












618

39









 23

34
 = 









 4290

2145
, 

(wij2) = (aij2)(bij(2)) )(
)2(2σij

с = (аij2)(bij1)(cij2) = 

= 






 

12

33









23

32









 21

41
 = 

= 












81

315









 21

41
 = 













129

5418
. 

Таким образом, ,][ )(
2),12(,3 WABC k   где 

45 -18

-90 -9

21 -54

1242

W = 

. 

3. Многоместные алгебры пространствен-

ных матриц. Напомним, что универсальная 

алгебра < A, [ ] > с одной l-арной операцией [ ] 

называется l-арной полугруппой, если в ней для 

любого i = 1, 2, , l – 1 выполняется тождество 

[[a1  al]al+1  a2l–1] = 

= [a1  ai[ai+1  ai+l]ai+l+1  a2l–1]. 

Cама l-арная операция [ ] в этом случае называ-

ется ассоциативной. 

Проведя соответствующие вычисления, 

можно убедиться в справедливости следующей 

теоремы. 

3.1. Теорема. Если подстановка   Sm удов-

летворяет условию 
l
 = , то универсальные ал-

гебры < Mmnn(P), [
)(
,,]

i
ml σ >, < Mnmn(P), [

)(
,,]

j
ml σ > 

и < Mnnm(P), [
)(
,,]

k
ml σ >, где P – ассоциативное 

кольцо, являются изоморфными l-арными полу-

группами. 

Так как (12)
3
 = (12), то из теоремы 3.1, в ча-

стности, вытекает, что все три тернарные опе-

рации 
)(

2),12(,3
)(

2),12(,3
)(

2),12(,3 ][и][,][ kji
 в примере 2.1 

ассоциативны на множестве M222(Z) всех ку-

бических матриц второго порядка над кольцом 

целых чисел, а универсальные алгебры 

< M222(Z), 
)(

2),12(,3][
i

 >, < M222(Z), 
)(

2),12(,3][
j

 >, 

< M222(Z), )(
2),12(,3][

k  > являются изоморфными 

тернарными полугруппами. 

В леммах 4.2–4.7 P – ассоциативное кольцо. 

3.2. Лемма. Для всех A1, …, Al  Mmnn(P), 

  P, s = 1, …, l верно 

[A1 … As–1(As)As+1 … Al
)(
,,]

i
ml σ = [A1 … Al

)(
,,]

i
ml σ . 



Веснік ВДУ. 2011. № 2(2) 

19 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим 

At = (aijk)t, t = 1, … l,  

[A1 … Al
)(
,,]

i
ml σ = B = (bijk), 

[A1 … As–1(As)As+1 … Al
)(
,,]

i
ml σ = C = (cijk). 

Так как As = (aijk)s = (dijk = aijk)s , то, ввиду 

определения операции 
)(
,,][

i
ml σ , r-ое сечение ори-

ентации (i) пространственной матрицы C имеет 

следующий вид: 

(crjk) = (arjk)1(a(r)jk)2 … ( 1)(
)2  sjkrsaσ  

   ljkrsjkrsjsr lss aad )()()(
)(1)()( 11 σσσ  

= (arjk)1(a(r)jk)2 … ( 1)(
)2  sjkrsaσ  

   ljkrsjkrsjkr lss aaa )()()(
)(1)()( 11 σ

 

= (arjk)1(a(r)jk)2 … ( 1)(
)2  sjkrsaσ  

   ljkrsjkrsjkr ls aa )()()
)(1)()( 1σσ 1λ( sa  

= ((arjk)1(a(r)jk)2 … ))(
)(1 ljkrla 

, 

то есть 

(сrjk) = ((arjk)1(a(r)jk)2 … ))(
)(1 ljkrla 

. 

А так как r-ое сечение ориентации (i), где 

r = 1, …, m, пространственной матрицы B, со-

гласно определению операции [
)(
,,]

i
ml σ , имеет 

вид 

(brjk) = (arjk)1(a(r)jk)2 … ljkrla )(
)(1

, 

то (сrjk) = (brjk), откуда (сrjk) = (brjk). Правая 

часть последнего равенства является r-ым сечени-

ем ориентации (i) пространственной матрицы  B. 

Таким образом, для любого r = 1, …, m r-ые 

сечения ориентации (i) пространственных мат-

риц B и C совпадают, а значит, совпадают и 

сами эти пространственные матрицы, то есть 

верно требуемое равенство. Лемма доказана. 

Следующие две леммы доказываются анало-

гично лемме 3.2. 

3.3. Лемма. Для всех A1, …, Al  Mnmn(P), 

  P, s = 1, …, l верно 

[A1 … As–1(As)As+1 … Al
)(
,,]

j
ml σ = [A1 … Al

)(
,,]

j
ml σ . 

3.4. Лемма. Для всех A1, …, Al  Mnnm(P), 

  P, s = 1, …, l верно 

[A1 … As–1(As)As+1 … Al
)(
,,]

k
ml σ = [A1 … Al

)(
,,]

k
ml σ . 

3.5. Лемма. l-Арная операция [ )(
,,]
j
ml σ , опреде-

ленная на множестве Mmnn(P), является ди-

стрибутивной относительно сложения про-

странственных матриц, то есть 

[A1 … As–1(B + C)As+1 … Al[
)(
,,]

i
ml σ = 

= [A1 … As–1BAs+1 … Al
)(
,,]

i
ml σ + 

+ [A1 … As–1CAs+1 … Al
)(
,,]

i
ml σ  

для всех A1 … Al, B, C  Mm  n  n(P) и любого 

s = 1, …, l. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

At = (aijk)t, t  {1, …, s – 1, s + 1, …, l}, 

B = (bijk), C = (cijk), 

[A1 … As–1(B + C)As+1 … Al
)(
,,]

i
ml σ = U = (uijk), 

[A1 … As–1BAs+1 … Al
)(
,,]

i
ml σ + 

+ [A1 … As–1CAs+1 … Al
)(
,,]

i
ml σ = V = (vijk), 

[A1 … As–1BAs+1 … Al
)(
,,]

i
ml σ = G = (gijk), 

[A1 … As–1CAs+1 … Al
)(
,,]

i
ml σ = H = (hijk). 

Так как для любого r = 1, …, m r-ое сечение 

ориентации (i) пространственной матрицы 

G + H равно сумме r-ых сечений ориентации (i) 

пространственных матриц G и H: (vrjk) = (grjk) + 

+ (hrjk), то, используя определение операции 

[
)(
,,]

i
ml σ  и дистрибутивность умножения обыч-

ных матриц относительно их сложения, получим 

(urjk) =    jkrsjkrjkrrjk ss baaa
)(1)(2)(1 12 ()()()(

σσσ  

+ ljkrsjkrsjkr ls aac )()()
)(1)()( 11   σσσ s  = 

= 1)(2)(1 )()()( 2  sjkrjkrrjk saaa
σσ  

ljkrsjkrsjkr ls aab )()()(
)(1)()( 11   σσσ s + 

+ 1)(2)(1 )()()( 2  sjkrjkrrjk saaa
σσ  

ljkrsjkrsjkr ls aac )()()(
)(1)()( 11   σσσ s  = 

= (grjk) + (hrjk) = (vrjk), 

то есть (urjk) = (vrjk).  

Таким образом, для любого r = 1, …, m r-ые 

сечения ориентации (i) пространственных мат-

риц U и V совпадают, а значит совпадают и са-

ми эти пространственные матрицы, то есть вер-

но требуемое равенство. Лемма доказана. 

Следующие две леммы доказываются анало-

гично лемме 3.5. 
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3.6. Лемма. l-Арная операция [ )(
,,]
j
ml σ , опреде-

ленная на множестве Mnmn(P), является дист-

рибутивной относительно сложения простран-

ственных матриц, то есть 

[A1 … As–1(B + C)As+1 … Al
)(
,,]

j
ml σ = 

= [A1 … As–1BAs+1 … Al
)(
,,]

j
ml σ + 

+ [A1 … As–1CAs+1 … Al
)(
,,]

j
ml σ  

для всех A1 … Al, B, C  Mnmn(P) и любого 

s = 1, …, l. 

3.7. Лемма. l-Арная операция [ )(
,,]

k
ml σ , опреде-

ленная на множестве Mnnm(P), является ди-

стрибутивной относительно сложения про-

странственных матриц, то есть 

[A1 … As–1(B + C)As+1 … Al
)(
,,]

k
ml σ = 

= [A1 … As–1BAs+1 … Al
)(
,,]

k
ml σ + 

+ [A1 … As–1CAs+1 … Al
)(
,,]

k
ml σ  

для всех A1 … Al, B, C  Mnnm(P) и любого 

s = 1, …, l. 

Напомним определения (2, l)-алгебры и 

(2, l)-кольца. 

Линейное пространство A над полем P с оп-

ределенной на нем l-арной операцией  называ-

ется (2, l)-алгеброй над P, если выполняются 

следующие условия: 

1) для любого   P и любых a1, , al  A 

верно  

(a1  al) = ((a1)a2  al) = 

= (a1(a2)a3  al) =  = (a1  al–1(al)); 

2) l-арная операция  дистрибутивна относи-

тельно операции + сложения векторов, то есть в 

A для любого i = 1, , l выполняется тождество 

(a1 … ai–1(b1 + b2)ai+1 … al) = 

= (a1 … ai–1b1ai+1 … al) + 

+ (a1 … ai–1b2ai+1 … al). (11) 

Если l-арная операция  ассоциативна, то 

соответствующую (2, l)-алгебру < A, +,  > на-

зывают ассоциативной. 

Отображение  (2, l)-алгебры < A, +, [ ] > в 

(2, l)-алгебру < B, +, [ ] > называют гомомор-

физмом, если: 

(x) = (x), (x + y) = (x) + (y), 

([x1 … xl]) = [(x1) … (xl)] (12) 

для любых x, y; x1, …, xl  A;   P. 

Гомоморфизм  (2, l)-алгебр, являющийся 

взаимнооднозначным отображением, называют 

изоморфизмом. 

Универсальную алгебру < A, +,  > с бинар-

ной и n-арной операциями + и  называют  

(2, l)-кольцом, если < A, + > – абелева группа и в 

A выполняется тождество дистрибутивности 

(11). Если при этом l-арная операция  ассоциа-

тивна, то (2, l)-кольцо < A, +,  > называют ас-

социативным. 

С помощью второго и третьего равенств из 

(12) определяются гомоморфизм и изоморфизм 

(2, l)-колец. 

Согласно замечанию 1.3, множества 

Mmnn(P), Mnmn(P) и Mnnm(P) являются ли-

нейными пространствами относительно сложе-

ния пространственных матриц и умножения 

пространственных матриц на элемент из поля P. 

Эти линейные пространства, рассматриваемые 

вместе с l-арными операциями [
)(
,,]

i
ml σ , [

)(
,,]

j
ml σ  и 

[
)(
,,]

k
ml σ  соответственно, ввиду лемм 4.2–4.7, яв-

ляются (2, l)-алгебрами над P. Более того, ввиду 

теоремы 3.1, имеет место 

3.8. Предложение. Если подстановка   Sm 

удовлетворяет условию 
l
 = , то универсаль-

ные алгебры < Mmnn(P), +, [ 
)(
,,]

i
ml σ  >, 

< Mnmn(P), +, [ 
)(
,,]

j
ml σ >, < Mnnm(P), +, [ 

)(
,,]

k
ml σ >, 

где P – поле, являются изоморфными ассоциа-

тивными (2, l)-алгебрами. В частности, ука-

занные универсальные алгебры являются изо-

морфными (2, l)-кольцами. 

Следующая теорема доказывается с исполь-

зованием соответствующих результатов из [3]. 

3.9. Теорема. Пусть P – поле, m  2, l  3, m де-

лит l – 1,  – цикл длины m из Sm. Тогда каждая из 

универсальных алгебр из предыдущего предложе-

ния является ассоциативной неабелевой (2, l)-

алгеброй, в которой нет единиц, и все элементы 

которой являются делителями ее нуля. 

Заметим, что нулями (2, l)-алгебр из предло-

жения 3.8 являются пространственные матрицы 

(oijk)mnn, (oijk)nmn и (oijk)nnm соответственно, у 

которых все элементы являются нулем поля P. 

3.10. Следствие. Пусть P – поле, m  2, l  3, 

 – цикл длины m из Sm. Тогда каждая из универ-

сальных алгебр < Mmnn(P), +, [ 
)(

,,1] i mm σ  >, 

< Mnmn(P), +, [ 
)(

,,1] j mm σ >, < Mnnm(P), +, 

[ 
)(

,,1] k mm σ > является ассоциативной неабелевой 

(2, m + 1)-алгеброй над P, в которой нет еди-

ниц, и все элементы которой являются делите-

лями ее нуля. 
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Напомним, что универсальная алгебра 

< A, [ ] > c l-арной операцией [ ] называется по-

луабелевой, если в ней выполняется тождество 
 

[x1x2 … xl–1xl] = [xlx2 … xl–1x1]. 
 

3.11. Замечание. Используя неком-

мутативность при n  2 алгебры Mn(P) всех 

матриц порядка n над полем P, можно показать, 

что полиадические алгебры из теоремы 3.9 и 

следствия 3.10 не являются полуабелевыми. 

4. Тернарный cлучай. Если l = 3, m = 2, 

 = (12)  S2, то 
l
 = . Поэтому для указанных 

l, m и  можно конкретизировать результаты 

предыдущего раздела. 

Теореме 3.1 соответствует 

4.1. Следствие. Если P – ассоциативное 

кольцо, то универсальные алгебры < M2nn(P), 

[
)(

2,,3]
i

(12) >, < Mn2n(P), [
)(

2,,3]
j
(12) > и < Mnn2(P), 

[
)(

2,,3]
k

(12) > являются изоморфными тернарными 

полугруппами. 

Теореме 3.9 соответствует 

4.2. Следствие. Если P – поле, то универ-

сальные алгебры < M2nn(P), [
)(

2,,3]
i

(12) >, < Mn2n(P), 

[
)(

2,,3]
j
(12) > и < Mnn2(P), [

)(
2,,3]

k
(12) > являются изо-

морфными ассоциативными неабелевыми тернар-

ными алгебрами, в которых нет единиц, и все эле-

менты которых являются делителями нуля. 

Работа выполнена при поддержке Белорус-

ского республиканского фонда фундаментальных 

исследований. 
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