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Пусть π – некоторое множество простых чисел и )(G  – пересечение всех максимальных подгрупп конечной разрешимой группы G, индексы 

которых не делятся на числа из π. Подгруппа H группы G называется π-префраттиниевой, если выполняется следующее условие 

))(())(( )( HCoreG G  
 для любого эпиморфизма )(: GG   . В работе описываются некоторые свойства 

π-префраттиниевых подгрупп: они существуют в любой конечной разрешимой группе; образуют единственный класс сопряженных подгрупп; 

покрывают все главные π-факторы и все фраттиниевы главные факторы и изолируют все остальные главные факторы группы. В работе также 

устанавливается связь π-префраттиниевых подгрупп с холловыми и префраттиниевыми подгруппами группы. 
Ключевые слова: конечная разрешимая группа, прекурсивная подгруппа, π-префраттиниева подгруппа, префраттиниева подгруппа. 
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Let π be a set of primes and )(G  the intersection of all maximal subgroups of a finite soluble group G whose indices are not divisible by primes in π. 

The subgroup H of G is called π-prefrattini if the following condition holds ))(())(( )( HCoreG G     for all epimorphisms )(: GG   . In the 

article some properties of π-prefrattini subgroups of finite soluble group are investigated. They are present in any finite soluble group; make up the only class of conju-

gated subgroups; cover all main π-factors as well as all frattini main factors, it also isolates all the other main factors of the group. The study also states the link between 

π-prefrattini subgroups and hall as well as prefrattini subgroups of the group. 
Key words:  finite soluble group, precursive subgroup, π-prefrattini subgroup, prefrattini subgroup. 

 

ерком и Хоуксом в [1] сформулирована об-

щая задача описания всех характеристиче-

ских подгрупповых функций  , для которых в ка-

ждой разрешимой группе существуют  

 -прекурсивные подгруппы. Один из подходов 

решения этой задачи предложен Фишером (см. [1] 

на стр. 415). Суть его заключается в выделении так 

называемых хорошо расположенных характери-

стических подгрупповых функций   и построении 

для них (F,  )-прекурсивных подгрупп по значе-

ниям функции   на членах некоторого F-ряда 

группы. В [1] этот подход проиллюстрирован на 

трех примерах функций  : 

1)  ZF: ZG F(G) – F-гиперцентр группы G 

(в этом случае  -прекурсивными подгруппами 

являются F-нормализаторы группы); 

2) )(: GG   – подгруппа Фраттини 

группы G (в этом случае  -прекурсивными под-

группами являются префраттиниевы подгруппы, 

введенные Гашюцом в [2]); 

3)  ∆
F
: G ∆

F
(G) – обобщенная подгруппа 

Фраттини группы G, введенная Л.А. Шеметковым 

в [3] (в этом случае  -прекурсивными подгруппа-

ми являются F-префраттиниевы подгруппы, впер-

вые рассмотренные Хоуксом в [4]). 

В данной работе рассматривается характери-

стическая подгрупповая функция  

)(: GG   , 

где )(G  – пересечение всех максимальных 

подгрупп группы G, индексы которых не делят-

ся на простые числа, принадлежащие множеству 

 . 

Ниже показывается, что функция   является 

хорошо расположенной по отношению к форма-

ции Sπ всех разрешимых  -групп, а значит, для 

этой функции в конечной разрешимой группе су-

ществуют  -прекурсивные подгруппы, которые в 

данной работе называются  

 -префраттиниевыми. В работе изучаются свой-

ства  -префраттиниевых подгрупп. Во многом 

эти свойства аналогичны свойствам префратти-

ниевых подгрупп Гашюца и  

F-префраттиниевых подгрупп Хоукса. 

Рассматриваются только конечные разрешимые 

группы. Используются определения и обозначе-

ния, принятые в [1, 5]. 

 

Д 
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Хорошо расположенные функции. Приведем 

основные понятия и результаты теории прекур-

сивных подгрупп. Эти результаты принадлежат 

Фишеру и изложены в [1].  

Отображение  , ставящее в соответствие каж-

дой группе G подгруппу )(G , называется харак-

теристической подгрупповой функцией (унитар-

ным подгрупповым функтором в терминологии 

[6]), если выполняется равенство 

))(())(( GG    

для любого изоморфизма   группы G. Ясно, что 

)(G  – характеристическая подгруппа группы G. 

Подгруппа U группы G называется  -пре-

курсивной, если 

))(())(( )( UCoreG G     (*) 

для любого эпиморфизма   группы G. На языке 

факторгрупп условие (*) означает, что 

NUNCoreNG G /)()/(   

для любой нормальной подгруппы N группы G. В 

частности, )()( UCoreG G . 

Пусть F – насыщенная формация и пусть для 

каждой группы G число )(Gmm   обозначает 

наименьшее целое, для которого G NmF ( 0m  , 

если G F). Ряд подгрупп  

1... 011   GGGGG mm   )( f  

называется  F-рядом, если подгруппа iG  является 

NiF-проектором в 1iG  для всех  1,...,1,0  mi . 
Пусть F – насыщенная формация и   – харак-

теристическая подгрупповая функция. Подгруппа 

U группы G называется (F, )-пре-курсивной 

подгруппой, если: 

1) )( fU  , где )()( mGf    )...( 1mG   

… )()( 01 GG   для некоторого F-ряда )( f  группы G; 

2) подгруппа U  является  -прекурсивной. 

Главный фактор KH /  группы G называется  -

центральным, если )/(/ KGKH  , и  

 -эксцентральным – в противном случае. 

Теорема 1 ([1]). Пусть группа G обладает 

(F, )-прекурсивными подгруппами. Тогда они: 

1) образуют единственный класс сопряженных 

подгрупп; 

2) покрывают все  -центральные главные 

факторы и изолируют все  -эксцентральные 

главные факторы группы G. 

Теорема 2 ([1]). Если U – (F, )-прекурсивная 

подгруппа группы G, то UN/N – (F, )-пре-

курсивная подгруппа группы G/N. 

 

Теорема 3 ([1]). Пусть в каждой группе суще-

ствуют (F, )-прекурсивные подгруппы. Тогда для 

любой группы G справедливы следующие утвер-

ждения: 

WD1: 1))(/( GG  ; 

WD2: Если N  – нормальная подгруппа группы 

G , то )/(/)( NGNNG   , причем 

)/(/)( NGNNG   , если G F;  

WD3: Если U – Nm-1F-проектор группы G, ко-

торая принадлежит классу NmF \Nm-1F, и если 

1)( G , то 1))()(()(  GFUCore GF  . 

Условия WD1−WD3 не являются достаточны-

ми для существования (F, )-прекурсивных под-

групп в группе. 

Характеристическая подгрупповая функция   

называется хорошо расположенной (well disposed) 

по отношению к формации F, если она обладает 

свойствами WD1, WD2, WD3 и, кроме того, удов-

летворяет следующему условию: 

WD4: Пусть G NmF\Nm-1F и 1)( G . Если M 

– максимальная подгруппа группы G, содержащая 

подгруппу 1mG  из некоторого F-ряда )( f , то: 

1) )()( fM   ; 

2) )/()/( NMNG    для каждой минималь-

ной нормальной подгруппы  N группы G, содер-

жащейся в M. 

Теорема 4 ([1]). Пусть F – насыщенная фор-

мация. И пусть   – хорошо расположенная по 

отношению к F характеристическая подгруппо-

вая функция. Тогда каждая группа обладает 

(F, )-прекурсивными подгруппами. 

Из теорем 3 и 4 следует, что для заданной ха-

рактеристической функции   вопрос существова-

ния  -прекурсивных подгрупп в ряде случаев мо-

жет быть сведен к выбору формации F и доказа-

тельству хорошей расположенности функции   к 

формации F. Этот подход используется ниже в 

случае, когда   . 
Свойства функции   . Нам понадобится 

следующий результат, доказательство которого 

осуществляется простой проверкой. 

Лемма 1. Для любой группы G и любого мно-

жества   простых чисел справедливы следующие 

утверждения: 

1) ))(/()(/)( GOGGOG   ; 

2) если N  – нормальная подгруппа группы G , 

то )/(/)( NGNNG   ; 

3) если G Sπ и  N  – нормальная подгруппа 

группы G , то NNGNG /)()/(   ; 
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4) если  N  – нормальная подгруппа группы G  и 

)(GN  , то NGNG /)()/(   ; 

5) 1))(/(  GG  . 

Из леммы 3, в частности, следует, что характе-

ристическая подгрупповая функция   обладает 

свойствами  WD1 и WD2. 

Лемма 2. Пусть N – нормальная   -под-группа 

группы G, содержащаяся в )(GSoc . Если H – та-

кая подгруппа группы G, что NHG   и 

1NH , то )()( )( NCG H  . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть T – пересечение 

всех максимальных подгрупп группы G, которые 

содержат N и индексы которых не делятся на чис-

ла из  . Тогда  TG  )(  и )/(/ NGNT  . 

Ввиду естественного изоморфизма 

NGNHNH //   имеем равенство 

NNHNG /)()/(   . Теперь из 

)/(/)( NGNNG    следует включение 

NHG )()(   . 

Пусть  W – минимальная нормальная подгруппа 

группы G, содержащаяся в N. Тогда *WWN  , 

где *W  – нормальная подгруппа группы G . Так 

как подгруппа W дополняема в G максимальной 

подгруппой HW * , индекс которой не делится на 

числа из  , то 1)(  NG . Следовательно,  

.)())()((

)()()(

)( NNCNHNC

NHNCG

HG

G








 

Пусть )()( NCK H . Ясно, что 

GNHKNG  ,)( , то есть K  – нормальная 

подгруппа группы G . Предположим, что найдется 

не содержащая K максимальная подгруппа M 
группы G, индекс которой не делится на числа из 

 . В этом случае GKM  . Если MN  , то 

NM /  – максимальная подгруппа группы NG / , а 

значит, HM   – максимальная подгруппа группы 

H. Кроме того, индекс |:||:| MGHMH   не 

делится на числа из  . Но тогда 

MHMHK  )( , что противоречит 

предположению. 

Итак, N не содержится в M. Пусть NMD  . 

Так как )(GSocN  , то найдется минимальная 

нормальная подгруппа V группы G такая, что 

DVN  . Значит, M и DH – максимальные под-

группы группы G, дополняющие V. Подгруппы M 

и DH не сопряжены в G, так как DH содержит 

нормальную подгруппу K, а M не содержит K вви-

ду предположения. Тогда на основании утверждения 

А.16.9 из [1]  DHM  – максимальная подгруппа 

группы DH. А так как DHMDHM )(  , то 

подгруппа HM  максимальна в H. Так как под-

группы M и H не сопряжены, то GMH  . Отсюда 

||

||||
||||

HM

HM
MHG


 , а значит, индекс |:| MG  

|:|
||

||

||

||
MHH

MH

H

M

G



 не делится на чис-

ла из  . Поэтому имеем 

MHMHK  )( . Снова пришли к про-

тиворечию. 

Итак, каждая максимальная подгруппа группы 

G, индекс которой не делится на числа из  , со-

держит K. Поэтому )(GK  . Теперь оконча-

тельно имеем  NKGG )()(    

= KKNG  ))((  . Лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть N, H и U – подгруппы группы 

G, причем G=HN, 1NH  и UH  . Если 

)(GSocN  , то )(USocNU  . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать, 

что произвольная минимальная нормальная под-

группа группы U, содержащаяся в NU  , выделя-

ется в NU   прямым множителем, нормальным в 

U. 

Пусть S – минимальная нормальная подгруппа 

группы U, содержащаяся в NU  . Так как под-

группа N абелева, то GNUSNG  ,)( , то есть 

S  – нормальная подгруппа группы G . Так как 

)(GSocN  , то VSN  , где V – нормальная 

подгруппа группы G. Теперь 

)( VUSSVUNU  . Как и выше, показы-

вается, что GNUSNG  ,)( , то есть NU   – 

нормальная подгруппа группы G . Отсюда окон-

чательно имеем, что )( VUSNU  . Лемма 

доказана. 

Лемма 4. Пусть U – Nm-1Sπ-проектор группы 

G NmSπ \Nm-1Sπ. Если 1)(  G , то 

1))()(()(  GFUCore GF  . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как 1)(  G , то 

ввиду леммы 1 1)( GO  и 1)(  G . Следова-

тельно, )()( GSocGF   и )(GF  –   -группа. Вви-

ду леммы 7.9 из [5] существует такая подгруппа H, 

что HGFG )(  и 1)( HGF . Так как 

G NmSπ\Nm-1Sπ и )(/ GFGH  , то H Nm-1Sπ. 

Ввиду утверждения  III.3.23 из [1]  найдется Nm-

1Sπ-проектор группы G, содержащий H. А так как 

все Nm-1Sπ-проекторы в группе G сопряжены, то, не 

нарушая общности рассуждений, можно считать, 

что UH  . Тогда ))(( UGFHU  . Так как 

)()( GSocGF  , то ввиду леммы 3 

)()( USocUGF  . Теперь на основании леммы 2 

имеем  )(U   
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= )(HC


 HUGF  ))(( . Следовательно, 

1)()(  GFU  и 1))()(()(  GFUCore GF  . 

Лемма доказана. 

Из леммы 4 следует, что характеристическая под-

групповая функция   обладает свойством WD3. 

Лемма 5. Пусть G NmSπ\Nm-1Sπ и 1)(  G . И 

пусть M – максимальная подгруппа группы G, содер-

жащая подгруппу 1mG  для некоторого  

Sπ-ряда )( f : 1... 011   GGGGG mm .  

Тогда: 

1) )()( fM   ; 

2) )/()/( NMNG    для любой мини-

мальной нормальной подгруппы N группы G, со-

держащейся в M. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из 1)(  G  следует, 

что 1)( GO  и 1)(  G . Поэтому )()( GSocGF   

и )(GF  –   -группа. Пусть H – подгруппа, допол-

няющая  )(GF  в G и содержащаяся NmSπ-проекторе 

1mG  группы G. Очевидно, ))((( 11 GFGHG mm    

и ))((( GFMHM  . Тогда ввиду леммы 2 имеем 

))(())(()( 1)()(   mHH GGFCMGFCM
  = 

)( 1 mG . Теперь из определения Sπ-ряда сле-

дует, что )()()( 1 fGM m     для любого 

Sπ-ряда, проходящего через 1mG . Тем самым ут-

верждение 1) леммы доказано. 

Пусть теперь N – минимальная нормальная 

подгруппа группы G, содержащаяся в M. Так как 

GGMF )(  и )()( GSocGF  , то найдется мини-

мальная нормальная подгруппа V группы  G, до-

полняемая подгруппой M. 

Обозначим через Λ множество всех таких под-

групп L группы G, что NL /  – максимальная под-

группа группы NM /  и индекс |:| LM  не делится 

на числа из  . Так как )(GF  –  

  -группа, то из GGMF )(  следует, что индекс 

|:| MG  не делится на числа из  . Ввиду изомор-

физма NVGNM //   имеем, что подгруппа 

NVLV /  максимальна в NVG / , а значит, под-

группа NLV /  максимальна в NG /  для всех L из 

Λ. Отметим, что индекс |/:/| NLVNG  не делится 

на числа из  . Следовательно,  

)./(/

)/(/)/(

NMNL

NLVNMNG

L

L












 

Лемма доказана. 

Таким образом, доказана 

Теорема 5. Функция   хорошо расположена 

по отношению к формации Sπ. 

 -Префраттиниевы подгруппы. Далее 

(Sπ,  )-прекурсивные подгруппы группы G бу-

дем называть  -префраттиниевыми. Из определе-

ния   -префраттиниевой подгруппы следует, что 

для любой группы G и каждой ее нормальной под-

группы N и  -префрат-тиниевой подгруппы H 

справедливо равенство 

NHNCoreNG G /)()/(  . В частности, 

)()( HCoreG G . Таким образом, подгруппа 

)(G  может быть охарактеризована как ядро  -

префраттиниевой подгруппы группы G. 

Теорема 6. Для любой группы G справедливы 

следующие утверждения: 

1) группа G обладает по крайней мере одной 

 -префраттиниевой подгруппой; 

2) любые две  -префраттиниевы подгруппы 

группы G сопряжены в G; 

3) если 1... 011   GGGGG mm  – неко-

торый Sπ-ряд группы G, то найдется  -пре-

фраттиниева подгруппа H группы G такая, что  

).()()...()( 011 GGGGH mm     

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду теоремы 5 ха-

рактеристическая подгрупповая функция   хо-

рошо расположена по отношению к формации Sπ. 

Теперь на основании теоремы 4 заключаем, что G 

обладает  -префраттиниевыми подгруппами. Со-

пряженность  -префрат-тиниевых подгрупп в 

группе G следует из теоремы 1. Утверждение 3) 

теоремы вытекает из определения (Sπ,  )-

прекурсивной подгруппы. Теорема доказана. 

Лемма 6. Главный фактор KH /  группы G яв-

ляется  -центральным тогда и только тогда, 

когда либо KH /  –  -фактор, либо KH /  – фрат-

тиниев фактор. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если главный фактор 

KH /  является либо  -фактором, либо фратти-

ниевым фактором, то ввиду леммы 1 и того, что 

)()( TT   для любой группы T, следует   -

центральность KH /  в группе G. 

Пусть теперь KH /  –  -центральный глав-

ный фактор группы G. Пусть KH /  не является 

 -группой. Допустим, что KH /  не содержится в 

)/( KG . Тогда найдется максимальная подгруп-

па KM /  группы KG / , дополняющая в KG /  

подгруппу KH / . При этом индекс 

|/||/:/| KHKMKG   не делится на числа из  . 

Значит, KHKGKM /)/(/    и мы прихо-

дим к противоречию с выбором KM / . Таким об-

разом, )/(/ KGKH  . Лемма доказана. 
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Из леммы 6 и теоремы 1 вытекают следующие 

результаты о свойствах  -префраттиние-вых под-

групп. 

Теорема 7. Если H –  -префраттиниева под-

группа группы G, то: 

1) H покрывает все главные  -факторы и все 

фраттиниевы главные факторы группы G; 

2) H изолирует все остальные главные факто-

ры группы G.  

Следствие 7.1. Пусть H –  -префрат-тиниева 

подгруппа группы G. Тогда || H  – произведение 

порядков всех главных  -факторов и порядков всех 

фраттиниевых главных   -фак-торов некоторого 

главного ряда группы G. 

Следствие 7.2. Каждая  -префраттиниева 

подгруппа группы G содержит некоторую холлову 

 -подгруппу группы G. 

Отметим еще, что на основании теоремы 2  -

префраттиниевы подгруппы обладают свойством 

инвариантности при гомоморфизмах группы. 

5. Частные случаи. Пусть   – пустое множе-

ство. Тогда   – характеристическая под-

групповая функция, выделяющая в каждой группе 

G ее подгруппу Фраттини )(G . В этом случае 

формальным следствием описанного выше общего 

случая являются следующие результаты Гашюца 

из [2]. 

Теорема 8. Для любой группы G справедливы 

следующие утверждения: 

1) группа G обладает по крайней мере одной 

префраттиниевой подгруппой; 

2) любые две префраттиниевы подгруппы 

группы G сопряжены в G; 

3) если 1... 011   GGGGG mm  – неко-

торый (1)-ряд группы G ((1) – класс единичных 

групп), то найдется префраттиниева подгруппа 

H группы G такая, что  

).()()...()( 011 GGGGH mm    

Пусть }{p , где p  – простое число. Тогда 

p  – характеристическая подгрупповая 

функция, выделяющая в каждой группе G ее под-

группу )(Gp , равную пересечению всех макси-

мальных подгрупп группы G, индексы которых не 

делятся на p . Подгруппа )(Gp  впервые рас-

смотрена Дескинсом в [8].  

Из теоремы 5 следует, что функция p  хорошо 

расположена по отношению к формации Np. Кроме 

того, справедлива 

Теорема 9. Для любой группы G справедливы 

следующие утверждения: 

1) группа G обладает по крайней мере одной 

p -префраттиниевой подгруппой; 

2) любые две p -префраттиниевы подгруппы 

группы G сопряжены в G; 

3) если 1... 011   GGGGG mm  – не-

который Np-ряд группы G, то найдется p -пре-

раттиниева подгруппа H группы G такая, что  

).()()...()( 011 GGGGH ppmpmp    
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