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ВВЕДЕНИЕ 
 

Дисциплина «Функциональный анализ» играет весьма важную роль 

в системе математической подготовки современного специалиста. Сегодня 

идеи и методы функционального анализа применяются почти во всех сфе-

рах математики и смежных областях науки. 

Настоящее учебное издание адресуется прежде всего студентам пер-

вой и второй ступеней высшего образования, обучающимся на факультете 

математики и информационных технологий. Цель – ознакомление с поня-

тиями, фактами и методами, составляющими теоретические основы функ-

ционального анализа. 

Курс лекций состоит из трех разделов: «Мера Лебега. Интеграл Лебе-

га», «Метрические пространства» и «Нормированные пространства». Кроме 

теоретического материала каждый раздел содержит примеры, способству-

ющие лучшему усвоению основных идей функционального анализа. Значи-

тельная часть приводимых авторами утверждений сопровождена доказа-

тельствами. В конце издания дан список литературы, изучение которой  

поможет студентам подробнее разобраться в отдельных вопросах курса. 
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§ 1. МЕРА ЛЕБЕГА. ИНТЕГРАЛ ЛЕБЕГА 
 

1. Системы множеств 

 

Пусть X – произвольное непустое множество. 

Определение 1. Непустая система  подмножеств множества X назы-

вается кольцом, если она замкнута относительно операций пересечения и 

симметрической разности, т. е. для любых BA,  выполнено: 

1) , BA  

2) .BA  

(Hапомним, что )(\)()\()\( BABAABBABA == ). 

Предложение 1. Если  – кольцо,  то   и для любых BA,  

, BA  .\ BA  

Доказательство. Эти утверждения вытекают из равенств 

,AA=      ),()( BABABA =      ).(\ BAABA =  ◄ 

Пример 1. Пусть )(X  – множество всех подмножеств множества X. 

Очевидно, что )(X  является кольцом. 

Определение 2. Кольцо  называется -кольцом, если оно замкнуто 

относительно операции счётного объединения, т. е. 

,
1




=


k

kA  

если kA ).,2,1( =k  

Предложение 2. Любое -кольцо замкнуто относительно операции 

счётного пересечения. 

Доказательство. Пусть  – -кольцо, kA ).,2,1( =k  Тогда 

.)\(\)(
1 2

11
2

1 ==


=



=



=
k

k kk
kk AAAAAA   ◄ 

Определение 3. Кольцо  подмножеств множества X называется ал-

геброй, если .X  

Таким образом, если  – алгебра, то для любого A  следует, что 

,\ AX  т. е. алгебра замкнута относительно операции перехода к до-

полнениям. 

Определение 4. Кольцо , являющееся одновременно алгеброй и  

-кольцом, называется -алгеброй. 
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Непосредственно из определения кольца множеств вытекает следую-

щая теорема. 

Теорема 1. Пересечение любого множества колец является кольцом. 

Теорема 2. Для любой непустой системы S подмножеств множества X 

существует одно и только одно кольцо )(S , содержащее S и содержащее-

ся в любом другом кольце, содержащем S. Кольцо )(S  называется мини-

мальным кольцом над S или кольцом, порожденным S. 

Доказательство. Пусть   – множество всех колец, содержащих S. 

Поскольку множество )(X  всех подмножеств множества X является 

кольцом (пример 1) и содержит S, то множество   не пусто. В силу теоре-

мы 1 пересечение всех колец, входящих в   является кольцом. Очевидно, 

это кольцо и является минимальным кольцом над S. ◄ 

Отметим, что явное построение минимального кольца ),(S  порож-

дённого системой S, может оказаться достаточно трудной задачей. Поэто-

му выделяют такие системы S, для которых кольца )(S  строятся наибо-

лее просто. 

В дальнейшем символом   будем обозначать объединение попарно 

непересекающихся множеств (дизъюнктивное объединение). Например, 

для множеств kA ),2,1( =k  под записью 


=1k
kA  понимаем их объединение 

,
1




=k
kA  подразумевая при этом, что = ji AA  при .ji   

Определение 5. Непустая система S подмножеств множества X назы-

вается полукольцом, если S  и для любых SBA ,  выполнено: 

1) ,SBA   

2) существует такой конечный набор множеств SАk   ),,,1( nk =  

что 
n

k
kABA

1

.\
=

=  

Замечание. Очевидно, что любое кольцо множеств является полу-

кольцом. 

Пример 2. Совокупность всех ограниченных полуинтервалов вида 

),[ ba  на прямой R (включая “пустой полуинтервал” ),[ aa ) образует полу-

кольцо, но не кольцо. 

Пример 3. Множество всех ограниченных промежутков вида ),,( ba  

],,[ ba  ),[ ba  и ],( ba  на прямой R, включая одноточечные промежутки вида  

],[ aa  и “пустой интервал” ),,( aa  образует полукольцо, не являющееся 

кольцом. 
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Пример 4. Полукольцом является совокупность всех множеств на 

плоскости ),( yx , каждое из которых определяется одним из неравенств 

вида 
,bxa       ,bxa       ,bxa       bxa   

и одним из неравенств вида 
 ,dyc       ,dyc       ,dyc       ,dyc   

где a, b, c, d – произвольные действительные числа. Такие множества бу-

дем называть прямоугольниками. Заметим, что определенные таким обра-

зом прямоугольники могут не являться прямоугольниками в обычном 

смысле. Например, прямоугольник, определенный неравенствами 
,bxa       ,dyc   

является: 

• прямоугольником в обычном смысле (вместе с границей), если ba   

и ;dc   

• отрезком, если ba =  и dc   или ba   и ;dc =  

• точкой, если ba =  и ;dc =  

• пустым множеством, если ba   или .dc   

Очевидно, что полукольцо прямоугольников кольцом не является. 

В случае, когда система множеств является полукольцом, построение 

минимального кольца над ней становится вполне обозримым. Имеет место 

следующая теорема. 

Теорема 3. Пусть S – полукольцо. Тогда минимальное кольцо )(S  

состоит из множеств, являющихся конечными объединениями попарно не-

пересекающихся множеств из S, т. е. 

.},|{)(
1


n

k
kk SAAAAS

=

==  

 

2. Мера на полукольце 

 

Пусть X – множество, S – некоторое полукольцо его подмножеств. 

Определение 1. Говорят, что на полукольце S задана мера m, если для 

каждого множества SA  определено вещественное число )(Am  таким об-

разом, что выполнены следующие условия: 

1) 0)( Am  для любого SA  (неотрицательность); 

2) если SAA k ,  ),,1( nk =  и 
n

k
kAA

1

,
=

=  то 
=

=
n

k
kAmAm

1

)()(  (аддитив-

ность). 

Таким образом, мера m является вещественной функцией множества, 

заданной на S, т. е. .: R→Sm  
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Отметим некоторые свойства меры на полукольце. 

Теорема 1. Пусть S – полукольцо и m – мера на нем. Тогда 

1) ;0)( =m  

2) если SAA k ,  ),,1( nk =  и 
n

k
k AA

1

,
=

  то 
=


n

k
k AmAm

1

);()(  

3) если SAA k ,  ),,1( nk =  и ,
1


n

k
kAA

=

  то 
=


n

k
kAmAm

1

)()(  (конечная 

полуаддитивность). 

Пример 1. Пусть S – полукольцо промежутков из примера 3 п. 1. За-

дадим на S функцию m, ставящую в соответствие каждому промежутку его 

длину: 

.]),(()),([]),([)),(( abbambambambam −====                      (1) 

Очевидно, что функция m является мерой на полукольце S. 

Пример 2. Рассмотрим полукольцо S прямоугольников из примера 4 

п. 1. Определим на S функцию m следующим образом: 

а) ,0)( =m  

б) если прямоугольник P  определяется числами a, b, c и d, то 

))(()( cdabPm −−=                                               (2) 

(т. е. для прямоугольника P, являющегося прямоугольником в обычном 

смысле, )(Pm  – его площадь). Функция m является мерой на полукольце S. 

Пример 3. Пусть S – полукольцо полуинтервалов из примера 2 п. 1 и 

)(xF  – некоторая неубывающая на R функция. Зададим на S функцию mF, 

положив 
).()()),([ aFbFbamF −=                                            (3) 

Очевидно, что mF – неотрицательная функция. Установим ее аддитивность. 

Пусть 


n

k
kk aaba

1
1 ),,[),[

=
−=  

где ,0 aa =  ,ban =  kk aa −1  ).,,1( nk =  Тогда 

( ) 
= =

−− =−=−=
n

k

n

k
FnkkkkF bamaFaFaFaFaam

1 1
011 )).,([)()()()()),([  

Таким образом, mF является мерой на полукольце S.   

Определение 2. Мера m на полукольце S, называется -аддитивной 

(счетно-аддитивной), если для любых SAA k ,  ),2,1( =k  таких, что 




=

=
1

,
k

kAA имеет место равенство 

.)()(
1




=

=
k

kAmAm  
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Теорема 2. Мера m, заданная на полукольце S, -аддитивна тогда и 

только тогда, когда она обладает следующим свойством: если SAA k ,  

),2,1( =k  и ,
1




=


k

kAA  то 

.)()(
1




=


k

kAmAm  

Это свойство меры называется -полуаддитивностью (счетной полуадди-

тивностью). 

Отметим, что проверить счетную полуаддитивность меры бывает ча-

ще проще, чем установить ее -аддитивность. 

Теорема 3. Мера m, заданная на полукольце S всех ограниченных 

промежутков числовой прямой формулой (1), -аддитивна. 

Доказательство. Установим счетную полуаддитивность меры m. Тем 

самым, согласно теореме 2, будет доказана ее -аддитивность. Пусть 




=

=
1

.),,2,1(,
k

kk IIkSII  

Предполагаем, что 0)( Im  (иначе справедливость доказываемого нера-

венства для мер очевидна). Зафиксируем произвольное .0  Очевидно, 

что существуют такой отрезок I ],[  и такие открытые интервалы 

),,2,1(),( = kIkkk  что 

,2)(]),([ − Imm      .
2

)()),((
1+


+

kkkk Imm  

Заметим, что 

 


=



=


1 1

,),(],[
k k

kkkII  

т. е. отрезок ],[   покрыт системой открытых интервалов ).,( kk   В силу 

леммы Гейне – Бореля (см., например, [4]) существует такое N, что   


N

k
kk

1

.),(],[
=

  

Отсюда, учитывая свойство конечной полуаддитивности меры m (см. тео-

рему 1), получаем 


=


N

k
kkmm

1

)).,((]),([  

Следовательно, 




==




+


+


+
11 2

)),((
2

)),((
2

]),([)(
k

kk

N

k
kk mmmIm  

.)(
22

)(
11 1

1  


=



=



=
+

+=


+


+
k

k
k k

kk ImIm  
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Ввиду произвольности 0  имеем 




=


1

.)()(
k

kImIm  ◄ 

Аналогично устанавливается счетная аддитивность меры m, заданной 

формулой (2) на полукольце S прямоугольников на плоскости. 

Укажем пример меры на полукольце, не обладающей свойством  

-аддитивности. 

Пример 4. Пусть ]1,0[=QX  – множество всех рациональных чи-

сел, принадлежащих отрезку ],1,0[  S – полукольцо, состоящее из пересече-

ний Q с произвольными промежутками вида ),,( ba  ],,[ ba  ),[ ba  и ],,( ba  где 

.10  ba  Для каждого множества ,SIab  определяемого числами a и b, 

положим 
.)( abIm ab −=  

Нетрудно видеть, что m – мера на S. Пусть 
=1}{ kkr  – последовательность 

всех рациональных чисел отрезка ].1,0[  Заметим, что Srk }{  и 0})({ =krm  

).,2,1( =k  С другой стороны, ,SX   


=

=
1

}{
k

krX  и .1)( =Xm  Поскольку 

,0)()(1
1

== 


=k
krmXm  

мера m -аддитивной не является. 

Приведем формулировку теоремы о -аддитивности меры mF из при-

мера 3.  

Теорема 4. Пусть }|),{[ babaS =  – полукольцо всех открытых спра-

ва ограниченных интервалов числовой прямой, )(xF  – неубывающая на R 

функция и mF – мера на S, заданная формулой (3). Мера mF -аддитивна 

тогда и только тогда, когда )(xF  непрерывна слева на R. 

 

3. Продолжение меры с полукольца на кольцо, 

минимальное над ним 

 

Определение 1. Пусть m – мера, заданная на полукольце S. Мера ,1m  

заданная на полукольце ,1S  называется продолжением меры m, если 

1) ,1SS   

2) )()(1 AmAm =  для любого .SA  

Пусть )(S  – минимальное кольцо, порожденное полукольцом S.  

Согласно теореме 3 из пункта 1, любое множество )(SA   представимо 

в виде 
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n

k
kAA

1

,
=

=  где .SAk   

Таким образом, если на )(S  существует мера ,1m  являющаяся продолже-

нием меры m, заданной на S, то должно выполняться равенство 

.)()(
1

1 
=

=
n

k
kAmAm                                              (4) 

Заметим, что сумма в правой части этого равенства не зависит от способа 

представления множества A в виде дизъюнктивного объединения мно-

жеств полукольца S. Действительно, если 
l

j
j

n

k
k BAA

11

,
==

==  где ,, SBA jk   

то 
l

j
jkk BAA

1

),(
=

=  
n

k
jkj BAB

1

),(
=

=  и следовательно, 

 
= === ==

===
l

j

l

j
j

n

k
jk

n

k

l

j
jk

n

k
k BmBAmBAmAm

1 111 11

.)()()()(  

Имеет место следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть m – мера, заданная на полукольце S, )(S  – мини-

мальное кольцо, порожденное S. Тогда на )(S  существует единственная 

мера ,1m  являющаяся продолжением меры m, и эта мера задается форму-

лой (4). Если исходная мера m -аддитивна, то и ее продолжение 1m  будет 

-аддитивной мерой. 

Замечание. Поскольку любое кольцо является полукольцом, то в силу 

теоремы 2 п. 3 -аддитивная мера 1m  обладает также свойством -полу-

аддитивности: если )(, SAA
k
  ),2,1( =k  и ,

1




=


k

kAA  то 

.)()(
1
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=


k

kAmAm  

 

4. Лебегово продолжение меры 

 

Согласно теореме 1 п. 3, каждая мера m, заданная на полукольце S, 

имеет продолжение на минимальное над S кольцо .)(S  Оказывается, что 

в случае -аддитивности меры m, ее можно продолжить на более широкий, 

чем кольцо ,)(S  класс множеств. Это можно сделать с помощью так 

называемого лебегова продолжения. 

Случай ).(SX   Пусть X – множество, S – некоторое полукольцо 

его подмножеств и m – -аддитивная мера на S. Предполагаем, что 
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)(SX  . В этом случае )(S  является алгеброй с заданной на ней  

-аддитивной мерой 1m  – продолжением меры m. 

Определение 1. Пусть .XA  Внешней мерой множества A называет-

ся число 

,)(inf)( =

k
kAmA  

где нижняя грань берется по всем таким конечным или счетным системам 

множеств ,SAk   что 
k

kAA .  

Замечание. Если в определении 1 вместо систем множеств SAk   

рассматривать всевозможные конечные или счетные системы множеств 
),(SAk   заменив при этом меру m на ее продолжение на )(S  – меру 

,1m  то определяемое значение )(A  будет тем же. Действительно, ведь 

кольцо )(S  состоит из всевозможных конечных дизъюнктивных объеди-

нений множеств полукольца S. 

Предложение 1. Пусть ).(SA   Тогда ).()( 1 AmA =  

Доказательство. Поскольку 
n

k
kAA

1

,
=

=  где ,SAk   то 

).()()(
1

1 AAmAm
n

k
k



=

=   

Справедливость противоположного неравенства )()(1 AAm   очевидна 

ввиду -полуаддитивности меры 1m  (см. замечание в конце п. 3). ◄ 

Определение 2. Множество XA  называется измеримым (по Лебе-

гу), если для любого 0  найдется такое множество ),(SB   что 

 )( BA  

Обозначим через ),( mS  совокупность всех измеримых по Лебегу 

множеств. Очевидно, что все множества из )(S  измеримы, т. е. 

).,()( mSS    

Предложение 2. Если ,0)( = A  то A – измеримое множество. 

Доказательство. Пусть 0  произвольно. Возьмём .=B  Тогда 

===  0)()()( AABA  ◄ 

Имеет место следующий критерий измеримости множества. 

Теорема 1. Множество XA  измеримо по Лебегу в том и только том 

случае, если 

).()\()( XmAXA =+  
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Можно доказать, что совокупность ),( mS  измеримых по Лебегу 

множеств замкнута относительно операций конечных или счётных объ-

единений и пересечений, а внешняя мера ,  рассматриваемая только на 

множествах из ),,( mS  обладает свойством -аддитивности. 

Определение 3. Мерой Лебега )(A  измеримого множества A называ-

ется его внешняя мера: ).()( AA =  

Приведенные выше факты позволяют сформулировать теорему о про-

должении меры по Лебегу. 

Теорема 2. Совокупность ),( mS  измеримых по Лебегу множеств об-

разует -алгебру, а мера Лебега   является продолжением меры 1m  на  

-алгебру ),( mS  и является -аддитивной мерой. 

Отметим следующее свойство меры Лебега, называемое непрерывно-

стью. 

Теорема 3. Пусть   kAAA 21  – убывающая последователь-

ность измеримых множеств и 


=

=
1

.
k

kAA  Тогда 

).(lim)( k
k

AA =
→

 

Следствие. Пусть   kAAA 21  – возрастающая последова-

тельность измеримых множеств и .
1




=

=
k

kAA  Тогда 

).(lim)( k
k

AA =
→

 

Случай ).(SX   Выше мы рассмотрели построение меры Лебега 

в предположении, что ).(SX   Это условие в ряде случаев оказывается 

слишком сильным. Его можно заменить более слабым, расширив при этом 

понятие измеримости множества и допустив бесконечные значения для 

меры. 

Рассмотрим важный с практической точки зрения случай так называ-

емой -конечной меры. 

Определение 4. Мера m, заданная на полукольце S подмножеств 

множества X, называется -конечной, если 

,
1




=

=
k

kXX  где .SXk                                             (5) 

Пример. Пусть ,R=X  }|),{[ babaS =  – полукольцо подмножеств 

множества X с заданной на нем мерой .)),([ abbam −=  Поскольку 
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,)1,[ 
+

−=

+=
k

kkR  

то m – -конечная мера. 

Итак, пусть m – -аддитивная и -конечная мера, определенная на по-

лукольце S подмножеств множества X. Таким образом, для X имеет место 

представление (5). Для каждого множества kX  строится лебегово продол-

жение меры, т. е. повторяются описанные выше рассуждения и построения 

с заменой X на kX  и S на }.|{ SBXBS kk =  

Определение 5. Множество XA  называется измеримым (по Лебе-

гу) относительно -конечной меры m, если измеримы все множества 

kk XAA =  ).,2,1( =k  При этом мера Лебега )(A  множества A опреде-

ляется как сумма ряда: 

.)()(
1




=

=
k

kAA  

Если этот ряд расходится, то полагают .)( += A  

Замечание. Нетрудно установить справедливость следующих утвер-

ждений: 

1. Продолженная мера  и класс измеримых множеств не зависят от 

способа представления множества X в виде (5).  

2. Измеримые множества по-прежнему (как и в случае ))(SX    

образуют -алгебру, а определенная на ней мера  является -аддитивной. 

Пусть S – полукольцо ограниченных промежутков на прямой R, в ка-

честве меры на котором рассматривается длина промежутка (см. пример 1 

из пункта 2). Лебегово продолжение этой меры называется мерой Лебега 

на прямой. 

Если S – полукольцо, образованное прямоугольниками в ,2R  и мера на 

S задана как площадь прямоугольника (пример 2 из пункта 2), то лебегово 

продолжение этой меры называется мерой Лебега на плоскости. 

Аналогично определяется мера Лебега в пространстве .nR  

Замечание. Построение меры на прямой можно также начать с меры 
,Fm  заданной  на полукольце }|),{[ babaS =  формулой 

),()()),([ aFbFbamF −=  

где )(xF  – некоторая неубывающая, непрерывная слева функция на R. 

В силу теоремы 4 п. 2 мера Fm  -аддитивна. Лебегово продолжение этой 

меры называется мерой Лебега – Стилтьеса. 

Определение 6. Пусть   – -алгебра подмножеств множества X и  – 

-аддитивная мера на ней. Мера  называется полной, если из того, что 
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  и ,0)( = A  следует, что любое подмножество B множества A при-

надлежит   (очевидно, что при этом ).0)( = B  

Нетрудно видеть (с учетом предложения 2), что лебегово продолже-

ние является полной мерой.  

 

5. Измеримые функции 

 

Пусть X – множество,  – -алгебра его подмножеств и  – -адди-

тивная полная мера на ней. В качестве   может быть взята -алгебра из-

меримых по Лебегу множеств, а в качестве  – мера Лебега (см. пункт 4). 

В общем случае элементы -алгебры   будем также называть измеримы-

ми множествами. 

Пусть E – некоторое измеримое множество. 

Определение 1. Функция R→Ef :  называется измеримой на множе-

стве E, если для любого Rc  множество })(|{ cxfEx   измеримо. 

Предложение 1. Если функция R→Ef :  измерима на множестве E, 

то для любого Rc  множества 

},)(|{ cxfEx        },)(|{ cxfEx        })(|{ cxfEx                (6) 

измеримы. 

Доказательство. Поскольку -алгебра замкнута относительно опера-

ции счетного пересечения, то 

,}
1

)(|{})(|{
1

+=


=


k k

cxfExcxfEx  

т. е. множество })(|{ cxfEx   измеримо. Измеримость остальных мно-

жеств вытекает из равенств 
},)(|{\})(|{ cxfExEcxfEx =   })(|{\})(|{ cxfExEcxfEx =  

и замкнутости   относительно операции разности. ◄ 

Следствие. Для измеримой на множестве E функции f  измеримыми 

являются также все множества вида  
},)(|{ bxfaEx        },)(|{ bxfaEx        },)(|{ bxfaEx   

},)(|{ bxfaEx        }.)(|{ axfEx =  

Замечание. Легко видеть, что если хотя бы одно из множеств (6) из-

меримо при любом ,Rc  то функция f  измерима на E. Например, если 

предположить, что при любом Rc  измеримо множество },)(|{ cxfEx   

то измеримость множества })(|{ cxfEx   следует из равенства 

.}
1

)(|{})(|{
1




=

−=
k k

cxfExcxfEx  
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Таким образом, заменив в определении 1 множество })(|{ cxfEx   на 

одно из множеств (6), получим эквивалентное определение измеримой на 

множестве E функции.  

Теорема 1. Пусть функция R→Ef :  измерима на множестве E, 

а числовая функция   непрерывна на открытом множестве G, содержащем 

множество значений функции .f  Тогда сложная функция ))(()( xfxh =  яв-

ляется измеримой на множестве E. 

Доказательство. В силу непрерывности функции   множество 

R })(|{ ctGt  открыто. По теореме о структуре открытого множества 

на числовой прямой (см., например, [7]) это множество можно представить 

в виде объединения конечного или счетного числа попарно непересекаю-

щихся интервалов kI  (среди которых могут быть бесконечные): 


k

kIctGt .})(|{ =  

Следовательно, 

.})(|{})(|{ 
k

kIxfExcxhEx =  

В силу предложения 1 и его следствия все множества })(|{ kIxfEx   из-

меримы. Поэтому множество })(|{ cxhEx   также измеримо. ◄ 

Следствие. Если R→Ef :  – измеримая на множестве E функция, то 

измеримыми на E являются также следующие функции: 

1) bfa +   ),,( Rba          2) ,|| f          3) ,2f  

4) f1  (при условии, что 0)( xf  для всех ).Ex  

Теорема 2. Пусть R→Ef :  и R→Eg :  – измеримые на множестве E 

функции. Тогда множество )}()(|{ xgxfEx   измеримо. 

Доказательство. Пусть Ex  и ).()( xgxf   Тогда найдется такое  

рациональное число r, что ).()( xgrxf   Отсюда следует, что 

( )
Q

=
kr

kk rxgExrxfExxgxfEx .})(|{})(|{)}()(|{  

В силу предложения 1 множества })(|{ krxgEx   измеримы. Таким обра-

зом, множество )}()(|{ xgxfEx   является счетным объединением изме-

римых множеств, а значит, оно измеримо. ◄ 

Следующая теорема утверждает, что совокупность всех измеримых на 

множестве E функций, замкнута относительно арифметических операций. 

Теорема 3. Пусть функции R→Ef :  и R→Eg :  измеримы на мно-

жестве E. Тогда измеримыми на E являются также функции ,gf +  ,gf −  

,gf   а если 0)( xg  для всех ,Ex  то и функция .gf  
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Доказательство. 1) Имеем 
}.)()(|{})()(|{ cxgxfExcxgxfEx +−=+  

Поскольку функция cxg +− )(  измерима на E (см. следствие из теоремы 1), 

то в силу теоремы 2 множество })()(|{ cxgxfEx +−  измеримо. Таким 

образом, измеримым является и множество },)()(|{ cxgxfEx +  т. е. 

сумма gf +  измерима на множестве E.   

2) Так как ,)( gfgf −+=−  то измеримость разности gf −  вытекает 

из 1) и следствия из теоремы 1. 

3) Воспользуемся тождеством 

 .)()(
4

1 22 gfgfgf −−+=  

В силу 1), 2) и следствия из теоремы 1 стоящее справа выражение является 

измеримой на E функцией. Следовательно, gf   – измеримая на E функция. 

4) Измеримость частного gf  (при условии )0)( xg  следует из 3) и 

следствия из теоремы 1. ◄ 

Определение 2. Функции R→Ef :  и R→Eg :  называются эквива-

лентными на множестве E (обозначение: gf ~ ), если 

.0)}()(|{ = xgxfEx  

В этом случае также говорят, что функции f  и g  равны (совпадают) по-

чти всюду на множестве E. 

Теорема 4. Пусть функции R→Ef :  и R→Eg :  эквивалентны на 

множестве E и f  – измеримая на E функция. Тогда функция g  также из-

мерима на множестве E. 

Доказательство. Пусть .)}()(|{ xgxfExA =  Для любого Rc  

имеем 
( ) }.)(|{\})(|{})(|{ cxgAxAcxfExcxgEx =  

Множества })(|{ cxfEx   и A измеримы по условию теоремы. Поскольку 

AcxgAx  })(|{  и ,0)( = A  то в силу полноты меры   множество 

})(|{ cxgAx   также измеримо. Следовательно, })(|{ cxgEx   – изме-

римое множество, и значит, функция g  измерима на множестве E. ◄ 

Ниже мы рассмотрим несколько важных утверждений, относящихся 

к последовательностям измеримых функций. При этом будем использовать 

различные виды сходимости функциональных последовательностей. 

Определение 3. Последовательность функций R→Efn :  сходится 

поточечно на множестве E к функции R→Ef : , если )()(lim xfxfn
n

=
→

 для 

любого .Ex  
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Определение 4. Последовательность функций R→Efn :  сходится 

равномерно на множестве E к функции R→Ef : , если для любого 0  

существует такой номер ,n  что при  nn неравенство − |)()(| xfxfn  

выполняется для любого .Ex  

Определение 5. Последовательность функций R→Efn :  сходится 

почти всюду на множестве E к функции R→Ef : , если существует такое 

измеримое множество ,EA  что 0)( = A  и )()(lim xfxfn
n

=
→

 для любого 

.\ AEx  

Определение 6. Последовательность измеримых на множестве E 

функций nf  сходится по мере к измеримой на E функции ,f  если для лю-

бого 0  

.0}|)()(|{lim | =−
→

xfxfEx n
n

 

Теорема 5. Пусть последовательность измеримых на множестве E 

функций R→Efn :  сходится поточечно к функции .: R→Ef  Тогда f  – 

измеримая на E функция. 

Доказательство. Пусть .Ex  В силу того, что ,)()(lim xfxfn
n

=
→

 вы-

полнение неравенства cxf )(  равносильно выполнению следующего 

условия: существуют такие Nk  и ,Nm  что для любого mn   выполня-

ется неравенство .1)( kcxfn −  Таким образом, 

.}
1

)(|{})(|{   
N N  

−=
k m mn

n
k

cxfExcxfEx  

Так как nf  – измеримые на E функции, то множества }
1

)(|{
k

cxfEx n −  

измеримы, а значит, измеримы и их счетные объединения и пересечения. 

Поэтому множество })(|{ cxfEx   измеримо, и следовательно, f  – изме-

римая на множестве E функция. ◄ 

Следствие. Пусть последовательность измеримых на E функций 
R→Efn :  сходится почти всюду к функции .: R→Ef  Тогда функция f  

измерима на множестве E. 

Доказательство. Согласно определению 5 существует такое измери-

мое множество ,EA  что 0)( = A  и )()(lim xfxfn
n

=
→

 для всех .\ AEx  

Для любого Rc  имеем 

}.)(|{})(|\{})(|{ cxfAxcxfAExcxfEx =  

Очевидно, что функции R→AEfn \:  измеримы на множестве AE \ .  

Поэтому в силу теоремы 5 функция R→AEf \:  также измерима  
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на ,\ AE  и значит, измеримо множество }.)(|\{ cxfAEx   Заметим так-

же, что множество })(|{ cxfAx   является подмножеством множества A, 

имеющего нулевую меру, и следовательно (в силу полноты меры ),  тоже 

измеримо. Таким образом, })(|{ cxfEx   – измеримое множество, т. е. 

функция  f  измерима на множестве E. ◄ 

Определение 7. Функция R→Ef :  называется простой на множе-

стве E, если она измерима и принимает конечное или счетное число раз-

личных значений. 

Предложение 2. Функция ,: R→Ef  принимающая не более чем 

счетное число различных значений ,,,,, 21  kyyy  является измеримой на 

множестве E (а значит, и простой) в том и только том случае, если все 

множества })(|{ kyxfEx =  измеримы. 

Доказательство. Если f  – измеримая на E функция, то в силу след-

ствия предложения 1 множества })(|{ kyxfEx =  измеримы. Обратно, 

пусть измеримы все множества }.)(|{ kyxfEx =  Тогда для любого Rc  


cy

k

k

yxfExcxfEx


== ,})(|{})(|{   

и следовательно, функция f  измерима на множестве E. ◄ 

Теорема 6. Пусть R→Ef :  – измеримая на множестве E функция. 

Тогда существует последовательность простых функций ,: R→Efn  схо-

дящаяся к функции f  равномерно на E. 

Доказательство. Для каждого Nn  определим функцию R→Efn :  

следующим образом: 
,)( nmxfn =  если nmxfnm )1()( +  ).( Zm  

Заметим, что  
,})1()(|{})(|{ +== nmxfnmExnmxfEx n  

т. е. множества })(|{ nmxfEx n =  измеримы. Следовательно (в силу пред-

ложения 2), функции nf  являются простыми. Кроме того, для любого 

Ex  
,1|)()(| nxfxfn −  

откуда вытекает равномерная на E сходимость последовательности }{ nf  

к функции .f  ◄ 

 Рассмотрим некоторые соотношения между различными видами схо-

димости последовательностей измеримых функций. Следующая теорема 

устанавливает связь между сходимостью почти всюду и равномерной схо-

димостью. 
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Теорема 7 (Егоров). Пусть E – множество конечной меры и последо-

вательность измеримых на E функций R→Efn :  сходится почти всюду 

к функции .: R→Ef  Тогда для любого 0  существует такое измеримое 

множество ,EE   что 

1) ;)(  E  

2) на множестве EE \  последовательность }{ nf  сходится к f  равно-

мерно. 

Следствие. Пусть E – множество конечной меры и последователь-

ность измеримых на E функций R→Efn :  сходится почти всюду к функ-

ции .: R→Ef  Тогда последовательность }{ nf  сходится к той же самой 

предельной функции f  по мере. 

Доказательство. Зафиксируем произвольное .0  В силу следствия 

из теоремы 5 функция f  измерима на E. С учетом этого легко устанавли-

вается измеримость множеств }.|)()(|{)( | −= xfxfExE nn  

Согласно теореме 7 для любого 0  существует такое измеримое 

множество ,EE   что  )(E  и последовательность }{ nf  сходится к f  

равномерно на множестве .\ EE  Следовательно, найдется такой номер ,n  

что при  nn  для всех  EEx \  выполняется неравенство 

.|)()(| − xfxfn  Поэтому при  nn имеем ,)(  EEn  и значит, 

 )())(( EEn  

В силу произвольности 0  отсюда получаем 

.0))((lim =
→

n
n

E  ◄ 

Отметим, что из сходимости по мере не следует сходимость почти 

всюду. Однако справедлива следующая теорема. 

Теорема 8. Пусть последовательность измеримых на множестве E 

функций R→Efn :  сходится по мере к функции .: R→Ef  Тогда из этой 

последовательности можно выбрать подпоследовательность },{
knf  сходя-

щуюся к f  почти всюду. 

 

6. Интеграл Лебега 

 

Пусть, как и в предыдущем пункте, X – множество,  – -алгебра его 

подмножеств,  – -аддитивная полная мера на ;  множества, принадле-

жащие ,  называются измеримыми. 

Пусть E – измеримое множество, причем + )(E  

Определим сначала интеграл Лебега для функций, названных выше 

простыми (см. пункт 5). 
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Определение 1. Пусть R→Ef :  – простая функция, принимающая 

значения  ,,,, 21 kyyy ji yy (  при ).ji   Функция f  называется инте-

грируемой (по Лебегу) на множестве E, если ряд 

 
k

kk Ey ),(  где },)(|{ kk yxfExE ==                       (7) 

сходится абсолютно (заметим, что в силу предложения 2 из п. 5 все мно-

жества kE  измеримы). Если функция f  интегрируема на множестве E, то 

сумму ряда (7) называют интегралом (Лебега) функции f  по множеству E 

и обозначают ,)( 
E

dxf  т. е. 

 =
k

kk

E

Eydxf ).()(  

Замечание. Напомним что, сумма абсолютно сходящегося ряда не 

меняется при изменении порядка его членов. Поэтому требование абсо-

лютной сходимости ряда (7) обеспечивает независимость интеграла от 

случайно выбранной нумерации значений .ky  

Предложение 1. Ограниченная на множестве E простая функция f  

интегрируема на E. 

Доказательство. Пусть функция f  принимает значения ky  на мно-

жествах kE  и пусть Mxf |)(|  для всех .Ex  Тогда 

   ==
k k k

kkkk EMEMEMEy ,)()()(|)(|  

т. е. ряд  
k

kk Ey )(  сходится абсолютно, и значит, функция f  интегриру-

ема на множестве E. ◄ 

С помощью предельного перехода распространим теперь определение 

интеграла Лебега на существенно более широкий класс функций.  

Определение 2. Пусть f  – измеримая на E функция. Функция f  

называется интегрируемой (по Лебегу) на множестве E, если существует 

последовательность простых интегрируемых на E функций ,nf  которая 

сходится к f  равномерно на E. В этом случае интеграл (Лебега) функции 

f  по множеству E определяется формулой 

= 
→

dxfdxf
E

n
n

E

)(lim)(  

Корректность этого определения вытекает из следующих трех утвер-

ждений, справедливость которых несложно установить: 

1. Для любой последовательности }{ nf  простых интегрируемых на 

множестве E функций, равномерно сходящейся на E к функции ,f  суще-

ствует предел 
→

dxf
E

n
n

)(lim  (здесь существенно условие + )(E ). 
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2. Этот предел не зависит от выбора последовательности }.{ nf  

3. Для простой функции f  определение 2 интегрируемости и инте-

грала равносильно определению 1. 

Рассмотрим основные свойства интеграла Лебега. 

1. .)(1 Ed
E

=  

Это свойство вытекает непосредственно из определения интеграла 

Лебега для простых функций. 

2. Если функции f  и g  интегрируемы на E, то для любых R,  

функция gf +  также интегрируема на E и 

.)()()]()([   +=+
E EE

dxgdxfdxgxf  

Сначала свойство 2 устанавливается для простых функций, а затем 

с помощью предельного перехода переносится на общий случай. 

3. Если функция f  ограничена и измерима на множестве E, то она ин-

тегрируема на E. 

При доказательстве этого утверждения используется теорема 6 из 

пункта 5 и предложение 1. 

4. Если функция f  интегрируема на множестве E и 0)( xf  на E, то 

.0)( 
E

dxf  

Доказательство. Для простой функции это свойство вытекает прямо 

из определения интеграла (определение 1). Чтобы его вывести в общем 

случае, рассмотрим последовательность простых функций, построенную 

при доказательстве теоремы 6 пункта 5: 
,)( nmxfn =  если nmxfnm )1()( +  ).( Zm  

Последовательность }{ nf  сходится равномерно на множестве E к функции 

.f  Так как разность ffn −  является ограниченной и измеримой на E 

функцией, то она интегрируема (свойство 3). Поэтому в силу представле-

ния ffff nn +−= )(  и свойства 2 простая функция nf  тоже интегрируема. 

Поскольку 0)( xfn  на E, то 

.0)(  dxf
E

n  

Переходя в этом неравенстве к пределу при ,→n  получаем требуемое 

неравенство. ◄ 

5. Если функции f  и g  интегрируемы на множестве E и )()( xgxf   

на E, то 
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.)()(  
EE

dxgdxf  

Это свойство вытекает из предыдущего свойства и свойства 2. 

6. Пусть .0)( = E  Тогда любая функция R→Ef :  интегрируема на 

множестве E и 

.0)( =
E

dxf  

Заметим, что любая функция на множестве меры нуль измерима. По-

этому, установив сначала свойство 6 для простых функций, можно затем, 

используя теорему 6 п. 5, предельным переходом распространить его на 

общий случай. Но для простых функций это свойство вытекает непосред-

ственно из определения 1, поскольку любое измеримое множество EE   

имеет меру нуль. 

7. Если функции R→Ef :  и R→Eg :  эквивалентны на множестве 

E, то они интегрируемы или не интегрируемы на E одновременно; в случае 

их интегрируемости  

.)()(  =
EE

dxgdxf  

Это утверждение получается непосредственно из определения инте-

грала Лебега. При его выводе следует также учесть теоремы 4 и 6 пункта 5. 

8. Если функция f  измерима на множестве E, а функция   интегри-

руема на E и почти всюду на E (т. е. всюду, кроме, быть может, точек, об-

разующих множество меры нуль) выполняется неравенство ),(|)(| xxf   то 

f  интегрируема на множестве E. 

Сначала это свойство устанавливается для простых функций. Затем 

предельным переходом с использованием теоремы 6 п. 5 оно доказывается 

в общем случае.  

9. Пусть R→Ef :  – измеримая на множестве E функция. Тогда f  и 

|| f  интегрируемы или не интегрируемы на E одновременно; в случае их 

интегрируемости выполняется неравенство 

.|)(|)(  
EE

dxfdxf  

Действительно, интегрируемость f  следует из интегрируемости || f  

в силу свойства 8.  

Обратное утверждение для случая простой функции вытекает из опре-

деления интеграла (определение 1), а для общего случая доказывается пре-

дельным переходом с использованием теоремы 6 п. 5; при этом нужно 

воспользоваться неравенством .|||||| baba −−  
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Интегральное неравенство также сначала устанавливается для про-

стых функций, а затем при помощи предельного перехода распространяет-

ся на общий случай. 

Теорема 1. Пусть множество E является объединением конечного или 

счетного числа попарно непересекающихся измеримых множеств :kA  


k

kAE ,=  

и пусть f  – интегрируемая на E функция. Тогда f  интегрируема на каж-

дом из множеств kA  и 

.)()(   =
k AE k

dxfdxf  

Следствие. Если функция f  интегрируема на множестве E, то она 

интегрируема и на каждом измеримом множестве .EE   

Теорема 2 (неравенство Чебышёва). Пусть f  – интегрируемая на E 

функция, 0)( xf  на E и .0c  Тогда 

.)(
1

})({ |  
E

dxf
c

cxfEx  

Следствие. Если ,0|)(| =
E

dxf  то 0)( =xf  почти всюду на E. 

Доказательство. Имеем 




=

=
1

}.
1

|)(|{}0)({ ||
k k

xfExxfEx  

В силу неравенства Чебышёва 

0|)(|}
1

|)(|{ | = 
E

dxfk
k

xfEx  

для всех k. Значит, 

.0}
1

|)(|{}0)({
1

|| = 


=k k
xfExxfEx  ◄ 

Теорема 3 (абсолютная непрерывность интеграла Лебега). Пусть f  – 

интегрируемая на множестве E функция. Тогда для любого 0  найдется 

такое ,0  что 


e

dxf )(  

для всякого измеримого множества Ee  с мерой  )(e  

Приведем формулировки трех классических теорем о предельном пе-

реходе под знаком интеграла Лебега, имеющих важное практическое зна-

чение. 
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Теорема 4 (Лебег). Пусть последовательность измеримых на множе-

стве E функций R→Efn :  сходится почти всюду на E к функции 

,: R→Ef  и пусть существует такая интегрируемая на E функция   что 

при всех n 
)(|)(| xxfn   

почти всюду на E. Тогда все функции nf  и предельная функция f  инте-

грируемы на E и справедливо равенство 

= 
→

EE
n

n
dxfdxf )()(lim  

Теорема 5 (Бе́ппо Ле́ви). Пусть }{ nf  – последовательность интегриру-

емых на множестве E функций, причем 
  )()()( 21 xfxfxf n  

на E. Кроме того, пусть существует такая константа K, что 

Kdxf
E

n  )(  

для всех n. Тогда последовательность }{ nf  сходится почти всюду на E 

к некоторой интегрируемой на E функции f  и 

= 
→

EE
n

n
dxfdxf )()(lim  

Теорема 6 (Фату́). Пусть последовательность неотрицательных инте-

грируемых на E функций R→Efn :  сходится почти всюду на E к функции 

,: R→Ef  и пусть существует такая константа K, что 

Kdxf
E

n  )(  

для любого n. Тогда функция f  является интегрируемой на E и 

.)( Kdxf
E

  

Распространим понятие интеграла Лебега на случай += )(E  При 

этом будем предполагать, что множество E представимо в виде объедине-

ния счетного числа попарно непересекающихся множеств конечной меры: 




=

=
1

,
k

kAE         + )( kA  

(в этом случае говорят, что мера  -конечна на множестве E). Положив 

,11 AB =  
n

k
kn AB

1=

=  ),,3,2( =n  получим возрастающую последовательность 

измеримых множеств 
  nBBB 21 . 

Очевидно, что 

,
1




=

=
n

nBE      + )( nB  ).,2,1( =n                               (8) 
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Определение 3. Любая возрастающая последовательность }{ nB  изме-

римых подмножеств множества E, удовлетворяющая условию (8), называ-

ется исчерпывающей множество E. 

Определение 4. Пусть E – множество с -конечной мерой . Изме-

римая на E функция R→Ef :  называется интегрируемой на множестве 

E, если она интегрируема на каждом его измеримом подмножестве ко-

нечной меры и если для каждой исчерпывающей E последовательности 
}{ nB  предел 

 
→

nB
n

dxf )(lim  

существует и не зависит от выбора этой последовательности. Этот предел 

называется интегралом функции f  по множеству E и по-прежнему обо-

значается .)( 
E

dxf  

Отметим, что изложенные выше факты об интеграле Лебега по мно-

жеству конечной меры в основном остаются справедливыми и для инте-

гралов по множеству с -конечной мерой; в частности, сохраняют силу 

теорема 1 и теоремы Лебега, Б. Леви и Фату. Однако, в отличие от случая 

,)( + E  ограниченная измеримая функция не обязательно интегрируема 

на множестве бесконечной меры (например, любая отличная от нуля по-

стоянная на таком множестве, очевидно, не интегрируема). 

Сформулируем теорему о связи между интегралами Римана и Лебега.   

Теорема 7. Пусть  – мера Лебега на прямой (см. п. 4). Если функция 

R→],[: baf  интегрируема по Риману на отрезке ],[ ba , то она интегриру-

ема на этом отрезке и по Лебегу, причем интегралы Римана и Лебега от 

функции f  по отрезку ],[ ba  равны: 

.)()(
],[

 =
ba

b

a

dxfdxxf  

Следует отметить, что существует большой класс функций, опреде-

ленных на отрезке и интегрируемых на нем по Лебегу, но не интегрируе-

мых по Риману. В него входят все неограниченные интегрируемые по Ле-

бегу функции, а также все ограниченные измеримые функции, не интегри-

руемые по Риману. 

Пример. Функция Дирихле 








=

QR

Q

\при0

,при1
)(

x

x
xD  

на любом отрезке ],[ ba  ограничена и измерима, а значит, интегрируема по 

Лебегу, но она, очевидно, не интегрируема на этом отрезке по Риману. 
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§ 2. МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 
 

1. Определение метрического пространства. Примеры 

 

Определение 1. Метрическим пространством называется пара ,),( X  

состоящая из некоторого множества X и отображения ,: R→ XX  при-

нимающего неотрицательные значения и удовлетворяющего следующим 

трем аксиомам: 

1) 0),( = yx  тогда и только тогда, когда ;yx =  

2) ),(),( xyyx =  для всех Xyx ,  (аксиома симметрии); 

3) ),(),(),( zyyxzx +  для всех Xzyx ,,  (аксиома треугольника). 

Элементы множества X называются точками метрического пространства, 

а отображение  – метрикой или расстоянием. 

Примеры метрических пространств: 

Пример 1. 1l  – множество всевозможных последовательностей дей-

ствительных чисел ),,,,,( 21  kxxxx =  для которых сходится ряд 




=1

|,|
k

kx  с метрикой 




=

−=
1

.||),(
k

kk yxyx  

Пример 2. ]),[( baС  – множество всех функций, заданных и непре-

рывных на отрезке ],,[ ba  с метрикой 

.|)()(|max),( tytxyx
bta

−=


 

Пример 3. ]),([ baС m  )( Nm  – пространство функций, заданных на 

отрезке ],[ ba  и имеющих на нем непрерывные производные до порядка m 

включительно, с метрикой 

.|)()(|max),(
0

)()(

= 

−=
m

k

kk

bta
tytxyx  

Пример 4. ]),([1 baС  – множество всех функций, заданных и непре-

рывных на отрезке ],,[ ba  с метрикой 

.|)()(|),(  −=
b

a

dttytxyx  

Аксиомы 1)−3) определения 1 в приведенных выше примерах прове-

ряются непосредственно. 
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Пример 5. Пусть T – измеримое множество. Обозначим через )(1 TL  

множество всех функций, интегрируемых по Лебегу на T. Каждой паре 

функций из )(1 TL  поставим в соответствие число 

.|)()(|),(  −=
T

dtytxyx  

Легко видеть, что ),( yx  удовлетворяет аксиомам 2) и 3) метрики. Если 

считать, что функции, эквивалентные друг другу на T, не различаются, 

а считаются за один и тот же элемент, то выполняется и аксиома 1). Таким 

образом, ),(1 TL  рассматриваемое как множество классов эквивалентности 

функций, интегрируемых по Лебегу на T, является метрическим простран-

ством с метрикой  . 

Пример 6. Аналогично пространству )(1 TL  для любого  p1  

определяется пространство :)(TLp  )(TLp  – множество классов эквивалент-

ных между собой функций, для которых существует интеграл ,|)(| 
T

p dtx  

с метрикой 

.|)()(|),(

1 p

T

p dtytxyx 







−=   

Аксиома 3) метрики здесь устанавливается с помощью неравенства Гёль-

дера 
q

T

q

p

T

p

T

dtydtxdtytx

11

|)(||)(|)()( || 
















        ( )111,1 =+ qpp , 

справедливого для любых функций )(tx  и )(ty , для которых существуют 

интегралы в правой части этого неравенства. 

 

2. Сходимость в метрическом пространстве 

 

Определение 1. Последовательность }{ nx  точек (элементов) метриче-

ского пространства ),( X  называется сходящейся, если существует такой 

элемент ,Xa  что 0),( → axn  при .→n  Точка a называется пределом 

последовательности }{ nx  (говорят также, что последовательность }{ nx  схо-

дится к точке a). При этом пишут: axn
n

=
→

lim  или axn →  при .→n  

Непосредственно из определения 1 вытекают следующие два предло-

жения: 

Предложение 1. Любая сходящаяся последовательность имеет только 

один предел. 
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Предложение 2. Если последовательность }{ nx  сходится к точке a, то 

и всякая ее подпоследовательность сходится к той же самой точке. 

Определение 2. Последовательность }{ nx  точек метрического про-

странства ),( X  называется последовательностью Коши (фундаменталь-

ной последовательностью), если для любого 0  существует такой номер 
,n  что для любых  nmn,  выполняется неравенство .),(  mn xx  

Теорема 1. В любом метрическом пространстве всякая сходящаяся 

последовательность является последовательностью Коши. 

Доказательство. Пусть .lim axn
n

=
→

 Тогда для любого 0  найдется 

такой номер ,n  что 2),(  axn  для всех . nn  В силу аксиомы 3) мет-

рики (определение 1 п. 1) 
+ ),(),(),( axaxxx mnmn  

для любых .,  nmn  ◄ 

Обратное утверждение для произвольных метрических пространств 

неверно. 

Пример 1. Пусть )1,0(=X  с метрикой ||),( yxyx −= . Последова-

тельность nxn 1=  является последовательностью Коши, но не имеет пре-

дела в X. 

Пример 2. В метрическом пространстве ])1,0([1С  (см. пример 4 п. 1) 

рассмотрим последовательность функций 









+

+−



=

1121,1

,12121),21(

,210,0

)(

tn

nttn

t

txn  

(график функции )(txn  изображен на рис. 1). 

Eсли ,nm   то 

 =−=
1

0

|)()(|),( dttxtxxx mnmn  

.1|)()(|
121

21


+

−=
n

mn ndttxtx  

Таким образом, для любых Nmn,  

},min{

1
),(

mn
xx mn  . 

n

1

2

1
+  

)(txn

 

O 

1 

1 t 

x 

2

1
 

Рис. 1 
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Отсюда следует, что последовательность }{ nx  является последовательно-

стью Коши. 

Покажем, что последовательность }{ nx  не сходится ни к какой функ-

ции из пространства ]),1,0[(1С  т. е. не является сходящейся. 

Легко видеть, что 

 →−
1

0

0|)()(| dtttxn  при ,→n                                 (1) 

где 








=

.1211

,210,0
)(

t

t
t  

Пусть )(tx – произвольная функция из ]).1,0([1С  Поскольку )(tx  непрерыв-

на на отрезке ,1][0,  то, очевидно,   

.0|)()(|
1

0

 − dtttx                                             (2) 

Так как 

,|)()(||)()(||)()(|
1

0

1

0

1

0

 −+−− dtttxdttxtxdtttx nn  

то, учитывая (1) и (2), приходим к выводу, что  −
1

0

|)()(| dttxtx n  не может 

стремиться к нулю при ,→n  а значит, последовательность }{ nx  сходя-

щейся не является. 

 

3. Открытые и замкнутые множества. 

Всюду плотные множества 

 

Пусть ),( X – метрическое пространство. 

Определение 1. Открытым шаром радиуса 0r  с центром в точке 
Xx 0  называется множество 

 .),(|) ,( 00 rxxXxrxB =  

Замкнутым шаром радиуса 0r  с центром в точке Xx 0  называется 

множество 
 .),(|] ,[ 00 rxxXxrxB =  

Определение 2. Множество XM   называется открытым, если для 

каждой его точки найдется открытый шар с центром в этой точке, который 

целиком содержится в M. 

Предложение 1. Открытый шар ) ,( 0 rxB  является открытым множе-

ством. 
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Доказательство. Если ), ,( 01 rxBx   то .),( 01 rxx   Рассмотрим откры-

тый шар ), ,( 11 rxB  где ).,( 011 xxrr −=  Пусть ). ,( 11 rxBx  Тогда 

.),(),(),(),( 0110110 rxxrxxxxxx =++  

Таким образом, .) ,() ,( 011 rxBrxB   ◄ 

Непосредственно из определения 2 и определений операций объеди-

нения и пересечения множеств вытекает следующая теорема. 

Теорема 1. Объединение любого (конечного или бесконечного) числа 

и пересечение любого конечного числа открытых множеств являются от-

крытыми множествами.  

Определение 3. Точка Xx 0  называется точкой прикосновения мно-

жества ,XM   если для любого 0r  шар ) ,( 0 rxB  содержит точки множе-

ства M, т. е. .),( 0  ArxB  Совокупность всех точек прикосновения 

множества M называется его замыканием и обозначается .M  

Очевидно, что любая точка множества XM   является для M точкой 

прикосновения. Поэтому .MM   

Следующая теорема устанавливает тесную связь между понятиями 

точки прикосновения и предела последовательности точек. 

Теорема 2. Для того чтобы точка 0x  была точкой прикосновения 

множества ,XM   необходимо и достаточно, чтобы существовала после-

довательность }{ nx  точек из M, сходящаяся к .0x  

Доказательство. Докажем лишь необходимость, так как достаточ-

ность очевидна. Пусть 0x – точка прикосновения множества M. Тогда для 

каждого Nn  шар )1 ,( 0 nxB  содержит хотя бы одну точку .Mxn   После-

довательность }{ nx  сходится к точке ,0x  поскольку 0
1

),( 0 →
n

xxn  при 

.→n  ◄ 

Определение 4. Множество XM   называется замкнутым, если оно 

совпадает со своим замыканием. 

Предложение 2. Замкнутый шар ] ,[ 0 rxB  является замкнутым множе-

ством. 

Доказательство. Пусть 1x  – точка прикосновения шара ]. ,[ 0 rxB  В си-

лу теоремы 2 существует такая последовательность точек ], ,[ 0 rxBxn   что 

.0),(lim 1 =
→

n
n

xx                                                  (3) 

Для любого Nn  имеем 
.),(),(),(),( 10101 rxxxxxxxx nnn ++  

Отсюда и из (3) следует, что ,),( 01 rxx   т. е. ]. ,[ 01 rxBx   ◄ 
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Теорема 3. Множество XM   замкнуто тогда и только тогда, когда 

его дополнение MX \  является открытым множеством. 

Доказательство. Если M замкнуто, то для любой точки MXx \  

существует такое ,0r  что шар ) ,( rxB  не содержит точек множества M, и 

следовательно, целиком содержится в .\ MX  Таким образом, множество 
MX \  открыто. 

Обратно, если MX \  открыто и ,\ MXx  то существует открытый 

шар с центром в точке x, целиком принадлежащий .\ MX  Следовательно, 

точка x не является точкой прикосновения множества M, и значит, все точ-

ки прикосновения множества M содержатся в M, т. е. M замкнуто. ◄ 

Заметим, что пустое множество   и само множество X являются од-

новременно открытыми и замкнутыми множествами. 

Теорема 4. Пересечение любого числа и объединение конечного чис-

ла замкнутых множеств являются замкнутыми множествами. 

Доказательство. Утверждение этой теоремы вытекает из теорем 1 и 3 

с помощью следующих хорошо известных формул из теории множеств: 

,)\(\ 





 = MXMX         .)\(\ 





 = MXMX  ◄ 

Определение 5. Множество XA  называется всюду плотным в мет-

рическом пространстве ,),( X  если ,XA =  т. е. если для любого Xx  и 

любого 0r  открытый шар ),( rxB  содержит хотя бы одну точку множе-

ства A. 

Пример 1. Множество Q рациональных чисел всюду плотно в про-

странстве R вещественных чисел с естественной метрикой ||),( yxyx −= . 

Действительно, для любого Rx  и любого 0r  найдется ,Qy  содер-

жащееся в интервале ).,( rxrx +−  

Пример 2. Множество всех многочленов с вещественными коэффи-

циентами всюду плотно в пространстве ]).,([ baС  Это значит, что для лю-

бой функции ]),([)( baСtx   и любого 0r  найдется такой многочлен 

01
1

1)( atatatatp n
n

n
n ++++= −

−       ),,,1,0,( nkak =R  

что 

.|)()(|max rtptx
bta

−


 

Данный факт известен в математике как теорема Вейерштрасса о равно-

мерном приближении непрерывной на отрезке функции многочленами. 

Пример 3. Множество всех непрерывных на отрезке ],[ ba  функций 

всюду плотно в пространстве ,]),([1 baL  т. е. для любой  функции )(tx  из 

пространства ]),([1 baL  и любого 0r  существует такая непрерывная на 

отрезке ],[ ba  функция ,)(ty  что 
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.|)()(|
],[

rdtytx
ba

−  

Доказательство этого факта можно найти, например, в [1]. 

 

4. Полные метрические пространства 

 

Определение 1. Метрическое пространство ),( X  называется пол-

ным, если в нем любая последовательность Коши сходится. 

Пример 1. Пространство R вещественных чисел со стандартной мет-

рикой ||),( yxyx −=  является полным метрическим пространством. Это 

следует из критерия Коши сходимости числовой последовательности, рас-

сматриваемого в курсе математического анализа. 

Пример 2. Пространство ]),[( baС  – полное метрическое простран-

ство. Действительно, пусть )}({ txn  – последовательность Коши в ;]),[( baС  

это означает, что для любого 0  существует такой номер ,n  что 

− |)()(| txtx mn                                              (4) 

для всех  nmn,  и всех ].,[ bat  Согласно критерию Коши равномерной 

сходимости функциональной последовательности, последовательность 
)}({ txn  равномерно сходится на отрезке ].,[ ba  По известной теореме из ма-

тематического анализа ее предел )(tx  является непрерывной на отрезке 

],[ ba  функцией. Переходя в (4) к пределу при ,→m  получаем 

− |)()(| txtxn  

для всех  nn  и всех ],,[ bat  а это и означает, что последовательность 

)}({ txn  сходится к )(tx  в пространстве .]),[( baС  

Примерами полных метрических пространств являются также про-

странства 1l , ]),([ baСm , ]),([ baLp  ).1(  p  

Пример 3. Пространство ])1,0([1С  полным не является (см. пример 2 

из п. 2). 

Предложение 1. Пусть ),( X – полное метрическое пространство и 

.XM   Множество M образует полное метрическое пространство (отно-

сительно той же метрики ) тогда и только тогда, когда оно замкнуто. 

Справедливость данного утверждения следует непосредственно из 

определений полного метрического пространства и замкнутого множества. 

При этом учитывается теорема 2 из п. 3, а также теорема 1 и предложе-

ние 1 из п. 2. 
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Определение 2. Пусть ),( X – полное метрическое пространство и 

.XM   Пространство ),( X  называется пополнением метрического про-

странства ,),( M  если M всюду плотно в ,),( X  т. е. .XM =  

Теорема 1. Любое метрическое пространство имеет пополнение. 

Следующая теорема, называемая теоремой о вложенных шарах, явля-

ется одной из фундаментальных в функциональном анализе. 

Теорема 2. Для того чтобы метрическое пространство было полным, 

необходимо и достаточно, чтобы в нем всякая убывающая последователь-

ность  ] ,[] ,[] ,[ 332211 rxBrxBrxB замкнутых шаров, радиусы кото-

рых стремятся к нулю, имела непустое пересечение. 

Доказательства теорем 1 и 2 см., например, в [1, 2, 7]. 

 

5. Непрерывные отображения метрических пространств. 

Принцип сжимающих отображений 

 

Пусть ),( XX   и ),( YY   – два метрических пространства. Под отоб-

ражением f  пространства ),( XX   в пространство ),( YY   понимают 

отображение ,: YXf →  которое каждой точке Xx  ставит в соответ-

ствие некоторую точку .)( Yxfy =  При этом используют также обозна-

чение ).,(),(: YX YXf →  

Определение 1. Отображение ),(),(: YX YXf →  называется непре-

рывным в точке ,0 Xx   если для любого 0  существует такое 

,0),( 0 = x  что для всех Xx  таких, что 

 ),( 0xxX  

выполняется неравенство 
 ))(),(( 0xfxfY  

Отображение f  называется непрерывным на множестве ,XM   если оно 

непрерывно в каждой точке множества M. 

Определение непрерывности отображения в точке можно переформу-

лировать в терминах сходимости последовательностей. 

Теорема 1. Отображение ),(),(: YX YXf →  непрерывно в точке 

Xx 0  тогда и только тогда, когда для любой последовательности точек 

}{ nx  из X, сходящейся к 0x  в ,),( XX   последовательность точек )}({ nxf  

сходится к )( 0xf  в .),( YY   

Будем рассматривать теперь отображения метрического пространства 

),( X  в себя. 
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Определение 2. Пусть ),(),(: → XXf  – отображение метрического 

пространства ),( X  в себя. Точка Xx *  называется неподвижной точкой 

отображения ,f  если .**)( xxf =  Иначе говоря, неподвижная точка – это 

решение уравнения .)(xfx =  

Определение 3. Отображение ),(),(: → XXf  называется сжима-

ющим (или сжатием), если существует такая константа ,,1)0[  что для 

всех Xxx 21,  выполнено неравенство 

).,())(),(( 2121 xxxfxf                                      (5) 

Предложение 1. Всякое сжимающее отображение ),(),(: → XXf  

непрерывно на X. 

Доказательство. Пусть Xx  и }{ nx  – последовательность точек из 

X, сходящаяся к точке x. Тогда  
0),())(),(( → xxxfxf nn  при .→n  

Отсюда следует, что ).()(lim xfxf n
n

=
→

 В силу теоремы 1 отображение f  

непрерывно в точке x. ◄ 

Теорема 2 (принцип сжимающих отображений). Пусть ),( X – пол-

ное метрическое пространство, ),(),(: → XXf  – сжимающее отображе-

ние. Тогда f  имеет и притом единственную неподвижную точку *x . Более 

того, если 0x  – произвольная точка из X, то последовательность 

),( 01 xfx =  ),( 12 xfx =  …, ),( 1−= nn xfx  … 

сходится к точке *x , причём 

),,(
1

*),( 10 xxxx
n

n 
−


  

где  – константа из неравенства (5). 

Приведем пример, в котором применяется принцип сжимающих отоб-

ражений. 

Пример. Рассмотрим интегральное уравнение 

+=
b

a

dssxstKttx ,)(),()()(                                     (6) 

где ),( stK  и )(t  – заданные функции,  – произвольный параметр, )(tx  – 

неизвестная функция. Предполагается, что ),( stK  и )(t  определены и не-

прерывны соответственно в квадрате ],[],[ baba   и на отрезке ].,[ ba  Ис-

следуется вопрос о существовании и единственности решения уравнения 

(6) в полном метрическом пространстве ]).,([ baC  



36 

Формула 

+=
b

a

dssxstKttxF )(),()()))(((  

определяет отображение F пространства ]),([ baC  в себя. Действительно, ес-

ли )(tx  – непрерывная на отрезке ],[ ba  функция, то подинтегральная функ-

ция )(),(),( sxstKstw =  является непрерывной функцией переменных t и s и 

по теореме о непрерывности интеграла, зависящего от параметра, функция 

=
b

a

dssxstKtu )(),()(  

непрерывна на отрезке ],[ ba . Отсюда и из непрерывности функции )(t  

вытекает, что функция )))((( txF  также непрывна на отрезке ].,[ ba  

Пусть 1x  и 2x  – две произвольные функции из пространства ]).,([ baC  

Тогда 

=−=


|)))((()))(((|max))(),(( 2121 txFtxFxFxF
bta

 

.))()()(,(||max 21 −=


b

a
bta

dssxsxstK       (7) 

В силу непрерывности функции ),( stK  существует такая константа 

,00 K  что 0|),(| KstK   при ].,[],[),( babast   С учетом этого из (7) по-

лучаем  
).,()(||))(),(( 21021 xxabKxFxF −  

Следовательно, при 
)(

1
||

0 abK −
  отображение F является сжимающим, 

а значит, в силу теоремы 2 уравнение (6) имеет и притом единственное 

решение в метрическом пространстве ]).,([ baC  

 

6. Компактные и предкомпактные множества 

 

Пусть ),( X – метрическое пространство. 

Определение 1. Множество XM   называется компактным, если 

любая последовательность точек из M содержит подпоследовательность, 

сходящуюся к некоторой точке этого множества. 

Определение 2. Покрытием множества XM   называется такая си-

стема }{ U  подмножеств множества X, что 


 .UM  При этом любая 

подсистема покрытия },{ U  которая сама является покрытием множества 

M, называется подпокрытием покрытия }.{ U  Покрытие называется от-

крытым, если все составляющие его множества открыты. 
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Теорема 1. Множество XM   компактно тогда и только тогда, когда 

любое его открытое покрытие содержит конечное подпокрытие. 

Доказательство этой теоремы можно найти, например, в книге [1]. 

Определение 3. Множество XM   называется предкомпактным, ес-

ли любая последовательность точек из M содержит подпоследовательность 

Коши. 

Нетрудно убедиться в справедливости следующего утверждения. 

Теорема 2. Если пространство ),( X  полное, то множество XM   

компактно в том и только в том случае, если оно предкомпактно и за-

мкнуто. 

Определение 4. Множество XM   называется ограниченным, если 

оно содержится целиком в некотором шаре конечного радиуса. 

Предложение 1. Если множество XM   предкомпактно, то оно огра-

ничено. 

Доказательство. Предположим противное, т. е. пусть для любого ша-

ра конечного радиуса имеются точки множества M, не принадлежащие 

этому шару. Тогда, очевидно, найдется такая последовательность }{ nx  то-

чек из M, что 

 → ),( 1 nxx  при .→n                                       (8) 

В силу предкомпактности множества M эта последовательность содержит 

подпоследовательность Коши }.{
knx  Так как 

),,(|),(),(| 11 mkmk nnnn xxxxxx −  

то числовая последовательность )},({ 1 knxx  удовлетворяет критерию Ко-

ши и, следовательно, имеет конечный предел. С другой стороны, из (8) 

следует, что .),( 1 →
knxx  Получено противоречие. ◄ 

Из теоремы Больцано – Вейерштрасса (см. курс математического ана-

лиза) вытекает, что любое ограниченное множество в R предкомпактно 

(аналогичный факт справедлив и в пространстве n
R ). Следующий пример 

показывает, что в произвольном метрическом пространстве из ограничен-

ности множества может не следовать его предкомпактность. 

Пример. В пространстве 1l  (см. пример 1 п. 1) рассмотрим замкнутый 

шар радиуса 1=r  с центром в точке ),0,0(0 =x  (последовательность, со-

стоящая из одних нулей), т. е. рассмотрим множество 




=

==
1

21 }.1|||),,({
k

kxxxxM   
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Все точки последовательности },{ ne  где ,),0,0,1,0,,0(

1


−

=

n

ne  принадле-

жат множеству M. Так как 2),( = mn ee  при ,mn   то у последовательности 

}{ ne  не может существовать подпоследовательности Коши. Таким обра-

зом, множество M ограничено, но предкомпактным не является. 

Определение 5. Пусть XM   и .0  Множество XS   называется 

-сетью для множества M, если для любой точки Mx  найдется такая 

точка ,Sy  что .),(  yx  Если при этом S является конечным множе-

ством, то S называют конечной -сетью. 

Определение 6. Множество XM   называется вполне ограниченным, 

если при любом 0  для M существует конечная -сеть. 

Очевидно, что вполне ограниченное множество обязательно ограни-

чено. 

Теорема 3 (Хаусдорф). Множество XM   является предкомпактным 

тогда и только тогда, когда оно вполне ограничено.  

Ниже мы приведем критерий предкомпактности множеств в про-

странстве ]).,([ baC  Для этого понадобятся следующие определения. 

Определение 7. Множество ]),([ baCM   называется равномерно 

ограниченным, если существует такая константа C, что 
Ctx |)(|  

для всех ],[ bat  и всех .Mx    

Определение 8. Множество ]),([ baCM   называется равностепенно 

непрерывным, если для любого 0  существует такое ,0  что  

− |)()(| 21 txtx  

для всех ],[, 21 batt   таких, что − || 21 tt  и для всех .Mx  

Теорема 4 (Арцела). Для того чтобы множество ]),([ baCM   было 

предкомпактным, необходимо и достаточно, чтобы оно было равномерно 

ограничено и равностепенно непрерывно. 

 

 

§ 3. НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

 

1. Линейные пространства 

 

Пусть P – некоторое числовое поле (например, RP =  или СP = ). 

Определение 1. Непустое множество X называется линейным (век-

торным) пространством над полем P, если:  
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I. Для любых двух элементов Xyx ,  однозначно определена их сум-

ма ,Xyx +  причем 

1) zyxzyx ++=++ )()(  для любых ,,, Xzyx   

2) xyyx +=+  для любых ,, Xyx   

3) существует элемент X0


 такой, что xx =+ 0


 для всех ,Xx  

4) для любого Xx  существует элемент x−  такой, что .0)(


=−+ xx  

II. Для любого числа P  и любого элемента Xx  однозначно 

определено произведение ,Xx  причем 

1) ,)()( xx =  

2) ,1 xx =  

3) ,)( xxx +=+  

4) yxyx +=+ )(  

для любых P,  и любых ., Xyx   

Приведем примеры линейных пространств. 

Пример 1. Множество всевозможных последовательностей 

),,,,( 21  kxxxx =  

действительных (комплексных) чисел, удовлетворяющих условию 




=


1

||
k

p
kx   ),1(  p  

с операциями 

),,,,,(),,,,(),,,,( 22112121  kkkk yxyxyxyyyxxx +++=+  

),,,,(),,,,( 2121  kk xxxxxx =  

образует линейное пространство над полем R (над полем C). Его обозна-

чают символом .pl  

Пример 2. Пусть T – произвольное множество. Множество )(T  всех 

функций, определенных на T и принимающих значения в R (в С), пред-

ставляет собой линейное пространство над полем R (над полем C) с есте-

ственными операциями сложения и умножения на число: 
),()())(( tytxtyx +=+     ),())(( txtx =     .Tt  

Пример 3. Пространство ]),([ baC  непрерывных на отрезке ],[ ba  дей-

ствительнозначных (комплекснозначных) функций с обычными операция-

ми сложения функций и умножения их на числа является линейным про-

странством над R (над C). 

Пример 4. Пусть T – измеримое множество. Множество )(TLp  

)1(  p  действительнозначных (комплекснозначных) функций,  
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для которых существует интеграл ,|)(| 
T

p dtx  тоже представляет собой 

линейное пространство над полем R (над полем C) с обычными операция-

ми сложения функций и умножения их на числа. 

Определение 2. Элементы kxxx ,,, 21   линейного пространства X 

называются линейно зависимыми, если существуют такие числа 

,,,, 21 k   не все равные нулю, что 

.02211


 =+++ kk xxx  

В противном случае эти элементы называются линейно независимыми. 

Бесконечная система элементов пространства X называется линейно 

независимой, если любая ее конечная подсистема линейно независима. 

Определение 3. Линейное пространство X называется n-мерным, если 

в нем можно найти n линейно независимых элементов, а любые 1+n  эле-

ментов этого пространства будут линейно зависимы. При этом число n 

называется размерностью пространства X (пишут nX =dim ). 

Определение 4. Базисом в n-мерном линейном пространстве X назы-

вается любая система, состоящая из n линейно независимых элементов 

этого пространства. 

Определение 5. Если в линейном пространстве X существует беско-

нечная линейно независимая система элементов, то пространство X назы-

вается бесконечномерным (пишут =Xdim ). 

Пример 5. Пространство pl  (см. пример 1) бесконечномерно, по-

скольку последовательности ,),0,1,0,,0(

1


−

=

k

ke  ,2,1=k , образуют бес-

конечную линейно независимую систему элементов в этом пространстве. 

Пример 6. Пространство ]),([ baC  бесконечномерно. Бесконечной ли-

нейно независимой системой элементов в нем является, например, система 

функций .}{ 0

=k

kt  

Определение 6. Пусть X – линейное пространство над полем P. Непу-

стое подмножество Y пространства X называется его линейным подпро-

странством, если оно замкнуто по отношению к определенным в X опера-

циям сложения элементов и умножения их на числа из поля P, т. е. если: 

1) Yyx +  для любых Yyx , , 

2) Yx  для любого Yx  и любого .P  

Нетрудно убедиться в том, что всякое линейное подпространство ли-

нейного пространства X само является линейным пространством с теми же 

операциями сложения элементов и умножения элемента на число, что и 

в пространстве X. 
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Пример 7. Совокупность всех многочленов с действительными коэф-

фициентами, заданных на отрезке ],,[ ba  образует линейное подпростран-

ство в линейном пространстве ]),([ baC  всех непрерывных на ],[ ba  дей-

ствительнозначных функций. В то же время само пространство ]),([ baC  

можно рассматривать как линейное подпространство в линейном про-

странстве всех действительнозначных функций, определенных на отрезке 
].,[ ba  

Определение 7. Пусть M – подмножество линейного пространства X. 

Наименьшее линейное подпространство в X, содержащее M, называется 

линейным пространством, порожденным множеством M, или линейной 

оболочкой множества M. 

 

2. Определение нормированного пространства. Примеры 

 

Определение 1. Пусть X – линейное пространство над полем P, где 

RP =  или .СP =  Отображение R→ X:||||  называется нормой в простран-

стве X, если оно удовлетворяет следующим аксиомам: 

1) 0|||| x  для любого ,Xx  причем 0|||| =x  тогда и только тогда, ко-

гда ;0


=x  

2) = xx |||||  для любого P  и любого ;Xx  

3) ++ yxyx ||||  для всех Xyx ,  (неравенство треугольника). 

Линейное пространство X с заданной на нем нормой ||||   называется 

нормированным пространством. 

Легко проверить, что нормированное пространство является метриче-

ским с метрикой 
.||||),( yxyx −=  

Таким образом, на нормированные пространства переносятся все понятия 

и факты, изложенные в § 2 для метрических пространств. 

Примерами линейных пространств, в которых может быть введена 

норма, являются рассмотренные в пункте 1 пространства ,pl  ]),([ baC  и 

:)(TLp  

Пример 1. pl )1(  p  – нормированное пространство с нормой 

.||||||

1

1

p

k

p
kxx 








= 



=

 

Пример 2. ]),([ baC  – нормированное пространство с нормой 

.|)(|max|||| txx
bta 

=  
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Пример 3. )(TLp  )1(  p  – нормированное пространство с нормой 

.|)(|||||

1 p

T

p dtxx 







=   

Приведем еще несколько примеров нормированных пространств. 

Пример 4. l  – пространство всех ограниченных числовых последо-

вательностей ),,,,( 21  kxxxx =  с покоординатными операциями сло-

жения и умножения на числа. Норма задается формулой 

.||sup|||| k
k

xx =  

Пример 5. ]),([ baC p  )1(  p  – пространство непрерывных на от-

резке ],[ ba  действительнозначных или комплекснозначных функций 

с обычными операциями сложения функций и умножения их на числа, 

норма в котором определена формулой 

.|)(|||||

1 p
b

a

p dttxx 







=   

Пример 6. ]),([ baС m  )( Nm  – пространство m раз непрерывно диф-

ференцируемых на отрезке ],[ ba  действительнозначных или комплексно-

значных функций с обычными операциями сложения функций и умноже-

ния их на числа. Норма задается равенством 

.|)(|max||||
0

)(

= 

=
m

k

k

bta
txx  

 

3. Банаховы пространства 

 

Определение 1. Нормированное пространство X с нормой ||||   назы-

вается ба́наховым, если оно по́лно как метрическое пространство относи-

тельно метрики .||||),( yxyx −=  

Банаховыми пространствами являются рассмотренные в предыдущем 

пункте нормированные пространства ,pl  ,l  ]),,([ baC  ]),([ baС m
 и )(TLp  

(полнота пространства ]),([ baC  была доказана в примере 2 пункта 4 § 2). 

В то же время пространство ]),([ baC p  неполно, и значит, банаховым не 

является (доказательство неполноты пространства ]),([1 baC  см. в примере 

2 пункта 2 § 2). 

В нормированном пространстве X рассмотрим ряд 

,
1




=k
kx   .Xxk                                                    (1) 
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Определение 2. Ряд (1) называется сходящимся, если последователь-

ность его частичных сумм 


=

=
n

k
kn xs

1

 

сходится, т. е. если существует такой элемент ,Xs  что 0|||| →− ssn  при 

.→n  Элемент n
n

ss
→

= lim  называется суммой ряда (1). При этом пишут: 

.
1




=

=
k

kxs  

Определение 3. Ряд (1) называется абсолютно сходящимся, если схо-

дится числовой ряд 

.||||
1




=k
kx  

Теорема 1. Нормированное пространство является банаховым тогда и 

только тогда, когда в нем любой абсолютно сходящийся ряд сходится. 

Доказательство. Необходимость. Пусть X – банахово пространство и 

пусть ряд ||||
1




=k
kx  сходится. Рассмотрим последовательность }{ ns  частич-

ных сумм ряда .
1




=k
kx  При nm   имеем 

.||||||||||||
11


+=+=

=−
m

nk
k

m

nk
knm xxss  

Отсюда и из сходимости ряда ||||
1




=k
kx  вытекает, что последовательность 

}{ ns  является последовательностью Коши, и так как пространство X пол-

ное, то ряд 


=1k
kx  сходится. 

Достаточность. Пусть в нормированном пространстве X любой аб-

солютно сходящийся ряд сходится. Рассмотрим произвольную последова-

тельность Коши }{ nx  элементов пространства X. Очевидно, что из этой по-

следовательности можно выбрать подпоследовательность }{
knx  такую, что 

,21||||
1

k
nn kk

xx −
+

    .,2,1 =k  

В силу этих неравенств ряд 

 +−++−+
−

)()(
1121 kk nnnnn xxxxx                              (2) 

сходится абсолютно, и значит, согласно предположению, является сходя-

щимся. Так как частичная сумма ks  ряда (2) равна ,
knx  то из сходимости 
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этого ряда вытекает сходимость подпоследовательности }.{
knx  Отсюда 

легко следует, что сходится и сама последовательность Коши }.{ nx  ◄ 

Теорема 2. Для любого нормированнного пространства Y существует 

банахово пространство X, являющееся его пополнением, причем Y являет-

ся линейным подпространством в X. 

Доказательство. Пусть Y – неполное нормированное пространство. 

Тогда, согласно теореме 1 пункта 4 § 2, для Y, как метрического простран-

ства, существует его пополнение – полное метрическое пространство X. 

Однако X еще не является линейным пространством и на нем пока еще не 

определена норма.  

Пусть ., Xyx   Поскольку ,XY =  то существуют последовательности 

Yxn   и Yyn   такие, что xxn →  и .yyn →  Положим по определению 

),(lim nn
n

yxyx +=+
→

   ,lim n
n

xx =
→

 

.||||lim|||| n
n

xx
→

=  

Легко проверить, что указанные пределы существуют и не зависят от вы-

бора в Y последовательностей }{ nx  и },{ ny  сходящихся к x и y соответ-

ственно. Выполнение аксиом линейного пространства и аксиом нормы 

в пространстве X также проверяется без труда. ◄ 

Пример 1. Как отмечалось выше, пространство ]),([ baC p  )1(  p  

непрерывных на отрезке ],[ ba  функций с нормой 
p

b

a

p dttxx

1

|)(||||| 







=   

неполно. Его пополнением является банахово пространство ]),([ baLp  (до-

казательство см., например, в [1]). 

 Важную роль в теории банаховых пространств играют их замкнутые 

линейные подпространства. Такие подпространства обладают свойством 

полноты (см. предложение 1 пункта 4 § 2), а значит, сами являются бана-

ховыми пространствами. 

Определение 4. Замкнутым подпространством (или просто: подпро-

странством) банахова пространства X называется его замкнутое линейное 

подпространство. 

Пример 2. В банаховом пространстве ]),([ baС  рассмотрим множество 

Y, состоящее из всех функций ),(tx  удовлетворяющих условию .0)( =ax  

Очевидно, что Y является линейным подпространством. Покажем, что оно 

замкнуто в пространстве ]).,([ baС  Пусть }{ nx  – последовательность функ-

ций из Y  такая, что 0xxn →  при →n  в пространстве ]).,([ baС  Поскольку 
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0|||||)()(| 00 →−− xxaxax nn  при ,→n  

последовательность )}({ axn  сходится к ,)(0 ax  и так как 0)( =axn  при всех 

n, то .0)(0 =ax  Таким образом, ,0 Yx   и значит, Y – замкнутое подпро-

странство в ]).,([ baС  

 

4. Гильбертовы пространства 

 

Определение 1. Пусть H – линейное пространство над полем P, где 

RP =  или .СP =  Скалярным произведением в H называется отображение 

,:),( P→ HH  удовлетворяющее следующим условиям (аксиомам):  

1) 0),( xx  для любого ,Hx  причем 0),( =xx  тогда и только тогда, 

когда ;0


=x  

2) ),(),( xyyx =  при всех Hyx ,  (черта обозначает комплексное  

сопряжение); 

3) ),(),( yxyx =  для любого P  и любых ;, Hyx   

4) ),(),(),( 2121 yxyxyxx +=+  при всех .,, 21 Hyxx   

В случае RP =  аксиома 2) имеет вид ).,(),( xyyx =   

Заметим, что из аксиом 2)−4) скалярного произведения следуют  

равенства 

5) ),(),( yxyx =         ( ),,(),( yxyx =  если RP = ), 

6) ).,(),(),( 2121 yxyxyyx +=+  

Определение 2. Линейное пространство H с введенным в нем скаляр-

ным произведением называется предгильбертовым пространством. 

Примеры предгильбертовых пространств: 

Пример 1. Пространство 2l  числовых последовательностей 

),,,,,( 21  kxxxx =  

удовлетворяющих условию ,||
1

2



=


k

kx  со скалярным произведением 

.),(
1




=

=
k

kk yxyx  

Пример 2. Пространство ]),([2 baC  непрерывных на отрезке ],[ ba  

действительнозначных или комплекснозначных функций со скалярным 

произведением 

.)()(),( dttytxyx
b

a

=                                             (3) 



46 

Пример 3. Пространство )(2 TL  действительнозначных или комплекс-

нозначных функций, заданных на измеримом множестве T, для которых 

существует интеграл ,|)(| 2
 
T

dtx  со скалярным произведением 

.)()(),( =  dtytxyx
T

 

Аксиомы 1)−4) скалярного произведения в приведенных выше приме-

рах проверяются непосредственно. 

Предложение 1. В любом предгильбертовом пространстве справедли-

во неравенство 

,),(),(|),(| yyxxyx   

называемое неравенством Коши – Буняковского. 

Доказательство см., например, в [1].  

Предложение 2. В любом предгильбертовом пространстве H формула 

),(|||| xxx =  

определяет норму. 

Доказательство. Выполнение аксиом 1) и 2) нормы (определение 1 

п. 2) немедленно вытекает из аксиом скалярного произведения. Проверим 

выполнение аксиомы 3). Применяя неравенство Коши – Буняковского, для 

любых Hyx ,  получаем 

=+++=++=+ 222 ||||),(),(||||),(|||| yxyyxxyxyxyx  

++++= 2222 |||||),(|2||||||||),Re(2|||| yyxxyyxx  

,||)||||(||||||||||||||2|||| 222 yxyyxx +=++  

откуда следует неравенство .|||||||||||| yxyx ++  ◄ 

Таким образом, предгильбертово пространство является нормирован-

ным пространством и поэтому на него можно перенести все понятия 

и факты, относящиеся к теории нормированных пространств. 

Предложение 3 (о непрерывности скалярного произведения). Если 

в предгильбертовом пространстве H последовательности элементов }{ nx  

и }{ ny  сходятся соответственно к элементам x и y, то 

).,(),(lim yxyx nn
n

=
→

 

Доказательство. Имеем 
=+−+−= ),(),( yyyxxxyx nnnn  

).,(),(),(),( yxyyxyxxyyxx nnnn +−+−+−−=  

Отсюда, применяя неравенство Коши – Буняковского, получаем 
||,|||||||||||||||||||||||),(),(| yyxyxxyyxxyxyx nnnnnn −+−+−−−  

и следовательно, ),(),( yxyx nn →  при .→n  ◄ 
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Предложение 4. Во всяком предгильбертовом пространстве H спра-

ведливо тождество параллелограмма 

).||||||(||2|||||||| 2222 yxyxyx +=−++  

Предложение 5. Если в нормированном пространстве H с нормой ||||   

выполняется тождество параллелограмма, то в H можно определить (при-

чем единственным образом) скалярное произведение ),,(   порождающее 

исходную норму по формуле .),(|||| xxx =   

Определение 3. Предгильбертово пространство, полное относительно 

нормы ,),(|||| xxx =  называется гильбертовым пространством. 

Пространства 2l  и )(2 TL  из примеров 1 и 3 являются гильбертовыми. 

Предгильбертово пространство ]),([2 baC  (пример 2) неполно относитель-

но нормы 

,|)(|||||

21

2








= 

b

a

dttxx  

порожденной скалярным произведением (3), и следовательно, гильберто-

вым не является. 

Определение 4. Элементы x и y предгильбертова пространства H 

называют ортогональными, если .0),( =yx  При этом пишут .yx ⊥  

Определение 5. Множество всех элементов предгильбертова про-

странства H, ортогональных каждому элементу данного множества 

,HM   называется ортогональным дополнением множества M и обозна-

чается .⊥M  

Предложение 6. Ортогональное дополнение любого множества M 

в предгильбертовом пространстве H является замкнутым линейным под-

пространством в H. 

Доказательство. Пусть ., 21
⊥Mxx  Тогда для любых чисел   и   

и любого My  имеем 

,0),(),(),( 2121 =+=+ yxyxyxx  

т. е. ,21
⊥+ Mxx  и значит, ⊥M  – линейное подпространство в H. 

Докажем замкнутость .⊥M  Пусть }{ nx  – последовательность элемен-

тов из ,⊥M  сходящаяся к .Hx  Тогда, в силу непрерывности скалярного 

произведения (предложение 3), для любого My получаем 

,0),(lim),( ==
→

yxyx n
n

 

так что ,⊥Mx  и следовательно, ⊥M  замкнуто в H. ◄ 
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Теорема 1. Пусть  L – замкнутое линейное подпространство гильбер-

това пространства H. Тогда для любого элемента Hx  существует, и при-

том единственный, ближайший к x элемент подпространства L, т. е. такой 

элемент ,Ly  что 

.||||inf|||| zxyx
Lz

−=−


 

Теорема 2. Пусть L – замкнутое линейное подпространство гильбер-

това пространства H. Тогда любой элемент Hx  можно единственным 

образом представить в виде ,⊥+= yyx  где ,Ly  .⊥⊥ Ly  При этом y яв-

ляется ближайшим к x элементом подпространства L. 

Доказательства теорем 1, 2 можно найти, например, в [9]. 

Определение 6. Система ненулевых элементов }{ e  предгильбертова 

пространства H называется ортогональной, если любые два различных 

элемента из этого набора ортогональны. Ортогональная система }{ e  

называется ортонормированной, если 1|||| =e  при всех . 

Предложение 7. Любая ортогональная система элементов }{ e  пред-

гильбертова пространства H линейно независима (см. определение 2 п. 1). 

Доказательство. Пусть neee ,,, 21   – произвольные элементы систе-

мы }{ e  и пусть 

,02211


 =+++ nneee  

где n ,,, 21   – некоторые числа. Поскольку }{ e  – ортогональная си-

стема, имеем 
0),(),( 2211 ==+++ kkkknn eeeeee   

для всех ,,2,1 nk =  и так как ,0),( kk ee  то отсюда следует, что все k  

равны 0. ◄ 

Определение 7. Пусть  ,,,, 21 keee  – ортонормированная система 

элементов гильбертова пространства H, x – некоторый элемент этого про-

странства. Числа ),( kk exc =  называются коэффициентами Фурье элемента 

x по системе }.{ ke  Ряд 


=1k
kkec  называется рядом Фурье элемента x по этой 

системе. 

Теорема 3. Пусть  ,,,, 21 keee  – ортонормированная система эле-

ментов гильбертова пространства H. Тогда: 

1) для любого элемента Hx  справедливо неравенство Бесселя 




=


1

22 ,||||||
k

k xc                                                 (4) 

где kc  – коэффициенты Фурье элемента x по системе };{ ke  
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2) для любого элемента Hx  его ряд Фурье 


=1k
kkec  сходится, причем 

элемент 


=

−=
1k

kkecxy  ортогонален всем элементам системы };{ ke  

3) для сходимости ряда Фурье 


=1k
kkec  элемента Hx  к x  необходимо 

и достаточно, чтобы выполнялось равенство Парсеваля 




=

=
1

22 .||||||
k

k xc  

Доказательство. 1. В силу ортонормированности системы }{ ke  для 

любого Nn  имеем 

=−−=− 
===

),(||||
111

2
n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk ecxecxecx  

,||||||||),(),(||||
1

22

1

2

11

2

====

−=+−−=
n

k
k

n

k
k

n

k
kk

n

k
kk cxcxecexcx       (5) 

откуда вытекает, что .|||||| 2

1

2 xc
n

k
k 

=

 Следовательно, ряд 


=1

2||
k

kc сходится 

и справедливо неравенство (4). 

2. Пусть }{ ns  – последовательность частичных сумм ряда .
1




=k
kk ec   

Тогда при nm   получаем 

.||),(||||||||
1

2

11

2

1

2

+=+=+=+=

===−
m

nk
k

m

nk
kk

m

nk
kk

m

nk
kknm cecececss  

Отсюда и из сходимости ряда 


=1

2||
k

kc  следует, что последовательность 

}{ ns  является последовательностью Коши, и так как пространство H пол-

но, то ряд 


=1k
kkec  сходится.  

Для любого ,2,1=j  при jn   имеем 

.0),(),(),(
11

=−=−=− 
==

jjj

n

k
kkjj

n

k
kk cceecexeecx  

Отсюда, в силу непрерывности скалярного произведения (см. предложе-

ние 3), получаем  

.0),(
1

=−


=
j

k
kk eecx  

3. Утверждение 3) следует из равенства (5). ◄ 
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Определение 8. Ортонормированная система элементов  ,,,1 kee  

гильбертова пространства H называется ортонормированным базисом 

в этом пространстве, если для любого элемента Hx  найдется, и притом 

единственный, набор чисел  ,,,1 kaa , для которого 

.
1




=

=
k

kkeax                                                    (6) 

Замечание. Легко видеть, что на самом деле ряд (6) является рядом 

Фурье элемента x по системе },{ ke  т. е. ).,( kk exa =  

Определение 9. Система элементов  ,,,1 kee  гильбертова про-

странства H называется максимальной, если в H не существует элемента 

,0


x  ортогонального всем элементам этой системы. 

Теорема 4. Пусть  ,,,, 21 keee  – ортонормированная система эле-

ментов гильбертова пространства H. Тогда следующие утверждения экви-

валентны: 

1) система }{ ke  является ортонормированным базисом пространства 

H; 

2) система }{ ke  максимальна; 

3) для любого элемента Hx  выполняется равенство Парсеваля 




=

=
1

22 ,||||||
k

k xc  

где ).,( kk exc =   

Доказательство. Эквивалентность утверждений 1) и 3) следует из 

теоремы 3. Докажем эквивалентность утверждений 1) и 2). 

Пусть }{ ke  – ортонормированный базис в H, Hx  и kex ⊥  для всех k. 

Тогда все коэффициенты Фурье kc  элемента x равны нулю, и значит, 

.0
1




=

==
k

kkecx


 Таким образом, система }{ ke  максимальна. 

Пусть }{ ke  – максимальная ортонормированная система в H, ,Hx  

).,( kk exc =  По теореме 3 ряд 


=1k
kkec  сходится и элемент 



=

−=
1k

kkecxy  ор-

тогонален всем элементам системы }.{ ke  Отсюда, в силу максимальности 

системы },{ ke  вытекает, что ,0


=y  т. е. .
1




=

=
k

kkecx  Следовательно, }{ ke  – 

ортонормированный базис в H. ◄ 

 

 



51 

ЛИТЕРАТУРА 
 

1. Антоневич, А.Б. Функциональный анализ и интегральные уравне-

ния: учебник / А.Б. Антоневич, Я.В. Радыно. – 2-е изд., перераб. и доп. – 

Минск: БГУ, 2006. – 430 с. 

2. Богачев, В.И. Действительный и функциональный анализ: универ-

ситетский курс / В.И. Богачев, О.Г. Смолянов. – М.–Ижевск: НИЦ «Регу-

лярная и хаотическая динамика», Институт компьютерных исследований, 

2009. – 724 с. 

3. Власова, Е.А. Элементы функционального анализа: учебное посо-

бие / Е.А. Власова, И.К. Марчевский. – СПб.: Лань, 2022. – 400 с. – (Учеб-

ники для вузов. Специальная литература). 

4. Ильин, В.А. Основы математического анализа учебник: в 2 частях / 

В.А. Ильин, Э.Г. Позняк. – 7-е изд., стер. – М.: ФИЗМАТЛИТ, 2021. – 

Часть 1. – 2021. – 648 с. 

5. Иосида, К. Функциональный анализ / К. Иосида; пер. с англ. и пре-

дисл. В.М. Волосов. – Изд. 2-е. – М.: ЛКИ, 2007. – 624 с. – (Физико-

математическое наследие: математика (функциональный анализ)). 

6. Кириллов, А.А. Теоремы и задачи функционального анализа: учеб-

ное пособие для вузов / А.А. Кириллов, А.Д. Гвишиани. – 2-е изд., перераб. 

и доп. – М.: Наука, 1988. – 400 с. 

7. Колмогоров, А.Н. Элементы теории функций и функционального 

анализа: учебное пособие / А.Н. Колмогоров, С.В. Фомин. –  Изд. 7-е. – 

М.: ФИЗМАТЛИТ, 2009. – 572 с. 

8. Люстерник, Л.А. Краткий курс функционального анализа: учебное 

пособие / Л.А. Люстерник, В.И. Соболев. – 2-е изд., стер. – СПб.: Лань, 

2022. – 272 с. – (Учебники для вузов. Специальная литература). 

9. Треногин, В.А. Функциональный анализ: учебник / В.А. Трено-

гин. – 4-е изд. – М.: ФИЗМАТЛИТ, 2007. – 488 с. 

10. Хелемский, A.Я. Лекции по функциональному анализу / А.Я. Хе-

лемский. – 3-е изд., стер. – М.: МЦНМО, 2024. – 560 с. 

11. Шлапаков, С.А. Теория функций действительного переменного: 

методические рекомендации / С.А. Шлапаков, С.М. Бородич. – Витебск: 

ВГУ имени П.М. Машерова, 2013. – 51 с. 



 

 

 

 

 

Учебное издание 

 

БОРОДИЧ Сергей Митрофанович 

КАВИТОВА Татьяна Валерьевна 

 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 

 

Курс лекций  

 

 

Технический редактор Г.В. Разбоева 

Компьютерный дизайн Л.В. Рудницкая 

 

 

Подписано в печать              .2024. Формат 60х84 1/16. Бумага офсетная.  

Усл. печ. л. 3,02. Уч.-изд. л. 3,32. Тираж          экз. Заказ            . 

 

Издатель и полиграфическое исполнение – учреждение образования 

«Витебский государственный университет имени П.М. Машерова». 

 

Свидетельство о государственной регистрации в качестве издателя,  

изготовителя, распространителя печатных изданий 

№ 1/255 от 31.03.2014. 

 

Отпечатано на ризографе учреждения образования 

«Витебский государственный университет имени П.М. Машерова». 

210038, г. Витебск, Московский проспект, 33. 


