
 229 

вия в сечениях x = 0; l (l – длина стержня) в перемещениях имеют вид:  

 , , 0k k x k xxw u w    1, 2k  . (3) 

Решение задачи. Решение системы дифференциальных уравнений (2) 

предполагаем в виде разложения в тригонометрические ряды, которые автома-

тически удовлетворяют граничным условиям опирания на жесткие опоры (3):  
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 (4) 

После подстановки перемещений (4) и нагрузки в систему (2) получим 

систему линейных алгебраических уравнений, решая которую любым из стан-

дартных методов, получим коэффициенты 1 2 1 2, , ,m m m mU U W W  разложения в 

ряд искомых перемещений. 

Частные случаи. В качестве примера рассматривается изгиб трехслой-

ного стержня под действием равномерно распределенных и сосредоточенных 

нагрузок, приложенных к внешней плоскости первого слоя: 

1. На стержень действует локальная поверхностная нагрузка, равномерно 

распределенная до сечения x b l  . Ее можно представить в аналитическом 

виде с помощью функции Хевисайда  0H x . 

2. На стержень действует погонная поперечная сила 0 constQ  , прило-

женная в сечении на расстоянии a  от начала координат. 

3. На трехслойный стержень в сечении x a  действуют поперечный мо-

мент интенсивности 0= constM . 

Проведен численный анализ полученных решений. 
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Постановка задачи. Рассмотрим тонкую круговую цилиндрическую 

оболочку длины L, состоящую из N изотропных слоев, характеризующихся 

толщиной kh , модулем Юнга kE , плотностью k  и коэффициентом Пуассона 

k , 1, 2, ,k N . В качестве исходных используем уравнения, основанные на 

гипотезах, сформулированных Э. И. Григолюком и Г. М. Куликовым [1]: 
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Здесь   – оператор Лапласа в криволинейной системе координат 1 , 2 ; 

E,  ,   – осредненные модуль Юнга, коэффициент Пуассона и плотность ма-

териала соответственно; h – толщина оболочки; F ,   – функции напряже-

ний и перемещений; W

– нормальный прогиб; 0

12T  – усилие сдвига, вызванное 

кручением оболочки; 2R  – радиус кривизны; параметры 3 ,  , b , определя-

ются по формулам [1]. 

Переменность физических и геометрических характеристик материала, 

из которого изготовлена оболочка, непостоянство радиуса кривизны, зависи-

мость длины оболочки от окружной координаты являются причиной появле-

ния на поверхности оболочки «наиболее слабых» областей, которые приводят 

к сильной локализации форм потери устойчивости.  

Для описания локальной бифуркации безмоментного напряженного со-

стояния, используем систему полубезмоментных уравнений слоистых оболо-

чек, записанную в безразмерном виде [13]: 
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где 2 4F F EhR  , R    – безразмерные функции напряжений и пере-

мещений;   – оператор Лапласа в криволинейной системе координат υ, s; 

0   – параметр нагружения, который связан с усилием сдвига 
0 5 0

12 3T Еh t   ;   – малый параметр, характеризующий относительную тол-

щину оболочки, и имеет вид [2]: 

   8 2 2 2
3 12 1h R    . (3) 

Здесь  ,   – параметры, учитывающие осредненные эффекты поперечных 

сдвигов и вводятся по формулам [2]: 

 2 2K     , 2 3K    , , 1   при 0 , (4) 

При построении основного напряженного состояния с точностью до ве-

личины порядка 2  при 0s  ,  s l   нужно удовлетворить условиям [4]: 

 0F    , при  0,s l  . (5) 

Задача состоит в определении наименьшего 0  , для которого краевая 

задача (2), (5) имеет ненулевое решение. 

Асимптотическое решение. Считаем, что вследствие переменности 

геометрических параметров, оболочка теряет устойчивость локально, в 

окрестности некоторой «наиболее слабой» образующей 0   . 

Согласно методу, предложенному в [4], выполним растяжение масштаба 
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в окрестности линии 0   : 

 1 2
0     . (6) 

Решение задачи (2), (5) будем искать в виде [4]: 
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где  ,j s  ,  ,jf s  – полиномы по  , имеющие достаточное число раз 

дифференцируемые по s коэффициенты. Параметр q характеризует изменяе-

мость решения в окружном направлении и должен быть вещественным, а 

мнимая часть числа a, характеризующего скорость затухания амплитуды волн 

при удалении от линии 0   , должна быть положительной: 0q  ,  Im 0a  . 

Подставим анзатц (7) в систему уравнений (2) и приравняем к ну-

лю коэффициенты при одинаковых степенях 1/2 . В результате полу-

чим реккурентную последовательность дифференциальных уравнений 
и последовательность соответствующих граничных условий из рас-

смотрения которых находим неизвестные функции  ,jf s  ,  ,j s   и 

числа q , a, 0  и n . 
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