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ВВЕДЕНИЕ 
 

Методические рекомендации предназначены для проведения лабора-

торных занятий и организации самостоятельной работы студентов второго 

курса математического факультета специальности «информационные си-

стемы и технологии (в здравоохранении)», изучающих дисциплину «До-

полнительные главы высшей математики».  

Учебное издание охватывает разделы, посвященные дифференци-

альным уравнениям, системам дифференциальных уравнений и криволи-

нейным интегралам. Весь материал  разбит на 16 параграфов, что в сред-

нем соответствует количеству часов, предусмотренных учебной програм-

мой на проведение лабораторных занятий по данной дисциплине. Каждый 

параграф состоит из 3 пунктов. В пункте I – «Контрольные вопросы и за-

дания» – содержатся вопросы по теоретическому материалу. Цель – по-

мочь студенту самостоятельно разобраться в теоретическом материале, 

выделить наиболее важные места, без которых невозможно осмысленное 

решение задач.  В пункте II – «Примеры решения задач» – разобраны 

наиболее типичные примеры, демонстрирующие применение на практике 

результатов теории.  Эти два пункта студенты должны разобрать самосто-

ятельно при подготовке к занятию по данной теме.  В пункте III приведены 

задания для лабораторных работ.   

Издание может быть полезно студентам специальности «программ-

ная инженерия» (дисциплина «Современные главы высшей математики»), 

а также других специальностей, изучающих высшую математику. 
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1. Основные понятия.  

Решение дифференциального уравнения.  

Изоклины 
 

 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Какое уравнение называется дифференциальным? 

2. Что называется порядком уравнения?  

3. Дайте определение решения дифференциального уравнения.  

4. Какое уравнение называется простейшим дифференциальным 

уравнением первого порядка и как записать его решение?  

5. Что называется общим решением уравнения? 

6. Что такое интегральная кривая ОДУ? 

7. Дайте понятие поля направлений.   

8. Что называется изоклиной? 
 

 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Показать, что функция 
хС

еСy 2

1 является решением 

уравнения 2)(yyy  . 

Решение. Функция 
хС

еСy 2

1  определена и дифференцируема на 

всей числовой прямой. Найдем y и  :y   ,2

21

хС
еССy    .22

21

хС
еССy   

Найденные значения подставим в уравнение:  

хС
еС 2

1 ∙ хС
еСС 22

21 = 2

21 )( 2 хС
еСС . 

Получили тождество. Значит, данная функция является решением уравне-

ния. 

 

Пример 2. Найти решение уравнения y=2x.  

Решение.  Его общее решение есть функция y=x
2
+C ,  которая задана 

на всей плоскости Oxy. Так как при подстановке этой функции и ее произ-

водной в уравнение получаем тождество. 

Пример 3. Найти поле направлений уравнения   
dy

dx
 =

x

y
  и прибли-

зительно изобразить интегральные  кривые.  

Данное уравнение задано всюду, кроме точки  (0, 0).  Пусть функция 

y = y (x, C) является общим решением дифференциального уравнения. Эта 

функция задает семейство интегральных кривых на плоскости.  Тогда 
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dy

dx
 = k – угловой коэффициент касательных  к данным кривым, следова-

тельно,   k  =  tg =
x

y
 . Рассматриваем различные значения угла  .  

1)  –
y

x
 = 0 ,  у = 0 ,  (х0 ), = 0 ;  

2)  –
y

x
 = 1 ,  y = – x ,  =



4
 ;  

3)  –
y

x
 = – 1 ,  y = x ,  = –



4
 ;  

4) –
y

x
 = ‒ 2 ,  y = 2 x ,  = arctg 2 ;  

5) –
y

x
 = 2 ,  y = ‒ 2 x ,  = – arctg 2 .  

Все эти значения изображены на 

рисунке 1. Из рисунка можно заметить, 

что интегральные кривые – это окружно-

сти  x
2
+ y

2
= C. 

 

III. Задачи и упражнения для лабораторных работ 
 

Показать, что функции у = у(х), зависящие от произвольных посто-

янных, являются решениями соответствующих уравнений. Указать макси-

мальный интервал, на котором задано это решение. 

1. 
21 C

C
Cxy


 ;                   

21 y

y
yxy




 . 

2.  y = C1cos 2x + C2sin 2x;           y  +4y = 0. 

3.  y = C1cos 2x + C2sin 2x +x/4;            y  +4y = x. 

4.  y = C1cos 2x + C2sin 2x +e
2x

;            y  +4y = 8e
2x

. 

          5. 21 xCxy  ;                                  0)1()1( 2  dyxdxxy . 

Составить дифференциальные уравнения семейства кривых. 

6. x
2
 + y

2
 –Cx = 0.                            7. y=sin x +Ccos x.   

8. y = e
Cx

.                                        9. y=Cx
3
.      

 

 

 

Рис. 1 

x 

y 
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Проинтегрировать простейшие уравнения. 

10.  
24

3




x

x
y .     11.   xxy cos .  

12. 
x

x
y

1ln 2 
 .        13. 

1cos

sin
2 


x

x
y .  

14.   xy arctg .                                15. 
x

xx
y

322 
 . 

16.  xey x cos   

С помощью изоклин начертить (приближенно) решения данных урав-

нений. 

17. 
x

y
y  ; 18. 

y

x
y  ; 

19. 
x

y
y

2
 ;                                              20. 

yx

yx
y




 . 

 
 

2. Уравнения с разделёнными и 

разделяющимися переменными 
 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Уравнение какого вида называется дифференциальным уравнени-

ем с разделёнными переменными?  

2. Каким образом можно записать общий интеграл уравнения с раз-

делёнными переменными?  

 3. Уравнение какого вида называется дифференциальным уравнени-

ем с разделяющимися переменными?  

4. Как найти общий интеграл уравнения с разделяющимися перемен-

ными?  
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти общий интеграл или  общее решение дифференци-

ального уравнения  

2xe dx +  
1

y
 dy = 0  ( y > 0).  

Решение. Общий интеграл уравнения 




x
xe

0

2

dx + 
y

y1

1
dy = C       


x

xe
0

2

dx  +  lny = C .  
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 Общее решение имеет вид  






x
x dxeС

ey 0

2

 .  

Для того, чтобы найти частное решение уравнения, необходимо за-

дать начальное условие задачи. Пусть дано начальное условие:  y
 
(0) = 1. 

Найдем значение постоянной С из равенства  




0

0

2xe dx  +  ln1 = C   или  С = 0. 

Тогда, решение задачи Коши можно будет найти из равенства  




x
xe

0

2

dx  +  lny = 0 или 






x

x dxe

ey 0

2

. 

Пример 2. Найти общий интеграл уравнения dxxdyy 2)1(  . 

Решение. Проинтегрируем уравнение  Cdxxdyy  
2)1(  ,  

следовательно, общий интеграл уравнения имеет вид  C
xy

y 
32

32

.  

Пример 3.  Найти общий интеграл уравнения 

2x ydx  +  (1 – x
2
)dy = 0  ( y0).  

Решение. Разделяем переменные и интегрируем: 

2x

1 – x
2 dx

 
+

 dy

y
 
 
=

 
0 ,  (1 –  x

2 
≠

  
0, y 

 
≠

  
0). 


 

2x

1 – x
2 dx + 

 
dy

y
 = C .  

Общий интеграл: 

– ln
 
| 1 – x

2
| + 2 y = C .  

Мы делили на 1 – x
2
. Поэтому следует отдельно рассмотреть случай    

1 – x
2
= 0 .  Получаем решения  x = 1  и  x = – 1  ( у ≠

 
0). Проверьте самостоя-

тельно подстановкой, что это действительно решения уравнения. Кроме 

этого, решением является функция у = 0 (х1, х− 1). Это решение являет-

ся особым. 

В тех точках, где  2х y = 1 – x
2
= 0  поле направлений не определено.  

Это точки  (1,  0)  и  (–1, 0). Это существенно особые точки. К ним примы-

кают решения  y = 0 ,  x = 1  и  x = – 1 . Тем не менее, решения через эти 

точки не проходят. 
 

Предположим, что поставлено условие: найти интегральную кривую, 

которая проходит через точку  M
 
(0, 1). Подставляем в общий интеграл  

x = 0  и  y = 1 . Найдём  C = 2 . Из равенства 
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– ln| 1 – x
2
| + 2 y = 2   

можно получить решение в явном виде:  

2 y = 2 + ln| 1 – x
2
|      y =  .|1|ln

2

1
1

2

2








 x

 

 

III. Задачи и упражнения для лабораторных работ 
 

 Найти общее или частное решение (общий или частный интеграл)  

дифференциального уравнения: 

1.    .1)0(;021 22  yxyyx                  

2.   ;2yyyx           .5.0)1( y            

3.  ;2ctg  yxy     .1)0( y       

4.  ;cos xyy   .1)0( y  

5.  .yxey   6. .22 xyxyy     

7.  .22 22  yyyx                                 

8. .0)1())(1( 22  dyydyedxey yx                

9. .011 22  dyxydxyx                 

10.    .0)( 2222  dyyxxdxxyy                           

11. .2334 22 dxxyydyxydyxdx                 

12.  .011 22  xyyyx                         

13.  .4 22 ydyxydydxy   

14. .3266 22 dxxyydyxydyxdx   

15. 023 22  dyxydxyx . 

16.   .05 22  dxyedye xx   

17.  dxxyydyxydyxdx 22 2366  . 

18.  .0)4(  dxedyey xx  

19.  .04 22  xxyyx  

20. /0)2222()1( 2222  dyxyxxyyxdxxyxy  

 

 

3. Однородные уравнения 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте определение однородной функции степени  m.  

2. Уравнение какого вида называется однородным?  

3. Как найти решение однородного уравнения? 
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4. В каком случае является однородным уравнение вида 
dy

dx
  = f

 
(x, y)? 

 
II. Примеры решения задач 

 

Пример 1.  Найти общее решение уравнения  

(y
2
 −2xy)dx + x

2
dy = 0 .  

Решение. Покажем, что данное уравнение является однородным. 

Находим   

P
 
(tx, ty) = (ty)

2
−2 txty=t

2
(y

2
 −2xy) = t

2
P(x,y), 

Q(tx, ty)=(tx)
2
=t

2
x

2
 = t

2
Q(x,y). 

Так как функции  P (x, y)  и  Q (x, y)  являются однородными одной и 

той же степени, то рассматриваемое уравнение является однородным.  

Сделаем подстановку y
 
=

 
ux , где u

 
=

 
u

 
(x) – новая неизвестная 

функция. Тогда  dy  =  udx + x du. Подставим u
 
=

 
u

 
(x)  и  dy  в уравнение: 

((ux)
2
 −

 
2xux)dx + x

2
( udx + x du ) =  0 .  

Пусть  0х , сократим полученное равенство на х
2
. Получаем 

(u
2
− 2u)dx +

 
(udx + x du) =  0 ,  или       (u

2
− u)dx + x du  =  0 .  

Разделив переменные и проинтегрировав уравнение, получаем 

ln |x| + ln
| y – x |

| y |
 = ln |C|      или    

х(y – x)

y
 =

 
С . 

Это общий интеграл уравнения.  Решение  x = 0  (у0)  является част-

ным решением. 

 

Пример 2. Найти общее решение дифференциального уравнения  

yxyyx  22  . 

Решение. Разделим обе части уравнения на х, получим 

x

уxy
y




22

 или 
x

y

x

y
y 








 1

2

 , 

Рассмотрим функцию 

.1),(

2

x

y

x

y
yxf 








  

 

Так как   
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),(1),(

2

yxf
tx

ty

tx

ty
tytxf 








 , 

то уравнение  является однородным. Сделаем подстановку y= ux, где u – 

новая искомая функция. Тогда uxuy  .  Получим 

uuuxu  12           или            12  uxu . 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Разделив их, полу-

чим  

x

dx

u

du


12
  ( 0х );              


12 1

C
x

dx

u

du
,    RC 1 ; 

xeuuCxuu
C11;ln1ln 2

1

2  ; 

 }0{\,1 12 RCeCCxuu
C

 ; 

Cx
x

y

x

y









 1

2

;          222 Cxyyx  . 

Это общий интеграл уравнения. Проверим, не потеряли ли мы реше-

ние x = 0. Подставляя в уравнение, получаем:  

yy  20 ;       yy 0 . 

Если y 0  то 0  0, т.е. x = 0 является решением уравнения в 

полуплоскости  y 0 . 
 

III. Задачи и упражнения для лабораторных работ 
 

Найти общее решение или общий интеграл уравнения. 

1. .
22

xy

xy
y


                            2.  .1

2

y

x

x

y
y 








  

3. .7
2


x

xy
y                                4.  .

3
2

2

x

xxy

dx

dy 
  

5.  .5
x

y
y                                   6.  .)( 222 dxxxyydyx   

7.  .3
3

2


x

yx
y                               8.  .

43
2

2

x

xxy
y


  

9.  .0222  xxyyyx               10.  .2)( 22 xydydxyx   
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11.  .
2

23
22

23

xy

yxy
yx




                      12. 

yx

yx
y




  

13.  .22 yyxyx                      14. .662
2

2


x

y

x

y
y  

15.  .
22

43
22

23

xy

yxy
yx




             16. .

2

2

yx

yx
y




  

17.  .483
2

2


x

y

x

y
y                     18. .2 22 yyxyx   

19.  .
22

2
2

22

xyx

yxyx
y




                   20. .2 22 yyxyx   

 

 

4. Линейные уравнения 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Уравнение  какого вида называется  линейным  дифференциаль-

ным уравнением  первого порядка?  

2. В каком случае оно называется линейным однородным, а в каком 

линейным неоднородным? 

3. Как записать решение однородного уравнения? 

4. Как найти решение неоднородного уравнения а) методом Лагран-

жа; б) методом Бернулли? 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти решение дифференциального уравнения  

x
x

exyyx

1

22


 . 

Решение. Это линейное уравнение относительно y. Рассмотрим вна-

чале однородное линейное уравнение 02  yyx  Это уравнение с разде-

ляющимися переменными. Разделив их, получим  

   122
;0 C

x

dx

y

dy

x

dx

y

dy
; 

1

1
ln C

x
y  ;         xCx

C

eeey

11

1
1 

  ; 

 }0{\;1

1

RCeCCey
Cx 



. 
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Частное решение неоднородного линейного уравнения найдем мето-

дом вариации произвольных постоянных (методом Лагранжа), т.е.  поло-

жим xexCy

1

)(


 , тогда xx e
x

xCexCy

1

2

1
1

)()(


 . 

Подставим это в уравнение. 

x
x

xxx exexCe
x

xCexCx

1

2

11

2

1

2 )(
1

)()(















 . 

xexC  )( ;            CdxexC x  )( ;         CexC x )( . 

Общее решение уравнения  имеет вид 

  x
x

xxx eCeeCey

111


 . 
 

Пример 2.  Найти общее решение дифференциального уравнения  

y   
y

x
 =2xex

 (x0). 

Решение. Делаем замену  y=u·v, y= u·v + u·v. Тогда 

u·v+u·v
uv

x
 =2xex

,     u·v+u(v 
v

x
 
)=2xex

. 

Приравниваем выражение в скобках к нулю и получаем систему 

дифференциальных уравнений 












.2

,0

xxevu
x

v
v

 

Из первого уравнения системы находим одно из решений. 

v 
v

x
 =0 ,       

dv

dx
 =

v

x
 ,      

dv

v
 =

dx

x
 ,       

dv

v
 = 

dx

x
 , 

ln|v | = ln|x | + ln|С | ,   

ln|v | = ln(|x | |С |) ,   v= Сx. 

В качестве  С  берём любое число, например 1, т.е. нас устраивает 

решение    v= x. Теперь для нахождения функции  u(x)  мы  используем 

второе уравнение, где  v= x. Получаем уравнение 

u·x=2xex
,    u=2ex

,      u=2 ex
dx,     u=2ex

+С. 

Находим общее решение y=u·v =x(2ex
+С). 

Ответ:  y=x(2ex
+С). 
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III. Задачи и упражнения для лабораторных работ 
 

Найти общее решение (общий интеграл) или частное решение (част-

ный интеграл) дифференциального уравнения. 

1.   0)0(;022
2

 ydydxxyxex .       

2. .2)2( 2 yyyx                   3. .sin 2yyxxy       

4. .2)2( yyxe y                    5. .ln4)2( ydyydxdyyx   

6. .0
cos

1









 dx

x
ytgxdy            7.   .02 4  xdydxyx  

8. .2 xexyy                               9. .
3 2yx

y
y


  

10.    .11;
2

2  yx
x

y
y  11.   .1;

1
eye

x

x

x

y
y x 


  

12.   .11;3  yx
x

y
y  13.   .41;

12
3

 y
xx

y
y  

14.   .
1

;sin


  yx
x

y
y  15.   .

6

5
1;

2 3 
 yxy

x
y  

16. .
2

1

4
;cos2 











yxytgxy        

17. .4)2(;12)1( 2  yxxyyxx  

18. .0)0(;2sin
2

1
cos  yxxyy  

19 .
2

3
)1(;2

2

2 


 yxx
x

y
y        

20. .1)0();1(
1

1



 yxe

x
y x         

 

 

5. Уравнение Бернулли 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Уравнение  какого вида называется  уравнением  Бернулли?  

2. Какой подстановкой решается уравнение Бернулли? 

3. Как найти решение этого уравнения методом Бернулли? 
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II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти общее решение уравнения yxyyx 24  . 

Решение. Разделим обе части уравнения на х: yxy
x

y 
4

. Это 

уравнение Бернулли. Здесь 
2

1
,)(,

4
)(  nxxq

x
xp . Преобразуем урав-

нение, разделив его на y : xy
xy

y


 4
.  

 Положим  yz  , тогда z
y

y

y

y
z 


 2,

2
.  Следовательно, 

xz
x

z 
4

2  или 
2

2 x
z

x
z  .  Отсюда  




 dxe
x

eeCz
dx

x
dx

x
dx

x

222

2
 

 или  

  xxxC
x

dx
xxCz ln

2

1

2

2222
 

,ln
2

1
2

222








 xxxCzy  

0y  – особое решение. 
 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 

y + 2e
x
y = 2e

x
y. 

Решение.  Для данного уравнения  n  =  
1

2
 . Решим его методом Бер-

нулли, с помощью подстановки: y = u·v,    y  =  u·v  +  u·v. 

u·v  +  u·v  + 2e
x
u·v  = 2e

x
y.  

    u·v  +  u(v  + 2e
x
v)  =  2e

x
y.  

Приравниваем скобку к нулю и решаем получившееся уравнение: 

dv

dx
 = – 2 e

x
v,           

dv

v
 = – 2 e

x
dx,   

  
dv

v
 = – 2 e

x
dx,       ln |v | = – 2 e

x
. 

Произвольную константу считаем равной 0,  поскольку нас интере-

сует только одно частное решение  v = e– 2 e
x

 . 
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Теперь получаем новое уравнение 

u·e– 2 e
x

= 2e
x

y       u= 2 e
xe

2e
x

 
xeue 2

. 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Разделяем пере-

менные и интегрируем 

xexee
u

du
2 ;      

122 Ceeu
xex  ;       

2)( Ceeu
xex  . 

Ответ:  y = u·v=e– 2 e
x

2)( Cee
xex  .  

 

III. Задачи и упражнения для лабораторных работ 

 

Найти общее решение (общий интеграл) или частное решение (част-

ный интеграл) дифференциального уравнения. 

1. .
1 2

yxy
x

x
y 


                2. .33 xyyxy   

3. .22 33 yxxyy                    4. .1)1(;ln2  yxyyyx  

5. .03 32  xyyy                 6. .0)0(;2  yxyyy  
7. .0)0(;2  yyyyx          8. .0)0(;2  yxyyyx      

9. .
2sincos

2
2 yayx

x

dy

dx


         

10. .3)1(;ln)(3 2  yxyyyx  

11. .1)1(;ln)2(ln2  yxxyyyx        

12. .1)0(;223
222   yexyxyy x

 

13. .2)0(;)1()(2 2   yyexxyy x

        

14. .3)1(;)(3 2  yxyyyx  

15. .2)0(;22 33  yyxxyy  

16. .
2

1
)0(;2 2  yxyyy  

17. .1)1(;ln2  yxxyyyx  

18. .0)0(;)(9 3

2

252  yyxxyxy         

19. .1)0(;)cos32(cos32 12   yyxexy x
 

20. .1)0();sin1(coscos2 1   yxxyxyy  
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6. Уравнения в полных дифференциалах 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Уравнение  какого вида называется  уравнением  в полных диффе-

ренциалах?  

2. Какая функция является общим интегралом уравнения в полных 

дифференциалах и как ее восстановить?                                                                                                                                                                                                                                                                                                

3. Как найти решение этого уравнения с помощью криволинейного 

интеграла? 

 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Найти общее решение уравнения  

     01
2222




















 yx

ydy
dx

yx

x
. 

Решение.   P (x, y) = 1
22


 yx

x
 ;   Q (x, y) =

22 yx

y


 . 

Проверим, является ли это уравнение  уравнением в полных диффе-

ренциалах. Для этого найдем 

 322 yx

xy

y

P







;    

 322 yx

xy

x

Q







 т.е.  

x

Q

y

P









, 

следовательно, это уравнение  есть уравнение в полных дифференциалах. 

Тогда существует функция u = u (x, y) такая, что 

dy
y

u
dx

x

u
dyyxQdxyxPdu









 ),(),( . 

Следовательно, функции  P (x, y) и  Q (x, y) удовлетворяют системе урав-

нений 




















).,(

,),(

yxQ
y

u

yxP
x

u

                




























.

,1

22

22

yx

y

y

u

yx

x

x

u

 

Функцию u (x, y) можно найти интегрируя второе уравнение системы 

dx
yx

x
yxu  
















 1),(

22
= )(22 yCxyx  , 
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где )(yC некоторая функция, зависящая только от  у. Дифференцируя  по-

лученное равенство по у и приравнивая коэффициент при dy, получим 

2222
)(

yx

y
yС

yx

y





 , 

откуда 0)(  yС , а тогда 1)( CyС  ,      

1

22),( Cxyxyxu  . 

Полагая Cyxu ),( , найдем общий интеграл: .22 Cxyx   

 

III. Задачи и упражнения для лабораторных работ 
 

Найти общее или частное решение (общий или частный интеграл) 

дифференциального уравнения. 
 

1.   .0)2(2 2222  yyxyyxx  

2. .1)1(;0
32
4

22

3



 ydy

y

xy

y

xdx
   

3.     .09264 232  xdxxyydyxy  

4.    .0)46(63 3222  dyyyxdxxyx  

5.   .0)2(sec22  dytgxxydxxyy  

6. .0)cos()sin3( 32  dyyxdxxyx  

7. .0
3

2
2

2

2 
















 dy

y

x
yxdx

y

x
xy  

8. .0
2222




















 yx

xdy
dxe

yx

x x  

9. .0
231

34

2

2









 dy

x

y
dx

x

y

x
 10.   .0ln3  dyxydx

x

y
 

11. .0
2

2




 dy
y

yx

y

dx
 12. .0

1
2




 dy
x

xy
dx

x

y
 

13. .0
1

2









 dy

x
dx

x

y
xex

  
14. .0)(cos  dyxeydxe yy

 

15. .0sin
sin

cos
5

sin

1
10 32

2

2 
















 dyyy

y

yx
xdx

y
xy  
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16. .0
1

sinsin
1

coscos 
















 dx

x
xyydy

y
xyx  

17.   .1)1(;012 22  ydyyxdxyxx  

18.    .0)0(;0cos22sin1 22  yxdyydxxy  

19. .0
111

22222




































dy

y

x

yyx

y
dx

yxyx

x
 

20. .0)0(;0cos)cos(sin 2  yxydyxdxxxyxy  

 

 

7. Дифференциальные уравнения высших порядков, 

 допускающие понижение порядка 
 

 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Какое уравнение называется простейшим дифференциальным 

уравнением п-го порядка и как найти его общее решение?  

2. Как понизить порядок  дифференциального  уравнения, которое не 

содержит в явном виде искомую функцию и ее производные до порядка k−1 

включительно?   

3. Как понизить порядок  дифференциального  уравнения, которое не 

содержит в явном виде переменную х?   
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти частное решение дифференциального уравнения  

y=sin x,  удовлетворяющее начальным условиям  y(0)=0, y(0)=1. 

Решение.       y=  sin x dx = cos x + C1, 

y= ( cos x + C1)dx = sin x + C1x + C2. 

Мы нашли общее решение. Подставляем теперь в него начальные 

данные. 

0= sin 0 + C1·0 + C2 ,       1 = cos 0 + C1. 

Получаем систему линейных уравнений относительно неизвестных  C1 

и  C2, из неё находим C1=2, C2=0 . Подставляем эти значения в общее ре-

шение, получим частное решение  y= sin x + 2 x . 
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Пример 2.  Найти общее решение дифференциального уравнения    

y=
y

x+4
 . 

Решение. Это уравнение в явном виде не содержит искомую функ-

цию у=у(х).  Обозначаем  y= p (x), тогда  y= p (x). Получаем дифференци-

альное уравнение 

p=
p

x + 4
          

dp

dx
 =

p

x + 4
 . 

Решаем его:   
dp

p
 =

dx

x + 4
 ,           ln |p |= ln |x+4 |+C0. 

eln |p |
= eln |x + 4 | + C0,         |p | = |x+4 | ·eC0,     p=eC0(x+4). 

Мы можем обозначить  e
C0, как новую постоянную  C1 (C1≠0). Итак,   

p=С1(x+4). 

Теперь решаем уравнение   

y= С1(x+4). 

dy

dx
 =С1(x+4),      dy = С1(x+4)dx,     y = С1 (x+4)dx,  

y = С 1

(x+4)
2

2
 +

 
C2. 

Величина  C1/2  это тоже постоянная величина, которую снова 

можно обозначить как  C1. Заметим, что при делении на z мы теряем реше-

ние у=С, которое можно включить в формулу общего решения при C1=0. 

Общее решение имеет вид  y = С1(x+4)
2
+ C2. 

Пример 3.  Найти частное решение дифференциального уравнения 













.2)0(

;1)0(

;02 42

y

y

yyyy

 

Решение. Это уравнение второго порядка, не содержащее независи-

мой переменной. Порядок уравнения можно понизить, сделав замену 

yp  ,  где )(ypp   – новая  неизвестная функция. Тогда ppy   и по-

лучим уравнение 

02 42  ppppy . 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Решаем его 

.0
2

42


 y

dy

pp

pdp
 (y=0; p=0?). 
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;
2

42
C

y

dy

pp

pdp



     ;||ln

2
ln

2

2

Cy
p

p



 

;
1

||
2

|2
ce

p

yp



    ;

1
22

2

yC
p

p



   )

1
( 1 ce
C  ;    

1

1

1 


yc
p . 

Согласно произведенной замене  

1

1

1 


yc
y ; 11  yc  dy= dx;      

2

3

1

1

)1(
3

2
CxyC

C
 . 

Учитывая начальные условия, найдем 1C  и 2C . Так как 1)0( y , 

,2)0( y то  получаем систему уравнений 

















.
1

1
2

,)1(
3

2

1

2

3

1

1

C

CC
C

 

Решая систему, получим 
4

5
1 C ,   

15

1
2 C .  Подставляя постоянные в 

общее решение, получим частное решение дифференциального уравнения  

5

4
)115(

15

1
3

2

 xy . 

Потерянные решения ,0y  а также 0p  или Cy    не удовлетворя-

ют начальным условиям.  
 

III. Задачи и упражнения для лабораторных работ 
 

Проинтегрировать уравнения или найти частное решение, удовле-

творяющее поставленным начальным условиям или граничным условиям. 

1. 2 xy . 2. xy sin . 

3. .0)1(;0)1(;2  yyy  4. .0)0(;0)0(;6  yyxy  

5. .0)0(;0)0(;0)0(;   yyyey x  6. .1)2(;0)1(;1  yyy  

7. 0)1(  yyx ; 2)0(,1)0(  yy .      8. .)( 22 yyx     

9. 1)(2 2  yyyx . 10. .12  yxyx  
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11. 
x

y
y IV 

 . 12. yyxy  2)( 3 .         

13. 022  yyy .  14. 38yy  . 

15. 4)4(;1)4(;32 3  yyyy .  

16. 0643 yy ; 2)0(;4)0(  yy .  

17. 0 IVV yxy .      18. 2)(yy  .  

19. 022  yxctgy . 20. yyx  2tg .   

  

                         

8. Линейные однородные дифференциальные уравнения  

n-го порядка с постоянными коэффициентами 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Какое уравнение называется линейным однородным уравнением 

порядка п с постоянными коэффициентами?  

2. В каком виде ищут решение этого уравнения?  

3. Какое уравнение называется характеристическим уравнением для 

дифференциального уравнения порядка п с постоянными коэффициентами? 

4. Как называют корни характеристического уравнения? 

5. Что такое фундаментальная система решений? 

6. Как записать общее решение линейного однородного уравнения 

порядка п с постоянными коэффициентами в зависимости от корней харак-

теристического уравнения? 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти частное решение дифференциального уравнения 

y+3y10у= 0, удовлетворяющее начальным условиям y(0)=14, y(0)=0. 

Решение.  Для того, чтобы найти частное решение данного диффе-

ренциального уравнения, необходимо найти его общее решение.   

Составляем для него характеристическое уравнение:  

λ
2
+3λ10=0.  

Корни этого уравнения действительные и различны:  λ1=2, λ2=5. 

Тогда фундаментальная система решений: e
2х

,  e
5х

. Общее решение диф-

ференциального уравнения: 

y =C1e
2х

+C2e
5х

 

Находим частное решение. Для этого надо найти значения постоян-

ных С1 и С2, удовлетворяющие начальным условиям. Для того чтобы найти 
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постоянные  C1  и  C2, используем начальные данные:  y(0)=14, y(0)=0.  Но 

сначала надо найти производную y: 

y =2C1e
2x
5C2e

5x
. 

Подставляем начальные данные в у и y. Учитывая, что e
0
=1, получа-

ем систему линейных уравнений: 




 
14=C1+C2,

0=2C15C2.
     C1 = 10,  C2 = 4 . 

Тогда частное решение имеет вид  y =10e
2х 

+ 42e
5х

. 

Пример 2.  Найти общее решение дифференциального уравнения  

y2y+5y=0. 

Решение.  Составляем характеристическое уравнение: 

λ
2
2λ+5=0 . 

Дискриминант  D=2
2
4·5=16,  D

 
=

 
4i,  корни характеристическо-

го уравнения комплексно-сопряженные:  1=1+2i , 2=12i   (  =  1 ,  

 = 2 .  Тогда фундаментальная система решений имеет вид:   ex
cos2x,  

ex
sin2x.  

Общее решение   y = ex
(C1cos2x+C2sin2x) .  

Пример 3. Найти общее решение линейного дифференциального 

уравнения с постоянными коэффициентами:  

y
IV

– 15y = 0. 

Решение. Составляем характеристическое уравнение и находим его 

корни:    


4
– 15 = 0;   (– 2)(+ 2)(

2
+ 4) = 0; 

      1λ 2 , 2λ 2  , 3λ 2i , 4λ 2i  . 

Действительным корням характеристического уравнения соответ-

ствуют линейно независимые решения  ,2

1

xey   xey 2

2

 . Комплексно-

сопряженным корням соответствуют решения ,2cos2cos0

3 xxey x    

.2sin2sin0

4 xxey x   Значит, фундаментальная система решений имеет 

вид: 

xey 2

1
 , xey 2

2

 , ,2cos2cos0

3 xxey x    ,  xxey x 2sin2sin0

4   . 

Общее решение исходного уравнения:  

xCxCeCeCy xx 2sin2cos
43

2

2

2

100
  . 
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Пример 4.  Найти общее решение дифференциального уравнения  

y6y+9y=0. 

Решение.  Составляем характеристическое уравнение:  


2
6+9=0 . 

Дискриминант  D = 0, корни действительны и равны:  1=2=3. Фунда-

ментальная система решений:  e3x, хe3x  и общее решение имеет вид: 

y= C1e
3x

+C2xe3x
 или y = e3x

(C1x+C2) .  

Пример 5.  Найти общее решение дифференциального уравнения      

y
V
+  y=0. 

Решение.  Составляем характеристическое уравнение:  5 
+2

 = 0. 

Или 2
 ( 

+ 1))(2  
-

   
+ 1) = 0. Это уравнение имеет два равных корня 

1=2= 0, которым соответствуют два линейно независимых решения 

e0x 
= 1, хe0x 

= х; корень х = -1, которому соответствует решение e 
–x

; и 

два
 
 комплексно-сопряженных комплексных корня  1= ,

2

3

2

1
i  2=

,
2

3

2

1
i  которым соответствуют два линейно независимых решения 

,
2

3
cos2

1

xe
x

  xe
x

2

3
sin2

1

. Тогда фундаментальная система решений имеет 

вид:  

1,   х,     e 
–x

 ,   ,
2

3
cos2

1

xe
x

    xe
x

2

3
sin2

1

.  

Следовательно, общее решение имеет вид 

y = C1 + C2х +  C2e 
–x

 + C3 xe
x

2

3
cos2

1

 + C4 xe
x

2

3
sin2

1

.  

 

III. Задачи и упражнения для лабораторных работ 
 

Найти общее решение линейного дифференциального уравнения с 

постоянными коэффициентами. 

 1. .034  yyy  2. .065  yyy  

 3. .096  yyy  4. .034  yyy  

5. .032  yyy  6. .096  yyy  

7. .06  yyy  8. .032  yyy  

9. .0485  yyyy  10. .0375  yyyy  

11.  .096  yyy IV  12. .02  yyy IV  
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13. .022  yyyy IV  14. .033  yyyy IV  

15. .02  yyy IV  16. .03  yy IV  

17. .02422  yyyyyy IVV  

18. .08  yyV  

Найти частное решение следующих дифференциальных уравнений, 

удовлетворяющее указанным начальным условиям. 

 19. ,065  yyy       у(0)= 0, y (0) = 1.    

 20. ,0168  yyy      у(0)= 1, y (0) = 0.     

 

 

9. Метод Лагранжа (вариации произвольных постоянных)  

нахождения частного решения  

неоднородного линейного уравнения 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Какое уравнение называется линейным неоднородным уравнением 

порядка п с постоянными коэффициентами?  

2. Как связано общее решение этого уравнения с общим решением 

неоднородного уравнения? 

3. Опишите метод вариации произвольных постоянных (метод Ла-

гранжа) для нахождения частного решения неоднородного уравнения.  
 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1.  Найти частное решение дифференциального уравнения    

;
1

2
2 


x

e
yyy

x

 2)0(;1)0(  yy . 

Решение. Вначале найдем общее решение однородного уравнения   

02  yyy  . Соответствующее ему характеристическое уравнение 

0122    имеет один корень 1  кратности 2. Общее решение этого 

уравнения определяется формулой  

xexССy )( 2100  . 

Частное решение неоднородного уравнения  ищем методом вариации 

произвольных постоянных (методом Лагранжа ): 

x

чн exxCxCy ))()(( 11  . 
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Составляем систему для нахождения неизвестных функций )(1 xC   и 

)(2 xC :  























.
1

))(()(

;0)()(

221

21

x

e
xeexCexC

xexCexC
x

xxx

xx

 

Сократив уравнения на xe , получаем 























.
1

1
)1)(()(

;0)()(

221

21

x
xxCxC

xCxC
 

Определитель (вронскиан) последней системы: .1
1

    
1

1





x

х
W  

По формулам Крамера находим 

; 
11

1

1
0

1
)(

2
2

1








x

x
x

x

x

W
xC  

   .
1

1

1

1
1

01
1

)(
2

2
2









xxW
xC  

Проинтегрируем полученные уравнения: 

;С1-ln 
1

)( 1

2

21 





 х
x

xdx
xC  

222 Сarctg 
1

)( 





 x
x

dx
xC . 

Следовательно, х

чн exxхy )1ln arctg ( 2  . 

Таким образом, общее решение неоднородного уравнения имеет вид  

).1lnarctg( 2

21  xxхxCCeyyy x

чнооон  
Найдем частное решение уравнения, удовлетворяющее начальным 

условиям  2)0(;1)0(  yy . Вычислим :онy  

).1lnarctgarctg()0( 2

221  xxxxCxCCey х

он  

Подставляя значение 0x  в выражения для онy  и онy , с учетом 

начальных условий получаем: 

;1)0( 1Cyон   .1;1;2)0( 2121  CCCCyон  

Следовательно, искомое частное решение:  

).1lnarctg1( 2  xxxxey x  
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III. Задачи и упражнения для лабораторных работ 
 

Найти частное решение дифференциального уравнения. 

1. ;
cos

1

x
yy   .1)0(;1)0(  yy  

2. ;
1

1
xe

yy


  .1)0(;0)0(  yy  

3. ;3xeyy    .0)1(;1)1(  yy  

4. ;
cos

54
2

x

e
yyy

x

  .1)0(;2)0(  yy  

5. ;
2

1

tgx
yy     ;

2

2
)

4
( 


y  .0)
4

( 


y  

6. ;2
x

e
yyy

x

  .1)1(;0)1(  yy  

7. ;
sin

1

x
yy   ;1)

2
( 


y  .1)
2

( 


y  

8. ;232   xeyyy x    .2)0(;3)0(  yy  

9. ;
cos

2
2 x

yy   .0)0(;1)0(  yy  

10. ;
1

2
xxe

yyy 
 
 .3)1(;0)1(  yy  

11. ;
3

9
3

3

3

x

x

e

e
yy






    .)14ln3(3)0(;4ln4)0(  yy  

12. ;4ctgxyy   .4)
2

(;4)
2

( 


yy  

13. ;
2

4
86

2xe
yyy


    ;3ln31)0( y   .3ln10)0( y  

14. ;
2

4
86

2

2

x

x

e

e
yyy






   
;0)0( y   .0)0( y  

15. ;
3sin

9
9

x
y 

    
;4)

6
( 


y
   

.
2

3
)

6
(


y  

16. ;
3cos

9
9

x
yy 

  
;1)0( y     .0)0( y  

17. ;244 xctgyy     ;3)
4

( 


y
  

.32)
4

( 


y  

18. ;
2 x

x

e

e
yy








    
;27ln)0( y    .19ln)0( y  



28 

19. ;
1

4
86

2

2

x

x

e

e
yyy




   
;0)0( y     .0)0( y  

20. ;
4sin

16
16

x
yy 

   
;3)

8
( 


y
   

.2)
8

( 


y  

 

 

10. Метод неопределенных коэффициентов  

нахождения частного решения неоднородного  

линейного уравнения с постоянными коэффициентами 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. В каком случае можно подобрать частное решение линейного не-

однородного уравнения с постоянными коэффициентами? 

2. Выражение какого вида называется квазиполиномом? 

3. Рассмотрите случаи в каком виде можно искать частное решение 

неоднородного уравнения в зависимости от параметров квазиполинома, 

стоящего в правой части уравнения. 

 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти частное решение дифференциального уравнения: 

                         .cos422 xeyyy x   (1)  

Решение. Найдем общее решение дифференциального уравнения 

022  yyy . Составляем характеристическое уравнение  

0222    

 и находим его корни: i12,1 . 

Общее решение однородного уравнения имеет вид  

).sincos( 2100 xCxCey x   

В уравнении (1) правая часть имеет вид  

bxxPe r

ax cos)(  

где )(xPr - многочлен степени r, a, b –некоторые числа. В нашем случае 

.0 ,1 ,1  rba  Проверим являются ли числа ibia  1  корнями 

характеристического уравнения. Эти числа есть корни характеристическо-

го уравнения. Так как i1  корни кратности I , то частное решение не-

однородного уравнения ищем в виде ).sincos( xBxAxey x

чн   

Найдем 
чн

y  и 
чн

y  : 
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);sincossincossincos( xAxxBxxBxxAxxBxAey x

чн   

);sincossincossincos(2 xAxxBxxAxBxBxAey x

чн   

и подставим в уравнение (1): 

;cos4)sincos(2 xexAxBe xx   








;02
;42

A
B

 







.  0
;  2

A
B

 

Следовательно, .sin2 xxey x

чн   

Пример 2. Найти частное решение линейного уравнения 

y5y+4y = 4x
2
e

2x
. 

 Решение. Рассмотрим однородное уравнение y5y+4y = 0 .  Будем 

искать его решение в виде у=е
λх

.  Составим характеристическое уравнение 

λ
2
5λ+4= 0  и  найдем его корни.  Корни характеристического уравнения:  

1 = 1, 2 = 4.  

Выпишем правую часть уравнения:  f(x) = 4x
2
e

2x
 = bxxPe r

ax cos)( , где  

.0,2  ,2  bra  Число 2 bia ,  не совпадает ни с одним из кор-

ней характеристического уравнения. Поэтому ищем частное решение в ви-

де 

учн = (ax
2
+ bx + c)e

2x
. 

Тогда   

учн= (2ax + b)e
2x

+ 2(ax
2
+ bx + c)e

2x
= (2ax

2
+ (2b + 2a)x + b + 2c)e

2x
; 

учн= (4ax + 2b + 2a)e
2x

+ 2(2ax
2
+ (2b + 2a)x + b + 2c)e

2x
=  

= (4ax
2
+ (4b+ 8a)x + 2a + 4b + 4c)e

2x
. 

Подставляем в уравнение и сразу сокращаем обе части на  e
2x

, поскольку 

эта величина строго положительна: 

4ax
2
+ (4b+ 8a)x + 2a + 4b + 4c5(2ax

2
+  

+ (2b + 2a)x + b + 2c) + 4(ax
2
+ bx + c) = 4x

2
. 

Собираем в левой части равенства коэффициенты при одинаковых степе-

нях  x. Получаем систему линейных уравнений: 






 

–2a = 4,

−2b − 2a = 0,

2a – b – 2c = 0.
 

Отсюда  a = –2, b = 2, c = –3. Тогда  учн = (–2x
2
+ 2x – 3)e

2x
. 
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III. Задачи и упражнения для лабораторных работ 

 

Найти общее решение дифференциального уравнения.  

1. .2127 2  xyyy  2. .23 xyyy   

3. .32510 xyyy   4. .396 2  xyyy  

5. .153 2  xyyy  6. .84 xyy   

7. .184 xyy   8. .485 2xeyyyy   

9. .423 xxeyyy   10. .)48( xexyyyy  . 

11. .)94(23 2xexyyy   12. .)116(2 xexyyy   

13. .sin24 xyy   14. .2sin52 xyyy   

15. .3cos69 xyy   16. ).cos3sin5(84 xxeyyy x   

17. .6sin44 2 xeyyy x  18. .)cos(sin42 xxeyy x   

19. .)cos(sin252 xxeyyy x   20. .2cos6sin2 xexxyy   

 
 

11. Системы обыкновенных дифференциальных  

уравнений 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Какая система ОДУ называется нормальной системой?  

2. Дайте определение решения системы ОДУ. 

3. Как ставится задача Коши для системы ОДУ?  

4. Какая существует связь между нормальной системой дифференци-

альных уравнений и уравнением п-го порядка? 

5. В чем суть метода последовательного интегрирования системы 

дифференциальных уравнений? 

6. Какие комбинации называют интегрируемыми и в чем суть метода 

интегрируемых комбинаций? 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти общее решение системы 





 

dx

dt
 =–x,

dy

dt
 =2y.
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Решение. Оба уравнения системы являются уравнениями с разделя-

ющимися переменными, проинтегрировав которые имеем x=C1e
−t

,    

y=C2e
2t

. Это и есть общее решение системы. 

Пример 2. Найти общее решение системы 





 

dx

dt
 =–2tx,

dy

dt
 =xye

t2
.
 

Решение. Первое уравнение системы является уравнением с разде-

ляющимися переменными, проинтегрировав которое имеем x=С1e
– t2

. Под-

ставляем найденное значение  х  во второе уравнение:  dy/dt = C1y. Отсюда 

y=C2e
C1t

. 

Пример 3. Решить систему уравнений 






 

dx

dt
 =  y – z,

dy

dt
 =x+y – z,

dz

dt
 =x+y + t.  

Решение. Вычтем почленно из второго уравнения третье, получим     
dy

dt
 (y−z) = y−z. Тогда  y − z = C1e

 t
. Подставив это в первое уравнение, нахо-

дим  х = C1e
t
+ С2. Подставим найденное для х выражение во второе уравне-

ние. Получаем 

dy

dt
  = y + C1e

t
+ С2 .  

Это линейное уравнение. Решая его, получим  

у = (C1t + C3)e
t
− 1 − t − С2. 

Тогда  

z = y − C1e
t
= (C1t + C3 − C1)e

t
− 1 − t − С2. 

Ответ:
   






 

x=С1e
t
+С2,

y=(C1t+C3)e
t
 −1− t − С2,

z =(C1t+C3−C1)e
t
 −1− t − С2.

  

 

III. Задачи и упражнения для лабораторных работ 
 

Найти общее решение системы дифференциальных уравнений, поль-

зуясь методом последовательного интегрирования 
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Найти общее решение системы дифференциальных уравнений, сведя 

систему к одному уравнению высшего порядка 
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 Найти общее решение системы дифференциальных уравне-

ний, построив интегрируемые комбинации 

          17.













.
1

,
1

xdt

dy

ydt
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12. Автономная система линейных однородных  

дифференциальных  уравнений первого порядка  

с постоянными коэффициентами  
 

 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Какая система линейных дифференциальных уравнений называет-

ся автономной? 

2. Как найти решение автономной системы? 

3. Какое уравнение  называется характеристическим уравнением для  

автономной системы ? 
 4. Как найти общее решение автономной системы в случае действи-

тельных различных корней характеристического уравнения? 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример.  Найти решение автономной системы дифференциальных 

уравнений 
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,2

,2

yxy

yxx
 

удовлетворяющее начальным условиям  x(0)=5, y(0)=3. 

Решение. Будем искать решение системы в виде x=1e
kt
,  y=2e

kt
, 

где  k, 1, 2 – постоянные, которые надо правильно подобрать. Тогда   

x=k1e
kt
,    y=k2e

kt
.  Подставляем решение в систему, переносим слагае-

мые в одну часть и сокращаем на e
kt

. Получаем  в систему: 









.0)2(

,0)2(

21

21





k

k
 

Составляем характеристическое уравнение и находим его корни: 

k

k





21

12
=

 
0      (2–k)

2
1=0; 

2 – k = 1   или   2 – k = 1,  k1 = 1,   k2 = 3. 

Найдем  1  и  2,  соответствующие каждому из значений  k1 и k2. 

k1=1  








.0)12(

,0)12(

21

21




      









,0

,0

21

21




     или      2= –1 .  

Полагая  1 = 1, получим 2 = –1. Тогда для k1 = 1  получаем решение: 

,1 1

1

xx eex      .1 1

1

xx eey   

k2=3  








.0)32(

,0)32(

21

21




      









,0

,0

21

21




     или      2= 1 .  

Полагая  1 = 1, получим 2 = 1. Тогда для k2 = 3  получаем решение: 

,1 33

2

xx eex      .1 33

2

xx eey   

Общее решение системы имеет вид 









2211

2211 ,

yCyCy

xCxCx
     или    









.

,
3

21

3

21

tt

tt

eCeCy

eCeCx
 

Подставляем начальные данные  и находим значения постоянных  C1  

и  C2: 









,3

,5

21

21

CC

CC
   C1=1,  C2=4. 

Решение системы имеет вид 








.4

,4
3

3

tt

tt

eey

eex
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III. Задачи и упражнения для лабораторных работ 
 

Найти решение автономной системы дифференциальных уравне-

ний, удовлетворяющее указанным начальным  условиям. 

1. 












,

,2

yx
dt

dy

x
dt

dx

   
.2)0(

,1)0(





y

x
 2. 













,

,3

yx
dt

dy

x
dt

dx

   
.1)0(

,1)0(





y

x
 

3. 












,2

,2

yx
dt

dy

x
dt

dx

   
.2)0(

,1)0(





y

x
 4. 













,

,2

yx
dt

dy

x
dt

dx

   
.1)0(

,1)0(





y

x
 

5. 












,2

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx

   
.2)0(

,0)0(





y

x
 6. 













,

,9

yx
dt

dy

x
dt

dx

   
.2)0(

,0)0(





y

x
 

7. 












,3

,

yx
dt

dy

yx
dt

dx

   
.1)0(

,0)0(





y

x
 8. 













,2

,2

yx
dt

dy

x
dt

dx

   
.2)0(

,0)0(





y

x
 

Найти решение автономной системы дифференциальных уравнений, 

записанной в матричном виде, удовлетворяющее указанным начальным  

условиям.  

9. ,
14

25
xx 










    .)2,1()0( Tx   10. ,

12

21
xx 












  

.)2,0()0( Tx   

11. ,
14

25
xx 










    .)2,1()0( Tx   12. ,

11

43
xx 












    

.)0,1()0( Tx   

13. ,

200

110

110

xx 





















    .)2,0,0()0( Tx   

14. ,

414

111

113

xx 





















    .)1,0,0()0( Tx   



36 

Найти общее решение систем дифференциальных  уравнений. 

15. .
43

12
xx 








    16. .

61

25
xx 












     

17. .
10

41
xx 












     18. .

21

12
xx 







 
     

19. .

012

111

111

xx 























     20. .

600

101

165

xx 























        

 
 

13. Фазовая плоскость 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
  

1. Дайте понятие фазовой плоскости; фазовой траектории системы 

уравнений с постоянными коэффициентами. 

2. Что называется точкой покоя или положением равновесия си-

стемы ? 

3. Пусть   и корни уравнения .0








dc

ba
Рассмотреть сле-

дующие случаи: 

1) числа  и  вещественны, различны и имеют один и тот же знак; 

2) числа  и  вещественны и имеют разные знаки; 

3) числа  и  образуют комплексно-сопряжённую пару с ненуле-

вой вещественной частью; 

4) числа  и  образуют комплексно-сопряжённую пару с нулевой 

вещественной частью; 

5) ; 

6) одно или оба числа   и  равны нулю (для этого снимем условие 

) и для каждого из них схематически изобразить поведение фазо-

вых траекторий в окрестности особой точки.  
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример. Определить  тип  особой  точки  и  сделать  рисунок  фазо-

вого  портрета  для системы  

                                                   xx 













30

01
  . 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

021  

1 2

0det A
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Решение. Запишем систему подробно  









22

11

3

,

xx

xx




   или   













.3

,

2
2

1
1

x
dt

dx

x
dt

dx

 

Точкой покоя системы является точка О (0, 0). 

Характеристическое уравнение  0
30

01









 имеет корни  

,11       32  . Фундаментальную систему решений будем искать с 

помощью системы  









0)(

,0)(

21

21





dc

bа
        или     









.0)3(

,0)1(

2

1




 

Решая полученную систему для  11    и  32   с точностью до 

постоянного множителя, получим 

,11    0,1 1

2

1

1   ,   0, 1

2

1

1   xeх t ; 

,32    1,0 2

2

2

1   ,    texх 32

2

2

1 ,0  ; 

 

Общее решение системы может быть записано в виде 

,)( 1

2

12

1

111

teCxCxCtx            .)( 3

2

2

22

1

212

teСxCxCtx   

Очевидно, что точка покоя О (0, 0) асимптотически устойчива, так 

как  

,0lim)(lim 11  



t

tt
eCtx      .0lim)(lim 3

22  



t

tt
eCtx  

Произвольная точка с координатами (х1, х2)  ( ,01 x 02 x ) фазовой плос-

кости при достаточно большом t  оказывается в некоторой  -окрестности 

точки О, а при t неограниченно приближается к этой точке. 

Общее решение системы – это параметрическое задание траектории 

движения точки (х1, х2) на фазовой плоскости. Выразив х2 через х1, полу-

чим явное задание такой траектории: 3

12 Схх   ( 01 x ). Кроме того, систе-

ма имеет траектории х1 = 0, 02 x ;  х2 = 0, 01 x .   

Придадим С различные значения, например С = −2, −1, −1/2, 1/2, 1,  

2, …,  т.е.  

при  х1 > 0:  
3

12
2хх  , 

3

12
хх  , 

3

12
2

1
хх   и т.д.,  

при  х1 < 0:  
3

12
2хх  , 

3

12
хх  , 

3

12
2

1
хх  , и т.д.  

Получаем фазовый портрет (рис. 2). Точка покоя в этом случае называется  

устойчивым узлом. 
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Рассуждая аналогично, получим, что система  








22

11

3

,

xx

xx




 имеет точку покоя 

О (0, 0) – неустойчивый узел (рис.3). С возрастанием  t точки сколь угодно 

близкие к началу координат  удаляются из   -окрестности точки О и при 

t удаляются в бесконечную часть плоскости. 

Замечание.  Характер точки покоя О (0, 0) можно определить, по 

виду корней характеристического уравнения рассмотренных систем. Для 

системы 








22

11

3

,

xx

xx




 корни характеристического уравнения  действитель-

ны, различны  и оба отрицательны, следовательно, точка О (0, 0) – устой-

чивый узел. Для системы 








22

11

3

,

xx

xx




 корни характеристического уравнения  

действительны, различны  и оба положительны, следовательно, точка 

О (0, 0) – неустойчивый узел.    
 

III. Задачи и упражнения для лабораторных работ 
 

 Определить  тип  особой  точки  и  сделать  рисунок  фазового  

портрета  для системы: 

1.  xx 













10

02
 .  2.

 
xx 











12

12
 .

 

3.  xx 









43

23
 . 4. xx 







 


43

21
 . 

О О 

Рис. 2. 

Рис. 3. 
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5. xx 













410

13
 . 6. xx 










34

21
  

7. xx 













21

92
  8. xx 







 


21

12
  

9.   xx 











02

20
 .                10.  xx 







 


01

10
 . 

11. xx 









20

12
 .     12. xx 












61

42
 . 

13. xx 









37

22
 .  14.

 

xx 











41

12
 .        

15. xx 









71

53
    16.   xx 














56

21
 .   

17.  xx 






 


46

52
 .           18. xx 














31

103
       

19. xx 













12

36
 .       20. xx 










00

01
 . 

 

 

14. Криволинейные интегралы  

первого рода 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Введите понятие криволинейного интеграла первого рода. 

2. Зависит ли криволинейный интеграл первого рода от направ-

ления обхода кривой? 

3. Сформулируйте основные свойства криволинейного интеграла 

первого рода. 

4. В чем состоит геометрический и физический смысл криволи-

нейного интеграла первого рода? 

5. Запишите формулы для нахождения криволинейного интеграла 

первого рода при различном задании кривой на плоскости и в простран-

стве. 
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II. Примеры решения задач 
  

Пример 1. Найти интеграл  
C

dsyx2    вдоль отрезка прямой, соеди-

няющий начало координат и точку с координатами (2, 2). 

Решение.  Прямая,  проходящая через точки (0, 0) и (2, 2), задается 

явно уравнением y = x, ( ). Интеграл находим по формуле  

, где у(х) = х, 1)(  xy  

Тогда 
C

dsyx2  =  
2

0

2 2dxxx = = 

2

0

4

4

2
x  = . 

 

Пример 2. Найти длину дуги винтовой линии, заданной 

параметрически уравнениями: х = cos t,  y = sin t, z = t,  20  t . 

Решение. Длина дуги кривой находится по формуле s = 
C

ds . Фор-

мула для нахождения дифференциала дуги имеет вид  

dttztytxds )()()( 222  . 

Для данной кривой  

dttttds 222 )()(sin)(cos   = dttt 1cossin 22   = dt2 . 

Тогда  s = 
C

ds  = 
2

0

2 dt  = 22 .  

Пример 3. Найти массу дуги окружности С, заданной уравнениями 

х = a cos t,  y = a sin t,  , если плотность ),( yx  в каждой точке 

равна квадрату ординаты в этой точке. 

Решение. Масса дуги кривой находится по формуле 
C

dsyxm ),( .  

В нашем случае 
C

dsym 2 .  

Кривая задана параметрически, следовательно, дифференциал дуги 

кривой находится по формуле  . В нашем случае:  

. 

 

 

 

20  x

dxxyxyxFdsyxF
b

aC

)(1))(,(),( 2 


2

0

32 dxx 24

2
0


 t

)()( 22 tytxds 

dtadttatads  22 )cos()sin(
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Получим  

  
C

adttadsym
2

0

222 sin



 
2

0

23 sin



tdta  
2

0

3

2

2cos1


dt
t

a  

2

0

3

)2sin
2

1
(

2



tt
a


4

3a
 . 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

Вычислить данные криволинейные интегралы первого рода 
 

1. 
C xy

ds
, где кривая С – отрезок прямой от точки А (0, -2) до 

точки В (4, 0). 

2. 
C

dsxy , где С – контур треугольника с вершинами О (0, 0), 

A (4, 0), D (0, 4). 

3.   
C

dsyx 343 , где С – отрезок прямой. от точки А (-1, 0) до 

точки В (0, 1).  

4. 
C yx

ds

422
, где С – отрезок прямой. от точки O(0, 0) до 

точки F (1, 2). 

5. 
C

dsxyz , где С – отрезок прямой. от точки А (1, 0, 1) до точки 

В (2, 2, 3). 

6. 
C

dsx , где С – дуга параболы  2

2

1
xy   от точки О (0, 0), до точ-

ки A (2, 2). 

7. 
C

dsx 2 , где С – дуга кривой  xy ln  от точки А (1, 0), до точки 

В (е, 1). 

8. 
C

ds
x

y
arctg , где С – часть дуги спирали Архимеда 2r , 

.
2

0


    

9. 
C

ds
yx

y
22

, где С – часть дуги кардиоиды )cos1(2 r , 

.
2

0
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10.  
C

dszyx )( 222 , где С – дуга кривой x = cos t,  y = sin t,  

tz 3 , .20  t  

11. 
C

dsyx2 , где С – четверть окружности x
2
 + y

2
 = 4, лежащая в 

первой четверти. 

12. 
C

dsy , где С – дуга астроиды х = cos
3
t,  y = sin

3
t,  заключенная 

между точками А (1, 0), В (0, 1). 

13.  
C

dsyxz )2( 22 , где С – первый виток конической винтовой 

линии х = t cos t,  y = t sin t, z = t,  20  t . 

14. 
C

dsy2 , где кривая С  первая арка циклоиды    x = a(t  sin t),     

y = a(1  cos t), 20  t  .  

15. Найти длину дуги цепной линии 
2

xx ee
y


 , 10  x . 

16. Найти длину дуги кривой х = 4  
4

4t
,  y = 

6

6t
,  20  t . 

17. Вычислить длину дуги одной арки циклоиды циклоиды    

 x = a(t  sin t),     y = a(1  cos t), 20  t  .  

18. Найти массу дуги кривой y = ln x, 83  x , если плотность 

дуги в каждой точке равна квадрату абсциссы этой точки. 

19. Найти координаты центра масс дуги кривой y = 2

3

x , 10  x , 

линейная плотность которой xy  1 . 

20. Вычислить моменты инерции относительно начала координат 

и относительно координатных осей Ох и Оу однородной дуги окружности 

x
2
 + y

2
 = R. 

 

 

15. Криволинейные интегралы  

второго рода 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Введите понятие криволинейного интеграла второго рода. 

2. Зависит ли криволинейный интеграл второго рода от направ-

ления на кривой? 
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3. Сформулируйте основные свойства криволинейного интеграла 

второго рода. 

4. В чем состоит геометрический и физический смысл криволи-

нейного интеграла первого рода? 

5. Запишите формулы для нахождения криволинейного интеграла 

второго рода при различном задании кривой на плоскости и в простран-

стве. 

 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Вычислить криволинейный интеграл dydx
x

y

C

  вдоль 

кривой  y = ln x на интервале . 

Решение. Кривая задана явно уравнением y = у (x), поэтому  для 

нахождения этого интеграла воспользуемся формулой 

 

Тогда 

dydx
x

y

C

 = dx
xx

xe

)
1ln

(
1

 =  
ee

dx
x

dx
x

x

11

1ln
 = 

e
e

xxdx
1

1

ln)(lnln   = 

= 
e

e

x
x

1

1

2

ln
2

ln
  = 1ln

2

1ln
ln

2

ln 22

 e
e

 = . 

 

Пример 2. Вычислить интеграл  , где 

кривая С – дуга винтовой линии  x = t,   y = 2cos t,   z = 2sin t,      . 

Решение. Кривая задана параметрически, следовательно, формула 

для нахождения криволинейного интеграла второго рода имеет вид 

 dzzyxRdyzyxQdxzyxP
AB

),,(),,(),,(  

=  
b

a

dttztztytxRtytztytxQtxtztytxP ))('))(),(),(()('))(),(),(()('))(),(),((( . 

Поскольку dx = dt,   dy = -2sin t dt,  dz = 2cos t dt, то  
 

 = 

ex 1

.))('))(,())(,((),(),(  
b

aC

dxxyxyxQxyxPdyyxQdxyxP

2

3

xdzyzdydxzy
C

 )( 22

2
0


 t

xdzyzdydxzy
C

 )( 22
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= = 

=  + 
2

0

2 sinsin8



tdt  + 
2

0

cos2



dttt = 
2

0

3

)
3

sin
84(



t
t  + 

2

0

cos2



dttt . 

Интеграл 
2

0

cos



dttt  находится методом интегрирования по частям. 

Воспользуемся формулой 
b

a

dvu = 
b

a

b

a
duvuv . 


2

0

cos



dttt = 
tvdttdv

dtdutu

sin,cos

,




= 

2

0

2

0
sinsin




dtttt = 1
2



. 

Тогда  

 = 
3

2
32

3

8
2   . 

 

Пример 3. Вычислить работу А силы kxyjxziyzF


 вдоль отрез-

ка прямой  ВС  от точки В (1, 1, 1) до точки С (2, 3, 4). 

Решение. Параметрические уравнения прямой, проходящей через 

точку М0 (х0, у0, z0) с направляющим вектором a


(a1, a2, a3), имеет вид  

х = х0 + a1t,   y = y0 + a2t,  z = z0 + a3t. 

В нашем случае: х = 1 + t,  y = 1 + 2t,  z = 1 + 3t  10  t . 

Тогда работа А, силы kzyxRjzyxQizyxPF


),,(),,(),,( 

находится по формуле  

 
BC

dzzyxRdyzyxQdxzyxPA ),,(),,(),,( , 

следовательно, 

 
BC

xydzxzdyyzdxA  = 

=  
1

0

))21)(1(3)31)(1(2)31)(21(( dttttttt  = 

= 23)62281(
1

0

2  dttt . 

 

 
 

dtttttttt )cos2)sin2(sincos4)sin(cos4(
2

0

22 




2

0

4



dt

xdzyzdydxzy
C

 )( 22
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III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

Найти криволинейный интеграл второго рода 

1.  
AB

xdyydx sincos , где АВ  отрезок прямой от точки А(2 ; 2 ) 

до точки В(2 ; 2 ). 

2.

 
 
C

xydydxyx 2)( 22  где C  ломаная ОАВ,  О (0; 0) А(0; 2), 

В(1; 2). 

3.

 
 
C

dyydxx  вдоль дуги параболы y = x
2
 от точки O(0;0) до 

А(1;1).  

4.  
C

dyyxdxyx )()( , где С  контур треугольника АВС, с верши-

нами А(1, 1),  В(2, 2),  С(1, 3) 

5.  
C

dxyxdy 2  вдоль кривой С, заданной уравнением y = е
х 
 от точки 

(0;0) до точки (2;8). 

6.  
C

xydydxy 2 , где С – дуга эллипса x = a cos t, y = b sin t от точки 

А (a, 0) до точки B (0, b). 

7.  
C

xydydxx2 , где С – дуга окружности радиуса а, лежащая в первом 

квадранте (направление обхода  против часовой стрелки). 

8. 




C yx

dyydxx

3 53 5

22

, где С – дуга астроиды х = cos
3
t,  y = sin

3
t,  заключен-

ная между точками А (2, 0), В (0, 2). 

9. 




C yx

ydxxdy
22

, где С – окружность радиуса а, пробегаемая против ча-

совой стрелки. 

10. 




C yx

ydxxdy
22

, где С– окружность (x – 2)
2
 + (y – 2)

2
 = 1,  пробегаемая 

против часовой стрелки. 

11.  
C

dyyxydxxyx )2()( 22
, где С – дуга эллипса x = a cos t, 

y = b sin t, при положительном направлении обхода. 

12.  
AB

dzzyxydyxdx )( , где АВ  отрезок прямой от точки 

А(1; 1; 1) до точки В(2; 3; 4). 
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13.  
C

zdzydyxdx , где С  дуга ломаной ОАВС, О(0, 0, 0),  

А(1; 0; 0),  В(1, 1, 0),  С(1, 1, 1). 

14. xydzxzdyyzdx
C

 , где С – дуга винтовой линии   x = Rcos t, 

y = R sin t,  
2

t
z  ,   .20  t  

15. Найти работу, производимую силой jyixF


 2cos  при пере-

мещении материальной точки вдоль дуги линии y =  sin х,  
2

0


 х . 

16. Найти работу, производимую силой kyzjxyiyF


 2
 при пе-

ремещении материальной точки вдоль дуги окружности x = a cos t,  

y = a sin t,  z = t,   t0 . 

17. Найти работу, производимую силой jyiyxF


2)(   при пере-

мещении материальной точки вдоль эллипса 1
916

22


yx

 против часовой 

стрелки. 

18. Найти работу, производимую силой j
yx

x
i

yx

y
F


2222 




  

при перемещении материальной точки вдоль окружности 122  yx  про-

тив часовой стрелки. 

 

 

16. Формула Грина   
 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Запишите формулу Грина. В каком случае она применяется? 

2. Сформулируйте теорему о независимости криволинейного ин-

теграла второго рода от пути интегрирования. 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Используя формулу Грина,  найти интеграл 

 
C

dyyxdxyx )()( , где С представляет собой окружность, заданную 

уравнением . 

 

2 2 2x y a 
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Решение. Формула Грина имеет вид  

 
C

dyyxQdxyxP ),(),(  = dxdy
y

P

x

Q

D

)(








 , 

где область D  область ограниченная замкнутой кривой С. 

В нашем случае: ,),( yxyxP   yxyxQ ),( , тогда 

,1)(,1)( 








Xy yx

x

Q
yx

y

P
 

Следовательно,  

 
C

dyyxdxyx )()(  = dxdydxdy
DD

  22 , 

где область D  круг, ограниченный окружностью x
2
 + y

2 
= 1. Учитывая, 

что интеграл dxdy
D

  равен площади области  D, т.е. 2a , получим 

 
C

dyyxdxyx )()(  = 2 2a . 

Пример 2.  Показать, что дифференциальное выражение  

dyy
xx

dy
y

x











 ln

1

1

1
2

 

является полным дифференциалом некоторой функции u (x, y) и найти эту 

функцию. 
 

Решение.     ,),(
y

x
yxQ        y

xx
yxP ln

1

1

1
),(

2



 . Так как  

yy

P 1





,  

yx

Q 1





, 

по теореме о независимости криволинейного интеграла второго рода от 

пути интегрирования во всех точках плоскости ХОУ, за исключением то-

чек, лежащих на координатных осях, данное дифференциальное выраже-

ние является полным дифференциалом некоторой функции u (x, y). Эта 

функция может быть найдена по формуле  

dyyxQdxyxPyxu
y

y

x

x

 
00

),(),(),( 0 , 

где точки М0 (х0, у0)) и М (х, у)) – произвольные точки плоскости ХОУ, не 

лежащие на координатных осях. В качестве точки М0 можно взять, напри-

мер, точку (1, 1). 
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yx

dy
y

x
xd

xx
yxu

11
2

1ln
1

1

1
),( =  

=  
yx

yxxx
11

||ln||lnarctg   + С = ||ln||lnarctg yxxx   + С. 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Можно ли применять формулу Грина для интеграла 




C yx

ydxxdy
22

, 

где С – окружность радиуса а  c центром в начале координат, пробегаемая 

против часовой стрелки?  
 

Используя формулу Грина,  найти интегралы. 

2. ydyxdxyx
C

  )()( 2 , где С  контур прямоугольника, образо-

ванного прямыми х = 0, y = 0, х = 1, y = 2 при положительном направлении 

обхоа контура. 

3.

 

ydyxdxy
C

  22 )( , где контур С представляет собой треугольник 

АВD  с вершинами в точках А(а, 0), В(а, а), D(а, a). 

4. ydyxdxyx
C

  )()( , где С  эллипс . 

5. ydxydxyx
C

  22 , где С  окружность  222 ayx  , обход которой 

производится против часовой стрелки. 

6. 




C yx

ydxxdy
22

, где С– окружность (x – 2)
2
 + y 

2
 = 1,  пробегаемая против 

часовой стрелки. 

7. 




C yx

ydxxdy
22

, где С– окружность (x – 1)
2
 + (y – 1)

2
 = 1,  пробегаемая 

против часовой стрелки. 

8.  
c

xx dyyedxye )sin1()cos1( , где С  пробегаемый в положи-

тельном направлении контур, ограничивающий область ,0  x  

xy sin0  . 

Вычислить интеграл вдоль указанных линий: 

9.  
AB

dyxdxxy 22 ,    а) у = х,  б) у = х
2
,  в) xy  ,  г) у = sin 

2

x
. 

2 2

2 2
1

x y

a b
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Доказать, что следующие интегралы не зависят от пути интегрирова-

ния и найти эти интегралы. 

10.  
AB

xx dyexdxxye )1( , где АВ – любая линия, соединяющая точки          

А( ,
4


 2) и В(

6


, 1).  

11.  
AB

ydyxdxy 2cos2sin2 , где АВ – любая линия, соединяющая точ-

ки А(0, 2) и В(1, 2). 

Проверить, является ли выражение полным дифференциалом неко-

торой функции u (x, y) и найти эту функцию. 

12. du = dyyxdxyx )4()43(  . 

13. du = dyyxydxxyx )32()32( 2222  . 

14. du = dyxyedxey xyxy )1()3( 2  . 

15. du = dyyxxydxxyyx )sincos2()sincos2( 22  . 
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