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Пусть R – подмножество элементов группы G. Подгруппу H группы G назовем R-субнормальной подгруппой, если H 
является субнормальной подгруппой в <H, R>. Используя данное понятие, мы доказываем достаточные признаки ниль-
потентности и сверхразрешимости конечной группы G, представимой в произведение своих R-субнормальных подгрупп, 
где R = F(G) является подгруппой Фиттинга G. В частности, установлена нильпотентность группы G = AB, где  
A и B – F(G)-субнормальные нильпотентные подгруппы группы G. Также получено, что группа G = AB, являющаяся про-
изведением своих F(G)-субнормальных сверхразрешимых подгрупп A и B, сверхразрешима, если выполняется хотя бы 

одно из следующих условий: 1) коммутант G  группы G нильпотентен; 2) G метанильпотентна и подгруппы A и B име-

ют взаимно простые индексы; 3) G  = A B ; 4) одна из подгрупп A или B нормальна и нильпотентна. 
Ключевые слова: конечная группа, произведение подгрупп, субнормальная подгруппа, нильпотентная группа, сверх-
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Let R be a subset of a group G. A subgroup H of G will be called R-subnormal subgroup if H is a subnormal subgroup  
of <H, R>. Using this concept, we will prove some sufficient conditions for the nilpotency and supersolubility of finite group G, 
represented by the product of its R-subnormal subgroups, where R = F(G) is the Fitting subgroup of G. In particular, we have 
proved the nilpotency of the group G = AB which is the product of its F(G)-subnormal nilpotent subgroups A and B. It also has 
been found that the group G = AB, which is the product of its F(G)-subnormal supersoluble subgroups A and B, is supersolvable 
if at least one of the following conditions is held: 1) the commutator subgroup G' group G is nilpotent; 2) G is metanilpotent and 

subgroups A and B have relatively prime indices; 3) G  = A B ; 4) one of the subgroups A or B is normal and nilpotent. 
Key words: finite group, product of subgroups, subnormal subgroup, nilpotent group, supersoluble group, Fitting subgroup, 

commutator subgroup. 
 

ведение. Рассматриваются только конеч-

ные группы. Хорошо известен результат 

Фиттинга о том, что группа, представимая в 

произведение своих нормальных (субнормаль-

ных) нильпотентных подгрупп, является ниль-

потентной. Существуют примеры [1] несверх-

разрешимых групп, являющихся произведением 

своих субнормальных сверхразрешимых под-

групп. С другой стороны, Бэр в [2] показал, что 

если группа G является произведением своих 

двух нормальных сверхразрешимых подгрупп и 

ее коммутант G' нильпотентен, то G сверхраз-

решима. Фриссен [3] заметил, что если группа 

есть произведение двух нормальных сверхраз-

решимых подгрупп, имеющих взаимно простые 

индексы в ней, то она сверхразрешима. Также 

хорошо известно, что произведение нормальной 

нильпотентной подгруппы на нормальную 

сверхразрешимую подгруппу всегда сверх-

разрешимо. Перечисленные выше пезультаты 

развивались многими авторами в различных 

направлениях (см., например, [4 6]). 

В настоящей работе мы вводим следующее 

определение. 

Определение 1. Пусть R – подмножество 

элементов группы G. Подгруппу H группы G 

назовем R-субнормальной подгруппой, если H 

является субнормальной подгруппой в <H, R>.  

Основной целью данной работы является 

обобщение отмеченных выше классических ре-

зультатов для групп, представимых в произве-

дение своих R-субнормальных подгрупп, в слу-

чае, когда R совпадает с подгруппой Фиттинга 

F(G) группы G. Заметим, что всякая субнор-

мальная подгруппа является F(G)-субнор-

мальной. Обратное утверждение неверно, как 

показывает следующий пример. 

Пример 1. Пусть G – группа, изоморфная 

симметрической группе степени 4. Пусть H – 

силовская 2-подгруппа G. Заметим, что H явля-

ется абнормальной подгруппой группы G. Не-

трудно показать, что F(G) лежит в H. Следова-

тельно, H является F(G)-субнормальной под-

группой группы G. 

В 
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Теорема 1. Если группа G=AB является про-

изведением своих F(G)-субнормальных нильпо-

тентных подгрупп A и B, то G нильпотентна. 

Следствие 1. Пусть группа G = AB является 

произведением нильпотентных подгрупп A и B. 

Если F(G)  A  B, то G нильпотентна. 

Следующий пример показывает, что если 

группа G содержит две F(G)-субнормальные 

сверхразрешимые подгруппы A и B взаимно 

простых индексов в G (в этом случае, G = AB), 

то она необязательно сверхразрешима. 

Пример 2. Пусть G – группа, изоморфная 

симметрической группе степени 3. По теореме 

10.3B [7] существует точный неприводимый 

F7G-модуль V размерности 2 над полем F7. 

Пусть T – полупрямое произведение V и G. 

Пусть A = VG3 и B = VG2, где Gp – силовская p-

подгруппа G и p  {2,3}. Так как 7  1(mod p) 

для p  {2,3}, то легко проверить, что A и B 

сверхразрешимы. Так как V – точный неприво-

димый модуль, то F(T) = V. Таким образом, A и 

B – F(T)-субнормальные подгруппы T. Заметим, 

что T = AB, но T в силу свойств F7G-модуля V 

не является сверхразрешимой группой. 

Известно, что если группа содержит две 

нормальные подгруппы взаимно простых ин-

дексов, то ее коммутант есть произведение 

коммутантов этих подгрупп (см. доказательство 

теоремы 3.5 из [1, р. 128]). 

Теорема 2. Пусть группа G = AB является 

произведением своих F(G)-субнормальных 

сверхразрешимых подгрупп A и B. Если выпол-

няется хотя бы одно из следующих условий: 

1) коммутант G  группы G нильпотентен; 

2) G метанильпотентна и 

(|G : A|,|G : B|) = 1; 

3) G  = A B ; 

4) одна из подгрупп A или B нильпотентна 

и нормальна в G, 

то G сверхразрешима. 

Замечание. Теоремы 1 и 2 остаются верны-

ми, если вместо F(G) рассматривать любую 

подгруппу R группы G такую, что F(G)  R. 

Предварительные результаты. В работе 

используются обозначения, определения и ре-

зультаты из работ [1, 7–8], напомним некоторые 

из них.  

Пусть G – группа. Тогда через E обозначает-

ся единичная подгруппа, через F(G) обознача-

ется подгруппа Фиттинга; через (G) обознача-

ется подгруппа Фраттини группы G. Если M – 

подгруппа группы G, то через MG обозначается 

максимальная нормальная в G подгруппа, со-

держащаяся в M. 

Леммы 1, 2, 4 хорошо известны, и их доказа-

тельства можно найти в [7–8]. 

Лемма 1. Если факторгруппа G/ (G) ниль-

потентна, то и группа G нильпотентна. 

Лемма 2. Если группа G разрешима, то  

1) (G)  F(G) и F(G/ (G)) = F(G)/ (G); 

2) CG(F(G))  F(G); 

3) если (G) = E, то F(G) совпадает  

с произведением всех минимальных подгрупп 

группы G. 

Лемма 3. Пусть группа G есть произведение 

своих субнормальных сверхразрешимых под-

групп A и B. Если коммутант G  нильпотентен, 

то G сверхразрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Непосредственно ин-

дукцией по порядку группы сводится к теореме 

Бэра (см., например, [1, р. 9]). 

Лемма 4. Пусть группа G есть произведение 

своих подгрупп A и B. Тогда верны следующие 

утверждения: 

1) G  = A B [A, B]; 

2) [A, B]  G; 

3) если одна из подгрупп A или B нормальна в 

G, то [A, B] в ней содержится; 

4) пусть G разрешима и  – множество 

простых чисел. Тогда найдутся такие -хол-

ловы подгруппы G , A , B  групп G, A и B со-

ответственно, что G  = A B . 

Лемма 5. Если группа G есть произведение 

нормальной нильпотентной подгруппы и суб-

нормальной сверхразрешимой подгруппы, то G 

сверхразрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G = AB, где A – 

нормальная нильпотентная подгруппа, а  

B – субнормальная сверхразрешимая подгруппа 

группы G. Согласно 1) леммы 4 коммутант 

G  = A B [A, B]. Так как GA , то по 3) леммы 4 

[A, B]  A. Заметим, что A [A, B] – нормальная 

нильпотентная подгруппа группы G . Так как B 

сверхразрешима, то ее коммутант B  нильпотен-

тен. Имеем, что G  представим в произведение 

двух своих субнормальных нильпотентных под-

групп A [A, B] и B . Следовательно, подгруппа 

G  нильпотентна. Теперь утверждение леммы 

вытекает из леммы 3. Лемма доказана. 

Доказательства основных результатов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Пусть 

существуют ненильпотентные группы G = AB, 

являющиеся произведением своих F(G)-субнор-

мальных нильпотентных подгрупп A и B. Выбе-

рем среди таких групп группу G = AB наи-

меньшего порядка. По теореме Виланда–Кегеля 

группа G разрешима. Очевидно, что G  E. 
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Предположим (G)  E. Рассмотрим фактор-

группу G/ (G). Так как F(G/ (G)) = F(G)/ (G) 

по 1) леммы 2, то 

G/ (G) = A (G)/ (G)B (G)/ (G), 

где A (G)/ (G) и B (G)/ (G) являются  

F(G/ (G))-субнормальными нильпотентными 

подгруппами группы G/ (G). Так как 

|G| > |G/ (G)|, то G/ (G) нильпотентна. Тогда 

по лемме 1 группа G нильпотентна. Это проти-

воречит выбору группы G.  

Можно считать, что (G) = E. Рассмотрим 

подгруппу R = AF(G). Так как A субнормальна в           

<A, F(G)> = AF(G), то из нильпотентности A и 

F(G) следует, что R = AF(G) нильпотентна. 

Аналогично устанавливается нильпотентность 

подгруппы T = BF(G).  

Покажем, что в G найдется ненормальная 

максимальная подгруппа M, не содержащая 

F(G). Допустим противное. Так как G разреши-

ма и ненильпотентна, то G  F(G)  E. Тогда по 

утверждению 3) леммы 2 F(G) = N1  … Nt, где 

Ni – минимальная нормальная подгруппа груп-

пы G, i = 1, …, t. Пусть i  {1, …, t}. Так как 

Φ(G) = E, то для Ni найдется максимальная под-

группа Mi группы G такая, что MiNi  = G. Заме-

тим, что MiF(G) = G. Согласно допущению име-

ем, что Mi  G. Так как Ni абелева, то 

Ni  CG(Ni). Из Mi  Ni = 1 и Mi  G следует, что 

Mi  CG(Ni). Но тогда G = MiNi  CG(Ni) для лю-

бого i = 1, …, t. Отсюда и из 2) леммы 2 заклю-

чаем, что G  CG(F(G))  F(G). Следовательно, 

G нильпотентна. Получили противоречие с вы-

бором G.  

Таким образом, в G имеется ненормальная 

максимальная подгруппа M, не содержащая 

F(G). Так как G разрешима, то согласно теореме 

2 из [9] существует силовская p-подгруппа Gp 

группы такая, что ее нормализатор NG(Gp) со-

держится в M.  

С другой стороны, ввиду 4) леммы 4 в R и T 

существуют p'-холловы подгруппы Rp' и Tp' со-

тветственно и силовские p-подгруппы Rp и Tp 

соответственно такие, что Rp'Tp' – p'-холлова 

подгруппа группы G, а RpTp = Gp. Из нильпо-

тентности подгрупп R и T следует, что  

R = Rp'  Rp и T = Tp'  Tp. Поэтому  

[Rp'  Tp', RpTp] = E. Откуда получаем, что  

Rp'  Tp'  NG(RpTp) = NG(Gp). Так как  

F(G)  R  T, то нетрудно заметить, что  

F(G)  NG(Gp)  M. Получили противоречие с 

выбором M. Теорема доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д с т в и я  1. Так 

как F(G)  A  B, то нетрудно видеть, что A и B 

являются F(G)-субнормальными подгруппами. 

Теперь результат следует из теоремы 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. Пред-

положим, что G  нильпотентна. Так как F(G) 

нильпотентна, то по лемме 5 подгруппа 

K = AF(G) сверхразрешима. Аналогично уста-

навливается сверхразрешимость подгруппы 

R = BF(G). Так как G' нильпотентна, то группа 

G/F(G) = K/F(G)R/F(G)  абелева. Откуда следу-

ет, что K/F(G) и R/F(G) – нормальные подгруп-

пы в G/F(G). Теперь наше утверждение следует 

из леммы 3. 

Предположим, что G метанильпотентна и 

(|G : A|, |G : B|) = 1. Так как F(G) нильпотентна, 

то K = AF(G) сверхразрешима по лемме 5. Ана-

логично доказывается, что подгруппа R = BF(G) 

сверхразрешима. Имеем G/F(G)=K/F(G)R/F(G).  

Так как G метанильпотентна, то G/F(G) нильпо-

тентна. Поэтому K/F(G) и R/F(G) являются суб-

нормальными подгруппами в G/F(G). Следова-

тельно, K и R – субнормальные подгруппы в G. 

По теореме 3.5 (см. [1], р. 128) G сверхразре-

шима, что и завершает доказательство пункта 2) 

теоремы.  

Для доказательства оставшихся пунктов тео-

ремы 2 нам потребуется следующая лемма. 

Лемма 6. Пусть группа G = AB – произведе-

ние F(G)-субнормальных подгрупп A и B, имею-

щих нильпотентный коммутант. Если выпол-

няется хотя бы одно из следующих условий:  

1) G  = A B ; 

2) одна из подгрупп A и B нильпотентна и 

нормальна в G, то коммутант G  группы G 

нильпотентен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G  = A B . Тогда 

из характеристичности подгруппы A  в A следу-

ет, что A  субнормальна в AF(G), в частности, A  

субнормальна в A'F(G). Следовательно, A  – 

F(G)-субнормальная подгруппа группы G. Ана-

логично доказывается F(G)-субнормальность 

подгруппы B . Так как G  – нормальная под-

группа группы G, то F(G )  F(G). Заметим, что 

коммутанты A  и B  являются F(G )-субнор-

мальными нильпотентными подгруппами груп-

пы G . Теорема 1 завершает доказательство 

пункта 1) леммы 6. 

Предположим, что одна из подгрупп A и B 

нильпотентна и нормальна в G. Не теряя общ-

ности рассуждений, можно считать, что A – 

нормальная нильпотентная подгруппа группы 

G. Так как A  char A G, то A G. Так как 

[A, B]  A по 3) леммы 4, то [A, B] нильпотент-

на. Так как GBA ],[ , то A [A, B] – нормальная 

нильпотентная подгруппа, в частности,  
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F(G )-субнормальная подгруппа группы G . 

Рассуждая, как в пункте 1), получаем, что B  

является F(G )-субнормальной нильпотентной 

подгруппой группы G . Так как A G, то ввиду 1) 

леммы 2 G  = A B [A, B] = B  A [A, B]. Отсюда  

по теореме 1 получаем нильпотентность G . 

Лемма 6 доказана. 

О к о н ч а н и е  д о к а з а т е л ь с т в а  т е о р е -

м ы  2. Пункты 3) и 4) теоремы следуют из лем-

мы 6 и пункта 1) теоремы. Теорема доказана. 

Заключение. Полученные выше теоремы 

могут быть использованы при изучении свойств 

групп, представимых в произведение своих 

нильпотентных и сверхразрешимых подгрупп с 

различными условиями перестановочности для 

подгрупп.  

Напомним, что подгруппы  H и K группы G 

называются перестановочными, если HK = KN, 

что эквивалентно тому, что множество HK яв-

ляется подгруппой в G. В работе [10] Т. Фоге-

лем было введено понятие сопряженно-

перестановочной подгруппы. Подгруппа H 

группы G называется сопряженно-

перестановочной, если H перестановочна со 

всеми своими сопряженными подгруппами H
x
, 

x  G. В работе [10] было показано, что если H 

является сопряженно-перестановочной под-

группой группы G, то H субнормальна в G.  

Для того чтобы развить данную концепцию, 

нами в работе [11] было введено следующее 

Определение 2. Пусть R – подмножество 

элементов группы G. Подгруппа H группы G 

называется R-сопряженно-перестановочной, 

если HH
x
 = H

x
H для всех x  R.  

Лемма 7. Пусть H и R – подгруппы группы 

G, причем RH = HR. Если H является  

R-сопряженно-перестановочной, то H субнор-

мальна в подгруппе RH. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть  k HR. Тогда  

k = hr, где  h H  и  r  R. Так как подгруппа H 

является R-сопряженно-перестановочной, то  

HH
k
 = HH

hr
 = HH

r
 = H

r
 H = H

hr
 H = H

k
 H. Следо-

вательно, H является сопряженно-

перестановочной подгруппой группы HR. Те-

перь результат следует из следствия 1.1 [10]. 

Лемма доказана. 

Как показывает следующий пример, обрат-

ное утверждение к лемме 7 неверно. 

Пример 3. Рассмотрим симметрическую 

группу S8 степени 8 и ее подгруппу, изоморф-

ную группе вращений правильного восьми-

угольника D8 = x, y | x
8
 = y

2
 = 1, yxy = x

7
. Не-

трудно проверить, что подгруппы H = y  и 

K = yx
6

 сопряжены в D8, но не перестановочны. 

Отметим, что H cубнормальна в HD8. Заметим 

также, что H не субнормальна в S8. 

Применяя лемму 7, в качестве следствий из 

теорем 1 и 2 получаем следующие результаты. 

Следствие 2. Если группа G=AB является 

произведением своих F(G)-сопряженно-

перестановочных нильпотентных подгрупп A и 

B, то G нильпотентна. 

Следствие 3. Пусть группа G = AB – произ-

ведение своих F(G)-сопряженно-перестановоч-

ных сверхразрешимых подгрупп A и B. Если вы-

полняется хотя бы одно из следующих условий: 

1) коммутант G  группы G нильпотентен; 

2) G метанильпотентна и  

(|G : A|,|G : B|) = 1; 

3) G  = A B ; 

4) одна из подгрупп A или B нильпотентна и 

нормальна в G, то G сверхразрешима. 
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