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Об определителях Адамара и Вандермонда
и методе Бернулли–Эйлера–Лагранжа–Эйткена
вычисления корней полиномов
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В статье развит метод Эйлера–Лагранжа вычисления всех корней произ-
вольного полинома 𝑃 (𝑧) с комплексными коэффициентами, на базе подсче-
та пределов отношений определителей (как и в методах Бернулли–Эйткена),
построенных по коэффициентам разложений в ряды Тейлора и Лорана функ-
ции 𝑃 ′(𝑧)/𝑃 (𝑧).
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1. Введение и постановка задачи. Методы приближенного подсчета корней
полиномов в том направлении, о котором идет речь в настоящей статье, имеют
долгую и содержательную историю.

В 1728 г. Бернулли в статье [1] для полиномов с действительными коэффициен-
тами

𝑃 (𝑥) = 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 + · · ·+ 𝑎𝑛−1𝑥+ 𝑎𝑛, 𝑎0, 𝑎𝑛 ̸= 0

(т.е. 𝑃 (𝑥) – полином степени 𝑛, для которого 0 не является корнем) описал метод
(названный последователями в его честь) нахождения наибольшего по модулю дей-
ствительного корня с помощью вычисления предела последовательности 𝑡𝑚+1/𝑡𝑚
отношений соседних по номерам решений разностного уравнения

𝑎0𝑡𝑚 + 𝑎1𝑡𝑚−1 + · · ·+ 𝑎𝑛𝑡𝑚−𝑛 = 0, 𝑚 = 𝑛, 𝑛+ 1, . . . , (1.1)

построенного по коэффициентам полинома 𝑃 (𝑥) (подробности, см., например, в [2;
гл. 10]. Обоснования этому методу Бернулли не дал. В 1748 г. Эйлер в книге [3]
посвятил главу 17 анализу метода типа метода Бернулли для нахождения наи-
большего (наименьшего) по модулю действительного корня многочлена 𝑃 (𝑥), не
имеющего кратных корней. Эйлер использовал степенные ряды (он называл их
рекуррентными рядами), построенные по функции 1/𝑃 (𝑥) и подсчитывал пределы
отношения соседних коэффициентов этих рядов. Он обнаружил (на примерах), что
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в ситуации, когда 𝑃 (𝑥) имеет пару наибольших по модулю комплексно сопряжен-
ных корней, метод может не работать – предел отношения соседних коэффициентов
может не существовать. В 1798 г. Лагранж, развивая идеи Эйлера, в [4] описал
соответствующий метод для подсчета наибольшего (наименьшего) по модулю дей-
ствительного корня многочлена 𝑃 (𝑥), обладающего кратными корнями. Для этого
он рассматривал ряды, построенные по функции 𝑃 ′(𝑥)/𝑃 (𝑥). В 1927 г. Эйткен в [5]
обобщил метод Бернулли для подсчета произведений упорядоченных по модулю
корней полинома 𝑃 (𝑥). Он использовал при этом пределы отношений определите-
лей, составленных из последовательных по номерам решений разностного уравне-
ния (1.1) (подробности см., например, в [2; гл. 10], где содержится также обзор иных
сходных по духу методов подсчета корней полиномов с действительными коэффи-
циентами).

В настоящей статье мы развиваем метод Эйлера–Лагранжа и вычисляем все кор-
ни произвольного полинома 𝑃 (𝑧) с комплексными коэффициентами, на базе под-
счета пределов отношений определителей (как и в методах Бернулли–Эйткена),
построенных по коэффициентам разложений в ряды Тейлора и Лорана функции
𝑃 ′(𝑧)/𝑃 (𝑧).

Соответствующие методы для вычисления наибольшего и наименьшего по моду-
лю корня полинома 𝑃 (𝑧) получены в [6], [7].

Часть утверждений данной работы без доказательств и просчета конкретных при-
меров анонсированы в [8].

2. Метод приближенного вычисления корней полиномов. Пусть

𝑃 (𝑧) = 𝑎0𝑧
𝑛 + 𝑎1𝑧

𝑛−1 + · · ·+ 𝑎𝑛−1𝑧 + 𝑎𝑛, 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ C,

𝑎0, 𝑎𝑛 ̸= 0 – произвольный полином степени 𝑛, для которого 0 не является корнем,
т.е.

𝑃 (𝑧) = 𝑎0(𝑧 − 𝑧1)
𝑚1 · · · (𝑧 − 𝑧𝑝)

𝑚𝑝 , (2.1)

где 𝑚1+𝑚2+ · · ·+𝑚𝑝 = 𝑛 – сумма кратностей корней 𝑧𝑗 и 𝑧𝑖 ̸= 𝑧𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗 и 𝑧𝑗 ̸= 0,
𝑗 = 1, . . . , 𝑝. Вместе с полиномом 𝑃 (𝑧) рассмотрим рациональную функцию

𝑃 ′(𝑧)

𝑃 (𝑧)
=

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗

𝑧 − 𝑧𝑗
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘. (2.2)

Здесь правая часть – разложение функции 𝑃 ′(𝑧)/𝑃 (𝑧) в ряд Тейлора в окрестности
нуля.

Отметим сразу же, что современными средствами компьютерной математики
(например, система Maple или Wolfram Mathematica) элементарно осуществляется
вычисление любого числа коэффициентов этого ряда для произвольного заданного
полинома 𝑃 (𝑧). В разделе 3 мы продемонстрируем разработанный метод прибли-
женного вычисления корней полинома на конкретном примере.

По коэффициентам 𝑐𝑘 ряда (2.2) строятся определители Адамара. А именно, для
каждой пары натуральных чисел (𝑘, 𝑟), 𝑘 ⩾ 0, 𝑟 > 0 определителем Адамара 𝐻𝑘,𝑟
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